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摘要 

鑄造是一項人類傳承千年的傳統金屬加工工藝，其低廉的成本與高效的生產

能力，使其在製造業中扮演著重要角色。然而，與其他加工方法相比，鑄造工藝通

常在相對高溫的環境下進行。在金屬冷卻過程中，由於固液體積差異、表面氧化物

生成，以及固液間對氣體溶解度的不同，鑄件內部常產生孔洞。目前最有效消除孔

洞的方法之一，是在凝固過程中施加壓力，藉由擠壓初晶晶粒以促使其移動與變形

來填補孔洞。但後續研究發現，若施加壓力過大，不僅無法消除孔洞，反而可能導

致孔洞擴張，甚至造成鑄件破裂。此外，由於鑄件內部不同位置冷卻速率不一，導

致晶粒形貌與尺寸差異顯著，使得受壓行為也存在不均。因此，理解壓力與初晶晶

粒運動行為之間的關係，成為鑄造工藝優化的重要研究方向。 

隨著同步輻射技術的進展，研究發現晶粒在半固態階段呈現出類似於土壤顆

粒的準剛性特性，這促使學者開始以土壤力學的角度探討晶粒的運動行為。Altuhafi 

等人便以三軸壓縮試驗研究半固態鋁合金晶粒的機械性質。然而，由於實驗設備限

制，其研究未能深入觀察晶粒受剪後的微觀運動過程。因此本研究參考 Su 等人之

方法，利用第六代離散元素法模擬軟體 Particle Flow Code 3D (PFC3D)，模擬半固

態鋁合金的三軸壓縮行為。我們首先以 Avizo 重建同步輻射斷層掃描所得之晶粒

結構，並導入 PFC 模擬系統中。接著採用 Su 等人於排水壓縮測試中提出的接觸

模型，以 Hertz 模型模擬顆粒與牆體間的非線性接觸，並以 Burgers 模型描述顆

粒間的黏彈性作用，所需參數則依據文獻中提出的微觀壓縮模型決定。 

此外，為了提高模擬效率，我們參考 Ng 等人提出的方法，透過增加顆粒質

量以提升時間步長，降低總計算量。根據微觀模型評估結果，即使質量增加，只要

系統維持連續接觸狀態，應力-應變曲線的變化趨勢幾乎不受影響。因此，本研究

將伺服牆之最大應變速率設定為 5 × 10−4  𝑠−1，以確保整體顆粒系統處於準靜態 
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(quasi-static) 狀態。 

三軸壓縮測試中，首先施加圍壓以模擬鑄造過程中晶粒所受環境壓力，隨後自

試樣上方以固定應變速率施加軸向偏應力，觀察顆粒在剪切作用下的運動行為。剪

切階段結束後，我們將模擬所得之偏應力、體積應變與孔隙率變化，與 Altuhafi 等

人之實驗結果進行比較。模擬結果顯示，在固相率較高 (550°C) 的條件下，施加

偏應力後試樣體積呈壓縮趨勢，與 Altuhafi 等人觀察到的膨脹現象不符。為探究

差異原因，我們建立了混合接觸模型 (mixed contact model)，並進一步發現體積應

變在剪切過程中呈現先壓縮後膨脹之行為。我們推測此差異可能源於模擬中忽略

了間隙液體壓力對晶粒運動的影響。 

相較於 Su 等人進行的排水壓縮模擬，本研究在三軸剪切條件下更明顯觀察

到晶粒滑移與變形對宏觀機械性質的影響，並深化了對間隙液體在半固態行為中

所扮演角色的理解。此外，我們亦進一步分析剪切過程中的接觸力分佈與應力傳遞

變化，為未來探索高壓鑄造中晶粒行為提供了新的模擬視角與參考依據。 

關鍵字：半固態鋁合金、同步輻射、離散元素法、三軸壓縮測試、接觸力學 
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Abstract 

Casting is a traditional metal processing technique that has been passed down for 

thousands of years. Due to its low cost and high production efficiency, it plays a vital role 

in the manufacturing industry. However, compared to other processing methods, casting 

is typically carried out at relatively high temperatures. During the cooling process, 

internal porosity often forms in the castings as a result of volume differences between 

solid and liquid phases, the formation of surface oxides, and differing gas solubility 

between the solid and liquid states.One of the most effective ways to eliminate such 

porosity is to apply pressure during solidification. This compressive force promotes the 

movement and deformation of primary solid grains to fill in the voids. However, 

subsequent studies have shown that excessive pressure can not only fail to eliminate 

porosity but may even enlarge the voids or cause cracking in the castings.Additionally, 

variations in cooling rates across different regions of the casting result in significant 

differences in grain morphology and size, leading to uneven responses to applied pressure. 

Therefore, understanding the relationship between pressure and the motion of primary 

grains has become a key research direction in the optimization of casting processes. 

With advances in synchrotron radiation technology, studies have revealed that grains 

in the semi-solid state exhibit quasi-rigid behavior similar to that of soil particles. This 

finding has led researchers to analyze grain motion from a geomechanics perspective. For 

instance, Altuhafi et al. conducted triaxial compression tests to investigate the mechanical 

properties of semi-solid aluminum alloys. However, due to experimental limitations, their 

study was unable to capture the detailed micro-scale motion of grains under shear. 
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To address this, the present study adopts the approach proposed by Su et al., using the 

sixth-generation Discrete Element Method (DEM) simulation software, Particle Flow 

Code 3D (PFC3D), to simulate the triaxial compression behavior of semi-solid aluminum 

alloys. We first reconstructed the grain structure from synchrotron tomography data using 

Avizo, and then imported it into the PFC simulation system. The contact model follows 

that used by Su et al. in drained compression tests: the nonlinear contact between particles 

and walls is modeled using the Hertz contact law, while the viscoelastic behavior between 

particles is described using the Burgers model. The required parameters are determined 

based on micro-scale compression models reported in the literature. 

To improve computational efficiency, we adopted the method proposed by Ng et al., 

increasing the particle mass to enlarge the time step and thus reduce total computation 

time. According to the micro-scale model evaluation, even with increased mass, the 

stress–strain response remains nearly unaffected as long as continuous contact within the 

system is maintained. Therefore, the maximum strain rate of the servo-controlled walls 

was set to 5×10⁻⁴ s⁻¹ to ensure quasi-static conditions for the entire granular system. 

In the triaxial compression test, confining pressure was first applied to simulate the 

ambient pressure experienced by grains during casting. Axial deviatoric stress was then 

applied from the top of the specimen at a fixed strain rate to observe grain motion under 

shear. After the shear phase, the simulated results—such as deviatoric stress, volumetric 

strain, and porosity evolution—were compared with the experimental results from 

Altuhafi et al. 

The simulation results revealed that under higher solid fraction conditions (550 °C), the 

specimen exhibited volumetric compression after applying deviatoric stress, which 
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contrasts with the dilation observed by Altuhafi et al. To investigate the cause of this 

discrepancy, a mixed contact model was developed. It was found that the volumetric strain 

exhibited a compress-then-dilate trend during shearing. We speculate that this difference 

arises from the simulation's omission of interstitial liquid pressure, which influences grain 

movement. 

Compared to Su et al.’s drained compression simulation, this study more clearly 

observes the influence of grain sliding and deformation on macroscopic mechanical 

behavior under triaxial shear conditions. It also deepens our understanding of the role of 

interstitial liquid in semi-solid behavior. Furthermore, we analyzed contact force 

distributions and stress transmission during shear, providing new simulation perspectives 

and references for investigating grain behavior in high-pressure casting applications. 

 

Keywords: semi-solid aluminum alloy, synchrotron radiation, discrete element 

method, triaxial compression test, contact mechanics 
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Chapter 1 前言 

高壓鑄造(HPDC)常見於如今的金屬加工業中，用以填補高溫熔融金屬在凝固

過程中產生的凝固縮孔以及缺孔[1]，然而在壓縮過程中極易產生不均勻的壓力場，

進而造成諸如剪切開裂、帶狀孔洞、宏觀偏析、熱撕裂等等[2, 3]。 

在先前的研究中發現到等軸晶粒在特定的荷重下，半固態合金在枝晶接觸點

之上與準固態顆粒有相似的性質。Gourlay 等人[3]皆發現到晶粒會因為壓縮以及剪

切應力導致晶粒出現重排進而導致剪切誘發膨脹，這種行為類似於緊密堆積顆粒

材料中的雷諾膨脹現象(Reynold's dilatancy phenomenon)相似。而隨著同步輻射技

術的進步，Kareh 等人[4]透過單軸壓縮測試搭配同步輻射直接的觀察到了晶粒在受

力後的晶粒重排現象，同時也觀察到了顆粒的體積以及形狀在整個壓縮過程中幾

乎沒有變化可被視為準剛性性質，類似於一般常見的土壤顆粒。 

有了上述的發現促使了不少學者嘗試利用離散元素法以及臨界土壤力學

(critical state soil mechanism(CSSM))來模擬晶粒的運動行為如：Yuan 等人[5]透過細

胞自動機(cellular automata) 製造等軸樹枝狀晶體模型並透過二維離散元素法發現

於接觸固相分率下剪切強度顯著提升代表剪切膨脹的開始。Su 等人[2]則透過耦合

二維 LBM-DEM 的方式研究半固態鋁合金在受到剪切後的流變行為。不過在 Su 等

人[6]後續的非臨場同步輻射排水壓縮實驗中發現到晶粒在移動約束力極強的環境

下，由於應力的累積導致晶粒出現變形或是破壞進而導致晶粒出現重熔和動態再

結晶的現象，也因此透過比較模擬與實驗的結果進行應力分析變得尤為重要。 

在本次研究中我們參考了 Su 等人[6]在排水壓縮時的研究方法，透過 Hertz 模

型模擬顆粒與牆體之間的非線性碰撞並以 Burgers 碰撞模型模擬晶粒間的黏彈性
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碰撞。同時我們利用土壤力學中常見的三軸壓縮測試去模擬現實生活中常見的複

雜應力環境對晶粒運動行為的影響並對標 Altuhafi 等人進行的半固態鋁合金三軸

壓縮測試數據。 
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Chapter 2 文獻回顧 

2.1 晶粒形貌在不同凝固階段的變化 

2.1.1  成核 

在不同物理狀態下，物質型態上發生的變化其最終的目的是為了降低其自身

的能量以達到在該物理狀態下的平衡狀態。吉布斯自由能為最常見用來描述物質

型態在不同物理狀態下能量的方法，公式如下： 

 𝐺 = 𝐻− 𝑇𝑆 

 

Eq. 2.1-1 

當中𝐺代表吉布斯自由能、𝐻代表焓、𝑇為絕對溫度而𝑆為熵。假設有一金屬從高溫

液態冷卻下來到凝固點前時，固態下的吉布斯自由能較液態時高，因此在凝固點前

液態較固態穩定。但在凝固點後，固態時的自由能比液體低，此時固體較為穩定。

而在液態與固態的吉布斯自由能交會時的點稱為凝固點如圖 2.1-1 所示。 

 
圖 2.1-1 吉布斯自由能與溫度之間的變化圖[7]。 
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但是現實中固體很少會在凝固點出現，這是由於凝固發生時，液體中的原子需形成

晶核胚(embryo)，其與液體間會出現固液介面生成介面能如圖 2.1-2。 

 
圖 2.1-2 胚核與液體之間的介面示意圖[7]。 

因此這裡吉布斯自由能公式要修改為 Eq. 2.1-2，當中第一項為計算固相與液

相間的吉布斯自由能差，𝑅為晶胚半徑、𝜌𝑠為固體密度、∆𝑠𝑓為每公斤的熵變化量、

∆𝑇為與凝固點之間的溫度差並假設固液之間的焓和熵的差在不同溫度下不變。第

二項為介面能其中𝛾𝑆𝐿每平方米的介面能。圖 2.1-3 為晶胚在不同半徑下的自由能

變化圖，綠色線和藍色線分別為第一項和第二項的計算結果而紅色則為兩者相加，

能從圖中發現一開始隨著晶胚半徑的增加其自由能也會跟著增加，這段期間晶胚

的狀態極其不穩定，基本無法形成穩定的固相。直到液體中的原子在碰撞後生成半

徑大於𝑅𝑐的晶胚才會開始穩定的生長。而由於𝑅𝑐所對應到的自由能最大因此將 Eq. 

2.1-2 微分後可得 Eq. 2.1-3，由此可知𝑅𝑐 ∝
1

∆𝑇
。因此當物質開始凝固時產生的晶胚

臨界半徑會隨著與凝固點之間的溫度差增加而有所減少，始晶胚更容易達到𝑅𝑐，這

種溫度差被稱為過冷度。上述發生的情況被稱為均質成核，然而這種成核方式極其

罕見因為在現實生活中所需的過冷度極大，因此大多由接下來所要介紹的異質基
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底成核完成。 

 ∆𝐺𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
ℎ𝑜𝑚𝑜 = −

4

3
𝜋𝑅3𝜌𝑠 ∆𝑠𝑓∆𝑇 + 4𝜋𝑅

2𝛾𝑆𝐿  

 

 

Eq. 2.1-2 

 

  

 𝑅𝑐 =
2𝛾𝑆𝐿

𝜌𝑠∆𝑠𝑓∆𝑇
 

 

Eq. 2.1-3 

 
圖 2.1-3 自由能與晶胚關係圖[7]。 

 
 

異質基底成核相較於均質成核而言，其首先需要有雜質存在於液體中才能完

成，以圖 2.1-4 為例藍色部分為晶胚、紅色為液體而黑白相間的部分為雜質，Eq. 

2.1-4 為此時固體的體積，Eq. 2.1-5 為固體在液體內的表面積而 Eq. 2.1-6 為固體在

雜質部分的表面積，最後 Eq. 2.1-7 為整體晶胚生成後的總表面能，搭配 Eq. 2.1-2

所提出的概念經整理後可得 Eq. 2.1-8。這裡可以簡單理解為均質成核所需的自由

能乘以𝑓(𝜃)就是異質基底成核所需的自由能，當中𝑓(𝜃)經過計算後大部分的情況

下都小於 1 如圖 2.1-5 所示，由此可知異質基底成核所需的過冷度小於均質成核所

需的過冷度，也是現實生活中常見的成核方式。 

 
𝑉𝑆 =

𝜋𝑅3

3
(2 + cos𝜃)(1 − cos𝜃)2 Eq. 2.1-4 

 𝐴𝑆𝐿
ℎ𝑒𝑡𝑒𝑟𝑜 = 2𝜋𝑅2(1 − cos𝜃) Eq. 2.1-5 
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 𝐴𝑓𝑆
ℎ𝑒𝑡𝑒𝑟𝑜 = 𝜋𝑅2(1 − cos2𝜃) Eq. 2.1-6 

 ∆𝐺𝑠𝑢𝑟𝑓𝑎𝑐𝑒
ℎ𝑒𝑡𝑟𝑜 = 𝐴𝑆𝐿

ℎ𝑒𝑡𝑒𝑟𝑜𝛾𝑆𝐿 + 𝐴𝑓𝑆
ℎ𝑒𝑡𝑒𝑟𝑜(𝛾𝑓𝑆 − 𝛾𝑓𝐿) Eq. 2.1-7 

 
∆𝐺𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙

ℎ𝑒𝑡𝑒𝑟𝑜 = ∆𝐺𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
ℎ𝑜𝑚𝑜

(2 + cos𝜃)(1 − cos𝜃)2

4
= ∆𝐺𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙

ℎ𝑜𝑚𝑜𝑓(𝜃) Eq. 2.1-8 

 
        圖 2.1-4 異質基底成核示意圖[7]。 

 

 
       圖 2.1-5 𝑓(𝜃)與浸潤角變化圖[7]。 
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2.1.2 介面能對晶粒形貌的影響 

在晶胚生成後，晶胚成長的形貌受到其介面能量的影響，這裡將介紹傑克森模

型來講述這樣的概念。圖 2.1-6 顯示了傑克森模型下晶粒成長的模式，固體中的原

子會與周圍的固體原子斷鍵並跑到固體表面與部分液體和固體原子鍵結，在這個

過程中由於固液鍵結的鍵能低於固-固鍵結，整體的內能升高對應的焓也跟著增加，

其變化量可由 Eq. 2.1-9 計算，當中 n 為固體中的原子跳到表面的數目、∆ℎ為每顆

原子跑到表面後的焓變化、Z 為配位數、𝜂1為在表面與液體原子間的配位數。但這

條公式僅限於表面原子間相互獨立，但在表面變化到圖 2.1-6(c)時，表面原子再也

不是相互獨立因此會加入修正項獲得 Eq. 2.1-10 當中 N 為表面空位的數目。 

 
     圖 2.1-6 傑克森模型示意圖[7]。 

 ∆𝐻 ′ = 𝑛
∆ℎ

𝑍
𝜂1 

Eq. 2.1-9 

 ∆𝐻 ′ = 𝑛
∆ℎ

𝑍
𝜂1 (

𝑁 − 𝑛

𝑁
) 

Eq. 2.1-10 

相較於計算焓的變化量，傑克森模型對自由能的計算更感興趣因此要先算出

熵的變化，根據波茲曼方程式 Eq. 2.1-11 可得熵的變化量，透過 Stirling 近似可將

Eq. 2.1-11 轉成 Eq. 2.1-12。最後將 Eq. 2.1-10 和 Eq. 2.1-12 代入 Eq. 2.1-1 可得 Eq. 

2.1-13，其中𝐿 = ∆ℎ𝑁，物理意義為每莫爾的潛熱。 
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 ∆𝑆 = 𝑘𝑙𝑛𝑊 = 𝑘ln (
𝑁!

𝑛! (𝑁 − 𝑛)!
) 

 

Eq. 2.1-11 

 ∆𝑆 = −𝑁𝑘((
𝑁 − 𝑛

𝑁
)𝑙𝑛 (

𝑁 − 𝑛

𝑁
) + (

𝑛

𝑁
) ln(

𝑛

𝑁
)) 

 

Eq. 2.1-12 

 ∆𝐺 =
𝐿𝜂1

𝑍

𝑛

𝑁

𝑁 − 𝑛

𝑁
− 𝑁𝑘𝑇 ((

𝑁 − 𝑛

𝑁
) ln(

𝑁 − 𝑛

𝑁
)+ (

𝑛

𝑁
)ln (

𝑛

𝑁
)) 

 

Eq. 2.1-13 

接著傑克森模型定義傑克森常數𝛼 =
𝜂1𝐿

𝑅𝑇𝑍
且𝑋 =

𝑛

𝑁
代入 Eq. 2.1-13 轉成 Eq. 

2.1-14。 

 ∆𝐺

𝑅𝑇
= 𝛼𝑋(1 − 𝑋) + (1 − 𝑋) ln(1 − 𝑋) + 𝑋ln𝑋  

 

Eq. 2.1-14 

圖 2.1-7 為自由能與已佔位的表面空位的關係圖，能從中看到當傑克森常數大

於 2 時，自由能的最低值發生在兩端，這意味著原子無法任意填在固體表面需要

以特定的方式填入如圖 2.1-8(b)，這類型的元素大多為非金屬或類金屬元素如碳、

矽、鍺，這類元素的固液介面能較高，凝固時沿著特定方向生長。而傑克森常數低

於 2 的大多為金屬，這類物質固液介面能較低，生長方式相較隨意如圖 2.1-8(a)。 

 
          圖 2.1-7 自由能與已佔位的表面空位的關係圖[8]。 
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        圖 2.1-8 傑克森模型預測晶粒形貌例圖[8]。 
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2.1.3 熱流對晶粒形貌的影響 

除了上述討論介面自由能造成的影響之外，在凝固時潛熱所造成的熱梯度變

化也會對晶粒形貌造成影響。一般來說計算熱流的方法可用 Fourier Law 來求解，

Eq. 2.1-15 和 Eq. 2.1-16 分別為傅立葉第一定律(Fourier 1st Law) 和傅立葉第二定律

(Fourier 2nd Law)的表示式。假設純金屬在凝固時固態和液態的熱傳皆為穩定態

(steady state)，並且在凝固時所散發的潛熱可用 Eq. 2.1-17 表示，𝜌為金屬密度、𝐿

為金屬凝固時的潛熱而𝑉為固液接面的成長速度。根據能量守恆定律可將Eq. 2.1-15

和 Eq. 2.1-16 寫成等式 Eq. 2.1-18。 

 
𝑞 = −𝑘

𝑑𝑇

𝑑𝑥
 

 

Eq. 2.1-15 

 𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝛼

𝑑2𝑇

𝑑𝑥2
 

 

Eq. 2.1-16 

 𝑞 = 𝜌𝐿𝑉 
 

Eq. 2.1-17 

 𝑘𝑆 (
𝑑𝑇

𝑑𝑥
)
𝑠𝑜𝑙𝑖𝑑

= 𝜌𝐿𝑉 + 𝑘𝐿 (
𝑑𝑇

𝑑𝑥
)
𝑙𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑

 
 

Eq. 2.1-18 

在這裡討論兩種情況，第一種為液體溫度高於介面的溫度如圖 2.1-10。在這種

情況下其內部熱量須由固體傳導出去，若是固體的一部分發生突起，其在固態部份

的溫度梯度會減少而在液體部份則會增加，如圖 2.1-9 所示。透過 Eq. 2.1-18 可知

突起部份的固液接面成長速度減緩，整體傾向於平面式成長。另一方面若是液體溫

度低於介面的凝固溫度如圖 2.1-11，這種情況下凝固時的潛熱會由液體和固體共

同傳導出去，此時若是固體的一部分發生突起，透過 Eq. 2.1-18 可知突起部份的成

長速度會出現增加的情況，整體傾向於突起式生長。 
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        圖 2.1-9 凝固時產生突起後溫度梯度的變化[9] 

 

 
   圖 2.1-10 液體溫度高於接面時溫度與距離關係圖[9]。 

 

 
圖 2.1-11 液體溫度低於接面時溫度與距離關係圖[9]。 
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2.1.4 平衡凝固模型 

這一章前幾節的討論都是基於純物質下的晶粒形貌變化，但由於傑克森常數

較大的物質極易受到介面能影響，在接下來討論混合物的凝固章節中會因為溶質

濃度的變化而變得複雜因此接下來會以合金為基礎討論。一般來說合金的晶粒形

貌會隨著溫度、固相分率、壓力、冷卻速度、加工過程、熱處理手法以及成份而發

生變化，一般來說可以透過槓桿法則(lever rule)在相圖上得知合金在不同溫度下的

相分率如圖 2.1-12，但由於相圖是基於完全平衡下的合金繪製出來，也就是溶質在

固體和液體中進行充分的擴散，現實中難以實現，因此在這數年來發展出基於熱流

以及濃度差流來模擬出晶粒在冷卻後的形貌和固相分率。 

 
      圖 2.1-12 槓桿法則示意圖[10]。 
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2.1.5  Scheil 凝固模型 

Scheil凝固為研究不平衡凝固時最常見的一種模型，相較於平衡凝固模型下固

液中的溶質能夠近乎無障礙的擴散而獲取平衡，Scheil凝固模型做了以下幾種假設： 

1. 溶質在固體中完全不會擴散，溶質擴散係數是零  

2. 液體在任何溫度下發生完全擴散，溶質擴散係數無限大  

3. 固液介面會有區域平衡  

4. 固相線和液相線為直線，因此分配係數通常為常數（如果用計算相圖熱力

學軟體則不需要這個假設） 

 
圖 2.1-13 Scheil溶質溶液濃度關係圖[7]。 

根據質量守恆以及上方的示意圖 2.1-13，Gulliver-Scheil [11]透過計算灰色部

分可得到式 Eq. 2.1-19 其中𝐶𝐿為液體中的溶質濃度、𝐶𝑆為固體中的溶質濃度而𝑓𝑠為

固態分率。假設分配係數 k 和固體中溶質、液體中溶質的關係式為 Eq. 2.1-20，又

由於固態與液態分率總合為 1，可得 Eq. 2.1-21： 

 
(𝐶𝐿 − 𝐶𝑆)𝑑𝑓𝑆 = 𝑓𝐿𝑑𝐶𝐿 Eq. 2.1-19 
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 𝑘 =
𝐶𝑆
𝐶𝐿

 
 

Eq. 2.1-20 

 
𝑓𝑠 +𝑓𝐿 = 1 Eq. 2.1-21 

將 Eq. 2.1-20 代入 Eq. 2.1-19 中可得 Eq. 2.1-22： 

 𝐶𝐿(1− 𝑘)𝑑𝑓𝑆 = (1− 𝑓𝑆)𝑑𝐶𝐿  
 

Eq. 2.1-22 

並以開始凝固時的固相分率𝑓𝑆 = 0時的濃度𝐶𝐿 = 𝐶0作為邊界條件，可得 Eq. 

2.1-23 

 ∫
𝑑𝑓𝑆
1 − 𝑓𝑆

𝑓𝑆

0

=
1

1− 𝑘
∫

𝑑𝐶𝐿
𝐶𝐿

𝐶𝐿

𝐶0

 
 

Eq. 2.1-23 

在積分後可得 Eq. 2.1-24，並透過 Eq. 2.1-20 以及 Eq. 2.1-21 代換可得 Eq. 2.1-25 

 𝐶𝐿 = 𝐶0(𝑓𝐿)
𝑘−1  

Eq. 2.1-24 

 𝐶𝑆 = 𝑘𝐶0(1 − 𝑓𝑆)
𝑘−1 

Eq. 2.1-25 

Eq. 2.1-24 和 Eq. 2.1-25 即為 Scheil equation 常見的形式。 
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2.1.6  穩態溶質擴散 

在 2.1.5 節介紹了 Scheil 凝固模型，相較於前面所說的平衡模型，Scheil 模型

處於另外一種極端情況，因此現實當中枝晶前緣要考慮溶質在液體中的擴散係數

很少完全遵守 Scheil模型的凝固行為，因此將 Scheil模型的部分假設修改： 

1. 溶質在固體中完全不會擴散，溶質擴散係數是零。  

2. 液體在任何溫度下發生完全擴散，溶質擴散係數並非無限大。  

3. 固液介面會有區域平衡。 

4. 固相線和液相線為直線，因此分配係數通常為常數。 

透過上述的假設，並交給電腦計算後可得圖 2.1-14，能發現在一開始時固液介

面的濃度會隨著時間的增加而有所增加，最後到達穩定態。在穩定態時，可以透過

費克第二定律(Fick’s second law(Eq. 2.1-27))和質量守恆得到濃度變化曲線。圖 

2.1-15 中可得到溶質從固體析出到固液介面的濃度可寫為 Eq. 2.1-28。在穩定態時，

由於固液介面濃度不變可得 Eq. 2.1-29。最後透過代入穩定態下時的邊界條件𝑥 =

0, 𝐶𝐿 =
𝐶0

𝑘
、𝑥 = ∞, 𝐶𝐿 = 𝐶0，最後可得到 Eq. 2.1-30。 

 ∫
𝑑𝑓𝑆
1 − 𝑓𝑆

𝑓𝑆

0

=
1

1− 𝑘
∫

𝑑𝐶𝐿
𝐶𝐿

𝐶𝐿

𝐶0

 
 

Eq. 2.1-26 

 𝑑𝐶𝐿
𝑑𝑡

= −𝐷𝐿 (
𝑑2𝐶𝐿
𝑑𝑥2

) 
 

Eq. 2.1-27 

 𝑑𝐶𝐿
𝑑𝑡

= 𝑉 (
𝑑𝐶𝐿
𝑑𝑥

) 

 

Eq. 2.1-28 
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 −𝐷𝐿 (
𝑑2𝐶𝐿
𝑑𝑥2

) =  𝑉 (
𝑑𝐶𝐿
𝑑𝑥

) 
 

Eq. 2.1-29 

 𝐶𝐿 = 𝐶0 + (
𝐶0
𝑘
− 𝐶0)𝑒

(−
𝑉∗𝑥
𝐷𝐿

)
 

 

Eq. 2.1-30 

 
      圖 2.1-14 為對 Scheil模型進行部分修改後的溶質溶液關係圖[8]。 

 
圖 2.1-15 固液介面在 dt時間內濃度變化圖[8]。 
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2.1.7  組成過冷 

組成過冷是一種由於凝固發生時，因溶質在溶液中的濃度擴散不均造成的現

象。這裡可以透過 2.1.3 節中所提過的凝固模型來解釋。圖 2.1-16 (a)為套用 Eq. 

2.1-30 後的濃度分佈圖，圖 2.1-16 (b)為根據圖(a)的濃度變化代入相圖的液相線中，

並假設液相線為線性可寫成 Eq. 2.1-31 而得到的液相線溫度變化圖。而圖 2.1-16(c)

和(d)當中紅色虛線代表了液體在固液接面前的溫度曲線，在圖(c)中能發現液體內

的溫度始終比液相線高，這種凝固情況類似於 2.1.3 節中所介紹的第一種凝固情況

因此晶粒呈現平面成長。圖(d)則呈現相反的情況液體的溫度低於液相線的溫度，

這種現象就稱為組成過冷，在這樣的情況下其晶粒成長方式與 2.1.3 節中介紹的第

二種凝固情況相似因此晶粒呈現突出式的成長。 

 𝑇𝐿 = 𝑚𝐿𝐶𝐿 + 𝑇𝑚 
 

Eq. 2.1-31 

 
圖 2.1-16(a)為透過 2.1.3 節中的模型推導的濃度分佈曲線。圖(b)為利用濃度分佈

曲線代入 Eq. 2.1-31 後得到的液相線溫度分佈曲線圖。(c)為發生組成過冷時的臨

界溫度分佈圖。圖(d)為組成故過冷溫度分佈圖[12]。 
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最後這裡結合這一節中討論的兩種情況，我們可以得知晶粒形貌的變化可藉

由是否發生組成過冷得知，而發生組成過冷的臨界條件如圖 2.1-16(c)所示，在固

液接面時的液體溫度梯度與液相線的斜率相等，透過將 Eq. 2.1-30 進行微分可得

Eq. 2.1-32，又在固液接面時 x=0，代入 Eq. 2.1-32 後得到 Eq. 2.1-33。最後將 Eq. 

2.1-31 微分後將 Eq. 2.1-33 代入，可得 Eq. 2.1-34。最後可以由此式得知晶粒的形

貌受到液體溫度梯度、凝固速度以及合金組成影響，並將影響的能力呈現於圖 

2.1-17。 

 𝑑𝐶𝐿
𝑑𝑥

= (
𝐶0
𝑘
− 𝐶0) 𝑒

(−
𝑉∗𝑥
𝐷𝐿

)
(−

𝑉

𝐷𝐿
) 

 

Eq. 2.1-32 

 (
𝑑𝐶𝐿
𝑑𝑥

)
𝑥=0

= −
𝑉𝐶0
𝐷𝐿

(
1 − 𝑘

𝑘
) 

 

Eq. 2.1-33 

 (
𝑑𝑇𝐿
𝑑𝑥

)
𝑥=0

= 𝑚𝐿 (
𝑑𝐶𝐿
𝑑𝑥

)
𝑥=0

= −
𝑚𝐿𝑉𝐶0
𝐷𝐿

(
1 − 𝑘

𝑘
) 

 

Eq. 2.1-34 

 
          圖 2.1-17 晶粒形貌與液體溫度梯度、凝固速度以及溶質濃度關係圖[12]。 
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2.2 晶粒形貌在半固態熱機階段的變化 

2.2.1  鋁合金連續動態再結晶機制 

再結晶是一種晶粒再受到嚴重塑性變形後，由於晶粒內部產生大量的差排或

是缺陷產生，致使晶粒內部能量增高，材料內部生成未受塑性變形影響的細小等軸

晶粒。一般來說再結晶分為靜態再結晶和動態再結晶，靜態再結晶主要發生在冷加

工到一定程度後，透過退火加熱到溫度大於0.4倍的熔點溫度時產生新晶粒取代舊

晶粒的現象。而動態再結晶則是發生在高溫下進行熱加工到一定程度後，晶粒內部

同時發生回復以及差排累積形成新晶粒的現象。目前常見的動態再結晶主要分為

三種：不連續動態再結晶(Discontinuous Dynamic Recrystallization (DDRX))、連續

動態再結晶(Continuous Dynamic Recrystallization (CDRX))以及幾何動態再結晶

(Geometric Dynamic Recrystallization (GDRX))[13]。這些再結晶的啟動機制會因為

材料的疊層錯能、加工手法、晶粒形貌等原因影響比如低疊層錯能的材料會傾向於

利用差排的滑移以及生成機械雙晶的方法進行塑性變形[14]，這種變形方式容易快

速累積差排到一定密度後促使再結晶成核，隨後透過差排密度差促使高角度晶界

進行長程遷移[15]，這種兩階段式的再結晶機制被歸類為不連續動態再結晶。而在

高疊層錯能中差排快速移動相互抵消，意味著回復能力強，這樣的行為會抑制不連

續動態再結晶的成核，因此大部份高疊層錯能的材料如：鋁合金、β相鈦合金以及

肥粒鐵傾向發生連續動態再結晶[15]。 

在鋁合金的連續動態再結晶中，主要由三種不同的機制主導分別為錯取角的

累積、晶界附近的晶格扭轉以及微剪切帶的輔助動態再結晶[13]。第一種機制錯取

角累積會造成的動態再結晶主要發生在高溫下的變形，此時鋁合金中的微觀組織
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變得相對均勻，剪切帶和變形帶變的不明顯。由於塑性變形的關係差排不斷的形成

並且逐漸累積在低角度晶界導致錯取角增加，當錯取角達到15°時，低角度晶界轉

變為高角度晶界從而形成新的再結晶顆粒[16]。 

第二種機制為晶界附近的晶格扭轉，這種現象主要發生在諸如 Al-Mg 或是 Al-

Zn 合金中，根據 Drury 等人[17]的研究首先在塑性變形的過程中，晶界會在取向有

利的晶界上發生晶界滑移如圖 2.2-1(a)所示，在此過程中由於兩晶粒間的差排密度

不平衡導致高角度晶界在遷移後形成鋸齒狀的結構如圖 2.2-1(b)所示。然而晶粒滑

移的現象會消除這些鋸齒狀的結構，因此在不易滑移的晶界上會形成較大的鋸齒

亦或是突起如圖 2.2-1 (c)，然而這些突起部份所存在的晶界後續仍有機會產生滑

移，導致局部晶格旋轉使晶界形狀不對稱促進次晶的形成如圖 2.2-1 (d)。最後次晶

的錯配角會因為塑性變形的關係逐漸上升直至形成新晶粒。 

 
圖 2.2-1 由晶界附近的晶格扭轉造成的連續動態再結晶示意圖。(a)表示晶界滑移

再三相點的部份應力集中導致塑性變形集中(b)差排密度差導致高角度晶界遷移所

形成的鋸齒狀結構(c)由於部份的差排移動以及部分的晶界滑移形成的殼層結構(d)

由於晶界滑移導致殼層結構中的突起剪切產生次晶[13] 
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第三種機制為剪切帶輔助連續動態再結晶，這種機制在嚴重塑性變形(SPD)中

可促使超細晶(UFG)微結構的形成。在這一過程中在低應變階段差排會組織成細胞

狀的亞結構，可被視為新晶粒形成的孕育期對應到圖 2.2-2 中的第一階段，隨後隨

著變形的進行晶粒內部形成多個微剪切帶致使平均錯取向快速增加，最終形成微

剪切帶網路如圖 2.2-3(a)所示其對應到圖 2.2-2 中的第二階段。後續變形會使微剪

切帶的密度顯著增加，同時高角度與低角度晶界也隨著增加，這種現象在材料內部

分佈並不均勻，主要集中於微剪切帶內部尤其在微剪切帶的交叉處。隨後超細晶結

構的比例增加使等軸晶結構逐步擴展至整個體積[13]。 

 

 
圖 2.2-2 (次)晶界錯位角隨著應變變化圖(a)高度合金化且含有細小顆粒並在低溫

下的變化圖(b)低合金含量材料在高溫下(大於0.5倍的熔點)的變化圖[13] 
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圖 2.2-3 微剪切帶促進次晶形成過程：(a)多個含有高密度位錯的微剪切帶；(b)次

晶在微剪切帶附近形成；(c)次晶通過旋轉和長大形成再結晶晶粒。[18] 

2.2.2 鋁合金球化熱處理 

由前述 2.1 章節中所講述關於凝固的各個過程中晶粒形貌的變化，由於在工業

製程下金屬凝固的過程通常處於不平衡的狀態因此生成的初始晶粒可能為柱狀樹

枝晶、等軸樹枝晶或是柱狀晶。然而由於這種形狀下的晶粒表面積並非最小，這意

味著整體系統自由能並非最低，因此當升溫後持續一段時間，由於原子獲得能量可

以移動使整體的晶粒形狀會逐漸傾向於球形。隨後為了使自由能持續降低，顆粒間

的距離增加且顆粒總數減少，這一過程通過顆粒間的濃度差引起的濃度流來實現，

由於小晶粒的曲率較大附近的溶質濃度較高促使溶質流向大顆粒促使小顆粒溶解

和大顆粒的粗化，這個過程被稱為奧斯特瓦爾德熟化[19, 20]如圖 2.2-4。 

 
圖 2.2-4 奧斯特瓦爾德熟化[21] 

該模型假設顆粒所產生的擴散場為圓形彼此之間互不干擾且有較高的界面能。
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晶粒尺寸的大小與時間的關係通常可用 Eq. 2.2-1 表示[22]。𝑑0為初始晶粒尺寸、𝑛

為尺度指數而 k則代表晶粒的幾合尺寸以及質量傳輸過程對晶粒尺寸造成的影響。

其中為𝐷液體的擴散係數、𝐶𝛼為固體中析出物的重量百分濃度、𝛾𝑠𝑙為固液介面的濃

度、𝑉𝑚為合金每莫爾的體積、𝑅為理想氣體常數最後𝑇為絕對溫度。 

 𝑑𝑛 = 𝑑0
𝑛 + 𝑘𝑡 

 

Eq. 2.2-1 

 𝑘 =
8𝐷𝐶𝛼𝛾𝑠𝑙𝑉𝑚

9𝑅𝑇
 

 

Eq. 2.2-2 

其中若是材料遵循奧斯特瓦爾德熟化則𝑛 = 3，這種況大多屬於長時間將合金

置於高溫球化狀態且固相分率較低。然而現實生活中很多球化合金時的溫度其體

積固相分率大於 0.5，且時間不足以長到奧斯特瓦爾德熟化的 n 值理論值出現，這

種情況下𝑛值落在 3 到 4 之間，造成 n 值增加的原因可歸咎於晶粒聚結的影響。

Rappaz 等人[23]提出了 Eq. 2.2-3，計算將兩個平坦的固-液界面轉變為晶界所需的

過冷度((∆𝑇𝑏)： 

 ∆𝑇𝑏 =
𝛾𝑔𝑏 − 2𝛾𝑠𝑙

∆𝑠𝑓
∙
1

𝛿
 

 

Eq. 2.2-3 

其中𝛿固液介面的厚度、𝛾𝑔𝑏以及𝛾𝑠𝑙分別為晶界和固液介面能最後∆𝑠𝑓是融化熵。

從 Eq. 2.2-3 可知如果要發生聚結需要一定的過冷度，當∆𝑇𝑏小於 0 代表處在的溫度

略高於液相線，晶粒間的液膜在此期間表現不穩定直到過冷度大於 0，液膜才能穩

定存在。最後當過冷度大於∆𝑇𝑏液膜會開始逐漸消失，使晶粒相互接觸開始發生具

結以及產生晶界。以鋁銅合金為例由於合金的球化溫度高於共晶溫度(547°C)約 2

到 3°C，低於對應的液相線溫度約 100 度，這種情況下合金極易發生聚結反應且由

於固體與固體之間的介面能小於兩倍的固體與液體之間的介面能，這就造成了若

是晶粒相互碰觸會迅速產生新的固-固界面以降低介面能使晶粒尺寸增加如圖 

2.2-5，這種機制下會使 Eq. 2.2-1 的𝑛落在 5 到 6 之間。由此可知合金的球化與粗化
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的機制主要是由奧斯特瓦爾德熟化與聚結反應共同主導。 

 
圖 2.2-5 聚結反應[21] 
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2.3 同步輻射 X 光造影技術應用在合金凝固與糊狀區現象 

2.3.1  X 光衰減理論 

隨著同步輻射 X 光科技的發展，其對半固態金屬變形[24-26]以及塊狀試片中

微觀結構的三維斷層重建[4, 27, 28]對凝固動力學以及鑄造冶金學提供了大量的資

訊。而 X 光成像在實驗上的成功主要依賴於 X 光對固液相透射能力的差異所產生

的對比度。而 X 光的強度 I 以及其歸一化的形式𝜏可由 Beer-Lambert law 表示[29]

如 Eq. 2.3-1 和 Eq. 2.3-2： 

 𝐼 = 𝐼0exp (−𝜇𝑠𝑝𝑡𝑠𝑝) 
 

Eq. 2.3-1 

 𝜏 =
𝐼

𝐼0
= exp (−𝜇𝑠𝑝𝑡𝑠𝑝) 

 

Eq. 2.3-2 

其中𝐼0為入射光強度，𝜇𝑠𝑝為試片的 X 光線性吸收係數，𝑡𝑠𝑝為試片厚度。試片

的 X 光吸收係數受到試片本身的密度以及物理性質影響，並且可寫為 Eq. 2.3-3 

 𝜇𝑠𝑝 =∑(
𝜇

𝜌
)
𝑖

𝜌𝑖 = 𝜌̅

𝑖

∑(
𝜇

𝜌
)
𝑖𝑖

𝑤𝑖 
 

Eq. 2.3-3 

(
𝜇

𝜌
)𝑖項表示在特定入射光子能量下，第𝑖種質量 X 光吸收係數，𝜌𝑖則為第 i種元

素的密度。而根據𝜌𝑖 = 𝜌̅𝑤𝑖關係式可進一步分解 Eq. 2.3-3 變為由平均密度𝜌̅以及元

素質量分數𝑤𝑖表達以更理解其物理意義。 

通常來說試片內部不同位置的𝜇𝑠𝑝變化會影響到 X 光成像上的對比度，通常來

說為了更好地觀察半固態合金會希望固態與液態之間的吸收係數差異越大越好。

以鋁銅合金為例，其對比參數 𝑋𝐴𝑙−𝐶𝑢 可定義為固相與液相的強度差 (𝐼𝑆 − 𝐼𝐿) 與

固相強度𝐼𝑆的比值。此外，透過將 Eq. 2.3-2 和 Eq. 2.3-3 代入該比值[29]： 
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 𝑋𝐴𝑙−𝐶𝑢 =
𝐼𝑆 − 𝐼𝐿
𝐼𝑆

= 1 − exp [−(𝜇𝐿 − 𝜇𝑆))𝑡𝐴𝑙−𝐶𝑢] 
 

Eq. 2.3-4 

𝜇𝐿和𝜇𝑆分別為液體和固體 X 光的吸收係數，𝜇𝐿和𝜇𝑆之間的差異可以透過液體

和固體的密度𝜌𝐿、𝜌𝑆，純鋁和純銅的 X 光吸收係數(
𝜇

𝜌
)
𝐴𝑙

、(
𝜇

𝜌
)
𝐶𝑢

以及固體和液體中

鋁和銅的重量百分比𝑊𝐴𝑙,𝑆、𝑊𝐶𝑢,𝑆、𝑊𝐴𝑙,𝐿、𝑊𝐶𝑢 ,𝐿表示： 

 𝜇𝐿 − 𝜇𝑆) = 𝜌̅𝐿 [(
𝜇

𝜌
)
𝐴𝑙

𝑤𝐴𝑙,𝐿 + (
𝜇

𝜌
)
𝐶𝑢

𝑤𝐶𝑢 ,𝐿] − 𝜌̅𝑆[(
𝜇

𝜌
)
𝐴𝑙

𝑤𝐴𝑙,𝑆 + (
𝜇

𝜌
)
𝐶𝑢

𝑤𝐶𝑢 ,𝑆] 

Eq. 2.3-5 

圖 2.3-1 至圖 2.3-3 分別為 Eq. 2.3-1 至 Eq. 2.3-5 繪製的曲線圖，顯示了 Al-

15Cu（重量百分比）合金的歸一化強度 𝜏、對比參數 𝜒 與試樣參數（固相率和樣

品厚度）之間的關係。低共晶的鋁銅合金系統中 X 光質量吸收係數和質量密度數

據分別來自美國國家標準技術研究院 (NIST)[30]和 Ganesan 等人[31]的研究。研究

表明在 15 keV 的光子能量下，當樣品厚度為 150 μm 時，固相與液相的透射強度 

𝜏 均可超過 10%，而對比參數 𝜒 也大於 35%。這樣的透射強度和對比度使 Al-

15Cu 成為研究凝固現象的理想 X 射線成像材料。此外銅 溶質元素在液相中的重

量分率以及由此導致的液相密度增加，都會提升液相中的 X 光衰減，從而增強液

相、固相及氣孔之間的 X 射線圖像對比度。 
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圖 2.3-1 固相率對透射歸一化強度 𝜏 的影響，針對 Al-15Cu（重量百分比）合金

的液相與固相 α-Al 進行分析，並計算相應的對比參數𝜒[29]，入射光子能量為 15 

keV，樣品厚度為 150 µm。Al-Cu 合金的 X 光吸收係數與密度數據分別來自[30]

和[31]。 

 
圖 2.3-2 歸一化透射強度 𝜏 隨樣品厚度和光子能量的變化：(a) 液相與 (b) 固相

的 Al-15Cu（重量百分比）合金且固相率為 0.5。Al-Cu 合金的 X 光吸收係數與

密度數據分別來自[30]和[31]。 
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圖 2.3-3 入射光子能量對透射歸一化強度𝜏的影響，針對 Al-15Cu（重量百分比）

合金的液相與固相 α-Al 進行分析，並計算相應的對比參數 𝜒[29]。該合金的固相

率為 0.5，樣品厚度為 150 µm。Al-Cu 合金的 X 射線吸收係數與密度數據分別來

自[30]和[31]。 

但對於碳鋼而言透射強度𝜏小於 0.5%，可從圖 2.3-4 到圖 2.3-6 觀察到。相關

的 X 光吸收係數來自 NIST[30]，而液相與 γ-Fe 固相的質量密度分別為 7.0 g/cm³ 

和 7.4 g/cm³（假設密度不受微量碳溶解度變化的影響）[29, 32]。由於碳的質量分

數極低，且碳元素的 X 光吸收係數較低，固相與液相之間的對比無法通過增加碳

的重量分率來增強。因此需要改變實驗條件，特別是 X 光的光子能量以解決 Fe-

C 合金固液相透射強度不足的問題。針對碳鋼合金的時間解析半固態成像提升方

案，Yasuda 等人[29]已經提出具體方法。他們展示了在 16 至 30 keV X 射線能量

下的純鐵靜態固-液界面（如圖 2.3-7）。並在使用 21 keV 較高 X 射線光子能量

時，成功獲得了高品質的碳鋼枝狀凝固成像（如圖 2.3-8）[29]。除此之外需要注

意透射的歸一化強度可以透過增加光子能量或減少樣品厚度來提高，但這同時會

降低固相與液相之間的對比度（如圖 2.3-9 所示）。因此每種合金都應有一個最佳

的光子能量與樣品厚度組合，例如對 Al-Cu 合金而言，15 keV 是較理想的選擇，

而對鋼材而言，21 keV 則能獲得足夠的訊噪比和影像對比度。 
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圖 2.3-4 為固相率對透射歸一化強度 𝜏 的影響，針對 Fe-2C（重量百分比）合金

的液相與固相 γ-Fe 進行分析，並計算相應的對比參數 𝜒[29]。入射光子能量為 15 

keV，樣品厚度為 150 µm。圖中顯示，使用 15 keV 光子能量並不適合用於鋼材

的 X 光成像。Fe-2C 合金的 X 光吸收係數與密度數據分別來自[30]和[29, 32]。 

 
圖 2.3-5 歸一化透射強度 𝜏 隨樣品厚度和光子能量的變化：(a) 液相與 (b) 固相

的 Fe-2C（重量百分比）合金且固相率為 0.5。Fe-2C 合金的 X 射線吸收係數與

密度數據分別來自[30]和[29, 32]。 
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圖 2.3-6 入射光子能量對透射歸一化強度 𝜏 的影響，針對 Fe-2C（重量百分比）

合金的液相與固相 γ-Fe 進行分析，並計算相應的對比參數 𝜒[29]。該合金的固相

率為 0.5，樣品厚度為 150 µm。Fe-2C 合金的 X 光吸收係數與密度數據分別來自

[30]和[29, 32]。 

 
圖 2.3-7 純 Fe 的固液界面透射影像。光子能量：(a) 16 keV，(b) 18 keV，(c) 20 

keV，(d) 24 keV，(e) 28 keV。(f)為界面的特寫圖。透射影像顯示，在 16 keV 時具

有良好的對比度，但信噪比較低；而在 28 keV 時，影像擁有較高的信噪比，但對

比度較弱[29]。 
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圖 2.3-8 超低碳鋼（25 ppm C）和高碳鋼（0.45 質量百分比 C）枝晶的快照：(a) 

超低碳鋼在冷卻速率為 0.17 K/s，(b) 高碳鋼在冷卻速率 1.67 K/s。超低碳鋼和高

碳鋼的生長速度分別為 100 μm/s 和 540 μm/s（光子能量 21 keV）[29]。 

 
圖 2.3-9(a) Al-15Cu 和 (b) Fe-2C (重量百分比) 合金系統的對比參數 χ，作為試片

厚度和光子能量的函數其固體率為 0.5。[31] 
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2.3.2  半固態合金的同步輻射 X 光成像 

最早的金屬材料即時射線照相實驗是利用高能量的 X 光（光子能量超過 10 

keV）來觀察合金的凝固過程[33-38]。然而由於 X 光強度不足、光束相干性低以

及訊號監測效率受限，這些實驗的結果在質量上有所限制，導致影像的幾何解析度

較低（約 30~50 μm）。此外為了獲得可接受的訊噪比和對比度，需要更長的 X 光

透射訊號採集時間，因此時間解析度不足，無法滿足即時分析的需求。 

另一種方法首次應用於 Sn-Pb 合金的凝固研究[39]，該方法結合了單色高強

度同步輻射 X 光束與高速訊號收集探測器。選擇 Sn-Pb 合金系統的原因是其固相

線和液相線溫度較低，且具有明確的相圖。然而有研究指出，當 X 光光子能量低

於 20 keV 時，Sn-Pb 合金的 X 射線質量衰減係數較高導致訊噪比不足[39]。儘

管如此這種 X 光照相技術在錫合金上的限制已被克服，並且已有良好的研究成果

報導[40-46]。 

近年來透過 X 光成像技術對鋁基合金的凝固現象進行觀察，使得金屬相變動

力學（如枝狀晶生長與晶粒粗化）得以更直接地展示[30, 32-37, 45-51]。由於鋁的

高 X 光透光性，以及溶質元素（如銅或鎳）在固液相間的濃度差異帶來較大的 X

光衰減差異，因此鋁合金特別適合用於臨場 X 光照相研究。此外新一代同步輻射

X 光技術使 X 光影像的空間解析度提升至接近 1 μm 與數微秒等級[48]。圖 2.3-10

展示了 Al-Ni 合金在定向凝固實驗中產生高度枝狀結構的 X 光影像[52]。此外，

隨著高壓鑄造（HPDC）與半固態金屬鑄造（SSM）技術的發展，越來越多臨場 X

光照相研究集中於半固態的鋁合金在等溫變形或注射過程中的行為[24-26, 53-59]。

這些研究有助於追蹤鑄造缺陷的形成機制，進而在金屬鑄造過程中避免缺陷的產

生。 
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在過去十幾年間，同步輻射射線照相技術在固液混合物研究中的應用已擴展

至鋅[60]、鋼[29, 61, 62]的凝固過程，以及半固態鋼的糊狀行為[24, 25, 63, 64]。這

些研究利用光子能量超過 20keV 的同步輻射 X 光束，證實了通過結合加熱爐與同

步輻射 X 光照相技術（例如圖 2.3-11）[63]，可實現鋼鐵凝固過程及顆粒微觀力

學行為的實時跟蹤的可行性。 

 
圖 2.3-10 臨場同步輻射 X 光照相技術應用於 Al-3.5Ni（重量分率％）定向凝固實

驗，冷卻速度從 1.5μm/s 轉變至(a) 4 μm/s 和(b) 8 μm/s[52]。 

 
圖 2.3-11(a)剪切單元的示意圖，為了清晰呈現圖像，z 方向有所延伸。(b)樣品小區

域的放大圖。(c)變形前樣品底部與剪切單元（由六幅 X 射線照片拼接而成），包

含邊界壁與推板的疊加圖。虛線框表示變形過程中的視場範圍，而較小的點線框則

為分析區域[63]。  
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2.3.3 半固態合金的同步輻射 X 光斷層掃描 

X 光斷層掃描是一種通過不同角度的 X 光照射投影生成三維影像的技術，廣

泛應用於各類材料，包括無機物（如金屬和陶瓷）以及生物物質（如骨骼和組織）

[65]。早期該技術在金屬微觀結構分析中的應用主要於從淬火試片中獲取凝固過程

中的枝晶形貌[66, 67]。然而有研究指出，快速冷卻可能會形成新的淬火結構，從

而影響數據的準確性[68]。對於在半固態溫度下臨場觀測的需求，促使了臨場同步

輻射 X 光斷層掃描技術的發展。 

臨場斷層掃描技術的特點包括 4D（3D 加上時間）、無損、可靠的特徵追蹤（完

整旋轉一周需 22 秒[51]），以及高空間解析度（可達 2.8µm[51]）。該技術有助於

揭示熱裂紋形成的動態演變[28, 68, 69]，部分凝固合金的變形行為[4, 27]，部分重

熔過程中的微觀結構變化[50]，金屬間化合物對凝固的影響[68, 70]，枝狀晶結構[71]

以及鑄造孔隙的形成機制[72]。例如 Kareh 等人[4]透過臨場 X 光同步輻射顯示了 

Al-Cu 合金樣品在體積固相率 0.64、0.73、0.87 和 0.93 下的切片影像如圖 

2.3-12(a)所示，液相與固相之間的對比清晰。隨後通過斷層重建與著色處理，可獲

得 3D 晶粒堆圖像（圖 2.3-12 (b)），並可透過參數（例如球形度 Ψ，見圖 2.3-12(c)）

對晶粒形態進行量化分析。 

與臨場 X 光照相技術類似，臨場斷層掃描通過同步輻射 X 光和探測器記錄

微觀結構變化，但在實驗過程中，樣品載台會旋轉，並需要通過電腦重建，將 X 光

照相投影轉換為三維視圖。圖 2.3-13 展示了用於固液金屬混合物的 X 射線斷層

掃描系統的示意圖。 
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圖 2.3-12 臨場斷層掃描觀測未變形的半固態 Al-Cu 合金（每 1° 記錄一幅圖像，

曝光時間 33ms），其公稱固相率分別為 0.64、0.73、0.87 和 0.93。(a) 橫截面 (xy) 

重建切片（比例尺 1 mm）；(b) 分離晶粒的 3D 渲染圖（比例尺 500 µm）；(c) 來

自不同樣品的典型晶粒，顯示隨著固相率增加，球形度 Ψ 逐漸降低（比例尺 300 

µm）[4]。 

 
圖 2.3-13 臨場同步輻射斷層掃描實驗裝置的示意圖[51]。 

三維結構是通過體積像素(voxels)重建而成，其對比度通常來自不同材料之間

的吸收係數 μ 以及 X 光透射強度的邊界。局部微觀結構（如晶粒）是通過不同角

度投影的重建結果整合而成，從而記錄每個晶粒的完整連續表面。一種常用的數值

斷層重建方法是反投影算法（back-projection algorithm）[73, 74]。為了說明該算法，

圖 2.3-14 展示了一個 3×3 像素的切片以及兩個投影角度 θ=0∘和 90∘[74]。在

此情況下，從 θ=0∘和 θ=90∘投影可分別獲得兩行數據[7,9,7] [6,9,8]。反投影算法
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的目標是確定 3×3 像素切片的實際強度分佈（即 2D 矩陣 f），其可表達為兩個線

性代數方程 Eq. 2.3-6。 

 
圖 2.3-14 (a) 針對 3×3 切片在角度 θ=0∘和 90∘下的投影結果。(b) 投影結果

為正弦圖（sinogram），即投影角度與投影強度的關係圖，其中包含兩行數據，分
別為[7,9,7] [6,9,8][74]。 

 

{
  
 

  
 
[111][

𝑓1 𝑓2 𝑓3
𝑓4 𝑓5 𝑓6
𝑓7 𝑓8 𝑓9

] = [7 9 7]

[111][

𝑓1 𝑓2 𝑓3
𝑓4 𝑓5 𝑓6
𝑓7 𝑓8 𝑓9

]

𝑇

= [6 9 8]

 

 

Eq. 2.3-6 

但是僅有這兩個方程仍無法確定矩陣 f，這表明投影角度數量不足。因此為了

更準確地重建複雜的微觀結構，建議增加射線投影的獲取角度。如圖 2.3-15[74]所

示，在完成一次完整的旋轉後會增加投影數量 p，這可以減少星形偽影（star artefact），

並改善反投影圖像對原始切片圖像的逼近程度。此外經過一系列影像濾波處理，圖 

2.3-15 (g)的最終圖像甚至可以更接近於圖 2.3-15(a)的原始切片圖像。這裡定義參

數∆𝜃 = 2𝜋/𝑝  (𝑝為投影的數量)，這個參數表示相鄰兩次射線投影之間的角度間隔，

而反投影切片𝑏(𝑥, 𝑦)可通過所有第 k 次投影的總和來計算[74]： 
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𝑏(𝑥,𝑦) =∑ 𝑔(𝑠𝑘

𝑝

𝑘=1

, 𝜃𝑘)∆𝜃 

Eq. 2.3-7 

其中𝑔(𝑠𝑘 , 𝜃𝑘)表示在角度𝜃𝑘下的投影結果強度分佈，𝑠𝑘為探測器的空間位置。

透過增加投影數量𝑝可以使反投影 𝑏(𝑥, 𝑦)更接近原始三維結構的切片。然而增加

投影數量會增加試片在實驗中完整旋轉所需的時間，從而降低微觀結構變化的時

間分辨率（temporal resolution）。因此除了要求每一次投影須有較短的曝光時間外，

影響合金微觀結構變化的外部因素（如糊狀區機械行為的單軸壓縮速率[4]以及凝

固過程的冷卻速率[51]）的調控也比 2D X 光照相的臨場觀測更受限制。 

 
圖 2.3-15 星形偽影（Star Artefact）的示意圖(a) 用於生成投影的原始切片。(b-g) 

使用反投影算法進行重建，投影數量分別為 1、3、4、16、32 和 64，並在 360° 

範圍內均勻分佈。隨著投影數量的增加重建結果逐漸趨近於原始切片[74]。 
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2.4 缺陷形成的機制 

在合金的凝固過程中，由相變化造成的物理性質變化如：固體體積與液體體積

之間的體積差、與大氣之間的氧化反應或是液體與固體間的氣體溶解度差異等…，

皆會對在完成凝固後的合金鑄件中留下不同的缺陷，而這些缺陷又會極大的影響

鑄件的機械性質，因此在這一節中將詳細的討論各種缺陷的形成機制。 

2.4.1  孔洞形成的機制 

傳統對於鋁合金凝固產生孔洞的機制分為兩種，第一種機制是由於溫度以及

相變化的發生，導致固體與液體間的密度差異造成的體積變化如圖 2.4-1 所示，可

以發現到體積變化在半固態狀態時(𝑇𝑆 − 𝑇𝐿)尤為明顯，由此可知當液態轉為固態時，

體積上的收縮形成收縮壓力促使了孔洞的產生。 

 
圖 2.4-1 液體與固體體積隨著溫度的變化圖。 
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圖 2.4-2 鋁氫相圖，圖(a)與圖(b)分別表示了在高溫和低溫下氫氣在固體與液體的

溶解度。 

而第二種形成孔洞的原因主要為液體與固體間對於氣體的溶解度差異，圖 

2.4-2 展示了鋁在高溫液相下具有較高的氣體溶解度，隨著溫度的降低以及固相的

出現，氫也逐漸的析出到外界形成鑄件中的孔洞，圖 2.4-3 展示了上述兩種不同形

成機制下孔洞的差異。 

 
圖 2.4-3(a)表示了由體積變化引起的收縮壓力造成的孔洞。(b)顯示了由於氣體的析

出所產生的孔洞。[75] 

上述所說的形成機制傳統上經常應用於討論鋁合金凝固時產生的缺陷，然而

這一假設在過去數十年的實驗與模型研究中對於是否為孔洞形成的起始原因逐漸

受到質疑，並有一派認為其並不適用於鋁合金的凝固過程。因此接下來將以這一派
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學者的角度解釋孔洞生成的原因。在 2.1.1 節中介紹了液體轉為固體時，首先要面

臨的是成核，而在成核的過程中需要克服活化能才能形成穩定的晶胚。同樣的機制

也發生在孔洞的形成，最簡單的模型為均質成核模型，這裡考慮在孔洞成核時會伴

隨著外在壓力𝑃𝑒施加於其表面上，其主要由體積縮小時產生的壓縮力𝑃𝑠、靜水壓力

𝑃ℎ以及外在的大氣壓力𝑃𝑎𝑡𝑚可寫成 Eq. 2.4-1。因此當液體中形成孔洞時其所需的

能量為𝑃𝑒𝑉，另外當析出氣體在內壓𝑃𝑔下填充孔洞其所需的能量為−𝑃𝑔𝑉(填入負號

的原因是因為內壓的存在有助於孔洞的產生，其中𝑉為孔洞體積)。由於氣孔的產生，

其氣液邊界上會存在介面能𝛾𝑙𝑔𝐴，因此整合上述所有條件可得形成孔洞所需的自由

能為 Eq. 2.4-2，跟 2.1.1 節中同樣的手法透過微分可以得到獲得使孔洞晶胚穩定的

臨界半徑 Eq. 2.4-3，通常∆𝑃∗為負。 

 𝑃𝑒 = 𝑃𝑠 + 𝑃ℎ+ 𝑃𝑎𝑡𝑚 
Eq. 2.4-1 

 ∆𝐺 = 𝛾𝑙𝑔𝐴 +𝑉(𝑃𝑒 − 𝑃𝑔) = 4𝜋𝑟
2𝛾𝑙𝑔 +

4

3
𝜋𝑟3∆𝑃 

Eq. 2.4-2 

 𝑟∗ =
−2𝛾𝑙𝑔
∆𝑃∗

 

Eq. 2.4-3 

由上述的式子可知，孔洞是否能夠形取決於臨界破壞壓力∆𝑃∗，而其大小通常

會以估算或假設的方式求得。以下將介紹最常見的假設，首先當液體進入亞穩態時，

會通過成核和生長形成孔洞產生相分離的現象如圖 2.4-2 所示。根據穩定成核理論

[76-78]，晶核的生長通常取自於過飽和蒸汽中的單個原子經一系列的反應後發生

碰撞促進原子簇的生長，通常成核速率為臨界核濃度與原子在晶核上發生碰撞的

頻率乘積，因此成核速率𝐽可寫為 Eq. 2.4-4，當中∆𝐺∗為臨界成核所需的自由能、𝑘

為波茲曼常數、𝑇為絕對溫度、𝐽0為成核速率常數。根據 Fisher 等人[79, 80]的研究

其假設𝐽0可透過 Eq. 2.4-5 求得，其中𝑁𝐴為亞佛加厥常數、∆𝑓0
∗為活化能、ℎ為普朗

克常數。透過整合 Eq. 2.4-4 和 Eq. 2.4-5 可得 Eq. 2.4-6，隨後將 Eq. 2.4-2 帶入即可
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得到 Eq. 2.4-7 進而求得∆𝑃∗。 

 𝐽 = 𝐽0exp (−
∆𝐺∗

𝑘𝑇
) 

Eq. 2.4-4 

 𝐽0 =
𝑁𝐴𝑘𝑇

ℎ
exp (−

∆𝑓0
∗

𝑘𝑇
) 

Eq. 2.4-5 

 𝐽 =
𝑁𝐴𝑘𝑇

ℎ
exp (−

∆𝑓0
∗ +∆𝐺∗

𝑘𝑇
) 

Eq. 2.4-6 

 

∆𝑃∗ = −√
16𝜋𝛾𝑙𝑔

3

3𝑘𝑇ln(
𝑁𝐴𝑘𝑇
ℎ )

 

 

Eq. 2.4-7 

Fisher 等人的預測出來的∆𝑃∗在乙酸和苯的凝固中相當準確，但在更複雜的熱

力學系統中就變得不適用，因此有許多的學者基於 Fisher 模型延伸出了其他種類

的模型，例如：Bankoff 等人[81]將液體過熱的情況也納入考慮並基於 Fisher 模型

進行修改: 

 

∆𝑃∗ = −
𝜌𝑙

𝜌𝑙 − 𝜌𝑔 √

16𝜋𝛾𝑙𝑔
3

3𝑘𝑇ln(
6𝑘𝑁𝐴

2 3⁄ 𝑇
ℎ )

 

 
 

Eq. 2.4-8 

而 Bernath 等人[82]則考慮成核頻率為該材料的潛熱函數並修改成： 

 

∆𝑃∗ = √

9.06𝛾𝑙𝑔
3

𝑘𝑇

ln (
1.45𝜌𝑁𝐴

2𝛾𝑙𝑔
2

∆𝑃∗𝑀3 2⁄ √𝑘𝑁𝐴𝑇
)−

𝐻𝑓
𝑘𝑇

 

 
 

Eq. 2.4-9 

當中𝐻𝑓為汽化所需的潛熱，𝑀則為原子量。另外透過 Eq. 2.4-10 可推測出到達

臨界孔洞半徑時的空位簇的數目，其中由於鋁為 FCC 晶體結構因此𝐶𝐴𝑃=0.74，𝑟𝐴

為鋁原子半徑。 
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 𝑛𝑣
∗ = 𝐶𝐴𝑃 (

𝑟∗

𝑟𝐴
)
3

 

 

Eq. 2.4-10 

 除此之外 Brooks 等人[83]提供了 Eq. 2.4-11 用來計算形成孔洞簇𝑛𝑣時的機率，

當中𝐸𝑣和𝐸𝑛分別為形成空位所需的能量以及空位聚集形成球形空位簇所需的能量

並且可用 Jackson[84]提供的公式 Eq. 2.4-12 和 Eq. 2.4-13 求得。 

 
𝑃(𝑛𝑣) = [𝑐𝑣exp (

𝐸𝑣 − 𝐸𝑛/𝑛𝑣 

𝑘𝑇
)]
𝑛𝑣

 

Eq. 2.4-11 

 𝐸𝑣 = 12√2𝑟𝑣
2𝛾𝑙𝑔  

Eq. 2.4-12 

 
𝐸𝑛 = 15.36𝑛

2
3𝑟𝑣

2𝛾𝑙𝑔  

Eq. 2.4-13 

 

表 2.4-1 羅列了 Fisher 模型、Bankoff 模型和 Bernath 模型下的理論破壞力、臨界

空位簇半徑以及臨界空位數[85]。 

 

表 2.4-1 羅列了 Fisher 模型、Bankoff 模型和 Bernath 模型下的理論破壞力、

臨界空位簇半徑以及臨界空位數[85]。透過上述 Fisher, Bankoff, Bernath 所提供的

模型代入到 Eq. 2.4-10 至 Eq. 2.4-13 中，能發現到所有的理論模型所預測的破壞壓

力皆為實驗所測得的 3~4 個數量級以上 (鋁合金在實驗中 0. 所得到的∆𝑃∗約莫為

1MPa)且從空位簇形成機率𝑃(𝑛𝑣)來看透過均質化成核在鋁合金中形成孔洞幾乎是

不可能發生[85]，因此接下來將討論異質成核的可能性。 

在 Fisher 等人的研究中[80]其所建立的異質成核模型是基於以下幾種情況進

行討論分別為圖 2.4-4(a)中氣泡於平面的固相基底成核以及圖 2.4-4(b)中氣泡於

平面基板凹處成核。以圖 2.4-4(a)的情形來說其公式異質成核與均質成核的破壞壓
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力比值可用 Eq. 2.4-14 計算，計算結果呈現於圖 2.4-5，可以看到當浸潤角在 180

度時∆𝑃ℎ𝑒𝑡
∗ 為 0，但根據 Campbell[12]所記錄的大量實驗結果，最大浸潤角最多只能

達到 160 度，幾乎不可能達到 180 度。透過 Eq. 2.4-14 計算可得∆𝑃ℎ𝑒𝑡
∗ 與∆𝑃ℎ𝑜𝑚

∗ 之

間的比值為 0.05。由此可知液態鋁的理論∆𝑃ℎ𝑒𝑡
∗ 落在-191MPa 到-118MPa 之間，與

實驗所得的臨界破壞壓力仍有一段距離。所以 Fisher 等人認為孔洞最容易成核在

基板的凹陷處如圖 2.4-4(b)所示，因為這種情況下破壞壓力有可能為 0。但 Bankoff

認為雖然臨界破壞壓力更容易達到但是凹陷處的大小很難滿足孔洞穩定生長所需

的臨界尺寸，所以 Bankoff 和 Yousefian 認為均質成核與異質成核並非液態鋁合金

生成孔洞的主要原因。 

 
∆𝑃ℎ𝑒𝑡

∗

∆𝑃ℎ𝑜𝑚
∗ = √

(2− cos𝜃)((1 + cos𝜃)2

4
 

 

 

Eq. 2.4-14 

 
圖 2.4-4 孔洞在不同介面上的異質成核現象(a)孔洞在平面基板上成核(b)孔洞在凹

陷基板上成核[85]。 
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         圖 2.4-5 ∆𝑃ℎ𝑒𝑡

∗ 與∆𝑃ℎ𝑜𝑚
∗ 比值隨潤浸角變化圖。 

這裡將介紹凝固過程中常見的另一種缺陷 bifilm，在鋁合金或鎂合金這類的輕

金屬極容易與外界的氣體發生反應在表面產生非常穩定的氧化層，在鑄造的進料

過程中液體容易形成湍流導致表面的氧化層被包覆在內部形成孔洞如圖 2.4-6。

Fox 和 Campbell[12, 86]認為由於 bifilm 生成的孔洞繞過了先前所說的孔洞成核理

論，因此推定此機制才是孔洞形成的起始點，並透過溶解氣體的析出撐開孔洞。圖 

2.4-7 為 Fox 和 Campbell[86]在不同壓力下透過同步輻射 X 光觀察試片凝固的變化

其中在圖(a)中 1atm 下試片的凝固過程中並沒有出現明顯的孔洞，然而在圖

(b)0.01atm 下可以明顯得看到出現大量的暗斑，這些暗斑會隨著氣體的析出開始逐

漸膨脹。除此之外也有不少研究[87-90]也發現到在這些鋁合金試片的孔洞壁上存

在氧化物的跡象。 

  另一方面由於鋁合金的孔洞無法透過成核生成，在沒有氧化膜的情況下

Yousefian 認為這些析出的氣體最終會透過鋁當中的空位結合吸收掉。因此以往的

氣體溶解度變化或是液體與固體間的體積差理論其實只與鋁合金孔洞的成長有關

而非生成孔洞的要素。 
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圖 2.4-6 Bifilm示意圖[91] 

 
圖 2.4-7 在不同壓力環境下透過同步輻射觀察 Al-7Si-0.4Mg 凝固的變化(a )為在
1atm下凝固(b)為 0.01atm下凝固[86] 
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2.4.2 宏觀偏析現象 

宏觀偏析現象是在合金凝固中鑄件內溶質濃度分佈不均造成的現象，通常宏

觀偏析發生的條件是基於微觀偏析的發生，在前面的 2.1.5 和 2.1.6 節中的凝固模

型得知理論上來說隨著溫度的降低固體的溶質溶解度下降(分配係數𝑘 < 1的情況)，

固體的前端往往會有大量由固體析出的溶質，並隨著凝固的推展逐漸往中心處聚

集，這種現象被稱為正偏析。另一方面當𝑘 > 1時固體對溶質的溶解度較高因此鑄

造中心的溶質濃度較低被稱為負偏析，2.1.5 節中的 Scheil 模型很好的表達了這種

濃度分佈不均的現象。除此之外凝固過程中液體的流動對宏觀偏析也有很大的影

響，例如傳統的鑄造工藝中鋁合金常用的 DC(Direct-Chill)鑄造，其鑄件內部的濃

度分佈就有明顯受到液體流動的影響如圖 2.4-8，因此接下來將以 DC 鑄造來討論

液體流動對宏觀偏析在鑄件內的影響。 

 
圖 2.4-8 表示在 k<1 時 DC 鑄造下宏觀偏析的分佈情況，其中∆𝐶為與平均濃度間
的相對偏差量透過(𝐶𝑖 −𝐶𝑎𝑣𝑔)/𝐶𝑎𝑣𝑔計算得到[92]。 

在傳統的金屬加工廠中，DC 鑄造常被用來生產大量的輕金屬如:鋁合金、鎂合

金等，圖 2.4-9 為 DC 鑄造的流程圖，首先熔融金屬會被倒入水冷的鑄模中，鑄模
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的底部存在一啟動底塊(starter block)，當熔融金屬倒入模具並在底部和模壁上產生

固體外殼後，下方的啟動底塊會以恆定的鑄造速率𝑣𝑐𝑎𝑠𝑡向下移動，並保證鑄模內液

體維持在一恆定高度。在鑄模生成的固體外殼其熱量起初是因為水冷鑄模的傳導

而散失，這部份稱為初級冷卻(primary cooling)。此時鑄錠外部已凝固但內部依然是

半固態或是液體。在鑄錠因啟動底塊下降而到達鑄模邊緣時，先前儲存於鑄模兩側

冷卻水會以噴流的方式直接冷卻固體外殼形成二次冷卻(secondary cooling)，上述

的鑄造過程會持續地發生直到底塊接觸到底部才會停止。 

 
圖 2.4-9 DC 鑄造過程示意圖[92] 

根據 Nadella 等人[92]的文獻回顧，目前在 DC 鑄造中影響宏觀偏析的原因有

以下幾個，第一種是凝固時的體積收縮，由於外層固體溫度下降較快，體積收縮較

內部劇烈引起鑄錠外部產生孔洞促使內部的液體沿著固相等高線的法線方向向表

面移動如圖 2.4-10，其中收縮速度可被分為兩個部分，水平部分朝著鑄錠的表層移

動，垂直部分則是朝鑄造方向流動，垂直向下的流動會將液體帶入底部溶質濃度較

高的區域導致該區域的濃度被稀釋掉，但這種方式仍無法解釋圖 2.4-8 中間部分出

現負偏析。真正造成中間部分產生負偏析的原因在於水平方向上的流動，這種流動
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方式極為緩慢且移動距離有限，但在長期累積由於沒有高濃度的溶質水平流入鑄

錠中心，整體的溶質會逐漸往外層移動。 

 
圖 2.4-10 表示糊狀區(mushy zone)因凝固收縮所產生的液體流動方向(黑色箭頭

𝑉𝑠ℎ𝑟、𝑉ℎ分別代表收縮速度以及其在水平方向上的分量)，𝐿𝑚為固相等溫線與固相

線之間糊狀區的厚度。灰色箭頭代表了在熔池中熱溶質耦合產生的對流方向。最後

此圖左側代表鑄錠的中心位置，而右側則為表面[93]。 

第二種造成偏析的機制為熱-溶質對流(thermo-solutal convection)是由於液態區

中溫度的差異以及溶質濃度的差異造成的液體流動，正如先前所說 DC 鑄造上表

面溫度較低而中心處則較高，這樣的溫度差異導致密度較高的冷液體會沿著錠坯

的邊緣沉降並朝著中心處移動最終其所擁有的動量會促使錠坯中心的液體上升。

另一方面液體與固體之間的交互作用在圖 2.4-11 部分展示出來，靠近表面且在相

圖中略低於液相線的區域是由強迫對流驅動的滲透型流動，朝糊狀區更深層處移
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動，這個過程會將濃度較稀的液體帶入，由於其方向與溫度梯度相反因此產生負偏

析。接著隨著固相分率增加這種流動會與固體表面發生反射並與熱-溶質對流相互

作用改變方向朝向中心移動，造成中心處的溶質濃度增加產生正偏析。另一方面溶

質密度對於溶質對流也有影響，不同的溶質可以貢獻更多的浮力或是與重力相互

抵銷，例如 Du 等人[94]發現到 2024 鋁合金(Al-Cu-Mg)相較於 Al-Cu 合金發現到由

於 Mg 對浮力的影響與 Cu 相反使最終 2024 鋁合金的偏析程度低於鋁銅合金。 

 
圖 2.4-11 液體在錠坯中液體的流動方向，實線部分為等固相分率線𝑔𝑠 = 0、𝑔𝑠 =

0.3和𝑔𝑠 = 1.0[95]。 

第三種機制為固體碎片的運動以及成長，這種機制起初源於在凝固過程中由

於剪切、熱應力與液體的流動造成晶粒破裂、分離的現象形成固體碎片。這些固體

碎片會被沖刷到轉變區中進行恆溫生長最終再次被沖刷並被捕捉於固體殼的凝固
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前沿，由於被沖刷得顆粒大多較大且由於枝晶在凝固前沿的生長幾乎不受任何限

制，因此此處的樹枝晶臂間距以及尺寸大，圖 2.4-12 顯示了部份此機制的運作模

式。在主流的觀點中晶粒越大，其溶質越貧乏相反晶粒越細則越溶質濃度越高，這

項觀點 Nadella 等人[92]透過 EPMA(Electron Probe Microanalyzer)分別對 2024 細化

(GR)以及沒有細化(NGR)鋁合金進行掃描(圖 2.4-13)，皆發現到粗晶粒較細晶粒所

含的 Mg、Cu 濃度都較低，其數據被歸類於表 2.4-2 中，因此此類機制也被視為造

成鑄件中心發生負偏析的主要原因。 

 
圖 2.4-12 因固體碎片造成負偏析機制的部分示意圖[96]。 
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圖 2.4-13 利用 EPMA 測量 Cu 與 Mg 含量，上圖為未晶粒細化的試片，下圖則為

晶粒細化後的試片[92]。 
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表 2.4-2 顯示的濃度為 EPMA 沿黑線探測時所測出的最低濃度[92] 

 

第四種導致偏析的機制為固體網狀結構的變形，在糊狀區中裡面的結構會受

到外部引起的應力或是熱應力誘發變形導致液體流動產生成份上的偏差，在鋁合

金的 DC 鑄造中，由於糊狀區與模具並未直接接觸這會導致液體滲出導致表面和

次表層出現偏析的現象。另一方面在二次冷卻的區域中，部分表面區域與外界的熱

流減弱，使表面重新加熱引起局部熔化。在金屬靜壓作用下會擠出富含溶質的液體，

因此在圖 2.4-8 中靠近表面的正偏析一般被認為是由於收縮驅動向模壁流動以及

當表面的固態殼與模具脫離時，表面局部熔化使液體滲出共同導致。 

最後上述的各機制在 DC 鑄造中對於宏觀偏析所提供的影響為何是近年來許

多學者想透過模擬得知，Ludwig 等人[97]透過上述四種機制進行模擬，並於下方列

出更嚴謹的設定： 

Type A:這類型的機制模擬了液體金屬流動時將溶質濃度不同的熔體帶入各個

不同區域造成偏析(第二種機制) 

⚫ Type A+：如果富含溶質的熔體流入、取代了原本比較溶質濃度低的熔體，使

該區域混合濃度𝐶𝑚𝑖𝑥上升。 

⚫ Type A-：如果是溶質較少的熔體流入、取代了原本溶質濃度高的熔體，則混

合濃度𝐶𝑚𝑖𝑥會下降。 

Type B: 這類機制是因為固體晶粒（如枝晶）在液體中移動而造成偏析(對應第

三種機制)，並假設固體中的溶質比液體少(分配係數 𝑘 <  1)。 

⚫ Type B+：當晶粒流出某個區域，液體補進來(液體中溶質比較多)，會讓混合濃
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度𝐶𝑚𝑖𝑥上升。 

⚫ Type B-：如果晶粒流入某區域，同時液體流出(帶走比較多的溶質)，Cmix 就

會𝐶𝑚𝑖𝑥下降。 

 
圖 2.4-14 Type B 機制在模型的示意圖[97] 

Type C：這類型的機制為與糊狀區壓縮或膨脹造成偏析(對應第四種機制)，一

樣假設固體中溶質比較少(𝑘 <  1)。 

⚫ Type C+：當糊狀區向外移動或膨脹，液體會流入補位(帶來溶質)，會讓混合溶

質濃度𝐶𝑚𝑖𝑥上升。 

⚫ Type C-：當糊狀區被壓縮或往內移動使液體被擠出，這會讓混合濃度𝐶𝑚𝑖𝑥下

降。 

 
圖 2.4-15 Type C 機制在模型的示意圖[97] 

Type D：這類型的機制與相變化造成的體積變化相關，來自固液密度不同(假

設固體密度比液體高)凝固時體積縮小，讓液體流入來補足空間(對應第一種機制)。 

⚫ Type D+：液體流入來補償凝固收縮造成的體積減少，這些液體帶來較高的溶

質濃度，讓𝐶𝑚𝑖𝑥上升。 
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⚫ Type D-：熔化時體積膨脹所引起的熔體向外流動，導致混合濃度𝐶𝑚𝑖𝑥降低。 

 
圖 2.4-16 Type D 機制在模型的示意圖[97] 

最終計算和推測的結果呈現在圖 2.4-17，首先當外圍固體殼層生成後，熱脹冷

縮的影響引起內部液體流入外殼層中造成正偏析(Type D+)，而中心處則因外殼層

的補償作用加上熔液對流引入的低溶質熔液，因此中心處呈現負偏析。另外凝固過

程中生成的等軸晶粒會沿著枝晶接觸點的等固相線移動(𝑔𝑠
𝑐𝑜ℎ ≈ 0.3)導致錠坯表面

出現 Type B+ 機制，而這些枝晶最終堆積在底部形成 Type B- 機制，加劇了原先

補償作用造成的負偏析現象，值得注意的是液體的對流與補償作用仍然為導致中

心區域出現負偏析的主要原因。最後由於鋁合金在 DC 鑄造中體積對溫度的變化

相當敏感，常會出現在冷卻後固化層與鑄模之間出現間隙，導致對外界的熱流下降

表面溫度升高，使固體骨架壓縮引發 Type C- 機制，且部分固體骨架重熔又誘發了

Type D- 機制，最終導致在表面正偏析區域附近出現負偏析區域。 
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圖 2.4-17 Ludwig 等人透過模型推測鋁合金鑄錠透過 DC 鑄造後造成各部位偏析的

主要機制[97] 
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2.5 半固態合金變形機制 

在 2.4 節中討論了在鑄造過程中最常見的缺陷形成機制，為了減少或是消除這

些缺陷會在鑄造的過程中加入額外的手段例如：在鑄造的過程中施加壓力透過晶

粒間的移動或是擠壓液體去填滿孔洞亦或是將其置入真空和充滿惰性氣體的環境

避免 bifilm 的生成來抑制孔洞的出現，因此這一章將介紹半固態合金受力下的運

動行為。 

2.5.1 單軸壓縮 

近十年來隨著同步輻射 X 光技術上的進步開始應用於研究半固態合金受力後

的變形行為，Kareh 等人[4]對球化 192 小時的 Al-8Cu 和 Al-15Cu 加熱到 560°C-

590°C 之間，以研究體積固相分率從 60%-90%之間在受壓縮後的晶粒與孔隙變化。

圖 2.5-1 為裝置圖，其中由於熱電耦被放置在底部，因此與裝置腔體內的溫度存在

溫度差，作者透過量測到的體積固相分率進行修正並呈現於表 2.5-1。 

 
圖 2.5-1 Kareh 等人使用的實驗裝置圖(1)葉蠟石（pyrophyllite）壓縮柱(2)氮化硼杯

(3)輻射爐(4)試樣，以及(5)熱電偶。圖(a)為該裝置安裝於拉壓測試裝置中的實物照

片，圖(b)則為該裝置的分解示意圖[4]。 
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表 2.5-1 紀錄 15Cu 和 8Cu 在 560°C 到 590°C 之間的體積固相分率以及在平衡相

圖中對應的重量和體積固相分率[4]。 

 
 

圖 2.5-2(a)顯示了以圖(b)中各固相分率下球度出現頻率最多的代表性顆粒，能

發現到隨著固相分率的增加球度隨著下降，這是因為單一尺寸球體的體積最大堆

積密度為 0.74[98]，一但超過晶粒就會逐漸朝向不規則形狀以增加最大堆積密度(在

下一節 2.6 中有詳細介紹)。在加熱完成後，上方的壓頭會以 5𝜇m/s 速度向下施加

壓力，但由於固相分率為 93%的試片再受壓後很容易出現破裂因此壓頭是以 1𝜇m/s

向下施壓。圖 2.5-3(a)針對試片存在的孔洞進行了染色，綠色的孔洞代表了從試片

表面延伸到內部的孔洞，而紅色孔洞則為只存在試片內的孔洞。從圖中能看到應變

的增加有助於綠色孔洞大量的生長，隔壁的圖 2.5-3(b)對這兩種孔洞的體積進行了

量化，也得到了相似的結論。另外孔洞的位置也會影響孔洞的發展方式，圖 2.5-3(c)

中原先在壓頭下方的兩個分離孔洞會隨著應變的增加各自逐漸向試片內部發展，

而在圖 2.5-3(d)中側邊的三個分離孔洞一開始會分別向試片內部擴展，隨後合併在

一起朝試片內部形成巨大的複雜孔洞。 
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圖 2.5-2(a)為不同固相分率下晶粒的球度(b)球形度在不同固相分率下的分佈(c)晶

粒的等效直徑分佈[4]。 
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圖 2.5-3(a)顯示了孔洞在壓縮過程中的位置以及變化，綠色孔洞代表從表面延伸

到試片內部的孔洞，紅色代表試片內部的孔洞。(b)紀錄綠色孔洞與紅色孔洞體積

隨著壓應變的變化。(c)為壓頭下方的孔洞在固相分率 74%的試片隨壓應變的變

化。(d)為試片側邊的孔洞變化。(e)為固相分率 93%的試片其側邊孔洞的變化
[4]。 



doi:10.6342/NTU202502687

 

60 

 

 
圖 2.5-4 固相分率 64%、73%、87%以及 97%下的機械性質，圖(a)為真實應力與

真實應變變化圖。圖(b)為體積應變與真實應變變化圖。圖(c)固體體積分率與真實

應變曲線[4]。 
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圖 2.5-4(a)為試片受壓後的應力應變圖，除了 64%固相分率的試片外其餘的試

片在壓縮過程中皆出現了應力峰值並隨著固相分率的提升而提升，以顆粒的角度

來說出現這種現象主要是因為顆粒傾向於系統中創造更高的顆粒密度以維持系統

的穩定，在這過程中由於顆粒間的接觸增加導致應力上升，但由於顆粒密度無法無

限制的上升到達極限後，顆粒之間出現滑移或滾動導致顆粒分開，以適應變形造成

液體流入擴大的孔隙中，造成體積膨脹如圖 2.5-4(b)所示，這往往會伴隨宏觀偏析

以及孔洞的擴張如圖 2.5-5 以及圖 2.5-3 所紀錄的孔洞體積變化，並且能發現到固

相分率越高，體積膨脹的情況也越嚴重。有趣的是在顆粒系統中孔隙率或是固相分

率的變化通常會與體積應變有關，從圖 2.5-4(c)裡能看到不管初始的固相分率為何，

在壓縮的後期階段固相分率都會趨近 62.4%，這種現象在土壤力學中稱為臨界土讓

力學狀態，這個部分將在 2.5.3 節中搭配三軸壓縮詳細介紹。 

 
圖 2.5-5 (a)和(b)分別代表了固相分率 64%和 93%試片中單一孔洞隨應變的變化[4]。 

最後討論晶粒的變化，圖 2.5-6(a)記錄了晶粒在單軸壓縮過程中球形度的變化，

整體的球形度累積變化在整個壓縮過程中維持在 5%以內，除此之外在圖(b)中累積

的晶粒表面變化僅在偵測器的 1~2 個像素之間，在此研究中幾乎可被認定為準剛

體(quasi-rigid)，試片的變形主要是依賴晶粒的移動以及液相移動達成。另外在圖(c)

中晶粒的半徑變化落在-10 μm至 20 μm之間，各晶粒在整個壓縮過程中並沒有出

現明顯的凝固和再融化現象。 
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圖 2.5-6 分別代表 64%和 73%固相分率(a)在每 2%應變下晶粒球形度的變化(b)從

試片中隨機選取 50 顆晶粒紀錄其累積厚度隨應變的變化(c)每 2%應變下累積晶粒

半徑的變化[4]。 
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2.5.2 枝晶接觸 

從 2.1.3 節和和 2.1.7 節中可以得知晶粒形貌會受到濃度和溫度流影響，這種

現象在不平衡的凝固時尤為明顯並形成突起的晶體如圖 2.5-7，這種晶體被稱為樹

枝晶。 

 
圖 2.5-7 等軸枝晶[99]。 

在凝固過程中，隨著枝晶的成長彼此開始相互接觸並開始傳遞剪切力和

壓縮力，並使整體合金剪切強度突然增加[100]，圖 2.5-8 清楚的顯示了剪切強

度增加的現象，這種現象被稱為枝晶接觸其對應到的固相分率被稱為枝晶接

觸點，一般來說枝晶接觸點𝑔𝑠
𝑐𝑜ℎ約莫落在 0.15~0.55 之間，這個範圍極大程度

上受到晶體形貌和晶粒尺寸影響，高度分枝的樹枝狀晶體其枝晶接觸點約為

0.15[100-102]，而球化後的晶體約為 0.55[102]。通常測量枝晶接觸點的方法有

兩種其中一種為通過枝晶接觸時所剪切阻力增加[102-105]或是透過熱導率的

增加來測量[102, 104, 105]。圖 2.5-8 和圖 2.5-9 分別表示了在發生枝晶接觸後

的剪接應力與固相分率的變化以及牆體溫度與中心溫度和兩者溫度差隨時間

的變化。在圖 2.5-8 中能發現到當固相分率到達一個臨界點時其剪切力突然增

加，這裡將這個點所對應到的溫度以及該溫度下的重量固相分率定義為最密

堆積溫度𝑇𝑝𝑘和最密堆積固相分率𝑓𝑝𝑘
𝑠。理論上來說由於球體的體積最密堆積密

度為 0.74，因此球形晶粒的理論最密堆積重量固相分率可由體積最密固相分
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率推得。圖 2.5-10 則表示了晶粒形貌以及大小對於枝晶接觸的影響[100]。 

 
    圖 2.5-8 為 Al±4%Si±4%Cu 合金的剪切應力固相分率圖[100]。 

 
圖 2.5-9 Al-4Cu-10Si 合金其冷卻時其牆體溫度與中心溫度以及兩者溫度差隨時間

的變化其中當溫度差的絕對值來第一次來到最大時被定義為枝晶接觸點[102]。 
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圖 2.5-10 不同晶粒大小和晶粒形貌對剪切力的影響[100]。 

在半固態合金中最密固相分率𝑓𝑝𝑘
𝑠 的重要性在於其標記出了固體顆粒之間互鎖

並提供鋼性的臨界點。在達到最密堆積固相分率前，枝晶間的間隙允許液體流動並

協助晶體旋轉和重新排列，當枝晶持續堆積後開始相互限制彼此的移動導致剪接

力增加，這種現象在凝固學中被視為從大量進料轉向枝晶間進料，並且液體流動不

在那麼通暢，只能透過晶粒間的間隙流向剪切面並對剪切面的枝晶產生潤滑效果。

合金產生屈服剪切力下降如圖 2.5-11 所示。當半固態合金的剪切面固相分率低於

𝑓𝑝𝑘
𝑠 時由於液體灌入剪切面在凝固完成後就會形成宏觀偏析帶如圖 2.5-12(a)所示。

但若是剪切面固相分率高於𝑓𝑝𝑘
𝑠 則流向剪切面的液體不足因此形成大量的撕裂

(tears)和孔洞(pores)產生[100]，如圖 2.5-12(b)。 

 
圖 2.5-11 Al-4Cu-4Si合金銅合金進行直接剪切測試的剪切力與位移變化圖[106]。 
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圖 2.5-12 Al-7Si-0.4Mg合金在晶粒尺寸 1.7mm下進行直接剪切測試(a)為固相分率

0.32 下的測試結果剪切面俱有明顯的宏觀偏析帶。(b)為固相分率為 0.43 下的測試

結果剪切面俱有大量的孔洞和撕裂[100]。 
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2.5.3  三軸壓縮測試以及臨界狀態土壤力學 

在 2.5.1 節中提到 Kareh 等人透過同步輻射搭配單軸壓縮測試觀察到試片的變

形主要透過顆粒的移動造成，並且顆粒在此過程中並沒有發生太大的形變保有準

剛性的性質，這種顆粒性質類似於土壤顆粒，因此促使了許多學者嘗試利用土壤力

學的角度了解顆粒的運動行為[2, 5, 6, 107]。三軸壓縮測試是在土壤力學中測試土

壤機械性質的常見方法。圖 2.5-13 為傳統的三軸壓縮示意圖，一般來說三軸壓縮

測試分為兩個階段，首先會施加等向應力，這個階段在模擬自然界中土壤受到靜水

壓力後的應力狀態(圖 2.5-13 (a))，隨後從上方透過移動壓頭施加偏應力到試片上

觀察顆粒的流動以及機械性質的變化(圖 2.5-13(b))。不過由於傳統的三軸壓測試都

在常溫下進行，因此 Altuhafi 等人[107]基於傳統三軸壓縮儀器的基礎上設計了可

加熱式的三軸壓縮儀器以研究半固態鋁合金的三軸壓縮測試如圖 2.5-14 所示。儀

器內部存在兩個容器，上方的容器裝載試片，是主要實驗發生的地方。下方的容器

則裝滿 Al-33Cu(共晶狀態下的液體的溶質濃度)，當上方的試片在三軸壓縮的過程

中發生膨脹或壓縮時會從下方擠出或吸取液體，造成下方容器內液體的體積變化

推動底部的滑動底座從而得知試片的體積變化。 

 
圖 2.5-13 傳統三軸壓縮測試示意圖[108]。 



doi:10.6342/NTU202502687

 

68 

 

 
圖 2.5-14 Altuhafi 等人設計的半固態合金三軸壓縮裝置[107]。 

 

 

在 Altuhafi等人的實驗中，首先在常溫下通過通氣施加等向壓力，在到達目標

壓力後才開始加熱，並開啟連通閥避免熱膨脹產生過大的膨脹壓力，圖 2.5-15(a)

和(b)記錄了此研究在加熱階段的溫度變化以及在等向加壓期間體積的變化 (正號

代表體積壓縮)。值得注意的是所有試片的體積在到達指定的圍壓的情況下仍不斷

收縮，這是因為鋁合金在高溫下受力除了晶粒更靠近比此外也誘發了黏塑性的變

形，因此作者在此次的研究中會在到達指定圍壓後維持一段時間盡量去到達穩定

的體積狀態。在完成等向施壓後，上方的壓頭會以每秒 0.002mm 的剪切速率向下

壓縮直到應變到達 12%-14%。表 2.5-2 紀錄了在等向壓縮結束後以及剪切結束後

的固相分率、孔隙率以及體積的變化。 
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圖 2.5-15 (a)溫度隨時間的變化(b)試片體積隨時間的變化[107]。 

 

表 2.5-2 此實驗在三軸壓縮測試時的溫度以及圍壓以及對應的固相分率和體積變

化[107]。 

 
 
 

 
圖 2.5-16 (a)偏應力與應變的變化(b)體積應變隨應變的變化[107]。 
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從表 2.5-2 和圖 2.5-16(b)中可觀察到在所有的測試裡唯有在溫度 549°C 圍壓

為 300kPa 下進入剪切階段時出現剪切誘發膨脹，圖 2.5-16(a)中該試片的偏應力變

化與圖 2.5-4(a)中高固相分率試片的應力變化類似，皆會出現應力高峰。為了解釋

為何出現體積膨脹以及應力高峰，這裡將介紹臨界狀態土壤力學。 

臨界狀態土壤力學是土壤力學中的一個分支，其概念為不管土壤的初始狀態

為何，在持續的剪切變形後會進入臨界狀態，其偏應力和體積不會再發生變化。這

種狀態下通常被視為土壤發生破壞。其偏應力𝑞、平均有效應力𝑝′以及孔隙率𝑒終將

趨近於一條三維的曲線圖 2.5-17(a)，其中平均有效應力、偏應力以及孔隙率可由

主應力𝜎1、𝜎2、𝜎3和體積固相分率𝑔𝑠計算: 

 𝑝′ =
𝜎1 +𝜎2 + 𝜎3

3
 

Eq. 2.5-1 

 

𝑞 = √
1

2
[(𝜎1 − 𝜎2)

2 + (𝜎2 −𝜎3)
2 + (𝜎3 − 𝜎1)

2 

Eq. 2.5-2 

 𝑒 =
1 − 𝑔𝑠
𝑔𝑠

 Eq. 2.5-3 

但一般來說會將三維的 CSL 曲線投影到二維的𝑒 − log (𝑝′)以及𝑞 − 𝑝′平面上，由

此可定義出兩個臨界狀態方程式[109]： 

 𝑞 = 𝑀𝑝′ Eq. 2.5-4 

 𝑒 = Γ𝐶𝑆𝐿 − 𝜆ln𝑝
′ Eq. 2.5-5 

其中摩擦常數𝑀、臨界狀態線的縱坐標Γ𝐶𝑆𝐿及 CSL 梯度𝜆是土壤特性，用於半

固態可代表材料特性。因此在臨界土壤力學的架構下，這個概念可以用來判斷材料

在剪切過程中是否已經達到其降伏應力，進入了「臨界狀態」。並且在先前的研究

中[4, 107]也發現不同初始固相分率的半固態鋁合金在受剪切變形後都會趨近於同
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一條 CSL 曲線。 

 
圖 2.5-17(a) 三維狀態下的臨界曲線(CSL)，(b) 三維 CSL 投影到𝑒 − log (𝑝′)平面

上，(c) 三維 CSL 投影到𝑞 − 𝑝′平面上[107]。 

由上述的概念可以得知壓縮顆粒並不一定會使試片體積收縮，當試片內部的

初始孔隙率高於 CSL 曲線如圖 2.5-11(b)的點 A 在進行壓縮後試片會產生收縮的

現象直至孔隙率趨近 CSL 曲線，相反當初始孔隙率低於 CSL 曲線在壓縮後則會出

現膨脹。而這種出現膨脹的現象與先前在 2.5.1 節中高固相分率的壓縮現象類似，

基本的概念是相同的，因此單軸壓縮很多時候被視為不施加額外圍壓的三軸壓縮

測試。圖 2.5-18 為實驗結束冷卻後的試片切片圖，在 300kPa-549°C 的切片中能清
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楚的看到相較於其他試片，共晶相和孔洞有明顯的增加，這意味著在半固態下時，

有額外的液體被灌入試片中這與圖 2.5-16(b)指出的體積膨脹現象相符。這種膨脹

剪切帶與經歷剪切誘發膨脹的緻密土壤樣品中的剪切帶相似，推測 300kPa-549°C

試片的應力-應變行為是源於剪切誘發膨脹。圖 2.5-16(b)也指出當圍壓越大時，會

導致更高的偏應力以及體積壓縮應變出現，這是由於圍壓越高顆粒越排列緊密往

往需要高大的力量來完成形變，這與圖 2.5-18(b)(c)中觀察到共晶相隨圍壓增加而

大幅減少，且晶粒變形的情況也更明顯的現象相符。最後圖 2.5-19 記錄了此次實

驗所得到的 CSL 曲線結果。 

 
圖 2.5-18以試片和壓縮軸垂直方向取得的拋光後試片微結構圖，亮灰色部分為 αAl 

黑色部分為加熱時為液相的共晶相。由圍壓和加熱溫度將試片區分為(a)300 kPa-

549°C，(b)600 kPa-550°C，(c)1200 kPa-550°C，(d)為 300 kPa-549°C 樣品的分割顯

微影像。當中清楚的標出了膨脹剪切帶以及孔隙[107]。 
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圖 2.5-19 Altuhafi實驗所測的 CSL 曲線結果，(a)偏應力–平均有效應力平面中的應

力路徑。(b)壓縮階段後的樣品組織狀態（以黑色實心圓表示），以及試驗結束時在

孔隙比–有效平均應力對數（𝑒 − ln (𝑝′)）平面中的狀態。 
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2.5.4  排水壓縮 

先前介紹的單軸壓縮與三軸壓縮，會在邊界上施加固定或是不施加壓力，並透

過上方壓頭的移動來觀察晶粒的移動與變化。而與之相對的是固定邊界在壓縮過

程中被視為無限圍壓的排水壓縮。圖 2.5-20 為 Su 等人[6]的實驗裝置圖，首先將

球化後的 Al-8Cu 以及 Al-15Cu 試片加熱到 583℃，隨後上方的壓頭以每秒 0.01 的

應變速率向下施壓直到壓頭偵測到的力到達 12kN。接著將試片取出進行焠冷以觀

察晶粒在壓縮後的形貌變化。 

 
圖 2.5-20 排水壓縮實驗示意圖[6]。 
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圖 2.5-21 Al-Cu 合金的 IPF(Inverse Pole Figure map)，圖(a)球化後的 Al-8Cu，(b)壓

縮後的 Al-8Cu。(c)球化後的 Al-15Cu，(d)壓縮後的 Al-15Cu[6]。 

從圖 2.5-21 中能發現在經過壓縮後幾乎所有的共晶相都消失了，最主要的原

因是因為晶粒相互擠壓變形擠出了在高溫時熔融的共晶相導致。另外 Su 等人除了

進行實驗外，透過離散元素法模擬排水壓縮，其中 Al-15Cu 在 583℃時的固相分率

大約為 0.6，而 Al-8Cu 則為 0.82。一般來說顆粒的最密堆積密度為 0.74，一但大於

0.74 顆粒的形狀會開始偏離圓形，這一點在圖 2.5-21(a)的球化試片中能清楚看到。

因此在製作顆粒模型方面 Su 等人透過兩顆單顆顆粒黏在一起形成 clump 來模擬

15Cu 晶粒，而 8Cu 則是透過 Voronoi切割的方式生成這種偏離球體的顆粒，這兩

種顆粒模型呈現於圖 2.5-22 中。 
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圖 2.5-22 (a) clumps 單元，(b) rblocks 單元[6]。 

最後透過從 BSE(背散射電子成像)收集到的晶粒尺寸數據以高斯分布的方式

輸入到直徑 24mm 高 12mm 的圓柱形中如圖 2.5-23。隨後設定顆粒與牆之間與顆

粒與顆粒之間的碰撞模型分別為 Hertz 和 Burgers 碰撞模型以模擬顆粒與牆之間的

非線性碰撞以及顆粒與顆粒間的黏彈性碰撞。表 2.5-3 列出了此次模擬所使用的碰

撞參數。 

 
圖 2.5-23 (a)15Cu 晶粒模型(b)8Cu 晶粒模型[6]。 

 

表 2.5-3 Su 等人模擬排水壓縮所使用的碰撞模型[6]。 
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 此研究中的重力加速度被設為1.075mm/𝑠2向上以模擬液體對晶粒造成的浮

力，隨後上方的牆壁以每秒 0.01 的應變速率向下施壓，其中固相分率的計算模式

是透過下壓高度的變化求得如下： 

 𝑔𝑆 = 𝑔𝑆0
ℎ0
ℎ
= 𝑔𝑆0

ℎ0
(ℎ0 +𝑣𝑡)

 Eq. 2.5-6 

其中𝑔𝑆0為初始體積固相分率、ℎ0為初始試片高度、𝑣為壓縮速度、𝑡為時間。

圖 2.5-24(a)記錄了模擬以及實驗的應力與體積固相分率的變化，能發現到 15Cu 在

初期壓縮時與實驗的曲線相似，但到了固相分率到達 0.7 後應力開始上升。而 8Cu

則在一開始時應力就開始飆升偏離了實驗所得到的結果，上述後期應力偏離實驗

結果的原因有很多，首先顆粒在壓縮後期顆粒之間會因為受力而出現塑性變形如

圖 2.5-21(b)和(d)所示，導致應力上升速度並沒有像模擬所預測的那般快速。第二

因為排水壓縮的後期大部分的液體都被排走，理論上顆粒受到液體浮力的影響會

減弱，模擬所使用的重力加速度也該有所調整。最後則是 Su 等人在後續研究中發

現到晶粒在後期有發生動態再結晶，導致顆粒系統出現軟化以及尺寸上的分佈變

化進而導致應力上升速度沒有模擬的快。 

 
圖 2.5-24(a)應力對固相分率變化圖(b)孔隙液體分率對應力變化圖[6]。 
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圖 2.5-24 (b)中可以發現到液體間隙率與取對數後的應力在後期會趨近於一

條直被稱為一維的 NCL 曲線(normal compression line)，這與先前介紹的 CSL 曲線

的概念類似，可以表達為： 

 𝑒 = 𝛤1𝐷𝑁𝐶𝐿 − 𝜆log𝑝
′ 

 

Eq. 2.5-7 

根據計算斜率𝜆 = 0.4356，截距𝛤1𝐷𝑁𝐶𝐿 = 0.5732，並且跟 Altuhafi等人的實驗

數據比較發現到在相對較快的應變速率下 NCL 的截距有增加的跡象（這部分的量

化跟模型中的 Burgers 接觸模型有關，可在 2.7 章中講述碰撞模型時搭配參考），

並且最終都會近似於相近的斜率，且在模擬實驗中也出現部分相似的特性。 
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2.6 顆粒流變性質 

在這一節中討論的顆粒運動行為主要討論於介觀下的顆粒，這類型的顆粒尺

寸足夠大以至於布朗運動以及膠體相互作用都可忽略，在中體積固相分率下的顆

粒懸浮液其顆粒交互作用主要考慮一下三種機制：摩擦、碰撞和潤滑接觸[110]。在

中低體積固相分率下顆粒的運動行為幾乎不受任何約束，但當固相分率逐漸增加

後顆粒的運動逐漸受到約束，當固相分率達到臨界值𝑔𝑐後顆粒間產生連續的顆粒

網路這會導致顆粒的流動行為發生變化如：形成剪切流產生層狀結構、產生剪切誘

發膨脹或是發生應力重組現象。一般來說臨界固相分率大約落在 0.52 上下，但 Lun

和 Brady 等人[111, 112]分別利用快速剪切流的模擬和 Stokes 動力學模型得出可能

的臨界固相分率與面心立方排列(FCC)的體積固相分率相同。而 Babic 等人[113]則

認為臨界固相分率會受到剪切速率以及材料的剛性有關。而最大隨機固相分率𝑔𝑚

為另一個描述顆粒在系統的參數，其定義為當固相分率達到𝑔𝑚時，在顆粒不變形

的情況下系統將無法容納更多的顆粒，Meakin 等人[114]透過隨機分散的單顆顆粒

系統得出𝑔𝑚 = 0.635。由上述可知顆粒間的交互作用的往往牽涉到顆粒的性質、形

狀分布、大小分佈等…，不同的顆粒性質或起始狀態，皆會影響到後續顆粒系統的

變化。以下的小節相會介紹常見的顆粒交互作用以及帶來的影響。 

2.6.1  顆粒間的交互作用 

在顆粒間最常見的交互作用分別為顆粒與顆粒間滑移時所產生的摩擦和顆粒

間的碰撞，而顆粒間的碰撞又可以簡單的分為顆粒與顆粒間的直接接觸，這類型的

接觸極易受到顆粒的表面粗糙度、彈性和塑性變形的影響[115]。另一種為間接接

觸，顆粒的表面間存在液體膜並沒有直接的接觸在顆粒間產生潤滑的效果[110]。 
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首先這裡先介紹最簡單的碰撞，假設在單一顆粒尺寸的系統中，當兩顆無初始

自旋的顆粒在同一條直線上發生碰撞時，可利用牛頓碰撞定律描述質心的相對速

度在碰撞後與法向向量之間的關係如 Eq. 2.6-1，其中𝑐𝑛為初始的質心法向速度、𝑐𝑛
′

則為碰後的質心法向速度而 e 為恢復係數，若碰撞為彈性碰撞則𝑒 = 1，其餘情況

下0 < 𝑒 < 1。然而在碰撞的過程中顆粒發生黏滑性的行為會使計算切線方向上的

速度變得頗為麻煩，但 Foerster 等人[116]證明了碰撞後的切向速度與碰撞前的速

度分量和初始顆粒自旋呈現線性相關 Eq. 2.6-2。𝑐𝑡為初始的切向速度、𝑐𝑡
′為碰撞後

的切向速度𝑅𝛺為等效的自旋速度𝑅𝛺 = 𝑅1𝜔1 +𝑅2𝜔2，𝑅𝑖為顆粒的半徑、𝜔𝑖則為初

始的角速度。最後𝑎𝑖則取決於運動性質(粘滯運動或滑移運動)。 

 𝑐𝑛
′ = −𝑒𝑐𝑛 

 

Eq. 2.6-1 

 𝑐𝑡
′ = 𝑎1𝑐𝑛 + 𝑎2𝑐𝑡 + 𝑎3𝑅𝛺 

 

Eq. 2.6-2 

然而若是牽涉到更複雜的碰撞系統如三顆顆粒的碰撞系統仍然沒有公式能夠

很好的表達顆粒的運動狀態，甚至牛頓定律也無法適用。主要原因是碰撞產生的彈

性波在整個顆粒系統中傳播導致。但 Ancey 等人[117]證明顆粒間碰撞產生的動量

交換依然發生且仍為主要的運動機制，因此牛頓定律在此複雜的碰撞系統中雖然

無法完整的描述顆粒的運動行為但仍然能作為近似公式。對於持續接觸的顆粒系

統，摩擦起著關鍵的作用，通常會使用庫侖定律[110]描述為 Eq. 2.6-3，𝑆和𝑁分別

代表切向和垂直方向上的接觸力而𝜆則為摩擦係數。 

 𝑆 = 𝜆𝑁  
 

Eq. 2.6-3 

接下來介紹的是間接接觸，這類型的接觸由於液體也參與進來因此也被稱為

潤滑接觸。這類型的接觸其力的產生主要由擠壓液體、液體膜的剪切以及顆粒旋轉

造成。Cox 等人[118]提出在穩態下擠壓造成的力為： 
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 𝐹𝑠𝑞 =
3

2
𝜋𝜇
𝑅2

𝛿
𝒄𝑛 

 

Eq. 2.6-4 

其中𝜇為液體黏度，𝛿為液體顆粒間的液體薄膜厚度，𝒄𝑛為碰撞時顆粒的相對

法線方向速度。而剪切所貢獻的力則為 

 𝐹𝑠ℎ = 𝜋𝜇𝑅ln (
𝛿

𝑅
)𝒄𝑡 

 

Eq. 2.6-5 

其中𝒄𝑡為碰撞顆粒的相對切線方向速度。最後顆粒旋轉造成的力可寫為： 

𝐹𝑟𝑜𝑡 = 2𝜋𝜇𝑅2ln (
𝛿

𝑅
)𝒏 × 𝛀 

 

Eq. 2.6-6 

其中𝑛為兩顆顆粒質心的連線向量，𝛀為顆粒角速度，可參考圖 2.6-1。透過這

幾條式子發現到在高固相分率下，𝛿/𝑅很小這會導致擁有ln (
𝛿

𝑅
)項的剪切力和顆粒

旋轉造成的力相較於擠壓力皆可忽略不計。但與此同時 Eq. 2.6-4 計算結果會趨近

於無窮大，因此實際上當顆粒間的間隙小於一臨界值時，上述提到的公式將無法適

用。根據 Smart 和 Leighton[115]所做的實驗表明顆粒間最小間隙的量級與顆粒的

典型粗糙度（typical size of roughness）相當，可以透過此方法計算出最大潤滑力

[110]。 

 
圖 2.6-1 顆粒與間隙液體示意圖。 
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2.6.2 顆粒流動狀態 

顆粒在受力便會開始運動，很多時候我們會把一群顆粒的移動視為流體(畢竟

液體很多時候也被視為一群分子在做顆粒運動)，而在流體力學中會把不同運動狀

態下的流體依據雷諾數(Reynolds number)分為雜亂無序的湍流(Turbulence )和運動

穩定的層流(laminar flow)。顆粒流動的狀態也是如此，不過必須討論到是否有液體

參與。 

首先介紹有液體參與的情況，若是顆粒流動的過程中以碰撞作為主要的交互

作用則顆粒的慣性必須要足夠大以克服液體的排斥力。因此可以通過考慮顆粒的

慣性(𝑚𝑣2)以及正向擠壓力 Eq. 2.6-4 (通常以擠壓力開始主導潤滑力的臨界距離𝜀∗

以及最小距離𝜀之間計算)的比值來進行分析： 

 
𝐵𝑎 =

4𝜋

3ln(
𝜀∗

𝜀 )

𝜌𝑝𝑅
3𝑣2

𝜇𝑅2𝑣
≈

1

ln (
𝜀∗

𝜀 )

𝜌𝑝𝑅
2𝛾̇

𝜇
 

 

Eq. 2.6-7 

其中相對法向速度𝑣以顆粒的半徑𝑅以及剪切速率𝛾̇近似𝑣 ≈ 2𝑅𝛾̇。透過 Eq. 

2.6-7 計算出來的比值被稱為 Bagnold number。而在較高的固相分率中，顆粒與顆

粒之間較常出現碰撞容易有應力鏈的產生，此時會傾向於比較碰撞接觸以及摩擦

接觸間的大小。在持續碰撞的過程中作用於顆粒的摩擦力𝑆可以被視為有效應力

𝑁(即總體應力扣除液體所造成的貢獻)，透過修改 Eq. 2.6-7 可以得到另一組無因次

參數 Coulomb number： 

 
𝐶𝑜 =

𝜌𝑝𝑅
2𝛾̇

𝑆
 

 

Eq. 2.6-8 

同樣的也有人嘗試比較潤滑力與摩擦力的大小來區分顆粒狀態，這種相應的

比值被稱為 Leighton number： 
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 𝐿𝑒 =
𝜇𝑅𝛾̇

𝑆𝜀
 

 

Eq. 2.6-9 

根據上述的無因次數，可劃分 3 種顆粒交互作用中占主導地位的接觸類型: 

i. 當𝐶𝑜 ≪ 1且𝐿𝑒 ≪ 1:摩擦接觸主導。 

ii. 當𝐶𝑜 ≫ 1且𝐿𝑒 ≫ 1:碰撞接觸主導。 

iii. 當𝐵𝑎 ≪ 1且𝐿𝑒 ≫ 1:流體動力主導。 

上述所說的顆粒流動狀態屬於比較極端的類型但由於時顆粒間的交互作用常

發生轉換因此它們之間存在過渡區域： 

i. 當𝐶𝑜 ≈ 1且𝐿𝑒 ≪ 1(或𝐵𝑎 ≫ 1):摩擦-碰撞區域，此區域摩擦作用與碰狀作

用競爭主導地位。 

ii. 當𝐿𝑒 ≈ 1且𝐶𝑜 ≪ 1(或𝐵𝑎 ≪ 1)：摩擦-流體動力區域，此區域潤滑接觸和

摩擦接觸競爭主導地位。 

iii. 當𝐵𝑎 ≈ 1：流體動力-碰撞區域，此區域潤滑接觸和碰撞接觸競爭主導地

位。 

除了上述的幾個無因次參數外，由於懸浮液牽涉的參數眾多因此需要更多的

無因次參數去描述顆粒的運動行為如：密度比、Davis 數(反映顆粒剛度與流體動力

作用力的比值)，這些參數在研究流體-顆粒相互作用[119]以及顆粒-顆粒相互作用

[120]非常重要並常會出現在顆粒與流體運動的方程式中。 

由於顆粒懸浮夜牽涉到的物理參數過多，因此有不少研究是關於排除液體只

單純討論顆粒的交互作用，根據 Cruz 等人[121]的研究，他們利用 DEM 進行了二

維顆粒剪切的實驗，並提出利用剪切時間(shear time)和𝜏𝑠以及慣性時間(Inertial time) 

𝜏𝑖的比值推導了慣性數(Inertial number)來描述顆粒的運動狀態。其具體推導方式如
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下：剪切時間可由剪切速率的倒式表述如 Eq. 2.6-10，而慣性時間則可由牛頓第二

運動定律估算如 Eq. 2.6-11，𝑃為顆粒所受的壓力、𝑚則為顆粒質量，且由於 Cruz

等人是以二維的情況假設顆粒因此顆粒質量𝑚 = 𝜌𝑑2，𝜌為顆粒密度而𝑑為顆粒直

徑，最後相除即可得到 Eq. 2.6-12。 

 𝜏𝑠 =
1

𝛾̇
 

 

Eq. 2.6-10 

 
𝜏𝑖 = √

𝑚

𝑃
 

 

Eq. 2.6-11 

 𝐼 =
𝜏𝑖
𝜏𝑠
= 𝛾̇√

𝑚

𝑃
= 𝛾̇𝑑√

𝜌

𝑃
 

 

Eq. 2.6-12 

Cruz 等人在他們的剪切模擬實驗中發現到顆粒的有效摩擦係數𝜇∗會隨著慣性

數增加而呈現類似線性的增長如圖 2.6-2(a)而顆粒配位數則隨著慣性數增加而下

降如圖 2.6-2(b)，並且當慣性數越小時，摩擦係數與配位數皆會趨近於一臨界值，

這都意味著顆粒系統的機械性質隨著慣性數越小變得越來越穩定，因此這種顆粒

狀態被稱為準靜態。而當慣性數增加，顆粒的機械系統則越不穩定顆粒間的交互作

用開始傾向於碰撞這種顆粒狀態被視為碰撞態，而同樣的在準靜態轉向碰撞態時

也存在過渡區被稱為黏性流如圖 2.6-3。Cruz 等人在其研究最後指出當慣性數在

10−1時被視為黏性流與碰撞流的轉換點，但是對於準靜態何時轉變為黏性流則沒

有明確的指出。直到 Perez 等人[122]透過 DEM 進行大量的三軸壓縮模擬測試才明

確劃分出當慣性數大於2.5 × 10−3時顆粒系統會由準靜態轉向黏性流。 
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圖 2.6-2(a)為顆粒的有效摩擦係數與慣性數的變化圖(b)為配位數對慣性數的變化

圖[121]。 

 
圖 2.6-3 有效摩擦係數與慣性數變化以及顆粒狀態劃分圖[121] 
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2.6.3 破壞準則 

材料降服(yielding)是固體力學與材料科學中的核心議題之一。當材料在外力

作用下產生不可逆變形時，即認為該材料已屈服。通常當材料發生屈服後是破壞發

生的前兆，因此屈服常被視為材料可靠性的重要依據。不過在描述屈服之前要先討

問材料內部的應力分析。 

首先以簡單的二維情況來說，當材料內部應力平衡時，其應力分布如圖 2.6-4(a)

所示，產生分別在 x 和 y 方向上的應力𝜎𝑥和𝜎𝑦以及作用在 x 面上沿 y 方向的剪應

力𝜏𝑦𝑥和在 y面上沿 x方向的剪應力𝜏𝑥𝑦。但若是材料被沿著對角線切除如圖 2.6-4(b)

所示，需要一應力和剪應力作用在斜面上以維持靜力平衡[123]，透過三角函數分

析將各方向的應力轉換到與斜面應力方向平行可得： 

 𝜎𝑐 = 𝜎𝑥 (𝑐cos𝜃cos𝜃) + 𝜎𝑦(𝑐sin𝜃sin𝜃) + 2𝜏𝑥𝑦(𝑐sin𝜃cos𝜃) Eq. 2.6-13 

同樣的作法將各應力轉換到與斜面的剪切方向平行： 

 𝜏𝑐 = −𝜎𝑥(𝑐cos𝜃sin𝜃) + 𝜎𝑦(𝑐sin𝜃cos𝜃) + 𝜏𝑥𝑦(𝑐cos𝜃cos𝜃) − 𝜏𝑥𝑦(𝑐sin𝜃sin𝜃)  Eq. 2.6-14 

接者透過兩倍角公式將 Eq. 2.6-13 和 Eq. 2.6-14 整理成： 

 𝜎 =
1

2
(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦) +

1

2
(𝜎𝑥 −𝜎𝑦)cos2𝜃 + 𝜏𝑥𝑦 sin2𝜃 

Eq. 2.6-15 

 𝜏 = −
1

2
(𝜎𝑥 −𝜎𝑦) sin2𝜃 + 𝜏𝑥𝑦cos2𝜃 

Eq. 2.6-16 

最後透過三角恆等式cos22𝜃 + sin22𝜃 = 1，將 Eq. 2.6-15 和 Eq. 2.6-16 平方後

相加： 



doi:10.6342/NTU202502687

 

87 

 

 (𝜎 −
𝜎𝑥 +𝜎𝑦
2

)
2

+ 𝜏2 = (
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 

2
)
2

 
Eq. 2.6-17 

從 Eq. 2.6-17 中可以明顯認出這是一條圓形公式，繪製於𝜎 − 𝜏坐標系，這種圓

被稱為莫爾圓(Mohr’s Circle)如圖 2.6-5 所示。莫爾圓的重要性在於其圖形化了複

雜的應力與剪應力關係，同時也能透過此方法快速的尋找出材料在受力後各個方

向上的主應力(principle stress)和剪切應力(shear stress)，進行整體的應力分析。 

 
圖 2.6-4(a)二維材料平衡應力分析圖(b)切掉一邊後的二維材料平衡應力分析圖

[123] 
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          圖 2.6-5 二維莫爾圓[124]。 

同樣的方式拓展到三維中如圖  2.6-6，切開的傾斜斜面單位法向向量為

(𝑙, 𝑚, 𝑛)面積為 A，在這裡假定∆𝐾𝑂𝐿、∆𝐽𝑂𝐾和∆𝐽𝑂𝐿的面積分別為𝐴𝑙、𝐴𝑚和𝐴𝑛，最

後將所有的應力分別朝方向 1、方向 2、方向 3 進行三角函數的應力分析可得： 

 (𝜎 − 𝜎11)𝑙 − 𝜎21𝑚− 𝜎31𝑛 = 0 Eq. 2.6-18 

 −𝜎12𝑙 + (𝜎 − 𝜎22)𝑚 − 𝜎32𝑛 = 0 Eq. 2.6-19 

 −𝜎31 𝑙 + 𝜎32𝑚+ (𝜎 − 𝜎33)𝑛 = 0 Eq. 2.6-20 

轉換為矩陣後得到： 

 
(

𝜎11 − 𝜎 𝜎12 𝜎13
𝜎12 𝜎22 −𝜎 𝜎23
𝜎13 𝜎23 𝜎33 −𝜎

) (
𝑙
𝑚
𝑛
) = 0 

Eq. 2.6-21 

為了解出此方程式的解左邊矩陣的行列式必須要為 0 因此可得： 

 𝜎3 − 𝜎2(𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33) + 𝜎(𝜎11𝜎22 + 𝜎22𝜎33 + 𝜎33𝜎11 − 𝜎12
2 − 𝜎23

2 − 𝜎13
2)

− (𝜎11𝜎22𝜎33 + 2𝜎12𝜎23𝜎13 − 𝜎11𝜎23
2 − 𝜎22𝜎13

2 − 𝜎33𝜎12
2) = 0 

Eq. 2.6-22 

最終解出來的三個特徵值代表了三個方向的主應力𝜎1、𝜎2、𝜎3，而解出來的特
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徵向量被視為主應力的主方向。因此主應力被定義為在一個定點和一個特定方向

上作用的正向應力且此時剪切力為 0。同時能發現到 Eq. 2.6-22 中的係數決定了主

應力的方向和大小，且不隨著座標軸的旋轉而有所改變，因而分別被稱為第一、第

二、第三不變量： 

 𝐼1 = 𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33  Eq. 2.6-23 

 𝐼2 = 𝜎11𝜎22 + 𝜎22𝜎33 +𝜎33𝜎11 − 𝜎12
2 − 𝜎23

2 −𝜎13
2 Eq. 2.6-24 

 𝐼3 = 𝜎11𝜎22𝜎33 + 2𝜎12𝜎23𝜎13 − 𝜎11𝜎23
2 − 𝜎22𝜎13

2 − 𝜎33𝜎12
2  Eq. 2.6-25 

由於材料的破壞行為（如屈服、斷裂、剪切滑移等）不應依賴觀察者所選擇的

座標系。這些不變量提供了這種與座標無關的應力描述，因此許多的破壞模型都以

此為基礎建構，接下來將介紹常見的幾種破壞模型。 

 
圖 2.6-6 三維材料應力分析圖[123] 
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首先最常見的模型為 Tresca Criterion，其概念相當簡單，材料會在最大剪應力

達到一臨界值（即材料的剪切屈服強度）時開始屈服。常見於預測延性材料(金屬)

塑性變形的開始，其數學形式為： 

 𝜏𝑚𝑎𝑥 =
1

2
(𝜎1 −𝜎3) 

Eq. 2.6-26 

其中主應力分別被定義為𝜎1, 𝜎2 , 𝜎3其大小被定義為： 

 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3  Eq. 2.6-27 

並且在單軸拉伸測試下，假設當發生屈服時的應力為𝜎𝑦，此時𝜎2 = 𝜎3 = 0，

Tresca Criterion 可改寫為： 

 𝜏𝑚𝑎𝑥 =
𝜎𝑦
2

 Eq. 2.6-28 

最後將 Eq. 2.6-28 代入 Eq. 2.6-26 可得： 

 𝜎1 −𝜎3 = 𝜎𝑦 Eq. 2.6-29 

另外在純剪切測試中𝜎11 = 𝜎22 = 0，透過莫爾圓計算可知𝜎1 = −𝜎3 = 𝜏，𝜎2 =

0。由此可知當發生屈服後 Tresca criterion 為： 

 𝜎1 − 𝜎3 = 𝜏 −−𝜏 = 2𝜏 = 𝜎𝑦  Eq. 2.6-30 

第二種常見的屈服模型為 Von Mises criterion，這一種模型以第二偏應力不變

量𝐽2為基礎，透過 Eq. 2.6-31 轉換： 

 𝐽2 =
1

3
𝐼1
2 − 𝐼2  

Eq. 2.6-31 

這裡簡單介紹偏應力不變量𝐽與應力不量𝐼的區別，在材料力學的角度中材料變
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形會牽涉到體積變化以及形狀的變化，因此力量也可分為控制體積變化的靜水應

力(Hydrostatic stress)以及造成剪切的偏應力(Deviatoric stress)。因此應力不變量中

囊擴了剪應力以及靜水應力，而偏應力不變量則排除了體積變化的影響，更注重描

述剪切的行為。因此透過 Eq. 2.6-24 和 Eq. 2.6-25 代入 Eq. 2.6-31 中可得： 

 𝐽2 =
1

2
[(𝜎1 −𝜎2)

2 + (𝜎2 − 𝜎3)
2 + (𝜎3 −𝜎1)

2] Eq. 2.6-32 

因此當偏應力不變量等於 Von Mises stress 的平方時，被認為材料開始出現屈

服： 

 2𝜎𝑉𝑀
2 = (𝜎1 − 𝜎2)

2 + (𝜎2 − 𝜎3)
2 + (𝜎3 −𝜎1)

2 Eq. 2.6-33 

在單軸拉伸測試下，𝜎1 = 𝜎𝑦且𝜎2 = 𝜎3 = 0，可得知： 

 𝜎𝑉𝑀 = 𝜎𝑦  Eq. 2.6-34 

而在扭轉測試中，𝜎1 = −𝜎3 = 𝜏且𝜎2 = 0，可得： 

 2𝜎𝑉𝑀
2 = (𝜏 − 0)2 + (0+ 𝜏)2 + (−𝜏 − 𝜏)2 = 6𝜏2 Eq. 2.6-35 

與先前的 Tresca criterion 比較能發現到兩者預測材料屈服時的起始點不同，通

常來說 Tresca criterion 預測的結果更為保守，而 Von Mises criterion 會更接近現實

材料的受力行為，也應用於大多情況下的模擬軟體。 

第三種常見的模型是 Mohr-Coulomb failure criterion，與先前討論的兩種模型

不同，此模型更常應用於顆粒材料，其核心概念為當土壤單元內所受的剪切力大於

或等於最大靜摩擦力，土壤便會開始滑動造成破壞。因此於土壤力學中以破壞時的

剪應力（以下稱為剪切強度）𝜏𝑓及正向應力𝜎代表摩擦力公式中的最大靜摩擦力及

正向力，公式如下： 
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 𝜏𝑓 = 𝜎tan𝜙 Eq. 2.6-36 

其中𝑡𝑎𝑛𝜙相當於摩擦係數𝜇，為土壤的內涵性質(intrinsic property)。應力之間

與摩擦有關的關係如  所示，並且可看到於緊密排列時土壤顆粒會因彼此的互鎖 

(interlock)而脫離的趨勢。 

由於土壤的剪切強度源自固體顆粒骨架而與顆粒間的液體無關，因此常以有

效正向應力𝜎𝑁取代總正向應力𝜎來表示與剪切強度𝜏𝑓之間的關係。有效正向應力張

量𝜎 ′與總正向應力張量𝜎關係式如下： 

 𝜎 ′ = 𝜎 − 𝑢 
 

Eq. 2.6-37 

其中𝑢為間隙液體的應力張量。為了描述顆粒的應力狀態，將先前莫爾圓的概

念引入，在莫爾圓上會有一組應力和剪切應力組合導致顆粒材料發生破壞。透過

Eq. 2.6-36 的概念，不考慮互鎖(interlock)造成的非線性影響，可得一線性方程式：  

 𝜏𝑓 = 𝑐
′ +𝜎 ′tan𝜙′ Eq. 2.6-38 

𝜏𝑓為破壞剪切應力，𝑐′和𝜙′分別為內聚截距和抗剪角 (angle of shearing 

resistance)，兩者僅用來定義𝜏和𝜎 ′線性關係的數學常數，為內涵性質。此線性方程

式被稱為破壞包絡線(failure envelope)如圖 2.6-8(a)，值得注意的是雖然同樣的材料

在不同的受力情況代表不同的莫爾圓，然而能承受最大的剪切應力無法超過材料

本身的破壞剪切應力𝜏𝑓，因此這些莫爾圓的任一點必不會高於破壞包絡線如圖 

2.6-8(b) 



doi:10.6342/NTU202502687

 

93 

 

 
圖 2.6-7 沿滑移面的顆粒集合體之強度[125] 

對於三維材料其莫爾庫倫模型如圖 2.6-8(c)所示，其描繪了𝜎1和𝜎2、𝜎2和𝜎3以

及𝜎1和𝜎3的莫爾圓及其破壞包絡線，經計算後與抗剪角之間的關係為： 

 sin𝜙′ =
3𝑀

6 +𝑀
 

Eq. 2.6-39 

其中𝑀定義為𝑞 − 𝑝′平面之斜率： 

 𝑀 =
𝑞

𝑝′
 Eq. 2.6-40 

不過由於莫爾庫倫模型的基礎是在二維平面上，很難完整描述三維材料發生

破壞時的應力分佈，因此近年來比較多學者引入了𝜋平面如圖 2.6-9(b)。這種方法

的好處是其清楚的表達了在方向 1、方向 2 以及方向 3 上的主應力發生破壞時的應

力為何，只要顆粒材料內的主應力落在𝜋平面內部材料就不會發生破壞。另外在不

同的圍壓或是靜水壓下，𝜋平面會沿著(111)方向上移動如圖 2.6-9(a)所示。在未來

進行真實三軸壓縮這種更複雜的應力環境，能更清出的表達破壞時的顆粒應力分

佈情況。 



doi:10.6342/NTU202502687

 

94 

 

 
圖 2.6-8(a)二維材料的莫爾庫倫破壞模型[125];(b)不同應力狀態下的莫爾破壞圓

[125];(c)三維材料的莫爾庫倫破壞模型[125]。 
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圖 2.6-9 (a)莫爾庫倫破壞模型在 3D 主應力空間下的分佈[126]；(b)莫爾庫倫破壞

模型的π平面[126] 
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2.7 離散元素法 

2.7.1 離散元素法在半固態合金上的應用 

在先前的 2.5.2 章中介紹過枝晶接觸點𝑔𝑠
𝑐𝑜ℎ，在凝固過程中若是固相分率超過

枝晶接觸點，半固態材料開始俱有明顯的剪切、壓縮和抗拉強度通會被視為等效固

體，而在在低於枝晶接觸點的情況下由於剪切強度低且增長緩慢被視為等效液體。 

過去常見的模擬方法有諸如；有限元素法(FEM)、有限差分法(FDM)等，但這

些方法較適合模擬單相或是連續的材料，主要應用於低固相分率的半固態合金

(10% < 𝑔𝑠 < 55%)的等效流體建模以及高固相分率(𝑔𝑠
𝑐𝑜ℎ < 𝑔𝑠 < 99%)的等效固

體建模。但上述的方法在對於中等固相分率(𝑔𝑠
𝑐𝑜ℎ < 𝑔𝑠 < 95%)中無法模擬晶粒與

晶粒和晶粒與液體之間的交互作用。不過在 2.5.1 節中介紹 Kareh 博士所設計的單

軸壓縮搭配臨場同步輻射 X 光實驗，在晶粒壓縮的過程中整體顆粒的形狀以及體

積並沒有發生太大的變化，晶粒具有準剛性的性質，類似於岩石土壤顆粒，這也促

使不少學者[2, 5, 127]嘗試利用土壤力學中常用的數值模擬方法離散元素法(DEM)

來模擬晶粒間的交互作用。 

離散元素法為 Cundall博士於 1971 年提出的數值分析方法[128]，將不連續介

質視為大量微小的離散元素並於特定的邊界條件下計算離散元素間的力和位移，

進而推導出整體離散元的運動行為。在過去由於離散元素法是一個非常耗費計算

資源的方法，因此大多半固態合金的流變模擬僅限於二維尺度。例如：Yuan 等人

[5]透過利用細胞自動機製造了二維的樹枝狀等軸晶體，並進行剪切測試模擬並發

現到剪切強度的增加代表剪切誘發膨脹的開始，另外 Su 等人[2]利用二維離散元素

法耦合晶格波茲曼法模擬出了臨場實驗中晶粒與液體間的流變行為。而隨著電腦
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計算能力的進步，Su 等人[6]也成功創建出三維的排水壓縮模型，並以臨界土壤力

學解釋了部分的顆粒運動。因此本次研究將延續利用離散元素法軟體 PFC 進行三

維的三軸壓縮測試模擬，以更好的理解高溫半固態合金的變形。 
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2.7.2 離散元素法原理 

Cundall博士對於離散元素法給予了以下假設： 

1. 離散元素的基本為二維的圓形以及三維的球形 

2. 離散元素被視為剛體，根據文獻[129]DEM 所使用的接觸模型可以分為硬

接觸和軟接觸，PFC3D 中允許顆粒間的軟接觸存在極小的重疊，因此接

觸模型中存在阻尼器。 

3. 離散元素法主要透過牛頓第二定律並根據離散元素的物理屬性(密度、剪

切模數、剛度等)去計算出離散元素當下以及未來離散元素的運動狀態。 

4. 離散元素法之間可透過鍵結模型將顆粒相互綑綁在一起模擬聚結的效果。 

圖 2.7-1為 PFC6.0的程式運行流程圖，在初始化階段需決定模型的邊界條件、

離散元的大小及形狀、碰撞模型以及各項物理參數，並設定求解條件。隨後程式會

以迴圈的方式不斷運行，計算每個時間步長(timestep)下的顆粒運動狀態直到滿足

求解條件為止。 



doi:10.6342/NTU202502687

 

99 

 

 
圖 2.7-1 PFC 程式流程圖[130] 

如剛剛上一段所說，PFC 計算顆粒的方式是透過迴圈不斷的累積達成，每個迴
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圈又可以被細分出獨立的節點用以標記出單次運算中的計算優先順序如表 2.7-1

所示。接下來將大致介紹每個節點的計算事件： 

1. 決定時間步長(Timestep Determination)：離散元素法依賴於透過迴圈的累

積來計算不同時間狀態下的顆粒運動狀態，因此單個迴圈又可以被視為

一個微小的時間步長(timestep)，透過不斷的累積形成連續的時間及運動

狀態(類似積分的概念)。時間步長的計算方法參考 Chung 等人[131]的算

法： 

 
∆𝑡𝑐𝑟𝑖𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙 = √

𝑚𝑖

𝑘𝑇
   (translation motion) 

 

 

Eq. 2.7-1 

 

∆𝑡𝑐𝑟𝑖𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙 = √
𝐼𝑖
𝑘𝑅
   (rotational motion) 

 

 

Eq. 2.7-2 

其中𝑚𝑖和𝐼𝑖分別為顆粒的質量和轉動慣量，而𝑘𝑇和𝑘𝑅為平行剛度和旋轉

彈性係數可表達為： 

 𝑘𝑇 = (𝑘𝑛 − 𝑘𝑡)𝑢𝑞
2 +𝑘𝑡 

Eq. 2.7-3 

 𝑘𝑅 = 𝑟𝑖
2𝑘𝑡(1 − 𝑢𝑞

2 ) 
Eq. 2.7-4 

而𝑘𝑛和𝑘𝑡則為垂直和切線方向上的碰撞彈簧係數，其中𝑟𝑖代表顆粒 𝑖的半

徑、𝑞為自由度(𝑞 = 1,2,3)，而𝑢𝑞為在單位碰撞方向上第𝑞分量。以本次實

驗所使用的 Hertz 碰撞模型為例，𝑘𝑛和𝑘𝑡的計算方法如下： 

 

𝑘𝑛 =
2𝐺 [

3(1− 𝜐) ∙ 𝑟∗𝐹𝑛,𝑖 ,𝑗
4𝐺

]

1
3

(1 − 𝜐)
 

 

 

 

Eq. 2.7-5 

 

𝑘𝑡 =
2𝐺[6(1 − 𝜐) ∙ 𝐺2𝑟∗𝐹𝑛,𝑖,𝑗]

1
3

(2 − 𝜐)
 

 

 

Eq. 2.7-6 
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其中𝐹𝑛,𝑖,𝑗為顆粒𝑖和𝑗之間的垂直碰撞力、𝐺為剪切模數、𝜐為蒲松比而𝑟∗為

兩顆粒的等效直徑： 

 𝑟∗ =
𝑟𝑖𝑟𝑗
𝑟𝑖+ 𝑟𝑗

 

 

Eq. 2.7-7 

𝑟𝑖和𝑟𝑗分別代表顆粒的半徑。最終我們將各個方向上的碰撞計算完成後，

取最小的時間步長並且乘上0.2即是本次模擬所使用的時間步長。從上述

公式中能發現到時間步長主要是由顆粒的材料(密度)以及剛度控制，不過

在 PFC 中除了上述兩種常見的變因外，顆粒的大小、固相分率、邊界的

大小、顆粒系統當下的運動狀態其實都會影響到時間步長的大小。 

2. 運動定律(Law of Motion)：離散元素法最主要是利用牛頓定律，利用當下

的受力狀態計算出顆粒 i當下的加速度(𝑥̈𝑖(𝑡))與角加速度(𝜃̈𝑖(𝑡))[132]： 

 

𝑥̈𝑖(𝑡) =
1

𝑚𝑖

∑𝐹𝑐,𝑛 +
1

𝑚𝑖

𝐹𝑑,𝑖 −𝑔

𝑁𝑐 ,𝑖

𝑛=1

 

Eq. 2.7-8 

 

𝜃̈𝑖(𝑡) =
1

𝐼𝑖
∑[(𝑥𝑐,𝑛 − 𝑥𝑖) × 𝐹𝑐,𝑛

𝑁𝑐 ,𝑖

𝑛=1

+𝑀𝑐,𝑖] +
1

𝐼𝑖
𝑀𝑑,𝑖  

Eq. 2.7-9 

其中𝑚𝑖、𝐼𝑖、𝑥𝑖分別為顆粒的質量、轉動慣量和質心位置；𝐹𝑐,𝑛為作用於粒

子表面𝑥𝑐,𝑛的第 n 個接觸力；𝐹𝑑,𝑖和𝑀𝑑,𝑖為流體阻力和流體力矩；𝑔為重力。 

3. 模擬時間更新(Advanced Time):在計算完各顆粒的加速度以及角加速度後

透過牛頓定律和 Verlet 時間積分法推導出半個時間步長(𝑡 +
∆𝑡

2
)後的速度

(𝑥𝑖̇ )和角速度 (𝜃𝑖̇ )以及一個時間步長(𝑡 + ∆𝑡)後的位移 (𝑥𝑖)和角位移

(𝜃𝑖)[133] 

 
𝑥𝑖̇ (𝑡 +

∆𝑡

2
) = 𝑥𝑖̇ (𝑡) +

1

2
𝑥̈𝑖(𝑡)∆𝑡 

Eq. 2.7-10 

 
𝑥𝑖(𝑡 + ∆𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡) + 𝑥𝑖̇ (𝑡 +

∆𝑡

2
)∆𝑡 

Eq. 2.7-11 
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𝜃𝑖̇ (𝑡 +

∆𝑡

2
) = 𝜃𝑖̇ (𝑡) +

1

2
𝜃̈𝑖(𝑡)∆𝑡 

Eq. 2.7-12 

 
𝜃𝑖 (𝑡 + ∆𝑡) = 𝜃𝑖(𝑡) + 𝜃𝑖̇ (𝑡 +

∆𝑡

2
)∆𝑡 

Eq. 2.7-13 

透過上述式子即可求出下一個時間步長下的顆粒物理狀態。不過上述的

計算方法只適用於球形，若是在多球團塊中，基於其形狀不對稱性，需要

透過四元數(Quaternion)對當中的旋轉運動進行修改： 

 𝑞 = 𝑞0 +𝑞𝑖𝑖 + 𝑞𝑗𝑗 + 𝑞𝑘𝑘 Eq. 2.7-14 

其中𝑖、𝑗、𝑘為基底元素，𝑞0為實部，且基底元素的乘基有以下假設： 

 𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = 𝑖𝑗𝑘 = −1 Eq. 2.7-15 

 𝑖𝑗 = 𝑘 Eq. 2.7-16 

 𝑗𝑘 = 𝑖 Eq. 2.7-17 

 𝑘𝑖 = 𝑖 Eq. 2.7-18 

其中 Buss 等人[134]提出了使用二階擴展法計算，利用角速度的泰勒展開

式為基礎計算，首先從角動量出發可寫成： 

 𝝎(𝑡) = 𝑰(𝑡)−1𝑳(𝑡)  Eq. 2.7-19 

其中𝝎(𝑡)為𝑡秒時的角速度、𝑳(𝑡)為角動量而𝑰(𝑡)−1為𝑡秒時的倒轉動慣性張

量： 

 𝑰(𝑡)−1 = 𝑞𝑐𝑱
(−1)𝑞𝑐

∗ 
 

Eq. 2.7-20 

其中𝑱為主慣性矩(principal moments of inertia)，而透過將 Eq. 2.7-19 對時

間微分即可得到角加速度： 

 𝝎̇(𝑡) = 𝑞𝑐𝑱
(−1)𝑞𝑐

∗(𝑳̇(𝑡) −𝝎(𝑡) × 𝑳(𝑡)) 
 

Eq. 2.7-21 

而一個 timestep 的平均角速度𝝎̅為： 
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𝝎̅(𝑡) = 𝝎(𝑡) + 𝝎̇(𝑡)

∆𝑡

2
+ (𝝎̇(𝑡) ×𝝎(𝑡))

∆𝑡2

12
 

 

 

Eq. 2.7-22 

隨後我們將得到的平均角速度𝝎̅代入𝜃 = 𝝎̅∆𝑡，即可得到多球團塊的旋轉

角度，最後可得旋轉後的四元數： 

 
𝑞𝑐
𝑡+∆𝑡 = (𝑐𝑜𝑠 (

𝜃

2
) + 𝑠𝑖𝑛 (

𝜃

2
)
𝝎̅

‖𝝎̅‖
)𝑞𝑐 

 

Eq. 2.7-23 

將得到的新四元數代回 Eq. 2.7-19 即可得到新的角速度： 

 𝝎(𝑡+∆𝑡) = 𝑞𝑐
(𝑡+∆𝑡)𝑱(−1)𝑞𝑐

(𝑡+∆𝑡)∗𝑳(𝑡) 
 

Eq. 2.7-24 

另外一種是使用 Johnson 等人[135]的等人的四階擴展法，首先將四元數

對時間微分： 

 
𝑞̇𝑐 =

1

2
𝜔𝑞𝑐 

 

Eq. 2.7-25 

隨後將 Eq. 2.7-19 和 Eq. 2.7-20 代入及可得： 

 
𝑞̇𝑐 =

1

2
(𝑞𝑐𝑱

(−1)𝑞𝑐
∗𝑳(𝑡))𝑞𝑐 

 

Eq. 2.7-26 

透過使用四階 Runge-Kuttaz 法可得到： 

 
𝑞𝑐
𝑡+∆𝑡 = 𝑞𝑐

𝑡 +
∆𝑡

6
(𝑘1 + 2𝑘2 +2𝑘3 +𝑘4) 

 

Eq. 2.7-27 

其中四元數𝑘1可得： 

 
𝑘1 =

1

2
(𝑞𝑐𝑱

(−1)𝑞𝑐
∗𝑳(𝑡))𝑞𝑐 

 

Eq. 2.7-28 

隨後我們透過中間值計算可得： 

 
𝑞𝑐1 =

1

2
(𝑞𝑐

(𝑡)
+ 𝑘1

∆𝑡

2
)𝑞𝑐 

 

Eq. 2.7-29 

而四元數𝑘2： 
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𝑘2 =

1

2
(𝑞𝑐1𝑱

(−1)𝑞𝑐1
∗ 𝑳(𝑡))𝑞𝑐1 

 

Eq. 2.7-30 

而中間值可得： 

 
𝑞𝑐2 =

1

2
(𝑞𝑐

(𝑡)
+ 𝑘2

∆𝑡

2
)𝑞𝑐  

 

Eq. 2.7-31 

而隨後的𝑘3和𝑘4也是一樣的算法，最後將完整的 Eq. 2.7-27 代入 Eq. 2.7-24，

就能得到下一個 timestep 的角速度。通常來說 PFC6.0 可以以 clump order

指令決定使用哪個算法，但是若沒指定，其默認的算法為四階擴展法為主。 

4. 碰撞偵測(Contact Detection)：根據當下的離散元素狀態，新增新的碰撞以

及刪除不合理的碰撞。 

5. 力與位移定律(Force-Displacement Law):根據設定好的碰撞模型、參數以

及步驟 4 決定的碰撞分佈，計算各碰撞間對顆粒造成的力和力矩。 

 

表 2.7-1 單運算週期中各個節點的操作順序[130] 
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2.7.3  離散元素法形狀設計 

在 PFC 當中的離散元有以下幾種默認的形態： 

1. 球(Balls)：2D 為扁薄的圓盤形、3D 為球體，可依據運動方程式以及球的

密度和尺寸可以計算其位移以及滾動。 

2. 牆(Walls)：2D 時為線、3D 為平面。通常做為開發者選定的邊界條件。 

3. 團塊(Clumps)：為多個球(pebbles)組合在一起，通常應用於模擬非正球形

顆粒的運動。 

4. 剛性塊(Rigid blocks (rblocks)):2D 為多邊形、3D 為多面體。 

在離散元素法中，離散元形狀的微小變化很容易影響到後續離散元素法的計

算，例如球形顆粒團由於很容易排列成 FCC 的最密堆積結構，具有較準確的準固

態行為且在本次的研究中透過顆粒膨脹法也發現到高球度的顆粒越容易堆疊出高

固相分率系統。不過由於現實生活中顆粒很少出現正球形，因此多數離散元素法的

模擬中會使用多球團塊製造非球形顆粒[6, 136-138]，不過此方法在更高的分率下

(>80%)下不適用，由於在高固相分率下顆粒的形狀偏離球體，且有特定的排列位

置，因此像是 Su 等人[6]透過 PFC 內建的 Voronoi tessellation 指令切割出特定的剛

性塊來滿足要求，不過此種生成方法由於剛性塊表面平滑，Su 等人在後續的模擬

中發現到模擬顆粒出現非物理性的震動，因此其他學者則是透過第三方軟體諸如：

Neper、CAD 等方式建立不規則顆粒後以此為模板組成多球團塊如圖 2.7-2 以增加

在模擬壓縮時的穩定性[139-142]。 
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圖 2.7-2 透過多球團塊擬和第三方軟體建構出顆粒模型[139] 

另外近幾年由於電腦科學的進步，其他學者[143, 144]嘗試將耦合 FEM 與 DEM，

以模擬顆粒與邊界發生碰撞後邊界發生變形的行為。另外陳孟淳學姊也在未來工

作中提過透過 FEM 模擬顆粒碰撞後發生形變得物理現象。不過以上的想法在 PFC

中都會面臨沒有 GPU 加速導致平行運算效率極低的問題，因此有其他學者[145-

147]嘗試利用 GBM 模型建模，其基本的想法如下： 

1. 透過第三方軟體創建出塊體模型如圖 2.7-3(a) 

2. 隨後將塊體灌入 PFC 中進行分組如圖 2.7-3(b) 

3. 接著將基礎的離散元元素灌入塊體中(通常為球顆粒) 

4. 透過鍵結模型(bonding model)組合在一起如圖 2.7-3(c) 

 
圖 2.7-3 GBM 模型建模流程圖[147] 

這種模型的優點在於塊體是由顆粒組成，並結合 PFC 中內建的碰撞模型，因此可

以將塊體作為單位進行分組。塊體之間的運動行為可透過其他碰撞模型計算，同時

塊體內部的顆粒則能透過基本的離散元素與鍵結模型，在一定程度上模擬顆粒的
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變形行為。這樣的做法可避免依賴 GPU 進行平行運算，大幅縮短計算時間。然而

其缺點是由於碰撞模型本身較為複雜，對顆粒數量的配置有嚴格限制。 
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2.7.4  接觸模型 

在離散元素法中接觸模型的設定是相當重要的，它透過力與位移定律決定了

顆粒在發生碰撞後的加速度、速度等物理量進而影響後續顆粒的運動過程，一般來

說接觸模型主要由彈簧(spring)、阻尼器(dashpot)、滑移元件(slider)組成。這裡將介

紹常見的的線性接觸模型、Hertz 接觸模型、Burgers 接觸模型。 

 
圖 2.7-4 (a) 接觸於兩離散元素上的內力及力矩，(b)與流變相關的元件[130] 

 



doi:10.6342/NTU202502687

 

109 

 

1. 線性碰撞模型： 

線性碰撞模型是 PFC 中最簡單的模型，在垂直和切線方向上各由一組相互並

聯的彈簧以及阻尼器組合而成，由於此處彈簧遵守虎克定律，因此彈簧力與位移成

正比。另外在切線方向上設有滑移元件以模擬顆粒間在切線方向上滑移時的摩擦

力，完整的線性模型元件示意於圖 2.7-5，其中𝑔𝑠代表此處不存在張力。 

 
圖 2.7-5 線性模型[130] 

 

表 2.7-2 線性接觸模型之參數 

參數符號 參數描述 單位 

𝑘𝑛 法向彈簧係數 N/m 

𝑘𝑠 切向彈簧係數 N/m 

𝜇 摩擦係數 - 

𝛽𝑛 法向臨界阻尼比 - 

𝛽𝑠 切向臨界阻尼比 - 

𝑀𝑙 更新正向力模式 - 

𝑀𝑑 阻尼模式 - 

線性模型提供的接觸力主要由彈簧力和阻尼力組合，兩力不提供力

矩且在法向(n)和切向(s)的力分別為： 

 𝐹𝑐 = 𝐹
𝑙 + 𝐹𝑑 , 𝑀𝑐 ≡ 0 

Eq. 2.7-32 

 𝐹 𝑙 = −𝐹𝑛
𝑙𝑛̂𝑐 +𝐹𝑠

𝑙 Eq. 2.7-33 

 𝐹𝑑 = −𝐹𝑛
𝑑𝑛̂𝑐 + 𝐹𝑠

𝑑 Eq. 2.7-34 
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在線性模型中垂直方向上的計算有兩種模式，在絕對模式下(𝑀𝑐 = 0)彈簧力與

表面間隙𝑔𝑠相關，而在累加模式下(𝑀𝑐 = 1)則與法向位移增加量∆𝛿𝑛相關。而法向

彈簧的有效彈性係數可視為將兩離散元間的彈簧串聯在一起。整體計算方法如下，

其中兩離散元的法向彈性係數分別為𝑘𝑛
(1)
及𝑘𝑛

(2)
 

 
𝐹𝑛
𝑙 = {

{
𝑘𝑛𝑔𝑠, 𝑔𝑠 < 0

0, otherwise 
, 𝑀𝑙 = 0

min((𝐹𝑛
𝑙)0 +𝑘𝑛∆𝛿𝑛,0) ,  𝑀𝑙 = 1  

 

Eq. 2.7-35 

 
1

𝑘𝑛
=

1

𝑘𝑛
(1) +

1

𝑘𝑛
(2) 

Eq. 2.7-36 

而在切線方向的部分，則會分為兩個部分，一個部分為小於最大靜摩擦力𝐹𝑠
𝜇，

另一部分為大於靜摩擦力以及根據切向位移增量∆𝛿𝑠的累加之動摩擦狀態，累加起

始於接觸開始發生時，此時𝐹𝑠
𝑙及∆𝛿𝑠皆為 0。同樣的切線方向上的有效彈簧係數也

可視為將兩離散元間的彈簧串聯在一起，整體計算如下： 

 𝐹𝑠
∗ = (𝐹𝑠

𝑙)𝑜− 𝑘𝑠∆𝛿𝑠 Eq. 2.7-37 

 
1

𝑘𝑠
=

1

𝑘𝑠
(1) +

1

𝑘𝑠
(2)  

Eq. 2.7-38 

 𝐹𝑠
𝜇 = −𝜇𝐹𝑛

𝑙 Eq. 2.7-39 

 𝐹𝑠
𝑙 = {

𝐹𝑠
∗, ‖𝐹𝑠

∗‖ ≤ 𝐹𝑠
𝜇

𝐹𝑠
𝜇(𝐹𝑠

∗/‖𝐹𝑠
∗‖), otherwise

 Eq. 2.7-40 

其中(𝐹𝑠
𝑙)𝑜為一開始接觸後的切向力。 

而法向方向的阻尼力𝐹𝑛
𝑑會假設阻尼力𝐹∗與速度成正比；若模式為 no-tension 

normal 則從𝐹∗與正向彈簧力𝐹𝑛
𝑙二者中取小。最後為了簡化碰撞上的計算，將兩離

散元各自的質量轉換為有效慣性質量𝑚𝑐(Eq. 2.7-41)，計算方法如下： 
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𝑚𝑐 = {

𝑚(1)𝑚(2)

𝑚(1)+ 𝑚(2)
, sphere − sphere

𝑚(1) , sphere − wall

 

Eq. 2.7-41 

 𝐹𝑛
𝑑 = {

𝐹∗,𝑀𝑑 = {0,2}(full normal)

min(𝐹∗,−𝐹𝑛
𝑙) ,𝑀𝑑 = {1,3}(no tension normal)

 Eq. 2.7-42 

 𝐹∗ = 𝑐𝛿̇𝑛 = (2𝛽𝑛√𝑚𝑐𝑘𝑛)𝛿̇𝑛 Eq. 2.7-43 

在切線方向上的阻尼力𝐹𝑠
𝑑計算如下，其中 s 代表是否滑動(阻尼力是否超過最

大摩擦力)，也可透過調控𝑀𝑑調整是否滑動。 

 𝐹𝑠
𝑑 = {

(2𝛽𝑛√𝑚𝑐𝑘𝑛)𝛿̇𝑛, 𝑠 = false or 𝑀𝑑 = {0,1}(𝑓𝑢𝑙𝑙 𝑠ℎ𝑒𝑎𝑟)

0, 𝑠 = true and 𝑀𝑑 = {2,3}(𝑠𝑙𝑖𝑝 − 𝑐𝑢𝑡)
 Eq. 2.7-44 

2. Hertz 接觸模型 

Hertz接觸模型根據Mindlin和Deresiewicz理論將物件之形狀與彈性材料特性

納入力與位移計算，並推導出法向彈簧的彈性係數𝑘𝑛正比於√𝛿𝑛而切向彈簧的彈性

係數𝑘𝑠正比於√𝐹𝑛
ℎ3
。圖 2.7-6為Hertz模型的元件示意圖，而相關參數列於表 2.7-3，

其中𝑔𝑐代表此處無張力。 

 
圖 2.7-6Hertz 模型示意圖[130] 

 

表 2.7-3 Hertz 接觸模型相較線性接觸模型新增之參數 

參數符號 參數描述 單位 
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ℎ𝑛 法向赫茲係數 N ∙m2 3⁄  

𝜇 摩擦係數 - 

〈𝐺〉 有效剪切模數 Pa 

〈𝑅〉 接觸半徑 m 

〈𝜐〉 蒲松比 - 

 

在 Hertz 模型的情況下，接觸力改為非線性彈簧力𝐹ℎ與阻尼力組合，兩力皆不

提供力矩且各分為垂直(𝑛)與切向(𝑠) 

 𝐹𝑐 = 𝐹
ℎ + 𝐹𝑑, 𝑀𝑐 ≡ 0 Eq. 2.7-45 

 𝐹 𝑙 = −𝐹𝑛
ℎ𝑛̂𝑐+ 𝐹𝑠

ℎ Eq. 2.7-46 

 𝐹𝑑 = −𝐹𝑛
𝑑𝑛̂𝑐 +𝐹𝑠

𝑑 Eq. 2.7-47 

正向非線性彈簧力𝐹𝑛
ℎ可用法向彈性係數𝑘𝑛計算(Eq. 2.7-50)，不過在納入材料

及形狀特性後，彈性係數如先前所說與√𝛿𝑛成正比(Eq. 2.7-48)，最終𝐹𝑛
ℎ與𝛿𝑛不在成

線性關係。 

 
𝑘𝑛 =

2〈𝐺〉√2𝑅̃

3(1 − 〈𝑣〉)
𝛿𝑛

1
2 

Eq. 2.7-48 

 
ℎ𝑛 =

2〈𝐺〉√2𝑅̃

3(1 − 〈𝑣〉)
 

Eq. 2.7-49 

 𝐹𝑛
ℎ = {−ℎ𝑛𝛿𝑛

3
2 = −𝑘𝑛𝛿𝑛,   𝛿𝑛 > 0.0

0.0,                 otherwise  
 Eq. 2.7-50 

其中〈𝐺〉為剪切模數、𝑅̃為接觸半徑，𝑣則為蒲松比。 

  而切線方向上的彈簧力𝐹𝑠
ℎ與 Eq. 2.7-40 相似，需同時討論超過最大靜摩擦力

(Eq. 2.7-53)以及超過最大靜摩擦力後隨切向位移增量∆𝛿𝑠累加之動摩擦狀態(Eq. 

2.7-51)，但需將形狀和材料特性考慮到切向彈性係數(Eq. 2.7-52)： 

 𝐹𝑠
∗ = (𝐹𝑠

ℎ)0+ 𝑘𝑠∆𝛿𝑠 Eq. 2.7-51 
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𝑘𝑛 = (

2(3𝐺2(1 − 𝑣)𝑅)
1
3

2 − 𝑣
)|𝐹𝑛

ℎ|
1
3 

Eq. 2.7-52 

 𝐹𝑠
𝜇 = 𝜇𝐹𝑛

ℎ Eq. 2.7-53 

 𝐹𝑠
ℎ = {

𝐹𝑠
∗, ‖𝐹𝑠

∗‖ ≤ 𝐹𝑠
𝜇

𝐹𝑠
𝜇(𝐹𝑠

∗/‖𝐹𝑠
∗‖), otherwise

 Eq. 2.7-54 

正向和切向阻尼力𝐹𝑛
𝑑和𝐹𝑠

𝑑類似於 Eq. 2.7-42 以及 Eq. 2.7-44，一樣考慮了形狀

與彈性材料的特性： 

 𝐹𝑛
𝑑 = {

𝐹∗, 𝑀𝑑 = {0,2}(full normal)

min(𝐹∗,−𝐹𝑛
𝑙) ,𝑀𝑑 = {1,3}(no tension normal)

 Eq. 2.7-55 

 
𝐹∗ = 𝑐|𝑔𝑐|

1
4 𝛿̇𝑛 = (2𝛽𝑛√

3

2
𝑚𝑐𝑘𝑛)|𝑔𝑐|

1
4 𝛿̇𝑛 

Eq. 2.7-56 

 
𝐹𝑠
𝑑 = {(2𝛽𝑠√𝑚𝑐𝑘𝑠)|𝑔𝑐|

1
4𝛿
̇

𝑠, 𝑠 = false or 𝑀𝑑 = {0,1}(𝑓𝑢𝑙𝑙 𝑠ℎ𝑒𝑎𝑟)

0, 𝑠 = true and 𝑀𝑑 = {2,3}(𝑠𝑙𝑖𝑝 − 𝑐𝑢𝑡)
 

Eq. 2.7-57 

3. Burgers 接觸模型 

Burgers 接觸模型合併了 Kelvin 和 Maxwell 模型，Kelvin 模型為一組彈簧與

阻尼並聯的元件，兩部件所受之力不同但變形量相同; Maxwell模型則為一彈簧與

阻尼串聯，兩部件所貢獻之變形量不同但共享相同的力。相關參數列於表 2.7-4。

Burgers 接觸模型在傳統土壤力學用來模擬潛變的發生亦或是模擬瀝青的黏彈性

行為，而 Su 等人[6]則利用此模型模擬了晶粒在排水壓縮中晶粒的部分黏塑性行

為。 
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圖 2.7-7 Burgers 接觸模型[130] 

 

表 2.7-4 Burgers 接觸模型相較線性及 Hertz 接觸模型新增之參數 

 

 

Burgers 接觸模型的力與位移關係可寫成二階微分方程： 

 𝐹 + [
𝜂2
𝑘2
+ 𝜂1 (

1

𝑘2
+
1

𝑘1
)] 𝐹̇ +

𝜂2𝜂1
𝑘2𝑘1

𝐹̈ = ±𝜂1𝛿̇ ±
𝜂2𝜂1
𝑘2

𝛿̈ Eq. 2.7-58 

其中𝐹為 Burgers 接觸模型的接觸力，由上述方程式可得解析解： 

 𝐹𝑡+1 = ±
1

𝐶
[𝛿𝑡+1 −𝛿𝑡 + (1−

𝐵

𝐴
)𝛿2

𝑡 ∓𝐷𝐹𝑡] Eq. 2.7-59 
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其中𝑡為時間，𝛿2為 Kelvin 模型的變形量，C 和 D 分別為： 

 𝐶 =
∆𝑡

2𝜂2𝐴
+
1

𝑘1
+
∆𝑡

2𝜂1
 Eq. 2.7-60 

 𝐷 =
∆𝑡

2𝜂2𝐴
−
1

𝑘1
+
∆𝑡

2𝜂1
 Eq. 2.7-61 

另外 Burgers 模型中切向力𝐹𝑠在小於最大靜摩擦力𝐹𝑠
∗的情況下其切向力𝐹𝑠的計

算皆根據 Eq. 2.7-59，而當切向力𝐹𝑠據 Eq. 2.7-59 求得大於最大靜摩擦力𝐹𝑠
∗時其值

為𝐹𝑠
∗，如 Eq. 2.7-63 所述： 

 𝐹𝑠
∗ = −𝑓𝑠𝐹𝑛 Eq. 2.7-62 

 𝐹𝑠 = {
𝐹𝑠, ‖𝐹𝑠‖ ≤ 𝐹𝑠

∗

𝐹𝑠
∗(𝐹𝑠/‖𝐹𝑠‖), otherwise 

 Eq. 2.7-63 

  不過大部份的 Burgers 接觸模型的碰撞參數大部分都要透過模擬簡單的實

驗獲得，因此 Su 等人透過一組簡單的微觀雙顆粒模型，將顆粒與牆之間裝上 Hertz

模型，而顆粒與顆粒之間則裝上 Burgers 碰撞模型，以擬和 Braccini等人[148]的排

水壓縮實驗從而得知所需的碰撞模型參數如圖 2.7-8 所示。發現到最終的流變應力

與 Maxwell的阻尼係數有關。從 Braccini等人的實驗得出的結果，流變應力與壓縮

應變以及溫度有關，可寫成下列的式子： 

 
𝜎𝑧,𝑓𝑙𝑜𝑤 = 𝐴1 [𝜀̇exp (

𝑄

𝑅𝑇
)]
𝑚

 
Eq. 2.7-64 

其中𝑄為活化能為154kJ/mol、𝑚 = 0.26，最後𝐴1 = 1.44 × 105𝑃𝑎 ∙ 𝑠0.26為一常

數。 

  Su 等人透過剛剛的微觀模型得知 Burgers 接觸模型的 Maxwell 阻尼係數與

後期流變應力的關係可寫為與應變速率有關的方程式： 
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 𝜎𝑧,𝐵𝑢𝑟𝑔𝑒𝑟𝑠 = 𝐴2 𝜀̇𝜂1,𝑛 Eq. 2.7-65 

其中𝐴2 = 1.42 × 10
3𝑚−1一樣也是個常數。接者假設𝜎𝑧,𝑓𝑙𝑜𝑤 = 𝜎𝑧,𝐵𝑢𝑟𝑔𝑒𝑟𝑠，最後

相除即可得到𝜂1,𝑛與應變速率與溫度之間的關係： 

 𝜂1,𝑛 = 𝐴3𝜀̇
𝑚−1 exp (

𝑚𝑄

𝑅𝑇
) Eq. 2.7-66 

𝐴3 = 𝐴1 𝐴2⁄ ≈ 102𝑘𝑔 ∙ 𝑠−1.78，而剩餘的參數則需透過大量的微觀實驗擬和

Braccini等人的實驗從而得知。 

 
圖 2.7-8 Su 等人所使用的微觀模型[6] 
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2.7.5  伺服剛性壁與伺服柔性壁 

在 PFC 中伺服壁是常用於施加壓力或是控制壓力的方法，而在 PFC 中伺服牆

至少分為以下三種： 

1. 單面剛性牆：為 PFC 中最簡單的一種伺服牆，為剛性牆的一種，通常在

3D 中會以多個剛性牆組成一組容器如圖 2.7-9 所示 

 
圖 2.7-9 6 個單面剛性牆組成的三軸壓縮容器 

2. 圓柱形鋼性牆：這種剛性牆主要是以 FLAC3D 組成圓柱體並耦合 PFC3D

模擬顆粒運動如圖 2.7-10。相較於單面剛性牆的好處為不容易在邊界處

形成應力集中的現象，但由於 PFC 不支援 GPU 加速因此非常需要電腦效

能。 
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圖 2.7-10 圓柱形剛性伺服牆構建的三軸壓縮容器[149] 

3. 柔性牆：柔性牆(memebrane)是目前利用離散元素法中最常見的伺服牆，

其主要是透過好幾顆顆粒透過鍵結模型(bonded model)組合在一起如圖 

2.7-11 和圖 2.7-12，柔性牆與先前介紹的剛性牆最大的區別在於它允許顆

粒在牆體上產生突起，對於顆粒運動的束縛性遠小於剛性牆，因此大多應

用於研究顆粒系統的破壞行為。但由於此方法需要控制的顆粒多且運動

行為複雜，計算負擔也是這三種伺服牆中最重的。 

 
圖 2.7-11 由柔性牆組合而成的圓柱型三軸壓縮容器[142] 
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圖 2.7-12 柔性牆的顆粒設定和組成[142] 

雖然上述的伺服牆形狀以及模式皆不相同但整體的概念是一樣的，透過控制

牆體或是柔性牆的顆粒速度來控制壓力的變化。根據 PFC6.0 手冊上提供的公式，

顆粒施加在牆體上的壓力𝜎𝑐與目標壓力𝜎 𝑡和牆體的移動速度𝑣𝑛的關係為： 

 𝑣𝑛 = 𝐺(𝜎
𝑡− 𝜎𝑐) Eq. 2.7-67 

其中𝐺為控制增益，計算方法如下： 

 𝐺 =
𝛼 ∙ 𝐴

𝐾𝑐 ∗ ∆𝑡
 

Eq. 2.7-68 

其中𝛼為鬆弛係數(通常設為 0.8)；𝐴為伺服牆的面積；𝐾𝑐為作用在牆體上的碰

撞模型的總彈性係數，最後∆𝑡為時間步長。不過上述公式透過我實際操作下來發現

到只適合用在線性模型上，若是造應用在諸如其他模型例如 Hertz 模型，則需透過

改寫 Eq. 2.7-68。這裡我參考 Yuan 等人[5]提供的辦法比較 Eq. 2.7-48 和 Eq. 2.7-68

將 Eq. 2.7-68 修改為： 

 𝐺 =
2𝛼 ∙ 𝐴

3𝐾𝑐 ∗ ∆𝑡
 

Eq. 2.7-69 

 當然伺服牆的整體操作機制在 PFC 中不只如此，另一項重要的參數為更新

頻率，這項參數會以 PFC 的計算迴圈為基礎更新一次牆體的控制增益，因此其在
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很大程度上決定了三軸壓縮在模擬過程中的應力波動以及計算效率，在這次的三

軸壓縮模擬中是非常關鍵的角色。 
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Chapter 3 研究流程與方法 

3.1 實驗流程 

本研究合金樣品經中央大學李勝隆教授實驗室協助配置並且使用楊哲人教授

的中溫爐於 553°C 球化 7 天，隨後利用同步輻射中心(NSRRC)中的加熱爐升溫到

550°C 和 570°C 中獲取切片影像。隨後透過 Avizo 進行影像重建並透過擎曄公司所

提供的機器學習程式優化所得到的影像，透過 MATLAB 分析顆粒 3D 影像的直徑

長度以及球形度的分佈。而模擬的部分我們使用離散元素法軟體 PFC3D，並且參

考 Su 等人[6]提出的微觀壓縮模型(圖 2.7-8)，研究顆粒大小的變化以及顆粒密度

的變化對應力應變曲線的影響並與 Braccini 等人的排水壓縮實驗[148]做比較以找

到合適的碰撞模型參數。 

接著我們將MATLAB所擬和的顆粒分佈資料輸入到我們設計的三軸壓縮宏觀

模型中進行模擬。在模擬結束後會將靠近伺服牆的顆粒刪除以避免在後續的顆粒

系統分析中出現應力集中的干擾，隨後透過 MATLAB 對顆粒系統的接觸數目、力

的方向分佈等進行分析，同時也將記錄得到的偏應力、體積應變變化與 Altuhafi 等

人的高溫三軸壓縮實驗做比較[107]，並觀察顆粒形狀、應變速率以及固相分率對

臨界土壤力學的影響。 
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3.2 試片製備 

3.2.1 實驗材料製備 

此次研究試片由中央大學李勝隆教授實驗室協助配置，將純 Al、純銅以及 Al-

5Ti-B 晶粒細化劑依重量比例分配好後分別澆注 Al-15Cu-0.05Ti、Al-12Cu-0.05Ti、

Al-8Cu-0.05Ti 樣品。接者將鑄件放入楊哲人老師實驗室的中溫爐中在 553°C 下球

化 7 天如圖 3.2-1，所後我們對所得的試片進行線切割成直徑約為 3.2mm 高為

2.8mm的圓柱體，並套上由氧化鋁製成的杯套中如圖 3.2-2(b)所示。圖 3.2-2(a)為

此次同步輻射實驗中所使用的加熱裝置，將試片放入銅環中間的圓柱型載具中，加

熱到 550°C 後每 10°C 對試片進行一次拍攝直到 600°C 為止。 

 
圖 3.2-1 在球化前的試片以及中溫爐 
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圖 3.2-2(a)同步輻射中心(NSRRC)的加熱載台；(b)Al-15Cu 與氧化鋁套筒 
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3.2.2  Avizo 影像重構與晶粒尺寸及球度分析 

在同步輻射中心取得影像資料後，我們使用 Avizo® 3D (Thermo Fisher 

Scientific, USA)搭配擎曄公司所提供的機器學習程式對取得的資料進行重構並對

晶粒進行準確的分割。由於考慮到同步輻射中心的鏡頭有效成像範圍和實驗室的

GPU 效能極限，此次模擬我們選中的試片為 570°C 和 550°C 下的 15Cu 試片，這

些試片符合我們對中等固相分率的需求同時重構後的晶粒數量有到達或接近 100

顆，相較於其他試片來說在統計方面較具代表性。圖 3.2-3(a)和(c)分別為 570°C 和

550°C 下 15Cu 經過同步輻射所得的二維切片影像，隨後經過 Avizo 進行重構形成

圖 3.2-3(b)和(d)的三維晶粒影像圖。接著我們透過 CALPHAD 模擬軟體 Pandat

（version 2021，CompuTherm，Middleton, WI, USA）的鋁合金數據庫(PanAluminum 

2024 database)計算各溫度下的 8Cu、12Cu 以及 15Cu 的理論體積固像分率並將其

與溫度之間的關係曲線繪製於圖 3.2-4中。在此次的計算中 570°C和 550°C下 15Cu

的理論固相分率分別為 0.598 和 0.691。另外在 2.6 節中介紹過有不少學者透過解

析解指出球形顆粒能排到的最高固相分率落在 62.5%到 74%，超過這個範圍後顆

粒的形狀會越來越偏離球體，這點從圖 3.2-5(b)、(d)可以看出，但絕大部分的晶粒

球形度維持在 0.95 以上，與先前大多數學者得到的結論相同。 
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圖 3.2-3 (a)為 570°C 下的二維同步設切片圖，(b)透過 Avizo 重現後的三維 570°C

晶粒;(c)為 550°C 下的二維同步設切片圖，(d)透過 Avizo 重現後的三維 550°C 晶

粒。 

 
圖 3.2-4 為 Al-8Cu、Al-12Cu、Al-15Cu 透過 Thermo-Calc 計算不同溫度下的體積

固像分率。 
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圖 3.2-5 (a)和(b)分別為 Al-15Cu 在 570°C 下的晶粒直徑分佈與體積分率分佈圖和

球度度分佈圖。(c)和(d)為 Al-15Cu 在 550°C 下的晶粒直徑分佈與體積分率分佈圖
和球度度分佈圖。 
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3.2.3  顆粒模型設計與建模 

由圖 3.2-5(b)、(d)圖中可知道在 570°C 下的 15Cu 晶粒球形度至少在 0.95 以

上，整體的形狀偏向橢圓形，因此這裡參考 Su 等人[6]的想法，透過將兩顆球體黏

在一起形成多球團塊來模擬如圖 3.2-6 所示。而這兩顆顆粒間的圓心距離長短可以

控制團塊的球形度變化，首先球體體積與表面積的計算方法如下： 

 𝑉𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒 =
4

3
𝜋𝑟3  

Eq. 3.2-1 

 𝐴𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒 = 4𝜋𝑟2  Eq. 3.2-2 

其中𝑟代表球體的半徑。圖 3.2-7 展示了單顆球體模型其中藍色部分為雙顆粒

團塊重疊部分被稱為球冠，其體積與表面積計算方法如下： 

 𝑉𝑐𝑎𝑝 =
1

3
𝜋ℎ2(3𝑟 − ℎ) Eq. 3.2-3 

 𝐴𝑐𝑎𝑝 = 2𝜋ℎ Eq. 3.2-4 

其中ℎ為球冠的高。將兩顆球體體積相加後扣掉球帽的體積即可得到所需團塊

的體積。同樣的表面積算法也相同，最後代入球形度公式： 

 
𝜋
1
3(6𝑉𝑐𝑙𝑢𝑚𝑝)

2
3

𝐴𝑐𝑙𝑢𝑚𝑝
 

Eq. 3.2-5 

最後此次模型我們取 570°C 下的平均球形度 0.975 為基礎，經計算後可得兩顆

球體的圓心相距需為0.667𝑟。此數據同時應用於 550°C 下的 15Cu 模型，之所以會

這樣是因為在 550°C 下的固相分率較高，因此有別於 570°C 時的顆粒生成方法，

採用顆粒膨脹法完成，並在後續的測試中發現當球形度越靠近 1 時，越容易堆疊
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出高固相分率。 

 
圖 3.2-6 15Cu 在 PFC 中的模擬晶粒 

 

 
圖 3.2-7 單球體顆粒模型[150] 
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3.3 微觀模擬 

在先前 Su 等人[6]的研究中，提出了利用微觀模型在有限的計算能力下測量出

碰 Burgers 撞模型所需的各項參數，由於這裡由於顆粒尺寸與先前 Su 等人所測得

的有所差異，因此我們也引用了這個辦法來測量此次模擬所需的碰撞模型參數。 

3.3.1 尋找適合的接觸模型參數 

這裡我將會介紹本次微觀模擬測試中在 PFC3D 中的具體的操作步驟： 

1. 兩正方體使用 PFC 中的 rblock create 語法[130]生成兩相鄰正方體顆粒(2RB)，

這裡的正方體邊長採用 570°C 下 Al-15Cu 的平均等效平均直徑製作，如圖 

3.3-1 所示。為了降低模擬運算成本，參考 Lommen 等人[151]的方法將顆粒邊

長放大 6 倍，使 15Cu 顆粒的邊長(𝐿)訂為 1298 𝜇𝑚如表 3.3-2 所示。 

2. 參考 Su 等人的計算方法，將固體平均密度設為2670𝑘𝑔/𝑚3。 

3. 將兩顆粒的三軸方向速度與自旋設為 0 並固定。 

4. 接觸模型使用表 3.3-1 為參數的 Hertz 接觸模型，一樣參考自 Su 等人提供的

數據，用以模擬顆粒與牆體之間的非線性碰撞。而顆粒與顆粒間則採用 Burgers

接觸模型以模擬顆粒間的黏彈性碰撞，以及部分間隙液體的托拽現象。 

5. 接著參考陳孟淳學姐所做的數據以及 Braccini 等人所做的實驗[148]，牆體之

應變速率被設為0.01𝑠−1。 

6. 設定壓縮時間為 2.5 秒以及 30 秒，以觀察前期以及整體的壓縮變化。 

7. 每 1000 次計算週期紀錄一次活塞當下的力與位移值及應力應變值。 

8. 完成後再次嘗試其他碰撞參數透過不斷迭代的方式直到能與 Braccini 等人

[148]的實驗曲線吻合，得到本實驗中所使用的碰撞模型參數。 
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圖 3.3-1 雙立方體微觀測試模型 

 

表 3.3-1 牆與顆粒之間的 Hertz 接觸模型參數[127] 

參數 值 單位 

剪切模數(𝐺) 1.71 × 109 Pa 

蒲松比 (𝜈) 0.384 - 

臨界正向阻尼比(𝛽𝑛) 0.2 - 

臨界切向阻尼比(𝛽𝑠) 0.2  

 

表 3.3-2 Su 等人[6]以及本次實驗所使用的顆粒參數 

顆粒參數 Su et al 本次實驗 

晶粒尺寸[𝜇𝑚] 邊長𝑎 = 1410 邊長𝑎 = 1298.4 

密度[𝑘𝑔 𝑚3⁄ ] 2626 2626 

等效重力[𝑚 𝑠2⁄ ] 0 0 

 

3.3.2 顆粒尺寸對應力應變的影響 

正如先前所說，由於此次的模擬與 Su 等人[6]提供的顆粒大小參數有落差，這

就引起了我們對於顆粒大小的變化對於應力應變曲線的影響為何，主要的過程與

3.3.1 章近乎相同，但在此研究中分為三組實驗，一組為原先 Su 等人所做的微觀模

擬實驗，一組為原先的顆粒數據放大了 8 倍，最後一組則為原先 0.2 倍，計算完成
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後與 Su 等人的曲線做比較。 

3.3.3 顆粒密度對時間步長以及應力應變的影響 

在這次的宏觀三軸壓縮模擬中，由於顆粒數量眾多導致計算負擔極大，因此除

了 Su 等人[6]提出的透過減少 Hertz 碰撞模型的剪切模數以及增大顆粒體積外，Ng

等人[152]指出可以透過增加顆粒的密度來增加時間步長以減緩計算負擔，這種方

法適用於長期處於準靜態的三軸壓縮測試中，這是因為顆粒在這個狀態下速度移

動極為緩慢，慣性對於碰撞的影響很小，因此在本次的實驗中主要是以放大後的

15Cu 顆粒尺寸為基礎，研究當顆粒密度被放大後的應力應變變化，同時我們也好

奇剪切模數與顆粒密度對應力應變以及時間步長的影響何者較佔據主導地位。 
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3.4 三軸壓縮模擬 

在完成了微觀壓縮模擬確認的各項碰撞參數後，我們接下來就會開始嘗試模

擬高溫鋁合金的三軸壓縮變形行為，但由於在不同溫度下的鋁合金固相分率不同，

製造顆粒的方式也有差異。因此接下來會個別詳述試片的製備過程、施加圍壓階段

以及剪切階段。 

3.4.1  15Cu-570°C 

試片製備 

1. 首先我們以六面剛性牆組合出一長方體容器如圖 3.4-1，其尺寸是根據經驗法

則[153, 154]，容器的長與寬至少要是最大顆粒直徑的 10 倍且高須為長與寬的

2 倍以減少邊界效應的影響。因此此次容器的尺寸為32 mm × 32 mm× 64 mm。 

 
圖 3.4-1 本次三軸壓縮模型。 

2. 接著 570°C 下的顆粒主要以先前所述的雙球團塊為主，隨後透過圖 3.2-5(c)中

擬和的顆粒等效直徑高斯分佈曲線將其切成20個等份後乘以顆粒放大係數6，

並將所得的顆粒體積輸入到 PFC 中並以 clump distribute 指令[130]生成所需的
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顆粒。圖 3.4-2 為在 PFC 中生成後的顆粒尺寸分佈，可以發現到尺寸的分佈

不管是標準差、尺寸的峰值或是平均尺寸都與圖 3.2-5(c)相近。 

3. 為了減少計算負擔，顆粒的密度被設為2.652 × 108為原先顆粒密度的十萬倍，

為減緩試片模擬時靜力不平衡的現象，將球體的阻尼係數設為 0.7。。 

4. 而此次模擬中由於計算負擔的原因因此並沒有耦合 CFD 但我們假設液體對顆

粒的浮力抵銷了重力對顆粒的影響因此等效重力在 PFC 中設為 0。 

5. 將顆粒之間與牆體之間的碰撞模型設為線性模型並利用 PFC 中的 method 

deformability 指令[130]，這個指令有別於 property 指令能讓電腦依據顆粒大小

的不同調整碰撞模型的楊氏係數進而達到更平衡的應力系統。其中各項參數

被列於表 3.4-1。 

6. 讓其運作一段時間直到顆粒之間的收斂比率低於5 × 10−4，並透過計算全部顆

粒的體積除以容器的體積得知固體密度。 

最後所得的試片固相為 0.598 共計產生 28464 顆多球團塊。 

 
圖 3.4-2 15Cu-570°C 的顆粒模型尺寸分布圖。 
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表 3.4-1 宏觀三軸壓縮模擬試驗中的線性接觸模型之物理參數 

參數 值 單位 

有效彈性模數模數(𝐸∗) 1.0 × 108  N m2⁄  

法向和切向彈性係數比 (𝑘𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜) 0.5 - 

臨界正向阻尼比(𝛽𝑛) 0.7 - 

臨界切向阻尼比(𝛽𝑠) 0.7 - 

摩擦係數 0.1 - 

 

 

施加圍壓 

在試片製備完成後，我們隨後將碰撞模型改為顆粒與顆粒之間為 Burgers 模型

而顆粒與牆體之間為 Hertz 模型，隨後透過伺服牆的移動施加壓力，其應變速率控

制在5 × 10−4，以利於顆粒在這過程中能充分的重新排列，以及確保模擬過程中維

持在準靜態，施加圍壓階段會在顆粒施加在牆體上的應力誤差與顆粒系統的收斂

比率到達指定值後結束。此次實驗最終圍壓分別為 300kPa 和 600kPa，表 3.4-2 列

出了此次模擬的伺服牆參數和完成條件。 

表 3.4-2 伺服牆的相關參數以及圍壓施加完成的條件。 

參數 值 單位 

鬆弛係數(𝛼) 0.01 - 

增益係數更新頻率 40 cycles 

應力誤差值 0.05 % 

收斂比率 5 × 10−4  - 

 

剪切階段 

在圍壓施加完成後，我們透過使上方的牆體以應變速率5 × 10−4 向下移動對

顆粒施加偏應力，其中應變速率由下列式子計算： 
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 𝜀̇ =
𝑣

ℎ
 Eq. 3.4-1 

其中試片高度ℎ = 0.0614 m 為施加完圍壓後的高度，可得壓縮速率為3.07 ×

10−5 m/s。這麼低的應變速率是為了確保剪切過程中慣性數小於2.5 × 10−3維持在

準靜態。而在 x 和 y 方向上的伺服牆則為了減少圍壓的應力震盪，將其最大速度

控制在1.6 × 10−5 m/s，整體剪切持續時間至少為 640 秒以確保顆粒系統進入臨界

狀態。 
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3.4.2  15Cu-550°C 

試片製備 

Al-15Cu 在 550°C 時下的固相分率為 0.691，根據先前在 2.6 節中關於最大隨

機固相分率大約為 0.635，因此在為了不改變顆粒外觀及體積的情況下堆疊出更高

的固相分率，我們採用 Salot等人和 Chareyre 等人[155, 156]提出的顆粒膨脹法，具

體操作如下： 

1. 首先依照在 570°C 下的步驟一和步驟二的試片製備過程在完成後透過 PFC 中

的 clump scale 指令[130]縮小顆粒體積到原先的三分之一。 

2. 隨後將 Burgers 模型和 Hertz 模型裝上 

3. 由於 clump scale 指令在放大或縮小顆粒時會使顆粒的質心位置發生移動，因

此當放大倍數過大時會出現顆粒穿出牆體的現象，因此每一次顆粒的放大倍

數被控制在 1.0012~1.0022 之間。 

4. 完成一次顆粒放大後，由於顆粒體積增加彼此之間發生接觸，因此會運行一段

時間直到顆粒系統內的接觸數目降為 100 以內或是顆粒施加在牆體上的應力

小於 100Pa，即可回到步驟三，這個過程會重覆到接觸數目或是牆體上的應力

無法下降為止。 

在完成上述的步驟後顆粒的放大係數為 5.97，固相分率為 0.681，共計產生

23264 顆多球團塊顆粒。 
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圖 3.4-3 15Cu-550°C 的顆粒模型尺寸分布圖。 

施加圍壓 

跟 15Cu-570°C 時的模擬一樣，透過移動伺服牆來施加圍壓，但只探討圍

壓為 300kPa 時的情況。 

剪切階段 

此過程與 15Cu-570°時一樣，施加完圍押後高度ℎ = 0.0631 m，壓縮速率

為3.15 × 10−5 m/s，壓縮時間至少為 640 秒。 
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3.4.3 混合碰撞模型 

我們在 15Cu-550°C 的高固相分率試片中在顆粒與顆粒之間的碰撞模型皆為

Burgers碰撞模型，但在後續的分析中發現到其體積應變並沒有像Altuhafi等人[107]

的實驗一樣出現膨脹，主要的模擬計算結果詳見 4.2.3 節。我們認為造成此現象的

主要原因在於 Burgers 碰撞模型的應力傳遞具有時間依賴性。與瞬時反應的彈性模

型相比，其鬆弛行為使顆粒受壓縮時無法即時發生對應的反應，延遲了顆粒間的重

排與滑移。這種遲滯效應降低了在剪切過程中誘發膨脹的能力，從而抑制了剪切膨

脹的表現。但由於大部份應用 Burgers 碰撞模型的論文都在探討三軸蠕變測試

(triaxial creep test)，且很少觀察體積的變化。而少數觀察到體積膨脹現象的論文如：

Collop 等人[157]模擬瀝青的三軸壓縮測試時在顆粒垂直的碰撞壓縮方向上套用線

性模型而在碰撞彈開時的拉伸以及剪切方向套用 Burgers 碰撞模型，並觀察到在垂

直方向的彈性係數與剪切方向上的剪切係數比值越大膨脹效果越明顯如圖 3.4-4。

但由於 Collop 等人[157]的模型設置在計算上實在太複雜了，因此我們參考了

Gbadam等人以及Xia等人[158, 159]的做法透過降低Burgers 碰撞模型在顆粒系統

中的數目，並套用更多的瞬時碰撞模型來增加顆粒的滑移以及滾動的能力進而增

加剪切誘發膨脹的機會。 
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圖 3.4-4 Collop 等人[157]實驗所得的體積膨脹梯度與壓縮和膨脹彈性係數比值曲

線圖。其中𝐾𝑐為顆粒壓縮時的碰撞彈性係數，𝐾𝑠為碰撞剪切方向上的彈性係數，𝐾𝑡
為顆粒彈開時的拉伸的彈性係數。 

因此這裡我們提出了混合碰撞模型(mixed 接觸模型)，針對混合碰撞模型我們

提出了以下的假設： 

1. 從先前的枝晶接觸點的理論出發，通常越大的晶粒越容易出現

interlocking 的現象，在這種情況下顆粒之間以晶粒變形因應壓縮應力，

因此以 Burgers 接觸模型模擬之。 

2. 另一方面對於小顆粒而言由於 interlocking 的現象較大顆粒不明顯因此顆

粒之間以滑動和位移以因應壓縮應力，因此以 Hertz 模型模擬。 

3. 最後我們以圖 3.2-5 中的擬合高斯曲線為基礎以其峰值為分界線，低於此

峰值的等效直徑被定義為小顆粒，而大於此直徑的顆粒被視為大顆粒。 

4. 最後 Burgers 模型只被應用在大顆粒與大顆粒之間的碰撞，剩餘的碰撞皆

以 Hertz 模型模擬如圖 3.4-5。 

5. 最後我們參考了 Collop 等人[157]的結果，將 Burgers 接觸模型垂直與剪

切方向上的彈性係數與阻尼係數比值設為 0.3，以增加顆粒滑動的機會。 
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圖 3.4-5 Hertz 與 Burgers 混合碰撞模型示意圖。 

在設置好上述模型後，再執行一次 15Cu-550°C 的實驗流程，並觀察是否有出

現體積膨脹的現象。 
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3.4.4  模擬後處理 

在三軸壓縮模擬結束後由於形狀關係，在後續的資料處理過程中發現到有應

力集中和邊界效應的影響，為了避免此類效應對後續實驗分析的影響，會選擇將 X

和 Y 方向上的距離伺服牆 0.001 m 以內以及在 Z 方向距離伺服牆 0.002 m 內的顆

粒刪除。隨後將資料導出交由 MATLAB 對顆粒內部的接觸分佈以及接觸力分佈以

及宏觀的機械性質數據進行分析，幫助我們更了解顆粒在壓縮過程中的行為。 
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Chapter 4 結果與討論 

4.1 微觀模擬結果 

4.1.1 顆粒尺寸對於應力應變曲線的影響 

透過先前的微觀壓縮模型，我們首先探討顆粒在不同顆粒尺寸下的應力應變

行為，利用相同的碰撞參數分別在 8 倍和 0.2 倍下進行壓縮測試。圖 4.1-1 為測試

結果，能從圖中觀察到當顆粒越大整體的應力應變曲線越小。這點在壓縮後期抵達

流變應力時尤為明顯，根據 Su 等人[6]的發現流變應力與 Maxwell 部分的阻尼係

數相關又阻尼係數可由 Eq. 2.7-66 決定，因此我們這裡假設 Eq. 2.7-66 中的𝐴3項與

顆粒尺寸比例之間呈現反比關係，調整後的計算結果如圖 4.1-2，透過放大係數去

調整𝐴3項能有效的調整不同尺寸顆粒後期的流變應力變化。最後前期變化的部分，

主要由 Burgers 碰撞模型的其餘參數和 Hertz 模型的碰撞參數控制，經過大量的測

試後證實這些參數與顆粒尺寸比例之間不存在任何簡單的正比與反比關係，因此

當顆粒的尺寸發生改變時依然必須回歸到迭代法尋求合理的參數。 
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圖 4.1-1 在不同尺寸下顆粒應力應變曲線變化圖 

 
圖 4.1-2 調整 Maxwell阻尼係數後的應力應變變化圖 
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4.1.2  顆粒密度對於應力應變曲線的影響 

由於 Ng 等人[152]指出在某些情況下可以透過合理的增加顆粒質量進而增加

時間步長以減少計算負擔，這裡我們透過增加顆粒的密度達十萬倍去觀察對於應

力應變曲線的影響。圖 4.1-3 中紅色的線為 Su 等人[6]起初未經調整的 Hertz 剪切

模數的應力應變曲線，藍色的部分則是 Braccini 等人[148]在排水壓縮應力應變曲

線，而綠色的部分則是依據 Su等人的顆粒以及碰撞數據將密度放大十萬倍的結果，

可以看到前期應力應變曲線有軟化的現象，但在後期仍抵達相同的流變應力。而圖 

4.1-4 綠色線則是本次三軸壓縮模擬使用的顆粒以及碰撞數據，靛青色線則是基於

此數據放大十萬倍後的結果，可以發現到在增加 Burgers 碰撞模型中的彈性係數以

及阻尼係數後，相較於先前的曲線，質量上升造成的軟化現象變得不明顯。另外 Su

等人曾提過下降剪切模數一個數量級來增加時間步長以此降低計算負擔，因此我

們好奇究竟是剪切模數還是顆粒質量對時間步長的影響較大。圖 4.1-5 中分別對微

觀模型中 Su等人使用的剪切模數以及顆粒密度調整一個數量級並觀察時間步長的

變化，從中能發現到調整顆粒的質量對時間步長的影響遠勝於調整剪切模數，因此

可知若是能保持顆粒系統處在持續接觸且慣性碰撞不明顯的狀態時，透過增加顆

粒質量能有效減少計算上的負擔。 
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圖 4.1-3 微觀模型在剪切模數(𝐺)為1.71 × 1010Pa下以 Su 等人[6]的碰撞以及顆粒

數據比較密度放大十萬倍與沒放大的顆粒應力應變曲線並與 Braccini 等人[148]的

實驗結果比較，其中 kk、ck 和 km 分別代表了 Burgers 碰撞模型中 Kelvin 部分的
彈性係數、阻尼係數以及 Maxwell部分的彈性係數。 

 
圖 4.1-4 微觀模型在剪切模數(𝐺)為1.71 × 1010Pa下以本次實驗所使用的碰撞及顆

粒數據比較密度放大十萬倍與沒放大的顆粒應力應變曲線並與與 Braccini 等人

[148]以及 Su 等人[6]的實驗結果比較，其中 kk、ck 和 km分別代表了 Burgers 碰撞

模型中 Kelvin 部分的彈性係數、阻尼係數以及 Maxwell部分的彈性係數。 
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圖 4.1-5 在微觀模型中分別調整剪切模數與顆粒密度的數量級，並觀察對時間步
長的影響。 
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4.2 三軸壓縮測試 

4.2.1  三軸壓縮碰撞參數設定 

在 4.1 章的討論中我們發現到了在持續接觸的顆粒系統中增加顆粒質量能夠

有效的減少計算負擔的同時也能確保應力應變曲線不會發生太明顯的軟化現象。

除此之外由 Eq. 2.7-69 中可計算出控制增益係數𝐺，其中𝐾𝑐為施加在牆體上的彈性

係數總和，但由於顆粒分佈會隨時間變化，彈性係數的總合也會跟著改變，所以在

程式中會賦予一更新頻率係數在達到特的的迴圈數後會更新一次增益係數。通常

來說剪切模數越大更新的頻率也要越高，但隨之而來的是更大的計算負擔，所以這

裡我們同樣選擇與 Su 等人[6]一樣將剪切模數下降一個數量級。表 4.2-1 列出本次

進行三軸壓縮模擬所需之碰撞參數，該參數經由先前的微觀實驗所得。 

 

表 4.2-1 三軸壓縮模擬測試所使用的碰撞模型參數，顆粒與牆體之間為 Hertz 模

型，顆粒與顆粒之間採用 Burgers 模型。其中 Maxwell部份的阻尼係數由 Eq. 2.7-66

得出，且由於溫度的不同在 550℃時阻尼係數為9.05 × 106 N ∙ s/m，而在 570℃下

為7.88 × 106 N ∙ s/m。 

參數 值 單位 

Hertz 模型蒲松比(𝑣) 0.384 - 

Hertz 模型法向與切向臨界阻尼比(𝛽) 0.2 - 

Hertz 剪切模數(𝐺) 1.71 × 109  Pa 

Burgers 模型 Maxwell 部分法向/切向接觸彈性係數 (𝑘1) 1.70 × 107  N/m  

Burgers 模型 Maxwell 部分法向/切向接觸阻尼係數 (𝜂1) Eq. 2.7-66 N ∙ s/m 

Burgers 模型 Kelvin 部分法向/切向接觸彈性係數 (𝑘2) 1.55 × 107  N/m  

Burgers 模型 Kelvin 部分法向/切向接觸阻尼係數 (𝜂2) 3.0 × 106  N ∙ s/m 

牆與顆粒間摩擦係數(𝜇𝑆−𝑊) 0.0 - 

顆粒與顆粒間摩擦係數(𝜇𝑆−𝑆) 0.01 - 
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4.2.2  15Cu-570℃三軸壓縮結果 

圖 4.2-1(a)和(b)為在完成施加 300kPa 圍壓後，將三維的碰撞和力量分佈投影

到二維的玫瑰圖和力方向，其分別標示了在 xy、yz 和 xz 平面上接觸數目和力在各

方向上的分佈，可以觀察到在圍壓施加完成後的接觸數量以及力量在各方向上的

分佈相當均勻整體呈現圓形的對稱分布，顯示系統已成功達成施加等向圍壓的設

定目標。另外圖 4.2-2 則為 600kPa 圍壓下的玫瑰圖和力方向，整體顆粒系統的接

觸與力量分佈均勻且與先前 300kPa的模擬相比其各方向上力量和接觸數目皆大於

300kPa 的模型。 

 
圖 4.2-1 300kPa-570℃模型在完成施加圍壓後(a)顯示各方向上接觸分佈的玫瑰圖

以及(b)顯示力量分佈的力方向。 
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圖 4.2-2 600kPa-570℃模型在完成施加圍壓後(a)顯示各方向上接觸分佈的玫瑰圖

以及(b)顯示力量分佈的力方向。 

圖 4.2-3和圖 4.2-4分別代表了圍壓為 300kPa和 600kPa的模型在受到剪切力

後的 3D 接觸與力量分佈圖，其中半徑越長代表在該方向上的接觸數目越多，而顏

色越黃則代表在該放向上的力量越大。從圖中能觀察到起初顆粒系統內接觸分佈

為圓形，但隨著 z 軸方向上的壓頭向下施加偏應力，整體的分佈開始朝向 z 軸集中

呈現橢圓形的形狀。其中可以觀察到圍壓越高其對 z 軸的取向性也越高。 
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圖 4.2-3 300kPa-570℃模型三維接觸方向與力量分布圖。 

 
圖 4.2-4 600kPa-570℃模型三維接觸方向與力量分布圖。 

由於三維的情況下很難量化接觸以及力量的分佈，因此我們還是將其投影到

二維的平面上分析。圖 4.2-5 和圖 4.2-6 為 300kPa 和 600kPa 的二維碰撞分佈玫瑰

圖，其中在 xy 平面上由於固定圍壓因此整個剪切過程中並無太大變化，但在 xz 和

yz 平面上則可觀察到 z 軸的接觸明顯增加並隨著應變的增加整體接觸分佈呈現 8
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字形的形狀。另外從中也能看到在圍壓越高的情況下整體接觸的取向性也越明顯，

與先前在圖 4.2-3 和圖 4.2-4 觀察的相同。 

 
圖 4.2-5 300kPa-570℃模型的投影二維接觸分佈圖。 

 
圖 4.2-6 600kPa-570℃模型的投影二維接觸分佈圖。 

另外圖 4.2-7 和圖 4.2-8 分別為 300kPa 和 600kPa 的二維平均力方向圖，其分

佈的變化在剪切應變 1%時即可明顯的看到力量的分佈開始出現明顯的取向性，但
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隨著剪切應變的增加，整體的分佈變化不大，力量並沒有持續在 z 軸方向上集中，

同時在高圍壓的模型中可以看到，力量更容易聚集在 z 軸方向上，顆粒系統在力量

上的取向性變得更加明顯。 

 
圖 4.2-7 300kPa-570℃模型的投影二維力量分佈圖。 

 
圖 4.2-8 600kPa-570℃模型的投影二維力量分佈圖。 

圖 4.2-9 為 300kPa 模型與 Altuhafi等人[107]的三軸壓縮實驗隨剪切應變與偏
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應力之間的關係比較，其中計算方法列在 Eq. 2.5-2。能清楚看到模型計算後的偏應

力低於實驗所做出來的結果，這裡推測是因為 Hertz 模型中的剪切模數為了計算效

率降低了一個數量級導致，但是整體的曲線趨勢大致相同，在進入臨界狀態後偏應

力維持在一定值。這種現象在圖 4.2-10 的 600kPa 模型中也有出現，同時計算出來

的偏應力曲線高於 300kPa 的計算結果，這與 Altuhafi等人[107]做出來的實驗結果

相符。 

 
圖 4.2-9 300kPa-570℃模型與 Altuhafi等人[107]實驗的偏應力曲線變化比較圖。 
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圖 4.2-10 600kPa-570℃模型與 Altuhafi等人[107]實驗的偏應力曲線變化比較圖。 

另一方面圖 4.2-11和圖 4.2-12分別為 300kPa和 600kPa模型的體積應變變化

圖，這裡體積應變正號代表壓縮，而負號則代表膨脹。從這兩張圖中可以看到體積

應變明顯高於 Altuhafi 等人[107]的實驗結果，不過整體曲線的趨勢與實驗結果相

符，在進入臨界狀態後體積應變不在變化，且圍壓越高的顆粒系統的體積應變也越

大。 
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圖 4.2-11 300kPa-570℃模型與Altuhafi等人[107]實驗的體積應變曲線變化比較圖。 

 
圖 4.2-12 600kPa-570℃模型與Altuhafi等人[107]實驗的體積應變曲線變化比較圖。 

抗剪切角在顆粒系統中代表了顆粒系統受剪切力後抵抗剪切破壞的能力指標，

這在 2.6.3 節中介紹莫爾破壞理論中有介紹過，其中其計算方法如下： 
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𝑠𝑖𝑛 𝜑 =

3 (
𝑞
𝑝)

6 + (
𝑞
𝑝)

 

Eq. 4.2-1 

其中𝑞和𝑝分別為偏應力和平均有效應力，圖 4.2-13和圖 4.2-14分別為 300kPa

和 600kPa 模型計算的抗剪角變化曲線，與先前偏應力曲線的趨勢很像，整體曲線

變化皆小於實驗的結果，且進入臨界狀態後抗剪切角一樣不發生變化，且隨著圍壓

越高抗剪切角曲線也越高。 

 
圖 4.2-13 300kPa-570℃模型與 Altuhafi等人[107]實驗的抗剪角曲線變化比較圖。 
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圖 4.2-14 600kPa-570℃模型與 Altuhafi等人[107]實驗的抗剪角曲線變化比較圖。 

 
 
 

在傳統的顆粒系統分析研究時，除了上述透過玫瑰圖和力的方向觀察外，根據

Gong & Zha 等人以及 Thornton 等人[160, 161]的論文提出了機械配位數(mechanical 

coordination number)也是常用於研究顆粒系統內部稠密程度以及應力鏈是否穩定

的重要指標，其計算方法如下： 

 𝑍𝑚 =
2𝐶 − 𝑁1

𝑁𝑡 −𝑁0 − 𝑁1
 Eq. 4.2-2 

其中𝐶為顆粒系統內的總接觸數目、𝑁𝑡為總顆粒數、𝑁1為只有單接觸的顆粒數

目而𝑁0則為沒有接觸的顆粒數目。圖 4.2-15 和圖 4.2-16 為 300kPa 和 600kPa 模型

的機械配位數隨剪切應變的變化，可以觀察到配位數的變化在初期穩步成長直到

進入臨界狀態後維持一穩定值，這裡可以對應到先前的體積應變曲線圖，同時也能

看到圍壓的增加配位數變化曲線也越大。 
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圖 4.2-15 300kPa-570℃模型的機械配位數變化圖。 

 
圖 4.2-16 600kPa-570℃模型的機械配位數變化圖。 
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除此之外為了探討顆粒系統受到剪切後的結構各向異向性，這裡引入 Oda 等

人[162] 提出的結構張量(fabric tensor)以揭示顆粒在空間中的排列方式，Yimsiri 等

人[163]指出結構張量所顯示的特定結構取向會在剪切過程中出現較高的靜態強度。

其計算方法如下： 

 

𝜑𝑖𝑗 =
1

𝐶
∑𝑛𝑖𝑛𝑗

𝐶

1

 

Eq. 4.2-3 

其中𝜑𝑖𝑗為結構張量、𝑛𝑖和𝑛𝑗分別為直於接觸面的單位法向量分量，最後𝐶為總

接觸數。圖 4.2-17 和圖 4.2-18 分別為 300kPa 和 600kPa 的模型其在 x、y 和 z 的

fabric tenor 隨剪切應變的曲線變化圖，從圖 4.2-17 可以看到由於壓頭從 z 軸方向

上向下移動，因此可以看到 z 軸方向上的結構張量隨應變增加，但在 x 和 y 方向

則因為維持固定圍壓，其結構張量隨應變下降，可對應到先前的二維碰撞分佈圖。

這種現象在圖 4.2-18 的 600kPa 的模型中也能看到，不過有趣的是雖然圍壓增加了

但是這兩者計算出來的結構張量曲線相似，並沒有因為圍壓的增加而使曲線增加

的現象，同時也能發現到隨著顆粒系統進入臨界狀態後結構張量也會維持在一穩

定值。 
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圖 4.2-17 300kPa-570℃模型在 x、y 和 z 的 fabric tenor 曲線變化圖。 

 
圖 4.2-18 600kPa-570℃模型在 x、y 和 z 的結構張量曲線變化圖。 
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4.2.3  15Cu-550℃三軸壓縮結果 

這裡一樣我們會首先討論施加完圍壓後內部接觸與力在顆粒系統內部的分佈。

圖 4.2-19 為 15Cu-550℃高固相分率模型在施加完圍壓後的玫瑰圖和力方向圖，相

較於 15Cu-570℃低固相分率模型的圖 4.2-1，可以觀察到整體的碰撞分佈其實與

15Cu-570℃模型的分佈差不多，但在力量上可以清楚看到整體分佈明顯較大。 

 
圖 4.2-19 300kPa-550℃模型在完成施加圍壓後(a)顯示各方向上接觸分佈的玫瑰圖

以及(b)顯示力量分佈的力方向。 

隨後剪切階段的部分，圖 4.2-20 顯示了三維接觸與力量隨剪切應變的分佈變

化，這裡一樣能看到隨著剪切應變其接觸分佈開始集中於 z 軸方向增加，整體的接

觸分佈呈現橢圓形與先前 570℃模型所觀察到的一樣。 
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圖 4.2-20 300kPa-550℃模型三維接觸方向與力量分布圖。 

圖 4.2-21 和圖 4.2-22 分別為二維的玫瑰圖和力方向，與低固相分率模型的圖 

4.2-5 和圖 4.2-7 相比在玫瑰圖中其接觸變化的取向性變得更加明顯，另外在力方

向圖中與先前相同圍壓的 300kPa-570℃模擬結果相比可以發現受到剪切後顆粒系

統內的力量分佈變的更加極端，在 z 軸方向上所承受的力也更多。 
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圖 4.2-21 300kPa-550℃模型的投影二維接觸分佈圖。 

 

 
圖 4.2-22 300kPa-550℃模型的投影二維力量分佈圖。 
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接著我們一樣將計算出來的偏應力與Altuhafi等人[107]的實驗比較，圖 4.2-23

中可以看到在實驗初期會出現偏應力峰，隨後快速下降並維持在一穩定值其原因

可看 2.5.3 節，然而在模擬的結果中曲線並沒有發現類似的現象，偏應力曲線反而

更像先前 570°C 模型的結果。另外在圖 4.2-24 的體積應變曲線中可以看到模型在

此次三軸壓縮的前期剪切階段中並沒有出現如 Altuhafi 等人[107]實驗中所出現的

膨脹，因此我們也對體積應變曲線進行斜率分析，結果呈現在圖 4.2-25 中，從圖

中能發現到斜率大約在應變接近 0.06 時就已降至 0，隨後整體的斜率就在 0 之間

來回振盪，代表體積應變已趨近於一穩定值，顆粒系統似乎進入了臨界狀態，造成

這種現象的推測原因可以詳見 3.4.3 節，因此我們將直接跳到下一節討論混合模型

的計算結果。 

 
圖 4.2-23 300kPa-550℃模型與 Altuhafi等人[107]實驗的偏應力曲線變化比較圖。 
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圖 4.2-24 300kPa-550℃模型與Altuhafi等人[107]實驗的體積應變曲線變化比較圖。 

 

 
圖 4.2-25 300kPa-550℃模型的體積應變與剪切應變斜率變化圖。 
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4.2.4  混合模型 

承如上一節所說，由於在分析體積應變時並沒有發現到顆粒系統出現剪切誘

發的現象，因此我們更改了碰撞模型的設置，全新的碰撞參數被列在表 4.2-2 中，

並重新模擬了一次 550°C 模型的三軸壓縮測試。 

表 4.2-2 550°C 混合碰撞模型所使用的碰撞參數表。 

參數 值 單位 

Hertz 模型蒲松比(𝑣) 0.384 - 

Hertz 模型法向與切向臨界阻尼比(𝛽) 0.2 - 

Hertz 剪切模數(𝐺) 1.71 × 109  Pa 

Burgers 模型 Maxwell 部分法向接觸彈性係數 (𝑘1) 1.70 × 107  N/m  

Burgers 模型 Maxwell 部分法向接觸阻尼係數 (𝜂1) Eq. 2.7-66 N ∙ s/m 

Burgers 模型 Kelvin 部分法向接觸彈性係數 (𝑘2 ) 1.55 × 107  N/m  

Burgers 模型 Kelvin 部分法向接觸阻尼係數 (𝜂2) 3.0 × 106  N ∙ s/m 

切向與法向比值 0.3 - 

牆與顆粒間摩擦係數(𝜇𝑆−𝑊) 0.0 - 

牆與顆粒間摩擦係數(𝜇𝑆−𝑆) 0.01 - 

圖 4.2-26 顯示了混合模型在施加圍壓後的二維玫瑰圖和力方向。與之前的

550°C 傳統模型相比，顆粒系統內的接觸分佈差異不大但在應力分佈方面則略低於

先前的傳統模型與 300kPa-570°C 模型的分佈類似。 

 
圖 4.2-26 300kPa-550℃混合模型在完成施加圍壓後(a)顯示各方向上接觸分佈的玫

瑰圖以及(b)顯示力量分佈的力方向。 
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圖 4.2-27 記錄了混合模型在剪切階段的三維接觸與力量變化，與之前傳統的

模型相比從顏色判斷整體力學分佈似乎較小，不過接觸上的分佈則與之前相同隨

著剪切應變增加整體分佈越趨近於橢圓形。 

 
圖 4.2-27 300kPa-550℃混合模型模型的三維接觸方向與力量分布圖。 

而二維的接觸和力量分佈分別繪製於圖 4.2-28 和圖 4.2-29，在圖 4.2-28 中整

體顆粒系統內接觸在各個方向上的分佈數目與300kPa-550℃傳統模型以及300kPa-

570℃模型差不多。而在力方向圖中，混合模型的應力分佈低於 300kPa-550℃傳統

模型，不過與 570℃模型所顯示的分佈差不多，目前我們認為是因為增加了 Hertz

模型的數目且 Hertz 模型的剪切模數下降造成這種差異，但仍需要在未來將 570℃

模型改為混合模型做更完整的比較。 
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圖 4.2-28 300kPa-550℃混合模型的投影二維接觸分佈圖。 

 

 
圖 4.2-29 300kPa-550℃混合模型的投影二維力量分佈圖。 
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而混合模型的機械性質部分，圖 4.2-30 為偏應力曲線曲線在 Altuhafi等人[107]

的 550℃實驗與此次混合模型的比較圖，可以看到在實驗中最顯著的偏應力峰即便

換上了混合模型仍然沒有出現在此次模型中，且整體偏應力曲線低於實驗所做出

來的結果。而圖 4.2-31 為體積應變曲線比較圖，此次模型的剪切應變初期體積有

出現壓縮的現象，但在中後期體積便開始膨脹，這與實驗中所看到的結果不同，且

模型的體積應變膨脹能力不如實驗中所觀察到的。另外結合先前模擬的結果我們

發現到隨著圍壓施壓完成後的固相分率增加，臨界狀態在剪切階段中有延後的跡

象。 

 
圖 4.2-30 300kPa-550℃混合模型與 Altuhafi 等人[107]實驗的偏應力曲線變化比較

圖。 
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圖 4.2-31 300kPa-550℃混合模型與 Altuhafi 等人[107]實驗的體積應變曲線變化比

較圖。 

那為何模型在剪切階段中體積會出現先壓縮後膨脹的現象，我們認為是因為

我們忽略了間隙液體的作用，在先前我們設定液體對顆粒的影響僅限於浮力，但在

2.6.1 節中我們介紹了當間隙液體參與了顆粒系統中時的力學計算方法，在顆粒受

到壓縮後會受到最主要三種力的影響分別為擠壓力、剪切力以及顆粒滾動造成的

滾動力分別列在 Eq. 2.6-4、Eq. 2.6-5 和 Eq. 2.6-6 中，其中當顆粒因壓縮使彼此很

接近時，由於液體薄膜厚度薄因此擠壓力被視為主要的作用力。因此我們納入這一

部分的觀點作出解釋，當無間隙液體的顆粒系統在三軸壓縮中受到壓縮時，會傾向

於靠近彼此增加接觸，這有助於產生更多的應力接觸鏈以穩定顆粒系統，但當有間

隙液體參與時，由於液體薄膜厚度變薄，擠壓力大幅增加導致顆粒最終無法再靠近

彼此造成了在 Altuhafi等人的實驗中其體積應變沒有出現先壓縮後膨脹的現象。 

圖 4.2-32 為抗剪角度的比較圖，同樣在混合模型中並沒有模擬出實驗中看到

的抗剪角峰出現，且抗剪角曲線小於實驗的結果，也略小於相同圍壓下 570°C 模

型的結果。 
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圖 4.2-32 300kPa-550℃混合模型與 Altuhafi 等人[107]實驗的抗剪角曲線變化比較

圖。 

而機械配位數的部分，在圖 4.2-33 可以看到整體曲線的變化其實不大，並沒

有像在 570°C 模型中看到的顆粒系統逐漸變得稠密的現象，整體顆粒系統的稠密

度在剪切過程中始終保持穩定且高於同圍壓下的 570°C 模型。 

 
圖 4.2-33 300kPa-550℃混合模型的機械配位數變化圖。 
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而在顆粒取向性的部分，圖 4.2-34 記錄了結構張量曲線的變化，與先前模型

所出來的趨勢很像 z 方向上的結構張量隨應變逐漸增加，而 x 和 y 方向則逐漸減

少，並在顆粒系統進入臨界狀態後趨於穩定。最後即使改變了碰撞模型和固相分率，

結構張量的整體趨勢以及數值皆沒有太大的改變，根據 Zhu 等人[164]進行的真實

三軸壓縮模擬測試，也發現到只有更改了三軸壓縮中的主應力分佈以及壓縮模式，

fabric tenor 才會出現變化。 

 
圖 4.2-34 300kPa-550℃混合模型在 x、y 和 z 的 fabric tenor 曲線變化圖。 
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4.2.5  各三軸壓縮模擬最終臨界狀態 

圖 4.2-35 和表 4.2-3 記錄了此次模擬在臨界狀態時的最終孔隙率與平均有效

應力，但由於中途替換過混合模型，所以需要在未來補上 570°C 的模擬實驗來繪

製以及預測更準確的臨界狀態線。綜合先前的模擬趨勢，我認為在 570°C 下的混

和碰撞模型的模擬結果將與本次所採用的傳統模型呈現相似的趨勢。然而在 300 

kPa 圍壓下的顆粒系統中，其接觸分佈與力量分佈略低於 550°C 模型中的觀察結

果。在偏應力與抗剪角方面，無論是 300 kPa 或 600 kPa 模型皆因剪切模數下降了

一個數量級，因此低於 Altuhafi等人[107]的實驗結果。而配位數則與傳統模型一樣

會隨著體積應變的增加而跟著增加，整體配位數差異不大且結構張量曲線則沒有

出現太大的變化。 

 
圖 4.2-35 本次模擬在臨界狀態的最終孔隙率對平均有效應力圖。 
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表 4.2-3 本次模擬以及 Altuhafi 等人[107]的實驗在臨界狀態的最終孔隙率以及平

均有效應力。 

Confining pressure Isotropic state Critical state Effective mean pressure (log(𝑝)) 

300kPa(570℃) 0.472 0.4344 5.5699 

300kPa(550℃) 0.4684 0.4556 5.5671 

300kPa(550℃)(adjust) 0.4572 0.4707 5.5535 

600kPa(570℃) 0.4694 0.3975 5.8959 

300kPa(Altuhafi)(T high) 0.47 0.46 - 

300kPa(Altuhafi)(T low) 0.43 0.45 - 

600kPa(Altuhafi) 0.4 0.35 - 
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Chapter 5  結論 

1. 在本次微觀實驗中，發現到當調整顆粒大小後，若是套用相同的碰撞參數，小

顆粒會出現硬化而大顆粒則出現了軟化的現象，此跡象在後期的流變應力中

尤為明顯。 

2. 透過多次的微觀模擬實驗發現到流變應力會與顆粒的放大係數呈現反比關係，

透過 Eq. 2.7-66 中的𝐴3項調整 Burgers 碰撞模型中 Maxwell部分的阻尼係數即

可快速調整流變應力的大小，不過剩餘的碰撞參數仍需要大量的數據迭代來

擬和。 

3. 在本次的微觀模擬中，我透過增加顆粒密度發現到了當顆粒間持續接觸且由

非慣性運動主導時，整體的應力應變曲線在前期有軟化的現象而在後期則沒

有發生太大變化，但當增加了 Burgers 碰撞模型中彈性係數以及阻尼係數後能

夠抑制顆粒質量增加對前期造成的軟化現象。另外我也發現到調整顆粒密度

相較於調整剪切模數而言對時間步長更有主導性，適合應用於本研究中所處

的靜壓縮模擬實驗。 

4. 在本次的三軸壓縮模擬實驗中，我們發現到施加完圍壓後的較高圍壓的顆粒

系統其接觸分佈與應力分佈皆大於圍壓較小的顆粒系統。 

5. 而在後續的剪切過程中，較高圍壓的顆粒系統其接觸與應力分佈皆產生更強

的取向性。而相同圍壓下，高固相分率模型的接觸與應力分佈的取向性略高於

低固相分率模型的結果。 

6. 在本次偏應力的結果中，能清楚看到高圍壓下的顆粒模型其偏應力高於低圍

壓下的顆粒模型，這與 Altuhafi等人的實驗結果趨勢相符。另一方面在 550℃

的高固相模型中其偏應力曲線不管是在傳統模型或是混合模型中皆沒有出現

Altuhafi等人實驗中所看到的偏應力峰，這裡推測可能是因為沒有摩擦係數導
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致沒有切向力導致的，也有可能是因為 timestep 過大導致。 

7. 而體積應變的部分，從此次的模擬中可以清楚看到圍壓越高，剪切階段的體積

應變也越高這與 Altuhafi等人所做出來的曲線趨勢相同。另外在 550℃的高固

相傳統模型中由於 Burgers 碰撞模型延遲應力釋放的現象導致了顆粒間的滑

動受到阻礙，致使在剪切階段時沒有發生體積膨脹的現象，在透過替換混合模

型後便成功的模擬出剪切誘發膨脹的現象。 

8. 而在抗剪角的分析中有觀察到抗剪角會隨著圍壓的增加而跟著增加，與

Altuhafi 等人的實驗趨勢相同。但在 550℃的高固相傳統模型中不管是傳統模

型或是混合模型皆沒有觀察到出現抗剪角峰的現象。 

9. 在此次 570℃的低固相模擬中有觀察到隨著圍壓的增加而增加，機械配位數也

會跟著增加。但在 550℃高固相模擬中整體的機械配位數呈現穩定波動，並沒

有因為體積增加而出現配位數下滑的現象。 

10. 在此次模擬的結構張量曲線中，所有模型計算出來的曲線趨勢接近，並沒有因

為圍壓的不同、初始固相分率的不同以及碰撞模型的不同而導致曲線發生變

化。 
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Chapter 6  未來工作 

1. 從 15Cu-550℃的模型當中我們可以得知間隙液體的壓力對於顆粒運動的影響

巨大，但考慮到計算壓力以及顆粒所處的狀態，可嘗試單向耦合計算流體力學

(Computational fluid dynamics, CFD)，以更貼近實際實驗情況。 

2. 此次採集的顆粒樣本數還是太少，尺寸和球形度的分佈仍不俱有統計學上的

代表性，需要進行多次實驗或是提升儀器性能以獲取更多的顆粒樣本。 

3. 嘗試利用Neper進行沃羅諾伊鑲嵌法(Voronoi tessellation)製造更高固相分率的

試片，由於其可指定特定的尺寸以及球形度分佈，相較於在 PFC 中製造的顆

粒模型，該方法更貼近現實中的晶粒。 

4. 引入先前所描述的 GBM 模型，該模型的好處是能在一定程度上模擬顆粒的變

形行為，能繞過耦合有限元素法(FEM)所造成的計算負擔，同時也能在一定程

度上模擬聚結效應。 

5. 在此次的模型中我們利用了混合碰撞模型成功的在 15Cu-550℃的高固相分率

模型中做出了類似剪切膨脹的效果，側面證實了晶粒之間的碰撞並不完全是

黏彈性碰撞，但對於晶粒系統在受壓後哪些顆粒主要以滑動為主哪些顆粒以

變形為主仍需要更多的實驗觀察和模擬擬和得知。 

6. 將先前在 15Cu-570°C 時的碰撞模型改為混合碰撞模型計算並與 Altuhafi等人

[107]的實驗做更完整的比較。 

7. 傳統的三軸壓縮所模擬的應力環境還是太簡單了，未來可搭配真實三軸壓縮

測試模擬更真實的應力環境。 

8. 另外在本次的實驗中，為了降低計算效率放大了顆粒質量以及將顆粒尺寸，可

能導致了顆粒微結構並未正確的發生反應，日後可透過應力鏈、顆粒的滑移以
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及顆粒的滾動進行分析。 

9. 另外在本實驗中由於模擬液體潤滑效應因此顆粒系統內摩擦係數為零，這麼

做可能導致了偏應力峰並未出現，需做相關測試。 

10. 另外本實驗中，可另外補充 Hertz 碰撞模型以及 Burgers 碰撞模型施加負重以

及釋放負重後的能量變化，進一步佐證我們在混和碰撞模型的假設，並利用微

觀模型觀察顆粒密度與 Burgers 碰撞模型中彈性係數和阻尼係數對應力應變

曲線的影響。 

11. 在 Su 等人[6]的研究中發現到在排水壓縮完成後晶粒出現類似連續動態再結

晶的現象，可能是次晶界產生後初晶 αAl 於次晶界區域局部熔點降低，造成

次晶界轉變成液膜，看起來像是初晶 αAl被液膜切割，但在 Altuhafi等人[153]

的實驗中卻沒有發現到類似的現象，因此未來可嘗試利用同步輻射以及 PFC

模擬來分析受壓縮後晶粒內部的應力分佈情況。 

12. 未來可透過基於 Da Cruz 等人[121]的成果，搭配三軸壓縮測試在準靜態所測

得的穩定機械性質，利用機器學習或是大數據分析，計算鑄件模型內部各個部

份的慣性數進而推導出相應的機械性質從而得知可能出現的缺陷。 
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