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中文摘要  

細胞對機械刺激的反應在組織工程、再生醫學和力學生物學中扮演關鍵角色，

然而根據現有的施力策略多依賴經驗法則來去設計，缺乏系統性與可量化的依據。

本研究提出一套以最佳控制理論為核心，結合細胞生物力學的建模與數值模擬的

分析，嘗試設計出細胞於特定時間內所受到的最佳週期性弦波施力策略，以最大化

細胞變形響應、兼顧能量消耗效率以及保護細胞內部結構。 

本研究分別建立線性彈性模型與非線性彈性模型，以描述細胞在力學刺激下

之動態行為，並應用前向-後向疊代法進行數值模擬。透過時間網格數與容許誤差

值之收斂性分析，選定適合之模擬參數後，進一步探討不同的控制輸入條件下細胞

變形響應與目標函數的變化。模擬結果顯示，細胞變形與控制輸入呈現正相關；此

外，最佳控制策略相較於任意振幅輸入可顯著提升系統效益。進一步於頻率掃描中

亦發現最佳頻率點可使目標函數達最大值，說明控制輸入之動態參數設計具關鍵

影響。 

綜合而言，本研究驗證了最佳控制理論於細胞機械刺激設計中之可行性，並提

出具彈性與擴展潛力之施力優化架構。未來若能結合實驗驗證與更複雜之生物動

態模型，將有望應用於智能化細胞刺激平台之開發，提升再生醫學與生物工程之應

用效益。 

 

關鍵字：最佳控制理論、力學生物學、數值模擬、細胞變形、機械刺激設計、線性

黏彈性模型、非線性黏彈性模型 
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Abstract 

The cellular response to mechanical stimulation plays a pivotal role in tissue 

engineering, regenerative medicine, and mechanobiology. However, existing force 

application strategies are often designed based on empirical rules, lacking systematic 

structure and quantitative justification. This study proposes a framework centered on 

optimal control theory, integrating cellular biomechanical modeling with numerical 

simulation analysis, to design an optimal sin wave stimulation strategy applied within a 

specific time window. The objective is to maximize cellular deformation responses while 

balancing energy efficiency and protecting internal cellular structures. 

Two mechanical models were constructed: a linear elastic model and a nonlinear 

elastic model, to describe the dynamic behavior of cells under mechanical loading. A 

forward–backward iterative method was employed for numerical simulation. 

Convergence analysis was performed with respect to time grid density and tolerance 

values to determine suitable simulation parameters. The effects of various control input 

conditions on cell deformation and the objective function were further examined. 

Simulation results indicated a positive correlation between cell deformation and control 

input amplitude. In addition, the optimized control strategy significantly outperformed 

fixed-amplitude inputs in terms of system performance. Frequency analysis also revealed 

an optimal frequency that maximized the objective function, highlighting the critical role 

of dynamic parameter design in stimulation effectiveness. 

In conclusion, this study demonstrates the feasibility of applying optimal control 

theory to the design of cell mechanical stimulation strategies, and proposes a flexible, 

extensible framework for stimulation optimization. Future work combining experimental 

validation with more complex biological dynamic models is expected to facilitate the 
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development of intelligent cell stimulation platforms, contributing to advancements in 

regenerative medicine and biomedical engineering. 

 

KEYWORDS: Optimal Control Theory, Mechanical Biology, Numerical Simulation, 

Cell Deformation, Mechanical Stimulation Design, Linear Viscoelastic Model, Nonlinear 

Viscoelastic Model 
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第一章 緒論 

1.1 研究背景與動機 

自細胞學說於十九世紀中葉由 Schleiden 與 Schwann 建立以來，細胞即被視為

生命的基本單位。隨著顯微量測技術與分子生物學的進展，研究者對細胞結構、代

謝與訊號傳遞的理解日益深入，進而奠定現代生物醫學與生物工程的理論基礎。進

入二十一世紀，研究重點逐漸由靜態負荷轉向動態負荷，特別關注細胞如何在物理

與化學環境影響下，調整其形態與功能，並決定是否進行增殖、分化或進入凋亡等

生命歷程。此一轉變促使細胞機械感知與回應機制，成為近年生物科學研究的重點

方向之一。 

在生理條件下，細胞持續受到來自其微環境中多種機械刺激的影響，例如流體

剪切應力、拉伸與壓縮負荷。不同類型的細胞對這些機械訊號的反應展現出高度專

一性與靈敏性，如血管內皮細胞會對剪切力變化調整其排列方向與功能表現

[1][2]，膝關節中的軟骨細胞則經歷周期性壓縮以維持組織的結構穩定性[3][4]，

而肌肉細胞則在收縮過程中承受反覆拉伸，提升蛋白質合成效率、加強細胞代謝功

能，並有助於肌肉纖維的維持與再生[5][6]。這些機械刺激不僅是細胞存活與分化

的關鍵因子之一，亦與其功能性維護與修復能力密切相關。已有研究指出，細胞對

機械刺激的生理反應與其變形程度存在正相關關係，適當的變形有助於啟動機械

傳導路徑[7]，進一步調控基因表現與細胞內訊號網路。然而，若施力過強或頻率

不當，則可能造成細胞骨架損傷、細胞膜破裂，甚至誘發細胞凋亡，對細胞生理功

能造成反效果。 

近年來，隨著高齡化社會來臨與慢性退化性疾病如(骨關節炎、心血管疾病、

肌肉萎縮等)之盛行，組織工程與再生醫學技術受到高度關注。如何誘導細胞於體

外或體內環境中進行增殖、分化，並有效修復受損組織，是當前生物醫學工程的重

要挑戰。研究顯示，適當的設計機械刺激不僅可提升細胞生長與功能表現，亦有助

於誘導特定的表現分化，如軟骨細胞或肌纖維母細胞的形成。因此，建立一套系統

性的機械刺激施力模式，對於提升細胞修復效率與應用於再生醫療具有實質價值。 

本研究以質量–彈簧–阻尼器模型為基礎，並引入非線性 Duffing 方程模擬細

胞受周期性外力刺激下的動態變形行為，進一步結合最佳控制理論(Optimal 
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Control Theory)，探索一套在控制施力頻率與振幅下，能最大化細胞變形量、同時

最小化外力與細胞結構內部反作用力的最佳施力策略。透過 MATLAB 實作數值模

擬與最佳控制求解，本研究不僅驗證控制策略在變形效率與能量使用上的優勢，亦

與未優化控制情境進行系統性比較，期待能為未來細胞培養、疾病修復與機械刺激

設計提供理論依據與應用指導。 

 

1.2 文獻回顧 

機械刺激對細胞生長與功能調控具有關鍵影響，近年越來越多研究關注其作為

細胞行為調控工具之潛力。不同型態的週期性機械力(如剪切力、拉伸與壓縮)已被

證實可調控細胞的增殖、分化與排列行為。然而，施力頻率、幅度與應變的設計在

實務操作上仍多仰賴經驗法則，缺乏系統性的最佳化規劃。為了建立一套具可行性

之週期性刺激參數設計方法，探討頻率對細胞生理反應的關聯性成為重要研究方

向。 

 

1.2.1 細胞結構與功能 

作為真核細胞中最大且最具剛性的胞器[8]，細胞核持續受到來自細胞內部與

外部的機械力作用，這些力量可能導致細胞核出現大小不一的變形如圖 1.1，細胞

骨架的力量負責將細胞核定位於極化細胞的特定位置，而在細胞遷移時，肌凝蛋白

複合物(actomyosin)所帶來的張應力則必須將細胞核擠壓通過如間質空隙等狹窄

區域。 

越來越多的證據顯示，細胞核會透過其結構與形態的動態變化，參與細胞對機

械刺激的感知與回應[9,10]。因此，細胞核不僅是基因複製與轉錄的主要場所，也

應被視為細胞機械傳導(mechanotransduction)的核心，具備機械感知能力，能在接

受機械刺激後調節細胞的關鍵功能。 
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圖 1.1  細胞核結構的力學性質示意圖[11]。 

 

 

細胞膜是複雜的多組分結構，參與多種基本的細胞過程，例如物質運輸、能量

轉換、訊號傳遞、機械感知、細胞黏附等。所有細胞都被細胞膜包圍，細胞膜將細

胞與環境分隔開來，並維持細胞質和細胞外環境之間的基本差異(Glancy and 

Balaban [12]；Raposo and Stoorvogel [13]；Simons and Toomre [14])。細胞膜具有許

多重要的生物學功能，例如在細胞外和細胞內環境之間形成屏障，調節物質的運輸

[15]，控制細胞間的通訊[16]，透過蛋白質受體辨別和傳遞電化學訊號[17]。由於細

胞膜在多種細胞活動中扮演著至關重要的角色，因此成為包括生物學和物理學在

內的多學科研究最具吸引力的主題之一。 

細胞骨架執行三項主要功能：第一，它在空間上組織細胞的內容；第二，它在

物理和生物化學上將細胞與外部環境連接起來；第三，產生協調的力，使細胞能夠

移動與改變形狀。為了實現這些功能，細胞骨架整合了多種細胞質內蛋白質與胞器

的活動。儘管骨架一詞讓人聯想到固定不變的結構，但細胞骨架其實並非一個可獨

立理解的靜態架構；相反地，它是一個動態且具適應性的結構，其組成的聚合物與

調控蛋白不斷地處於變化之中。 
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細胞骨架聚合物主要有三種：肌動蛋白絲 (actin filaments)以及微管

(microtubules)還有一類統稱為中間絲(intermediate filaments)的聚合物。這些聚合

物共同控制真核細胞的形狀和力學如圖 1.2。這三種物質都組成了網路，不僅能抵

抗變形，還可以根據外部施加的力進行重組，並在安排與有助於細胞維持內部結構

起著重要作用。微管以及肌動蛋白絲的聚合和去聚合作用可產生定向力，驅動細胞

形狀的變化，並與沿著微管和肌動蛋白絲移動的分子馬達一起引導細胞成分的組

織排列。 

 

 

 

圖 1.2  細胞骨架的元素[18,19]。 

 

 

微管是三種聚合物中最具剛性的，並且其組裝與拆卸的動態最為複雜。微管的

持續長度(persistence length)是評估絲狀柔軟度的一種指標，數值越大代表剛性越

高。然而，微管在細胞內仍可能因受壓縮負載而彎曲[20]。微管能在兩種狀態之間

切換：穩定生長與快速縮短[21]，這種現象稱為動態不穩定性(dynamic instability)，

使微管骨架得以迅速重組，並讓單一微管能以極快速度搜尋細胞空間[22]。 

https://www.nature.com/articles/nature08908#Fig1
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微管較肌動蛋白絲剛硬，但肌動蛋白絲透過交聯蛋白可形成剛性結構，如均向、

束狀與分枝網路。束狀絲支持絲狀突起，參與趨化與細胞間訊號溝通；分枝網路則

驅動細胞前緣推進與吞噬。其聚合不具離散切換狀態，而是穩定延伸，適合產生持

續推力，用以推動遷移細胞的前緣進行移動[23]。肌動蛋白架構非由中央調控，而

是根據訊號系統的局部活動不斷地組裝和拆卸，例如，在爬行的白血球(leukocytes)

中，具突進性的分枝肌動蛋白網路會在細胞前緣組裝，這是由細胞膜表面受體所接

收的趨化訊號所驅動[24]。類似地，稱為張力纖維(stress fibres)的收縮型肌動蛋白

束，會在細胞膜上的整合素(integrins)與其配體結合後，於局部誘導其形成[25]。 

中間絲是三種細胞骨架聚合物中最不具剛性的一類，其抵抗張力的能力遠優於

抵抗壓力。它們可以透過稱為網蛋白的蛋白質彼此交聯，亦可與微管以及肌動蛋白

絲交聯。有些中間絲結構主要是透過與微管或肌動蛋白的相互作用所組成的。許多

細胞類型會在面對機械壓力時組裝中間絲，例如氣道上皮細胞中的角蛋白中間絲

形成網路，有助於細胞抵抗剪切應力[26]。一類廣泛表現的中間絲由聚合的核纖層

蛋白組成，對真核細胞核的機械穩定性具有重要貢獻。 

儘管細胞骨架的聚合物的特性和形成的網路類型各不相同，但它們卻錯綜複雜

地連接在一起。這些連接的組織和由此形成的細胞骨架網路結構在傳遞壓縮和拉

伸應力以及感知機械微環境中起著核心作用[27]。 

 

1.2.2 細胞對機械性微環境的感應 

細胞透過其細胞骨架與外部環境緊密連結。無論是與鄰近細胞直接接觸，或是

與稱為細胞外基質(ECM)的高密度聚合物網路接觸，細胞都能接收外部訊號，進

而引導其展現出如移動，甚至在某些情況下發生分化，例如幹細胞分化為特定譜系

細胞等複雜行為。雖然化學訊號的作用早已為人所熟知，但物理訊號直到近年才被

廣泛認為具有普遍且強大的影響力。 

早在 1920 年代就有觀察指出，微環境的物理性質會影響細胞形狀與行為：當

間葉細胞嵌入不同剛性的凝塊中時，其形狀會有所不同[28]。近期研究更指出，細

胞骨架收縮所產生的張力可用來感知細胞外基質的機械性質[29]。 

特別令人關注的是，細胞與細胞外基質或其他細胞的互動如何導致細胞組織

結構與行為。多項研究已強調，物理因素對胚胎發育過程中組織建構具有關鍵角色。
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例如 Thery 等人發現，有絲分裂中紡錘體的方向，即細胞分裂平面的定位與子細

胞的空間排列會受到細胞外基質蛋白空間分布的影響[30]。他們利用微接觸印刷技

術製造特定的細胞外基質圖案，發現細胞會依據與基質的皮質接觸方向來決定分

裂方向。 

此外，當組織受到外力作用時，甚至會影響細胞增殖如圖 1.3。一項研究顯示，

將小鼠乳腺癌細胞聚集形成的腫瘤球體培養在瓊脂糖凝膠中並施加壓縮負荷，會

導致高應力區的細胞增殖速率變慢，若應力繼續增大，甚至會引發細胞死亡[31]。 

 

 

 

圖 1.3  (a)單一細胞可施加強大的收縮力，進而影響其自身形狀[35,18]。(b)三維腫

瘤球體中癌細胞所受的機械應力會改變其生長行為[31]。 

 

 

越來越多的證據顯示，細胞透過細胞骨架回應機械性訊號已是普遍現象，也使

得物理訊號是如何、何時、在哪裡被感知成為研究焦點。例如，間葉幹細胞會根據

基材的彈性分化為不同譜系的細胞，而這一現象可被非肌肉型肌球蛋白的抑制劑

所阻斷[32]。此外，黏附斑中的支架蛋白 p130Cas 在受力時會發生構造改變，使其

更易被 Src 激酶磷酸化[33]。在血管新生過程中，細胞感測基質的彈性則透過 Rho

抑制因子 p190RhoGAP(GRLF1)所控制，進一步調節轉錄因子的活性[34]。 
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1.2.3 機械刺激技術 

生物體的日常生命活動仰賴不同組織與器官的協同運作，例如心臟跳動、肺部

呼吸、肌肉收縮與骨骼支撐。因此，許多細胞如肌肉細胞、肌腱細胞、心肌細胞、

肺泡細胞、軟骨細胞與內皮細胞皆存在於不斷變化的動態環境中。肌肉細胞、肌腱

細胞、心肌細胞與肺泡細胞經常在張力與鬆弛狀態之間轉換；而當人類行走、跳躍

或奔跑時，軟骨中的軟骨細胞便承受壓縮力；血管內皮細胞則持續暴露於由血流產

生的流體剪切應力中。因此，人們認為機械力在人類生命的不同階段從胚胎發育時

期的形態成長到出生後組織和器官功能的成熟和維持都發揮著重要作用[36]。一

個明顯的例子是：適當的身體運動能促進肌肉細胞的增殖，使肌肉變得更大、更強

壯；相反地，若因疾病長期臥床，肌肉體積與質量則會逐漸減少。 

可將常見的機械刺激類型劃分為四類：張力（tension）、剪切應力（shear stress）、

壓力(compression)與靜水壓力(hydrostatic pressure)如圖 1.4。 

 

 

 

圖 1.4  細胞機械刺激示意圖[37]。 

 

 

循環張力刺激可誘導多樣化的生物學反應。例如，內皮細胞在張力作用下呈現

對齊排列[38]，間質幹細胞展現增殖[39]、成骨分化[40]。此外，張力可促進成肌分

化[41]、肌腱分化[42]，並提升三維組織的機械性能[5]。剪切應力刺激能調控多種
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細胞行為。例如，血管內皮細胞在剪切力作用下呈現對齊排列[1,2]，平滑肌細胞出

現細胞延展與遷移現象[43]，此外，剪切應力可誘導正常骨母細胞增殖反應[44]。

壓縮刺激廣泛應用於細胞機械反應研究中，例如，軟骨細胞在壓縮力作用下表現出

細胞形變[3]、基質合成[4]，人類乳癌細胞則顯示細胞遷移[45]、增殖反應[46]，此

外，壓力可促進 hMSCs 的成骨分化[47]。相較於張力、剪切與壓縮力，靜水壓力

更容易均勻地施加於細胞與組織模型上，通常是將細胞、含細胞支架或工程組織置

於密閉腔室中，透過液體施加恆定或循環的壓力[48]。研究顯示，靜水壓力刺激可

有效促進軟骨生成與成骨作用[49,50]。 

 

1.2.4 應變強度與細胞反應 

機械刺激在調控細胞行為、結構排列與功能性成熟上扮演關鍵角色，適用於多

種組織工程。當機械應變強度增加時，細胞所表現出的生物反應亦呈現相應提升，

包含結構蛋白合成、細胞功能增強與分化指標上升。 

在誘導多能幹細胞分化而來的心肌細胞(iPSC-CMs)成長方面，Dou 等人[51]

開發一套可施加0 %至20 % 週期性拉伸的微型裝置平台，隨著應變強度提升至

15%，心肌細胞的收縮力、肌節長度與 β-肌球蛋白重鏈(MYH7)表現皆顯著上升。

Kang 等人[52]對 UC-MSCs 施加5%與10%應變可提升骨向分化標記並降低幹細胞

表面抗原。此外，Liu 等人[53]所建立之靜態預拉伸模型，於 PDMS 膜施加10 %、

20 %、30 %預拉伸後接種 MSC，觀察到細胞排列越趨一致於張力方向，並促進

MyoD 表現。對 MSC 或瓣膜間質細胞施加10%至20% 應變則可增加 COL3A1 表

現與膠原蛋白合成[54]。 

O’Callaghan 與 Williams [55]以人類血管平滑肌細胞為模型，發現當週期性拉

伸從10 %升16 %時，細胞產生更多纖維連結蛋白、膠原蛋白與基質金屬蛋白酶

2(MMP-2)，且轉化生長因子𝛽1(TGF-𝛽1)表現亦同步上升。在單次瞬時機械負載

模型中，觀察到血管平滑肌細胞在60 %至80 %應變下 DNA 合成上升，伴隨 FGF-

2 表現顯著提升，顯示短暫大應變亦可觸發增殖訊號[56]。另有研究針對內皮與平

滑肌細胞於2%至20%週期性拉伸下進行觀察，發現細胞骨架重組與排列角度一致

性皆與應變大小成正比，顯示力學微環境可塑造組織方向性[57]。 



doi:10.6342/NTU202500960

 9 

Peterson 與 Pizza [58]以骨骼肌細胞進行10 kPa至70 kPa機械拉伸處理，發現

IL-8 與 GM-CSF 分泌量隨應變增加而上升，並能促進嗜中性球趨化反應。Fermor

等人[59]則以人類初代成骨細胞為模型，研究不同應變大小對細胞增殖與前列腺素

E2(PGE2)釋放的影響，指出細胞增殖在1600微應變下達到最大化，而 PGE2 釋放

則在4400微應變時顯著提升，顯示不同功能反應對應變大小的敏感性具有差異。 

在人工心瓣膜模型中，週期性拉伸由5%增至15%能有效促進細胞排列，並提

升結構強度[60]。綜合上述，機械應變強度越高，細胞分化、結構重塑與功能表現

通常越明顯。界定適當的應變範圍將有助於提升細胞工程效率並避免過度刺激造

成損傷。 
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第二章 最佳控制理論 

2.1 基本問題和必要條件 

2.1.1 定義 

本研究所採用之最佳控制理論，為一種已有完整理論架構的數學工具，廣泛應

用於工程、經濟與生物系統等領域的決策制定。其核心目的是在特定的動態系統與

目標函數條件下，自動導出能使系統運作達到最理想狀態的最佳控制函數。針對由

常微分方程所描述的基本控制問題，通常將𝑢(𝑡)視為控制函數，而𝑥(𝑡)則代表系統

的狀態函數。狀態函數滿足依賴控制函數的微分方程式，如下： 

𝑥′(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡))。 (2.1.1) 

藉由調控控制變數𝑢(𝑡)，進而改變狀態變數𝑥(𝑡)，系統行為就會發生對應的改

變。因此，我們可以將控制函數和狀態函數的關係視為𝑢(𝑡) ↦ 𝑥 = 𝑥(𝑢)。我們的基

本最佳控制問題，就是在給定條件下，尋找一個分段連續的控制函數𝑢(𝑡)以及其對

應的狀態函數𝑥(𝑡)，使得某個目標函數達到最大化，也就是 

max
𝑢

       ∫ 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡))𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 𝑥′(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡))、

                       𝑥(𝑡0) = 𝑥0，𝑥(𝑡1) 𝑓𝑟𝑒𝑒。

 (2.1.2) 

這種最大化控制稱為最佳控制，所謂𝑥(𝑡1)是自由的，意指𝑥(𝑡1)該終端狀態值

不受限制，我們預期整個問題可以在給定的時間區間上以連續形式加以表達。因此，

在一個最佳控制問題中，函數𝑓和𝑔在其三個變數裡𝑡、𝑥(𝑡)、𝑢(𝑡)均應具備連續可

微性。換句話說，控制函數將總是分段連續的，而其對應的狀態函數也將總是分段

可微的。 

 

2.1.2 目標函數 

要建立一個最佳控制問題，除了要有描述系統動態的微分方程，還必須加入一

個目標函數。這個目標函數代表控制系統中決策者欲達成的目標，並以系統的狀態

與控制函數為基礎，設計出能夠引導系統運作的策略。其數學形式可表達如下： 



doi:10.6342/NTU202500960

 11 

𝐽(𝑢) = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡))𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

。 (2.1.3) 

目標函數之建構會根據決策者所要解決的問題和所希望達成的目標而有所不

同。於最佳控制問題情境中，我們會透過改變控制函數，來使目標函數達到最大化

或最小化，從而實現特定的目標。例如，可以調整營養物的投放量，使細菌能最大

程度地繁殖，同時盡可能減少資源投入[61]。 

為了建構目標函數，我們需要考慮問題本身的限制條件與系統效能的需求。這

些需求或限制可能包括生物的成長速率、反應敏感度、環境因素以及財務成本等。

目標函數可以設計為單一函數，或是多個函數的組合，以符合決策者的需求。在這

個情境中，我們將使用先前提出的範例[61] 

max
𝑢

∫ 𝐴𝑥(𝑡) − 𝐵𝑢(𝑡)2𝑑𝑡
𝑇

0

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 𝑥′(𝑡) = −
1

2
𝑥(𝑡)2 + 𝐶𝑢(𝑡)、

 𝑥(0) = 𝑥0 > −2，𝐴 ≥ 0，𝐵 > 0。

 (2.1.4) 

在這最佳控制問題內，𝑥(𝑡)表示隨著時間的細菌數量，𝑢(𝑡)為隨著時間去添加

的化學物質量，𝐴表示細菌成長所帶來的效益權重，𝐵表示控制成本的權重，𝐶則表

示營養物對細菌增長的促進強度。在這系統中目標函數的意思為，整段時間𝑇中，

預期最小化營養物投入所需的成本，同時最大化細菌數量所帶來的正效益。透過調

整參數𝐴、𝐵與𝐶，決策者可以更清楚地了解這些因素對系統的影響。 

在大多數的最佳控制問題中，目標函數中的控制函數通常會被設定為線性一

階或二階形式，這是因為它們具有良好的數學性質。這些形式不僅能保證解的唯一

性、提高計算效率，還能與物理意義良好對應[61]。 

 

2.1.3 必要條件 

處理最佳控制問題的主要方法，是推導出一組最佳控制與其滿足對應狀態所

需的必要條件。必要條件最早由Pontryagin與其合作者於1950年代提出[33]。

Pontryagin透過伴隨函數(adjoint function)的引入概念，得以將系統微分方程整合進

目標函數之中。這個概念類似於多變數微積分中的拉格朗日乘數，伴隨函數在優化

函數的同時也強制滿足系統限制。首先，我們需確定伴隨函數應滿足的條件；接著，
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藉由對從控制函數到目標函數的映射進行微分，可進一步推導出最佳控制與最佳

狀態及其伴隨函數之間的關係。 

 

 

圖 2.1  最佳化控制函數𝑢∗及最佳化狀態函數𝑥∗(實線)與未最佳化控制𝑢𝜖及未最

佳狀態函數𝑥𝜖(虛線)[61]。 

 

 

考慮圖 2.1 中所示的最佳化系統與其尚未最佳化的對應系統。假設存在一個

分段連續的最佳控制𝑢∗及其對應的最佳狀態𝑥∗(此處∗表示已最佳化)，且對任意類

型的目標函數而言皆成立。鑒於𝑢∗為該問題的最佳控制解，因此對任何可接受的控

制函數𝑢，其目標函數值皆滿足∞ > 𝐽(𝑢∗) ≥ 𝐽(𝑢)。令ℎ(𝑡)為一個分段連續且任意的

變異函數，𝜖為一常數，可得任意的控制函數為 

令𝑥𝜖為對應於控制函數𝑢𝜖的狀態函數，亦即𝑥𝜖滿足以下條件： 

𝑢𝜖(𝑡) = 𝑢∗(𝑡) + 𝜖ℎ(𝑡)。 (2.1.5) 

𝑑

𝑑𝑡
𝑥𝜖(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑢𝜖(𝑡), 𝑥𝜖(𝑡))， (2.1.6) 
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同時在𝑢𝜖連續的區間上，皆考慮其對應的軌跡。由於所有軌跡皆從相同的初始位置

出發，因此我們取𝑥𝜖(𝑡0) = 𝑥0，如圖 2.1 所示。 

可以很容易看出，當𝜖 → 0時，對所有的時間點𝑡都有𝑢𝜖(𝑡) → 𝑢∗(𝑡)。此外，對

所有的時間點𝑡而言 

事實上，對於𝑥∗也有類似的情形。由於對函數𝑔所作的假設，可得 

此外，其導數為 

所有的時間點𝑡上皆存在。這個量的實際數值雖然不重要，我們只需要知道它存在

即可。 

在控制函數𝑢𝜖(𝑡)下的目標函數其形式為 

現在我們引入伴隨函數或稱伴隨變數𝜆。令𝜆(𝑡)為定義在區間[𝑡0𝑡1]上的一個分段可

微函數，其具體形式將由後續推導決定。根據微積分基本理論得到關係 

移項後可得 

把式(2.1.10)及式(2.1.12)相加，得到 

𝐽(𝑢𝜖) = ∫ [
𝑑

𝑑𝑡
(𝜆(𝑡)𝑥𝜖(𝑡)) +

𝑡1

𝑡0

𝑓(𝑡, 𝑢𝜖(𝑡), 𝑥𝜖(𝑡))]𝑑𝑡 + 𝜆(𝑡0)𝑥0

− 𝜆(𝑡1)𝑥𝜖(𝑡1) 

= ∫ [𝜆′(𝑡)𝑥𝜖(𝑡) +
𝑡1

𝑡0

𝑓(𝑡, 𝑢𝜖(𝑡), 𝑥𝜖(𝑡)) + 𝑔(𝑡, 𝑢𝜖(𝑡), 𝑥𝜖(𝑡))]𝑑𝑡 + 𝜆(𝑡0)𝑥0

− 𝜆(𝑡1)𝑥𝜖(𝑡1)。 

(2.1.13) 

𝜕𝑢𝜖(𝑡)

𝜕𝜖
|

𝜖=0

= ℎ(𝑡)。 (2.1.7) 

𝑥𝜖(𝑡) → 𝑥∗(𝑡)， (2.1.8) 

𝜕𝑥𝜖(𝑡)

𝜕𝜖
|

𝜖=0

 (2.1.9) 

𝐽(𝑢𝜖) = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑢𝜖(𝑡), 𝑥𝜖(𝑡))𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

， (2.1.10) 

∫
𝑑

𝑑𝑡
[𝜆(𝑡)𝑥𝜖(𝑡)]

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 = 𝜆(𝑡1)𝑥𝜖(𝑡1) − 𝜆(𝑡0)𝑥𝜖(𝑡0)， (2.1.11) 

∫
𝑑

𝑑𝑡
[𝜆(𝑡)𝑥𝜖(𝑡)]

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 + 𝜆(𝑡0)𝑥𝜖(𝑡0) − 𝜆(𝑡1)𝑥𝜖(𝑡1) = 0。 (2.1.12) 
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這裡我們使用了乘積法則，並令𝑔(𝑡, 𝑢𝜖(𝑡), 𝑥𝜖(𝑡)) =
𝑑

𝑑𝑥
𝑥𝜖，該等式在除了有限個點

以外的所有點皆成立。由於控制𝑢對應的目標函數𝐽在𝑢∗處取得最大值，因此𝐽(𝑢𝜖)

對𝜖的導數為0，也就是 

這裡給出了一個積分表示式的極限。一種 Lebesgue 控制收斂理論(Lebesgue 

Dominated Convergence Theorem)的變形式[62,63,64]允許我們將極限，也就是導數

移入積分內。這是因為積分的區間是緊緻的，且被積函數具有分段可微性。因此， 

將連鎖律(chain rule)應用於函數𝑓和𝑔，可得 

其中，𝑓𝑥、𝑓𝑢、𝑔𝑥和𝑔𝑢等項的變數為(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))。將式(2.1.16)中的各項重新排

列後可得 

0 = ∫ [
(𝑓𝑥 + 𝜆(𝑡)𝑔𝑥 + 𝜆′(𝑡))(𝜕𝑥𝜖)

𝜕𝜖(𝑡)
|

𝜖=0

𝑡1

𝑡0

+ (𝑓𝑢 + 𝜆(𝑡))ℎ(𝑡)] 𝑑𝑡 −𝜆(𝑡1)
𝜕𝑥𝜖

𝜕𝜖
(𝑡1)|

𝜖=0
。 

(2.1.17) 

我們希望選擇適當的伴隨函數，以簡化式(2.1.17)，方法是使下列項目的係數消失，

如下： 

𝜕𝑥𝜖

𝜕𝜖
(𝑡)|

𝜖=0
。 (2.1.18) 

因此，我們選擇伴隨函數𝜆(𝑡)來滿足以下條件： 

𝜆′(𝑡) = −[𝑓𝑥(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡)) + 𝜆(𝑡)𝑔𝑥(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡))]， (2.1.19) 

0 =
𝑑

𝑑𝜖
𝐽(𝑢𝜖)|

𝜖=0
= lim

𝜖→0

𝐽(𝑢𝜖) − 𝐽(𝑢∗)

𝜖
， (2.1.14) 

0 =
𝑑

𝑑𝜖
𝐽(𝑢𝜖)|

𝜖=0

= ∫
𝜕

𝜕𝜖
[𝜆′(𝑡)𝑥𝜖(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑢𝜖(𝑡), 𝑥𝜖(𝑡))

𝑡1

𝑡0

+ 𝑔(𝑡, 𝑢𝜖(𝑡), 𝑥𝜖(𝑡))𝜆(𝑡)] 𝑑𝑡|
𝜖=0

−
𝜕

𝜕𝜖
𝜆(𝑡1)𝑥𝜖(𝑡1)|

𝜖=0
， 

(2.1.15) 

0 = ∫ [𝑓𝑥

𝜕𝑥𝜖

𝜕𝜖
+ 𝑓𝑢

𝜕𝑢𝜖

𝜕𝜖
+ 𝜆′(𝑡)

𝜕𝑥𝜖

𝜕𝜖

𝑡1

𝑡0

+ 𝜆(𝑡) (𝑔𝑥

𝜕𝑥𝜖

𝜕𝜖
+ 𝑔𝑢

𝜕𝑢𝜖

𝜕𝜖
)] 𝑑𝑡|

𝜖=0

−𝜆(𝑡1)
𝜕𝑥𝜖

𝜕𝜖
|

𝜖=0
。 

(2.1.16) 



doi:10.6342/NTU202500960

 15 

所需滿足的的邊界條件如下： 

𝜆′(𝑡1) = 0， (2.1.20) 

我們稱式(2.1.19)為伴隨方程(adjoint equation)，而式(2.1.20)為橫截性條件

(transversality condition)。因此，我們可以將式(2.1.17)簡化為 

0 = ∫ [𝑓𝑢(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡)) + 𝑔𝑢(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡))𝜆(𝑡)]
𝑡1

𝑡0

ℎ(𝑡)𝑑𝑡。 (2.1.21) 

因為此結果對所有分段連續性的變異變數ℎ(𝑡)都成立，因此可得 

ℎ(𝑡) = 𝑓𝑢(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡)) + 𝜆(𝑡)𝑔𝑢(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡))。 (2.1.22) 

在這種情況下： 

0 = ∫ [𝑓𝑢(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡)) + 𝜆(𝑡)𝑔𝑢(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡))]
2

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡， (2.1.23) 

這表示所謂的最佳性條件(optimality condition)，表示為 

𝑓𝑢(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡)) + 𝑔𝑢(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡))𝜆(𝑡) = 0   𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1。 (2.1.24) 

這些方程式構成了一組最佳控制與對應狀態所必須滿足的必要條件。在實務上，

我們不需要針對每個具體問題都重新推導這些方程式。事實上，這些必要條件可以

從 Hamiltonian 函數𝐻，該函數定義如下： 

𝐻(𝑡, 𝑢, 𝑥, 𝜆) = 𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑥) + 𝜆𝑔(𝑡, 𝑢, 𝑥)

= 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑 + 𝑎𝑑𝑗𝑜𝑖𝑛𝑡 ∗ 𝑅𝐻𝑆 𝑜𝑓 𝐷𝐸
。 (2.1.25) 

我們的目標是在𝑢 = 𝑢∗處使 Hamiltonian 函數𝐻最大化，且上述必要條件可用

Hamiltonian 的形式來表示如下： 

其中式(2.1.26)為最佳性條件，而式(2.1.27)為伴隨方程。給定狀態方程的動態形式： 

 

2.2 Pontryagin’s 最大值原理 

為了計算最佳控制問題，我們將運用前一節所建立的必要條件作為基礎。同時，

𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0 𝑎𝑡 𝑢∗ → 𝑓𝑢 + 𝜆𝑔𝑢 = 0、 (2.1.26) 

𝜆′ =
𝜕𝐻

𝜕𝑥
→ 𝜆′ = −(𝑓𝑥 + 𝜆𝑔𝑥)、 (2.1.27) 

𝜆(𝑡1) = 0。 (2.1.28) 

𝑥′ = 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢) =
𝜕𝐻

𝜕𝜆
，𝑥(𝑡0) = 𝑥0。 (2.1.29) 
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我們也會引入兩個可延伸至 Pontryagin’s 最大值原理的定理，該原理提供了一套系

統化的方法，用以描繪最佳控制的特性[65]。 

THEOREM 2.1 

若𝑢∗(𝑡)和𝑥∗(𝑡)為問題式(2.1.2)的最佳解，則存在一個分段可微的伴隨變數𝜆(𝑡)， 

使得 

對於每個時間點𝑡的所有控制𝑢均成立，其中 Hamiltonian 函數𝐻定義為 

並且滿足以下條件： 

定理 2.1 的證明已在前一節完成。這些條件提供了一種條理分明的途徑，能夠

在不必直接對目標函數進行繁瑣的變化計算下，分析並解決最佳控制問題。改採用

一種更聰明的方法，藉由建立 Hamiltonian 函數並同時解出狀態方程與伴隨方程，

我們可以有系統地推導出最佳控制策略。 

 

THEOREM 2.2 

假設𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢)和 g(𝑡, 𝑥, 𝑢)在其三個變數上皆為連續可微函數，且對於控制變數

𝑢為凹函數。假設𝑢∗是問題式(2.1.2)的最佳控制，對應的狀態為𝑥∗，並且𝜆為一個分

段可微函數，且對所有時間點𝑡都滿足𝜆(𝑡) ≥ 0。又假設對於所有時間點𝑡，皆為 

那麼對於所有控制𝑢以及每一個𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1，皆為 

PROOF 

固定一個控制函數𝑢以及一個時間點𝑡，其中𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1。則 

𝐻(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥∗(𝑡), 𝜆(𝑡)) ≤ 𝐻(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡), 𝜆(𝑡))， (2.2.1) 

𝐻 = 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝜆(𝑡)) + 𝑔(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡))𝜆(𝑡)， (2.2.2) 

𝜆′(𝑡) = −
𝜕𝐻(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡), 𝜆(𝑡))

𝜕𝑥
、 (2.2.3) 

𝜆(𝑡1) = 0。 (2.2.4) 

0 = 𝐻𝑢(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡), 𝜆(𝑡))， (2.2.5) 

𝐻(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥∗(𝑡), 𝜆(𝑡)) ≤ 𝐻(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡), 𝜆(𝑡))。 (2.2.6) 
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從第 3行推導到第 4行，是利用了函數𝑓與函數𝑔的切線性質(tangent line property)，

以及因為𝜆(𝑡) ≥ 0的關係。 

同樣的推理也可以套用在最小化問題中，並得出相同的必要條件。在最小化問

題中，我們是針對每個時間點去最小化 Hamiltonian，因此 Pontryagin 最大值原理

中的不等式方向會顛倒。實際上，若在最小化問題中，𝑓與𝑔對於控制變數𝑢是凸函

數，則我們可以推導出 

依照與定理 2.1 相同的推理方式。 

我們已將原本尋找一個控制函數，使其在滿足微分方程與初始條件的情況下，

對目標函數進行極值化的問題，轉換為針對控制函數，在每一時間點上最大化

Hamiltonian 函數的問題。因此，在推導必要條件時，我們不需要直接計算目標函

數中的積分項，只需要使用 Hamiltonian 函數即可。接下來，我們將會看到

Hamiltonian 在最佳控制下於每個時間點𝑡皆達最大值這一性質的實用性。我們稍後

將會探討一些例子，說明 Hamiltonian 的凹性或凸性在最佳策略中扮演的關鍵角色。

我們也可以利用凹凸性條件來判斷一個控制是對應於最大化還是最小化目標函數

的控制。如果 

此問題為最大化問題；反之，若 

𝐻(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡), 𝜆(𝑡)) − 𝐻(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥∗(𝑡), 𝜆(𝑡))

= [𝑓(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡), 𝜆(𝑡)) + 𝜆(𝑡)𝑔(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡))]

− [𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥∗(𝑡), 𝜆(𝑡)) + 𝜆(𝑡)𝑔(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥∗(𝑡))]

= [𝑓(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡), 𝜆(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥∗(𝑡), 𝜆(𝑡))]

+ 𝜆(𝑡)[𝑔(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡)) − 𝑔(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥∗(𝑡))]

≥ (𝑢∗(𝑡) − 𝑢(𝑡))𝑓𝑢(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡))

+ 𝜆(𝑡)(𝑢∗(𝑡) − 𝑢(𝑡))𝑔𝑢(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡))

= (𝑢∗(𝑡) − 𝑢(𝑡))𝐻𝑢(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡), 𝜆(𝑡)) = 0。 

(2.2.7) 

𝐻(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥∗(𝑡), 𝜆(𝑡)) ≥ 𝐻(𝑡, 𝑢∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡), 𝜆(𝑡))， (2.2.8) 

𝜕2𝐻

𝜕𝑢2
< 0 𝑎𝑡 𝑢∗， (2.2.9) 
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則該問題為最小化問題。 

透過構造 Hamiltonian 函數，並建立伴隨微分方程、橫截性條件與最佳性條件

來解決最佳控制問題。 

 

2.3 回報項 

在許多情況下，除了在整個時間區間內最大化或最小化某些項目之外，我們通

常也會希望在某個特定時間點最大化某個函數的值，特別是在時間區間的結束時

刻。例如，在癌症模型中，可能希望最小化治療結束時腫瘤細胞的數量；又或者在

流行病模型中，目標是最小化結束時的感染者人數。在我們前面提到的例子中的焦

點就是最大化細菌在終點時刻的濃度。為了正確處理這類目標，最佳性條件必須進

行調整，以反映這種對終點的強調。一般而言，將考慮以下的設定： 

其中𝜙(𝑥(𝑡1))是針對最終位置或族群數量𝑥(𝑡1)的目標。我們稱𝜙(𝑥(𝑡1))為回報項

(payoff term)，有時也被稱為終端收益項(salvage term)。現在請考慮這個項目對於

必要條件推導所造成的變化。我們的目標函數變為 

在計算以下式時， 

唯一的變化出現在終點時間的條件上，如下： 

𝜕2𝐻

𝜕𝑢2
> 0 𝑎𝑡 𝑢∗， (2.2.10) 

max
𝑢

[𝜙(𝑥(𝑡1)) + ∫ 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡))𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

]

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 𝑥′(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡))、

𝑥(𝑡0) = 𝑥0，

 (2.3.1) 

∫ 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡))𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

+ 𝜙(𝑥(𝑡1)) = 𝐽(𝑢)。 (2.3.2) 

0 = lim
𝜖→0

𝐽(𝑢𝜖) − 𝐽(𝑢∗)

𝜖
 (2.3.3) 

0 = ∫ [(𝑓𝑥 + 𝜆𝑔𝑥 + 𝜆′)
𝑑𝑥𝜖

𝑑𝜖
|

𝜖=0
+ (𝑓𝑢 + 𝜆𝑔𝑢)ℎ] 𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− (𝜆(𝑡1) − 𝜙′(𝑥(𝑡1)))
𝑑𝑥𝜖

𝑑𝜖
(𝑡1)|

𝜖=0
。 

(2.3.4) 
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因此，如果我們選擇伴隨函數𝜆使其滿足前述的伴隨方程，並且同時滿足 

那麼式(2.3.4)可以簡化為 

並且得到最佳性條件 

如同前述，必要條件的唯一修改在於橫截性條件，如式(2.3.6)所示。這項調整是為

了處理那些目標著重於某個特定終點值的問題。這種做法提供了一種有系統的方

法，能夠有效處理具有終端回報項的問題。 

 

2.4 求解最佳控制問題步驟 

我們可以將最佳控制問題視為一開始有兩個未知數：最佳控制𝑢∗及其對應的最

佳狀態𝑥∗。我們引入了一個伴隨函數𝜆，它的作用像是拉格朗日乘數，能將微分方

程的資訊結合進目標函數的最大化過程中。以下將概略介紹這套理論如何應用於

最佳控制問題中。 

1. 為問題建立 Hamiltonian 函數，如下： 

max
𝑢

∫ 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 𝑥′(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡))，𝑥(𝑡0) = 𝑥0、

                         𝐻(𝑡, 𝑢, 𝑥, 𝜆) = 𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑥) + 𝑔(𝑡, 𝑢, 𝑥)𝜆。

 (2.4.1) 

2. 寫出伴隨微分方程、橫截性條件以及最佳性條件。此時會有三個未知數：

𝑢∗、𝑥∗與𝜆。 

3. 嘗試利用最佳性條件𝐻𝑢 = 0來求解出𝑢∗，也就是將𝑢∗表示成𝑥∗和𝜆的函數

。 

4. 求解聯立的兩個微分方程即針對𝑥∗與𝜆，配合兩個邊界條件，並將上一步

得到的𝑢∗表達式代入方程中。 

5. 得到最佳狀態與伴隨函數後，回代求出最佳控制函數𝑢∗。 

𝜆′(𝑡) = −𝑓𝑥(𝑡, 𝑢∗, 𝑥∗) − 𝑔𝑥(𝑡, 𝑢∗, 𝑥∗)𝜆(𝑡)、 (2.3.5) 

𝜆(𝑡1) = 𝜙′(𝑥∗(𝑡1))。 (2.3.6) 

0 = ∫ (𝑓𝑢 + 𝜆𝑔𝑢)ℎ𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

， (2.3.7) 

𝑓𝑢(𝑡, 𝑢∗, 𝑥∗) − 𝑔𝑢(𝑡, 𝑢∗, 𝑥∗)𝜆 = 0。 (2.3.8) 
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接下來，讓我們透過幾個例子更深入理解這些概念。 

 

Example 1 

假設一目標函數為 

min
𝑢

1

2
∫ 3𝑥(𝑡)2 + 𝑢(𝑡)2 𝑑𝑡

1

0

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 𝑥′(𝑡) = 𝑢(𝑡) + 𝑥(𝑡)，𝑥(0) = 1。

 (2.4.2) 

建立此問題的 Hamiltonian 函數為 

𝐻 =
3

2
𝑥2 +

1

2
𝑢2 + 𝑥𝜆 + 𝑢𝜆， (2.4.3) 

此問題為一個最小化問題，因為 

𝜕2𝐻

𝜕𝑢2
= 1 > 0。 (2.4.4) 

必要條件為 

0 =
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 𝑢 + 𝜆 at 𝑢∗ ⇒ 𝑢∗ = −𝜆、 (2.4.5) 

𝜆′(𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑥
= −3𝑥 − 𝜆、 (2.4.6) 

𝜆(1) = 0。 (2.4.7) 

將先前推導出的控制函數𝑢的表達式代入𝑥′的方程式中，我們得到 

(
𝑥
𝜆

)
′

= (
1 −1

−3 −1
) (

𝑥
𝜆

)， (2.4.8) 

該係數矩陣的特徵值為2和−2。透過求特徵向量，可得 

(
𝑥
𝜆

) (𝑡) = 𝐶1 (
1

−1
) 𝑒2𝑡 + 𝐶2 (

1
3

) 𝑒−2𝑡。 (2.4.9) 

利用初始條件𝑥(0) = 1、𝜆(1) = 0，可得𝐶1 = 3𝐶2𝑒−4、𝐶2 =
1

3𝑒−4+1
。因此，結合最

佳性條件，最佳解為 

𝑢∗(𝑡) =
3𝑒−4

3𝑒−4 + 1
𝑒2𝑡 −

3

3𝑒−4 + 1
𝑒−2𝑡、 (2.4.10) 

𝑥∗(𝑡) =
3𝑒−4

3𝑒−4 + 1
𝑒2𝑡 +

1

3𝑒−4 + 1
𝑒−2𝑡， (2.4.11) 

而最佳解的圖形如圖 2.2 所示。 
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圖 2.2  Example 1 的最佳狀態𝑥∗及最佳控制𝑢∗[61]。 

 

Example 2 

假設一目標函數為 

min
𝑢

1

2
∫ 𝑢(𝑡)2 − 𝑥(𝑡)2 𝑑𝑡

𝜋

0

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 𝑥′′(𝑡) = 𝑢(𝑡)，𝑥(0) = 1，𝑥′(0) = 1。

 (2.4.12) 

令𝑥1 = 𝑥，𝑥2 = 𝑥′，將問題轉換為 

min
𝑢

1

2
∫ 𝑢(𝑡)2 − 𝑥(𝑡)2 𝑑𝑡

𝜋

0

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜      𝑥1
′ (𝑡) = 𝑥2(𝑡)，𝑥1(0) = 1、

                         𝑥2
′ (𝑡) = 𝑢(𝑡)，𝑥2(0) = 1。

 (2.4.13) 

引入兩個伴隨函數，分別對應每個狀態函數，並建構 Hamiltonian 函數如下： 

𝐻 =
1

2
𝑢2 −

1

2
𝑥1

2 + 𝜆1𝑥2 + 𝜆2𝑢。 (2.4.14) 

此問題為一個最小化問題，因為 
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𝜕2𝐻

𝜕𝑢2
= 1 > 0。 (2.4.15) 

必要條件為 

0 =
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 𝑢 + 𝜆2 at 𝑢∗ ⇒  𝑢∗ = −𝜆2、 (2.4.16) 

𝜆1
′ (𝑡) = −

𝜕𝐻

𝜕𝑥1
= 𝑥1，𝜆1(𝜋) = 0、 (2.4.17) 

𝜆2
′ (𝑡) = −

𝜕𝐻

𝜕𝑥2
= −𝜆1，𝜆2(𝜋) = 0、 (2.4.18) 

𝜆1(𝜋) = 0，𝜆2(𝜋) = 0。 (2.4.19) 

因𝜆2
′′′′ = −𝜆1

′′′ = −𝑥1
′′ = −𝑥2

′ = −𝑢 = 𝜆2，利用伴隨方程與狀態方程可得 

𝑥1(𝑡) = −𝐴𝑒𝑡 − 𝐵𝑒−𝑡 + 𝐶 cos 𝑡 + 𝐷 sin 𝑡、 (2.4.20) 

𝑥2(𝑡) = −𝐴𝑒𝑡 + 𝐵𝑒−𝑡 − 𝐶 sin 𝑡 + 𝐷 cos 𝑡、 (2.4.21) 

𝜆1(𝑡) = −𝐴𝑒𝑡 + 𝐵𝑒−𝑡 + 𝐶 sin 𝑡 − 𝐷 cos 𝑡、 (2.4.22) 

𝜆2(𝑡) = 𝐴𝑒𝑡 + 𝐵𝑒−𝑡 + 𝐶 cos 𝑡 + 𝐷 sin 𝑡 。 (2.4.23) 

其中𝐴、𝐵、𝐶、𝐷為常數。利用𝑥1(0) = 0，𝑥2(0) = 0 以及𝜆1(𝜋) = 0，𝜆2(𝜋) =

0，可得 

近似解𝐴 ≈ 0.0452，𝐵 = 0，𝐶 = 𝐷 ≈ 1.0452，因此最佳解為 

而最佳解的圖形如圖 2.3 所示。 

(

−1 −1 1 0
−1 1 0 1

−𝑒−𝜋 𝑒−𝜋 0 1
𝑒𝜋 𝑒−𝜋 −1 0

) (

𝐴
𝐵
𝐶
𝐷

) = (

1
1
0
0

)。 (2.4.24) 

𝑢∗(𝑡) = −0.0452𝑒𝑡 − 1.0452(cos 𝑡 + sin 𝑡)、 (2.4.25) 

𝑥∗(𝑡) = −0.0452𝑒𝑡 + 1.0452(cos 𝑡 + sin 𝑡)， (2.4.26) 
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圖 2.3  Example 2 的最佳狀態𝑥∗及最佳控制𝑢∗。 

 

 

本節透過兩個具代表性的範例，一個單變數範例與一個多變數範例，分別說明

最佳控制問題的解題架構與實作流程。從一維系統的解析解推導，到二維系統中伴

隨函數與控制函數的聯立求解，兩個範例清楚展示了最佳控制理論在不同系統維

度下的應用方式。儘管多變數問題在推導與運算上更為複雜，整體的求解架構包括

Hamiltonian 函數建構、伴隨與狀態方程設定、控制回代仍具一致性。這也突顯最

佳控制理論作為一套實用性工具，能有效處理更高維度與更真實條件下的控制問

題。本章所建立之理論基礎，將作為後續數值模擬與細胞力學模型應用的核心，進

一步驗證其於複雜生理系統中的可行性與實際價值。 
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第三章 研究方法 

3.1 細胞受週期性外力的數學模型 

為模擬細胞在週期性機械刺激下的動態行為如圖 3.1，本研究以質量-彈簧-阻

尼器模型(Mass-Spring-Damper)為基礎，並進一步引入 Duffing 非線性模型，描述

細胞於微觀尺度下之響應。細胞核可視為具等效質量之微小物體，其與細胞質間的

機械耦合可模擬為線性或非線性黏彈的組合。在週期性施力實驗中，研究發現細胞

之受力反應可近似為二階動態系統，其力學性質包括質量𝑚、彈性係數𝑘與阻尼係

數𝑐。 

 

 

 

圖 3.1  細胞受到週期性機械刺激示意圖。 

 

 

3.1.1 質量-彈簧-阻尼器模型 

質量-彈簧-阻尼器模型起源於經典牛頓力學與虎克黏彈性理論，為描述慣性質

點在彈性與阻尼耦合下運動最簡化的形式。此模型假設細胞可視為一具等效質量

的微粒，並透過彈簧與阻尼器與固定或週期性運動基座相連，形成一個線性二階常

係數微分方程系統。在細胞力學的應用中，此模型廣泛用於描述細胞核於微觀振動、

拉伸或壓入過程中之動態響應。Zhang 等人[66]曾利用 AFM 整合壓入與簡諧運動

的實驗架構，藉由量測細胞於不同頻率下的振幅與相位差，搭配壓入曲線擬合獲得
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之黏彈性模數，建立了一套可反推出細胞質量、阻尼係數與彈性常數的完整理論模

型。質量-彈簧-阻尼器模型之重要性在於其可物理詮釋數學解析性與參數，特別適

合應用於小變形條件下之細胞週期性運動行為分析。 

 

3.1.2 Duffing 模型 

然而，當細胞所經歷之機械變形達到一定程度，其黏彈性行為往往表現出非線

性特徵，線性質量-彈簧-阻尼器模型已無法準確預測其動態響應。為彌補此限制，

Duffing 非線性模型被引入，作為本研究中處理非線性反應之理論基礎。Duffing 模

型源於 20 世紀初 Georg Duffing 對非線性黏彈性系統的研究，該模型透過在彈簧

力項加入立方非線性項。Bilen 等人[67]以斑馬魚胚胎為對象，建立了包含質量、黏

滯阻尼、彈性的非線性模型。 

 

3.2 建立數學模型 

首先，如圖 3.2所示，細胞可被簡化為一質量–彈簧–阻尼器系統，其中𝑚表

示細胞的等效質量，𝑐為細胞所對應的阻尼係數，𝑘為細胞結構的彈性常數，𝑥為細

胞受力後的變形量，𝐹0 sin(𝜔𝑡)則為細胞所受到的週期性弦波外力。需注意的是，

𝑚、𝑐、𝑘三者之數值會因受測細胞種類與生理狀態的不同而有所變化。 

 

 

圖 3.2  細胞的簡化動態模型。 



doi:10.6342/NTU202500960

 26 

為進一步描述細胞在週期性力學刺激下的動態反應，本節將根據圖 3.2 所示之

質量–彈簧–阻尼器系統，推導其運動微分方程。當細胞受到一外力𝐹(𝑡)時，其總受

力可視為由三部分組成： 

1. 彈簧力 

𝐹𝑠 = −𝑘𝑥， (3.2.1) 

2. 阻尼力 

𝐹𝑑 = −𝑐𝑥′， (3.2.2) 

3. 慣性力 

𝐹𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑚𝑥′′。 (3.2.3) 

若外力為單一頻率的正弦函數，即𝐹(𝑡) = 𝐹0(𝑡) sin(𝜔𝑡)，則總受力為 

𝐹𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝐹(𝑡) − 𝑐𝑥′ − 𝑘𝑥， (3.2.4) 

代入牛頓第二定律整理得 

𝑚𝑥′′(𝑡) + 𝑐𝑥′(𝑡) + 𝑘𝑥(𝑡) = 𝐹0(𝑡) sin(𝜔𝑡)。 (3.2.5) 

由於二階微分方程在數值計算上較不易直接處理，需將其降階為一組一階聯立微

分方程式。為此，我們令 

𝑥(𝑡) = 𝑥1(𝑡)代表細胞的變形量， (3.2.6) 

𝑥′(𝑡) = 𝑥1′(𝑡) = 𝑥2(𝑡)表示細胞變形的變化率， (3.2.7) 

再將式(3.2.5)兩邊同除以質量𝑚，並將𝑥′′(𝑡)表示為𝑥2′(𝑡)，得 

𝑥2′(𝑡) =
𝐹0(𝑡) sin(𝜔𝑡) − 𝑐𝑥2(𝑡) − 𝑘𝑥1(𝑡)

𝑚
。 (3.2.8) 

綜合上式，我們即可得到一階聯立微分方程組，也就是細胞受外力刺激之系統數學

動態方程為 

𝑥1
′(𝑡)

= 𝑥2(𝑡)、 (3.2.9) 

𝑥2′(𝑡) =
𝐹0(𝑡) sin(𝜔𝑡) − 𝑐𝑥2(𝑡) − 𝑘𝑥1(𝑡)

𝑚
。 (3.2.10) 

細胞初始狀態為靜止且未受變形，亦即在初始時間(𝑡 = 0)時，細胞的變形量與變

化率皆為零，對應的初始條件為 

𝑥1(0) = 0、 (3.2.11) 

𝑥2(0) = 0。 (3.2.12) 
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為更準確描述細胞可能出現的非線性黏彈性響應，本研究採用經改寫的

Duffing 非線性模型，以描述細胞在外力作用下之非線性動態行為，在傳統質量–彈

簧–阻尼器系統之彈簧力項中，加入立方非線性項，其運動方程式為 

𝑚𝑥′′(𝑡) + 𝑐𝑥′(𝑡) + 𝑘(𝑥(𝑡) + 𝑥3(𝑡)) = 𝐹0(𝑡) sin(𝜔𝑡)。 (3.2.13) 

同樣地，為便於後續進行數值模擬，需將上述二階非線性微分方程式降階為一階狀

態，令 

𝑥(𝑡) = 𝑥1(𝑡)代表細胞的變形量， (3.2.14) 

𝑥′(𝑡) = 𝑥1′(𝑡) = 𝑥2(𝑡)表示細胞變形的變化率。 (3.2.15) 

可得降階後之一階聯立微分方程組，就是細胞受外力刺激之系統數學動態方程為 

𝑥1′(𝑡) = 𝑥2(𝑡)、 (3.2.16) 

𝑥2′(𝑡) =
𝐹0(𝑡) sin(𝜔𝑡) − 𝑐𝑥2(𝑡) − 𝑘(𝑥1(𝑡) + 𝑥3(𝑡))

𝑚
。 (3.2.17) 

與前述質量–彈簧–阻尼器模型相同，假設細胞於初始時間點(𝑡 = 0)時為靜止狀態

且未變形，初始條件為 

𝑥1(0) = 0、 (3.2.18) 

𝑥2(0) = 0。 (3.2.19) 

透過此形式建構之 Duffing 非線性模型，能呈現非線性響應特性，利於後續最

佳控制策略之設計與數值實現。 

本研究旨在於最佳控制理論的架構下探討，施力大小與策略如何影響系統反

應與達成目標，因此將𝐹0(𝑡)設定為控制函數𝑢(𝑡)，作為待求之最佳控制函數。同時，

系統參數𝑚、𝑐、𝑘之數值則是參考 Zhang 等人[66]針對人類胚胎腎細胞 293（HEK-

293）所量測之細胞機械性質，如表格 1。 
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表格 1  參數𝑚、𝑐、𝑘之數值及其單位。 

參數 𝑚 𝑐 𝑘 

設定值 5 × 10−12 0.393 × 10−6 0.094 

單位 𝑘𝑔 𝑁 ∙ 𝑠/𝑚 𝑁/𝑚 

 

 

3.3 建立目標函數 

在本節中，我們基於第 3.2 節所建立之細胞力學模型，進一步構建最佳控制問

題，旨在探索於12秒內、施力頻率為1 Hz的條件下，細胞所承受的最佳週期性機械

刺激策略。為設計合適的目標函數，本研究綜合考量以下三項生物力學關鍵因素。 

首先，細胞變形量應盡可能大，此根據前章節所述，適當的變形可觸發細胞內

部之機械轉導路徑，進而活化如傳遞訊號、細胞分化、或增殖等反應，對促進細胞

生長或功能表現具有正向效果。其次，施加之外力大小應儘量小，以降低能量消耗

並減少對細胞造成損傷的風險。最後，細胞內部結構所承受的內力亦應盡量減少，

以避免破壞細胞核或細胞骨架穩定性，確保力學刺激的可控性與安全性。 

綜合上述三項面向，本研究建立一具生物物理涵意之目標函數，作為制定週期

性施力設計方法的理論依據與數值實現的基礎。目標函數則定義為 

目標函數一 

max
𝑢

∫ [𝑥1 − 𝑢2 − (𝑢 sin(2𝜋𝑡) − 𝑐𝑥2 − 𝑘𝑥1)]𝑑𝑡
12

0
， (3.3.1) 

及 

目標函數二 

max
𝑢

∫ [𝑥1 − 𝑢2 − (𝑢 sin(2𝜋𝑡) − 𝑐𝑥2 − 𝑘(𝑥1 + 𝑥1
3))]𝑑𝑡。

12

0

 (3.3.2) 
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式(3.3.1)為對應於質量–彈簧–阻尼器模型之目標函數，而式(3.3.2)則為對應於 

Duffing 非線性模型下所構建的目標函數。兩者雖在彈簧力項的形式略有不同，但

其設計理念皆可拆解為三個核心面向： 

1. 第一項𝑥1代表細胞的變形量，期望細胞的變形量能最大化，促進細胞正向的生

理反應。 

2. 第二項−𝑢2則為施力的大小，期望施力的大小能最小化，以避免能量浪費。 

3. 第三項−(𝑢 sin 2𝜋𝑡 − 𝑐𝑥2 − 𝑘𝑥1)和−(𝑢 sin 2𝜋𝑡 − 𝑐𝑥2 − 𝑘(𝑥1 + 𝑥1
3))為細胞結構

所承受的內力，期望細胞結構所承受的內力能最小化，以減少細胞的應力累積，

來維持整體力學穩定性。 

內力項的形式可進一步由經典力學原理推導。根據牛頓第二運動定律， 

𝐹 = 𝑚𝑎 (3.3.3) 

其總受力由外力與內部反作用力構成。施加在細胞上的外部力量為週期性外力，而

細胞自身則會產生黏滯性與彈性之內部反作用力，並根據式(3.2.10)及式(3.2.17)

即可推導出。 

 

3.4 最佳控制理論建構與求解 

綜合第 3.3 節中所設定之目標函數，與 3.2 節所描述細胞在週期性施力下之動

態數學模型，我們即可將問題寫為一個最佳控制問題，並進一步套用最佳控制理論

進行解析與求解。本研究中最佳控制問題可透過兩種方式進行求解：第一種為解析

法，針對簡化後的系統與目標函數形式，利用最大值原理推導伴隨方程與

Hamiltonian 函數，進而推得最佳控制函數與系統狀態函數之解析解；另一方式則

為數值法，當系統具非線性項或目標函數結構較為複雜時，則可利用 MATLAB 等

數值工具，以 forward-backward sweep method 和 Runge-Kutta 積分演算法求得近似

解。後者更適用於實際具非線性黏彈性項之情境。 

 

3.4.1 目標函數一 

max
𝑢

∫ [𝑥1(𝑡) − 𝑢2(𝑡) − (𝑢(𝑡) sin(2𝜋𝑡) − 𝑐𝑥2(𝑡) − 𝑘𝑥1(𝑡))]𝑑𝑡
12

0

 (3.4.1) 

subject to 
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𝑥1′(𝑡) = 𝑥2(𝑡)、 (3.4.2) 

𝑥2
′ (𝑡) =

𝑢(𝑡) sin(2𝜋𝑡) − 𝑐𝑥2(𝑡) − 𝑘𝑥1(𝑡)

𝑚
、 (3.4.3) 

𝑥1(0) = 0, 𝑥2(0) = 0。 (3.4.4) 

此最佳控制問題的 Hamiltonian 為 

𝐻 = 𝑥1 − 𝑢2 − (𝑢 sin(2𝜋𝑡) − 𝑐𝑥2 − 𝑘𝑥1) + 𝜆1𝑥2

+ 𝜆2(
𝑢 sin(2𝜋𝑡) − 𝑐𝑥2 − 𝑘𝑥1

𝑚
)。 

(3.4.5) 

必要條件為 

𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0 = −2𝑢 + (

𝜆2

𝑚
− 1) sin(2𝜋𝑡)， 

𝑎𝑡 𝑢∗ ⇒ 𝑢∗ =
sin(2𝜋𝑡)

2
(
𝜆2

𝑚
− 1)、 

(3.4.6) 

𝜆1
′ = −

𝜕𝐻

𝜕𝑥1
= −1 − 𝑘 +

𝑘

𝑚
𝜆2、 (3.4.7) 

𝜆2
′ = −

𝜕𝐻

𝜕𝑥2
= −𝑐 − 𝜆1 +

𝑐

𝑚
𝜆2、 (3.4.8) 

𝜆1(12) = 0, 𝜆2(12) = 0。 (3.4.9) 

將最佳性條件式(3.4.6)帶回狀態微分式(3.4.2)和式(3.4.3)以及伴隨微分方程式

(3.4.7)和式(3.4.8)合併可得一聯立微分方程組為 

𝑥1
′∗(𝑡) = 𝑥2(𝑡)、 (3.4.10) 

𝑥2
′∗(𝑡) =

sin2(2𝜋𝑡)
2 (

𝜆2

𝑚 − 1) − 𝑐𝑥2(𝑡) − 𝑘𝑥1(𝑡)

𝑚
、 

(3.4.11) 

𝜆1
′ = −

𝜕𝐻

𝜕𝑥1
= −1 − 𝑘 +

𝑘

𝑚
𝜆2、 (3.4.12) 

𝜆2
′ = −

𝜕𝐻

𝜕𝑥2
= −𝑐 − 𝜆1 +

𝑐

𝑚
𝜆2。 (3.4.13) 

以下先計算式(3.4.12)及式(3.4.13)這組聯立微分方程組並透過齊性解與特解求得

通解，為方便推導，先定義 

𝑎 =
𝑘

𝑚
=

0.094

5 × 10−12
= 1.88 × 1010、 (3.4.14) 

𝑏 =
𝑐

𝑚
=

0.393 × 10−6

5 × 10−12
= 7.86 × 104， (3.4.15) 
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並寫為向量形式，其中𝑨 = [
0 𝑎

−1 𝑏
]、𝒇 = [

−1 − 𝑘
−𝑐

]可得 

𝑑

𝑑𝑡
𝝀(𝑡) = 𝑨𝝀(𝑡) + 𝒇。 (3.4.16) 

首先解齊性解 

𝑑

𝑑𝑡
𝝀ℎ = 𝑨𝝀ℎ， (3.4.17) 

接著求解特徵值 

det(𝑨 − 𝑟𝑰) = |
−𝑟 𝑎
−1 𝑏 − 𝑟

| = 𝑟2 − 𝑏𝑟 + 𝑎 = 0， (3.4.18) 

帶入數值解得 

𝑟1,2 = 3.93 × 104 ± 𝑖 ∙ 1.31 × 105。 (3.4.19) 

令𝛼 = 3.93 × 104，𝛽 = 1.31 × 105，則齊性解為 

𝝀ℎ = 𝑒𝛼𝑡[𝐶1𝒗1 cos(𝛽𝑡) + 𝐶2𝒗2 sin(𝛽𝑡)]。 (3.4.20) 

其中𝒗1，𝒗2為對應之特徵向量，可由 

(𝑨 − 𝑟𝑰)𝒗 = 0 (3.4.21) 

解得𝒗1 = [
1
𝑟1

]、𝒗2 = [
1
𝑟2

]。 

接下來解特解，令特解為𝝀𝑝 = [
𝜆1

𝑝

𝜆2
𝑝]，則 

𝑨𝝀𝑝 + 𝒇 = 0 ⇒ [
0 𝑎

−1 𝑏
] [

𝜆1
𝑝

𝜆2
𝑝] + [

−1 − 𝑘
−𝑐

] = 0， (3.4.22) 

整理完可得 

{
𝑎𝜆2

𝑝 = 1 + 𝑘

−𝜆1
𝑝 + 𝑏𝜆2

𝑝 = 𝑐
。 (3.4.23) 

解聯立式(3.4.23)可求得𝜆1
𝑝 ≈ 4.18 × 10−6、𝜆2

𝑝 ≈ 5.82 × 10−11。 

因此總解為 

𝝀(𝑡) = 𝝀ℎ(𝑡) + 𝝀𝑝(𝑡)， (3.4.25) 

最後帶入邊界條件式(3.4.9)可解出常數𝐶1 = 𝐶2 ≈ 0，故伴隨函數的解析解為 

𝜆1 ≈ 4.18 × 10−6、𝜆2 ≈ 5.82 × 10−11， (3.4.26) 

接者把伴隨函數帶回式(3.4.10)和式(3.4.11)，可將狀態微分方程改寫為 

𝑥1
′∗(𝑡) = 𝑥2(𝑡)、 (3.4.27) 
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𝑥2
′∗(𝑡) =

5.3191
2 (1 − cos(4𝜋𝑡)) − 𝑐𝑥2(𝑡) − 𝑘𝑥1(𝑡)

𝑚
， (3.4.28) 

接著能將上述之式子寫為二階常係數非齊性微分方程，如下： 

𝑥′′∗(𝑡) +
𝑐

𝑚
𝑥′∗(𝑡) +

𝑘

𝑚
𝑥∗(𝑡) =

5.3191(1 − cos(4𝜋𝑡))

2𝑚
。 (3.4.29) 

首先解齊性解，對應之齊性微分方程為 

𝑥ℎ
′′∗(𝑡) +

𝑐

𝑚
𝑥ℎ

′∗(𝑡) +
𝑘

𝑚
𝑥ℎ

∗(𝑡) = 0， (3.4.30) 

其特徵方程為 

𝑟2 +
𝑐

𝑚
𝑟 +

𝑘

𝑚
= 0 ⇒ 𝑟 = −𝛼 ± 𝑖 ∙ 𝛽。 (3.4.31) 

其中，𝛼 = 39300、𝛽 = 131360.23，故齊性解為 

𝑥ℎ
∗ (𝑡) = 𝑒−𝛼𝑡(𝐶3 cos(𝛽𝑡) + 𝐶4 sin(𝛽𝑡))， (3.4.32) 

接著令特解為 

𝑥𝑝
∗ (𝑡) = 𝐵0 + 𝐵1 cos(4𝜋𝑡) + 𝐵2 sin(4𝜋𝑡)， (3.4.33) 

特解的導數為 

𝑥𝑝
′∗(𝑡) = −4𝜋𝐵1 sin(4𝜋𝑡) + 4𝜋𝐵2 cos(4𝜋𝑡)、 (3.4.34) 

𝑥𝑝
′′∗(𝑡) = −16𝜋2𝐵1 cos(4𝜋𝑡) − 16𝜋2𝐵2 sin(4𝜋𝑡)。 (3.4.35) 

將𝑥𝑝
∗、𝑥𝑝

′∗、𝑥𝑝
′′∗帶入原式(3.4.29)並搭配使用待定係數法整理可得 

(−16𝜋2𝐵1 +
4𝜋𝐵2𝑐

𝑚
+

𝑘

𝑚
𝐵1) cos(4𝜋𝑡)

+ (−16𝜋2𝐵2 −
4𝜋𝐵1𝑐

𝑚
+

𝑘

𝑚
𝐵2) sin(4𝜋𝑡) +

𝑘

𝑚
𝐵0

=
5.3191(1 − cos(4𝜋𝑡))

2𝑚
， 

(3.4.36) 

接著比較常數項 

𝑘

𝑚
𝐵0 =

5.3191

2𝑚
⇒ 𝐵0 ≈ 28.2931， (3.4.37) 

以及比較cos 4𝜋𝑡項 

−16𝜋2𝐵1 +
4𝜋𝐵2𝑐

𝑚
+

𝑘

𝑚
𝐵1 = −

5.3191

2𝑚
， (3.4.38) 

最後比較sin 4𝜋𝑡項 
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−16𝜋2𝐵2 −
4𝜋𝐵1𝑐

𝑚
+

𝑘

𝑚
𝐵2 = 0。 (3.4.39) 

將式(3.4.38)和式(3.4.39)解聯立可得 

𝐵1 ≈ −28.2931、𝐵2 ≈ −0.00149。 (3.4.40) 

因此總解為 

𝑥∗(𝑡) = 𝑥ℎ
∗(𝑡) + 𝑥𝑝

∗(𝑡)。 (3.4.41) 

最後帶入初始條件(3.4.4)可解出常數𝐶3 = 0、𝐶4 ≈ −1.42 × 10−7，故狀態函數的

解析解為 

𝑥∗(𝑡) = 𝑒−39300𝑡(−1.42

× 10−7 × sin(131360.23𝑡)) + 28.2931

− 28.2931 cos (4𝜋𝑡) − 0.00149 sin(4𝜋𝑡)。 

(3.4.41) 

 

3.4.2 目標函數二 

max
𝑢

∫ [𝑥1(𝑡) − 𝑢2(𝑡)
12

0

− (𝑢 (𝑡)sin(2𝜋𝑡) − 𝑐𝑥2(𝑡) − 𝑘(𝑥1(𝑡) + 𝑥1
3(𝑡)))]𝑑𝑡 

(3.4.42) 

subject to 

𝑥1′(𝑡) = 𝑥2(𝑡)、 (3.4.43) 

𝑥2′(𝑡) =
𝑢(𝑡) sin(2𝜋𝑡) − 𝑐𝑥2(𝑡) − 𝑘(𝑥1(𝑡) + 𝑥1

3(𝑡))

𝑚
、 (3.4.44) 

𝑥1(0) = 0，𝑥2(0) = 0。 (3.4.45) 

此最佳控制問題 Hamiltonian 為 

𝐻 = 𝑥1 − 𝑢2 − (𝑢 sin(2𝜋𝑡) − 𝑐𝑥2 − 𝑘(𝑥1 + 𝑥1
3)) + 𝜆1𝑥2

+ 𝜆2(
𝑢 sin(2𝜋𝑡) − 𝑐𝑥2 − 𝑘(𝑥1 + 𝑥1

3)

𝑚
)。 

(3.4.46) 

必要條件為 

𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0 = −2𝑢 + (

𝜆2

𝑚
− 1) sin(2𝜋𝑡)， 

𝑎𝑡 𝑢∗ ⇒ 𝑢∗ =
sin(2𝜋𝑡)

2
(
𝜆2

𝑚
− 1)、 

(3.4.47) 

𝜆1
′ = −

𝜕𝐻

𝜕𝑥1
= −1 − 𝑘 − 3𝑘𝑥1

2 +
𝑘

𝑚
𝜆2 +

3𝑘𝑥1
2

𝑚
𝜆2、 (3.4.48) 
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𝜆2
′ = −

𝜕𝐻

𝜕𝑥2
= −𝑐 − 𝜆1 +

𝑐

𝑚
𝜆2、 (3.4.49) 

𝜆1(12) = 0，𝜆2(12) = 0。 (3.4.50) 

將最佳性條件式(3.4.47)帶回狀態微分式(3.4.43)和式(3.4.44)以及伴隨微分方程

式(3.4.48)和式(3.4.49)合併可得一聯立微分方程組，如下： 

𝑥1′(𝑡) = 𝑥2(𝑡)、 (3.4.51) 

𝑥2′(𝑡) =

sin2(2𝜋𝑡)
2 (

𝜆2

𝑚 − 1) − 𝑐𝑥2(𝑡) − 𝑘(𝑥1(𝑡) + 𝑥1
3(𝑡))

𝑚
、 

(3.4.52) 

𝜆1
′ = −

𝜕𝐻

𝜕𝑥1
= −1 − 𝑘 − 3𝑘𝑥1

2 +
𝑘

𝑚
𝜆2 +

3𝑘𝑥1
2

𝑚
𝜆2、 (3.4.53) 

𝜆2
′ = −

𝜕𝐻

𝜕𝑥2
= −𝑐 − 𝜆1 +

𝑐

𝑚
𝜆2。 (3.4.54) 

此外，上述聯立微分方程組及其對應之初始條件和終端條件，亦可透過

MATLAB 進行數值求解。數值解結果再代入最佳性條件，即可求得最終最佳化控

制函數𝑢∗(𝑡)及對應之狀態函數軌跡𝑥∗(𝑡)。 

為評估應用最佳控制理論之效果與優勢，本研究亦針對第 3.2 節中所建立之數

學模型式(3.2.5)與式(3.2.13)，進行未應用最佳控制情境之比較模擬。具體作法為

將控制函數𝑢(𝑡)設定為非最佳控制的其他數值輸入，進行相同時間與系統參數下之

模擬分析。藉由比較應用與未應用最佳控制理論下目標函數的差異，得以清楚呈現

最佳控制理論在提升細胞變形效率、降低能量耗損與結構負擔等面向上的潛在效

益。相關模擬結果將整理呈現在第 4 章中，作為後續討論之依據。 

 

3.5 數值模擬方法 

為求解 3.4 節中的聯立微分方程組，本研究採用前向–後向掃描法(Forward–

Backward Sweep Method)。以下為該演算法之簡要流程說明： 

1. 初始化：對控制函數𝑢(𝑡)提供一初始猜測值，並於指定時間範圍內進行模

擬。 

2. 前向掃描：使用初始條件𝑥(𝑡0) = 0和目前的控制函數𝑢(𝑡)，進行狀態方程的

前向積分。 
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3. 後向掃描：終端條件𝜆(𝑡1) = 0，並使用當前的控制函數𝑢(𝑡)及狀態函數

𝑥(𝑡)，進行協態方程的反向積分。 

4. 控制函數更新：利用最新計算出的𝑥(𝑡)、𝜆(𝑡)代入最佳性條件，重新計算

𝑢(𝑡)。 

5. 收斂檢查：比較目前與前一次迭代結果之差異，若各變數變化量低於預設

值，則視為收斂；否則重複步驟 2 至步驟 5。 

對於步驟 2 與 3，本研究中採用的是四階 Runge–Kutta 數值法。給定步長ℎ與微分

方程𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))，則數值近似如下： 

𝑥(𝑡 + ℎ) ≈ 𝑥(𝑡) +
ℎ

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4)。 (3.5.1) 

其中 

𝑘1 = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))、 (3.5.2) 

𝑘2 = 𝑓 (𝑡 +
ℎ

2
, 𝑥(𝑡) +

ℎ

2
𝑘1)、 (3.5.3) 

𝑘3 = 𝑓 (𝑡 +
ℎ

2
, 𝑥(𝑡) +

ℎ

2
𝑘2)、 (3.5.4) 

𝑘4 = 𝑓(𝑡 + ℎ, 𝑥(𝑡) + ℎ𝑘3)。 (3.5.5) 

在步驟 5 中，有多種方法可用於判定控制解的收斂性。常見做法為檢查控制向量

之間的變化是否足夠小。本研究採取一項嚴格的收斂條件，即要求相對誤差足夠小，

如下： 

‖
𝑢 − 𝑜𝑙𝑑𝑢

𝑢
‖ ≤ 𝛿。 (3.5.6) 

其中𝛿為可接受的容許誤差值。但需注意，當控制量可能為零時，上式的分母可能

會造成不穩定。因此，我們對條件進行簡單調整，將不等式兩側同乘以‖𝑢‖，得 

𝛿‖𝑢‖ − ‖𝑢 − 𝑜𝑙𝑑𝑢‖ ≥ 0。 (3.5.7) 
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第四章 數值模擬與結果分析 

本節將展示本研究所建立之系統模型在不同條件下所進行的模擬結果，並對

各項模擬結果進行詳細的比較與分析。 

 

4.1 目標函數一 

4.1.1 收斂性分析 

在進行數值模擬分析的過程中，可針對時間網格數(𝑁)以及第 3.5節所提及之

容許誤差值(𝛿)進行參數設定。雖然理論上這些參數設得越大或小，模擬結果將越

精細，但過於嚴格的設定亦可能導致計算資源的過度消耗，進而影響整體運算效率。

因此，本研究將先進行收斂性分析，以確保所採用之數值條件能兼顧精度與計算效

率。 

具體而言，本文以目標函數值(𝐽)作為收斂性判斷的依據，透過固定容許誤差

條件下先進行粗略掃描時間網格數，初步掌握結果收斂趨勢後，再以更細緻的網格

分布進行局部放大與確認。同樣地，接著在時間網格數固定的情況下，也針對容許

誤差值進行逐步細化，以觀察數值解的穩定性。最終，透過交叉比對各組模擬結果，

驗證所選參數組合在精度與計算效率間具備良好平衡，並據此作為後續模擬之標

準設定。 

在進行收斂性分析時，本研究首先針對時間網格數進行測試。圖 4.1 與圖 4.2

展示了在固定容許誤差值為10−3的條件下，分別以粗略與細緻的方式掃描時間網

格數對目標函數值𝐽的影響。圖 4.1 為將時間網格數以1000為起始值逐次乘以2的

倍數進行掃描，結果顯示當網格數增加至一定程度後，目標函數𝐽趨於穩定。為更

準確界定穩定區間圖 4.2 進一步以577000為起始點，將時間網格數以間距100進行

細部調整，結果顯示當時間網格數達到580000時，目標函數𝐽趨於穩定。 

 



doi:10.6342/NTU202500960

 37 

 

圖 4.1  𝛿 = 10−3下之時間網格數與目標函數值關係(粗略掃描)。 

 

 

 

圖 4.2  𝛿 = 10−3下之時間網格數與目標函數值關係(細緻掃描)。 
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接下來圖 4.3 與圖 4.4 則探討在固定時間網格數為580000的條件下，分別以粗

略與細緻的方式掃描容許誤差值對目標函數值𝐽的影響。圖 4.3 中將容許誤差值以

10為起始值，逐次除以2進行掃描，可見當誤差值逐漸縮小後，目標函數𝐽趨於穩定。

為更精確界定穩定區間，圖 4.4 進一步將容許誤差值以7.5 × 10−8為起始，逐步遞

減0.1 × 10−8進行細部調整，結果顯示，當容許誤差值減至5.9 × 10−8時，目標函數

𝐽趨於穩定。 

 

 

 

圖 4.3  𝑁 = 580000下之容許誤差值與目標函數值關係(粗略掃描)。 
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圖 4.4  𝑁 = 580000下之容許誤差值與目標函數值關係(細緻掃描)。 

 

 

圖 4.5 進一步驗證在容許誤差值設定為5.9 × 10−8的條件下，時間網格數是否

已在先前所選之580000附近達成穩定。本圖呈現不同時間網格數設定對目標函數

值𝐽的影響，可觀察到當時間網格數增加至580000後，目標函數𝐽已趨近穩定，不再

隨時間網格數增加而產生明顯變化。此交叉驗證結果進一步確認在𝛿 = 5.9 × 10−8

的條件下，𝑁 = 580000為合理且具代表性的設定。 
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圖 4.5  𝛿 = 5.9 × 10−8下之時間網格數與目標函數值關係(交叉比對)。 

 

 

最終，本研究採用表格 2 此組合作為後續模擬條件，以兼顧運算效率與解的

穩定性。 

 

 

表格 2  目標函數一採用之數值參數。 

參數類別 參數符號 採用數值 

時間網格數 𝑁 580000 

容許誤差值 𝛿 5.9 × 10−8 
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4.1.2 應用最佳控制理論之模擬結果 

透過 MATLAB 進行數值模擬後，可得目標函數一之模擬結果，從圖 4.7 和圖

4.8 中可以看到施加在細胞上的最佳振幅與最佳外力，而最佳的振幅並不是單一的

常數而是週期性弦波的函數，展現出最佳控制理論的應用價值，並且使得細胞的最

佳變形量可以來到 55 左右，如圖 4.6 所示。 

 

 

圖 4.6  細胞最佳化之細胞變形響應𝑥∗(𝑡)。 



doi:10.6342/NTU202500960

 42 

 

圖 4.7  最佳化之控制輸入𝑢∗(𝑡)。 

 

 

 
圖 4.8  細胞最佳化之外力𝐹∗(𝑡)。 
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4.1.3 未應用最佳控制理論之模擬結果 

在本節中，將直接以數學模型式(3.2.5)進行數值模擬，在沒有使用最佳控制方

法的情境下，將𝑢(𝑡)設定於0.5至10的範圍內，並以此作為對照。其模擬結果如圖

4.9 至圖 4.28 所示： 

 

 

 

圖 4.9  𝑢(𝑡) = 0.5時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.10  𝑢(𝑡) = 1時細胞之變形響應與外力。 

 

 

 

圖 4.11  𝑢(𝑡) = 1.5時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.12  𝑢(𝑡) = 2時細胞之變形響應與外力。 

 

 

 

圖 4.13  𝑢(𝑡) = 2.5時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.14  𝑢(𝑡) = 3時細胞之變形響應與外力。 

 

 

 

圖 4.15  𝑢(𝑡) = 3.5時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.16  𝑢(𝑡) = 4時細胞之變形響應與外力。 

 

 

 

圖 4.17  𝑢(𝑡) = 4.5時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.18  𝑢(𝑡) = 5時細胞之變形響應與外力。 

 

 

 

圖 4.19  𝑢(𝑡) = 5.5時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.20  𝑢(𝑡) = 6時細胞之變形響應與外力。 

 

 

 

圖 4.21  𝑢(𝑡) = 6.5時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.22  𝑢(𝑡) = 7時細胞之變形響應與外力。 

 

 

 

圖 4.23  𝑢(𝑡) = 7.5時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.24  𝑢(𝑡) = 8時細胞之變形響應與外力。 

 

 

 

圖 4.25  𝑢(𝑡) = 8.5時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.26  𝑢(𝑡) = 9時細胞之變形響應與外力。 

 

 

 

圖 4.27  𝑢(𝑡) = 9.5時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.28  𝑢(𝑡) = 10時細胞之變形響應與外力。 

 

4.1.4 最佳頻率輸入 

本節的目的是探討，在固定最佳控制輸入條件下，調整頻率0 Hz至5 Hz是否亦

可提升系統效益。圖 4.29 和圖 4.30 為針對不同頻率輸入所對應之目標函數值𝐽變

化趨勢。 

 

 

圖 4.29  頻率輸入0 Hz至5 Hz與目標函數值關係。 
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圖 4.30  頻率輸入0 Hz至1 Hz與目標函數值關係。 

 

 

4.2 目標函數二 

4.2.1 收斂性分析 

對於目標函數二一樣先進行收斂性分析，圖 4.31 與圖 4.32 展示了在固定容許

誤差值為10−3的條件下，分別以粗略與細緻的方式掃描時間網格數對目標函數值𝐽

的影響。圖 4.31 為將時間網格數以 1000 為起始值逐次乘以 2 的倍數進行掃描，結

果顯示當網格數增加至一定程度後，目標函數𝐽趨於穩定。為更準確界定穩定區間

圖 4.32 進一步以 2920000 為起始點，將時間網格數以間距 100 進行細部調整，結

果顯示當時間網格數達到 2924700 時，目標函數𝐽趨於穩定。 
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圖 4.31  𝛿 = 10−3下之時間網格數與目標函數值關係(粗略掃描)。 

 

 

 

圖 4.32  𝛿 = 10−3下之時間網格數與目標函數值關係(細緻掃描)。 
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接下來圖 4.33 與圖 4.34 則探討在固定時間網格數為 2924700 的條件下，分別

以粗略與細緻的方式掃描容許誤差值對目標函數值𝐽的影響。圖 4.33 中將容許誤差

值以 10 為起始值，逐次除以 2 進行掃描，可見當誤差值逐漸縮小後，目標函數𝐽趨

於穩定。為更精確界定穩定區間，圖 4.34進一步將容許誤差值以6.1 × 10−4為起始，

逐步遞減0.1 × 10−4進行細部調整，結果顯示，當容許誤差值減至3.8 × 10−4時，目

標函數𝐽趨於穩定。 

 

 

 

圖 4.33  𝑁 = 2924700下之容許誤差值與目標函數值關係(粗略掃描)。 
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圖 4.34  𝑁 = 2924700下之容許誤差值與目標函數值關係(細緻掃描)。 

 

 

圖 4.35 進一步驗證在容許誤差值設定為3.8 × 10−4的條件下，時間網格數是否

已在先前所選之 2924700 附近達成穩定。本圖呈現不同時間網格數設定對目標函

數值𝐽的影響，可觀察到當時間網格數增加至 2924700 後，目標函數𝐽已趨近穩定，

不再隨時間網格數增加而產生明顯變化。此交叉驗證結果進一步確認在𝛿 = 3.8 ×

10−4的條件下，𝑁 = 2924700為合理且具代表性的設定。 
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圖 4.35  𝛿 = 3.8 × 10−4下之時間網格數與目標函數值關係(交叉比對)。 

 

 

最終，本研究採用如表格 3 此組合作為後續模擬條件，以兼顧運算效率與解

的穩定性。 

 

 

表格 3  目標函數二採用之數值參數。 

參數類別 參數符號 採用數值 

時間網格數 𝑁 2924700 

容許誤差值 𝛿 3.8 × 10−4 
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4.2.2 應用最佳控制理論之模擬結果 

透過 MATLAB 進行數值模擬後，可得目標函數二之模擬結果，從圖 4.37 和

圖 4.38 中可以看到施加在細胞上的最佳振幅與最佳外力，最佳的振幅並不是單一

的常數而是類似週期性弦波的函數，展現出最佳控制理論的應用價值，並且使得細

胞的最佳變形量可以來到 1.6 左右，如圖 4.36 所示。 

 

 

 

圖 4.36  細胞最佳化之細胞變形響應𝑥∗(𝑡)。 



doi:10.6342/NTU202500960

 60 

 

圖 4.37  最佳化之施力輸入𝑢∗(𝑡)。 

 

 

 

圖 4.38  細胞最佳化之外力𝐹∗(𝑡)。 
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4.2.3 未應用最佳控制理論之模擬結果 

在本節中，將直接以數學模型式(3.2.13)進行數值模擬，在沒有使用最佳控制

方法的情境下，將𝑢(𝑡)設定於0.05至1的範圍內，並以此作為對照。其模擬結果如

圖 4.39 至圖 4.58 所示： 

 

 

 

圖 4.39  𝑢(𝑡) = 0.05時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.40  𝑢(𝑡) = 0.1時細胞之變形響應與外力。 

 

 

 

圖 4.41  𝑢(𝑡) = 0.15時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.42  𝑢(𝑡) = 0.2時細胞之變形響應與外力。 

 

 

 

圖 4.43  𝑢(𝑡) = 0.25時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.44  𝑢(𝑡) = 0.3時細胞之變形響應與外力。 

 

 

 

圖 4.45  𝑢(𝑡) = 0.35時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.46  𝑢(𝑡) = 0.4時細胞之變形響應與外力。 

 

 

 

圖 4.47  𝑢(𝑡) = 0.45時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.48  𝑢(𝑡) = 0.5時細胞之變形響應與外力。 

 

 

 

圖 4.49  𝑢(𝑡) = 0.55時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.50  𝑢(𝑡) = 0.6時細胞之變形響應與外力。 

 

 

 

圖 4.51  𝑢(𝑡) = 0.65時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.52  𝑢(𝑡) = 0.7時細胞之變形響應與外力。 

 

 

 

圖 4.53  𝑢(𝑡) = 0.75時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.54  𝑢(𝑡) = 0.8時細胞之變形響應與外力。 

 

 

 

圖 4.55  𝑢(𝑡) = 0.85時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.56  𝑢(𝑡) = 0.9時細胞之變形響應與外力。 

 

 

 

圖 4.57  𝑢(𝑡) = 0.95時細胞之變形響應與外力。 
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圖 4.58  𝑢(𝑡) = 0.1時細胞之變形響應與外力。 

 

 

4.2.4 最佳頻率輸入 

本分析的目的是探討，在固定最佳控制輸入條件下，調整頻率0 Hz至5 Hz是

否亦可提升系統效益。圖 4.59 和圖 4.60 為針對不同頻率輸入所對應之目標函數

值𝐽變化趨勢。 
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圖 4.59  頻率輸入0 Hz至5 Hz與目標函數值關係。 

 

 

 

圖 4.60  頻率輸入0 Hz至1 Hz與目標函數值關係。 
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4.3 分析 

在獲得目標函數一與目標函數二中的數值解後，我們可由圖 4.9 至圖 4.28 以

及圖 4.39 至圖 4.58 觀察到，細胞之變形響應與施力輸入之間呈現正相關關係，即

施加於細胞的外力越大，所誘發的變形量亦相對增加，此結果符合實際生理構造中

的物理特性。然而，若施力過大，可能導致細胞結構損傷；反之，若施力過小，則

可能無法激發足夠的細胞反應，因此施力大小需取得適當平衡。為進一步比較各種

控制條件下的效益，將模擬所得的數值解帶回目標函數中，並透過梯形法進行數值

積分，以量化不同控制策略下的整體效能，作為後續分析與比較之依據。 

表格 4 與表格 5 為應用最佳控制理論及未應用最佳控制理論之結果，目標函

數一之𝑢(𝑡)介於0.5至10的範圍內，而目標函數二之𝑢(𝑡)介於0.05至1的範圍內，對

目標函數值𝐽所產生的量化結果。從表格中可明顯看出，隨著施力振幅的增加，目

標函數值𝐽先上升後下降。這代表當施力過小時，雖有較低的能量消耗，但細胞變

形量不足，導致系統效益不高；而當施力過大時，儘管變形增加，但因能量損耗項

迅速增加，反而降低整體效益。透過最佳控制理論求得之控制輸入，可獲得最大目

標函數值𝐽 = 169.76007及𝐽 = 11.55267。顯示最佳控制策略在兼顧變形反應、能量

消耗與結構損壞之下，確實能實現系統效能最優化。 
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表格 4  目標函數一不同控制輸入下之目標函數值。 

𝑢(𝑡) 0.5 1 1.5 2 2.5 

目標 

函數𝐽 
37.6353 69.27061 94.90591 114.54122 128.17652 

𝑢(𝑡) 3 3.5 4 4.5 5 

目標 

函數𝐽 
135.81183 137.44713 133.08244 122.71774 106.35305 

𝑢(𝑡) 5.5 6 6.5 7 7.5 

目標 

函數𝐽 
83.98835 55.62366 21.25896 −19.10573 −65.47043 

𝑢(𝑡) 8 8.5 9 9.5 10 

目標 

函數𝐽 
−117.83512 −176.19982 −240.56451 −310.92921 −387.2939 

𝑢∗(𝑡) 

目標 

函數𝐽 
169.76007 
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表格 5  目標函數二不同控制輸入下之目標函數值。 

𝑢(𝑡) 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 

目標 

函數𝐽 
−0.03 −0.12 −0.27 −0.48 −0.75 

𝑢(𝑡) 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 

目標 

函數𝐽 
−1.08 −1.47 −1.92 −2.43 −3 

𝑢(𝑡) 0.55 0.6 0. .65 0.77 0.75 

目標 

函數𝐽 
−3.63 −4.32 −5.07 −5.88 −6.75 

𝑢(𝑡) 0.8 0.85 0.9 0.95 0.1 

目標 

函數𝐽 
−7.68 −8.67 −9.72 −10.83 −12 

𝑢∗(𝑡) 

目標 

函數𝐽 
11.55267 

 

 

另外，也針對不同頻率輸入所對應之目標函數值𝐽變化趨勢。從圖 4.29 至圖

4.30 與圖 4.59 至圖 4.60 可觀察到，目標函數值𝐽在低頻區段快速上升，並在接近某

一最佳頻率處達到峰值後，開始呈現震盪式衰減。特別是在頻率接近0.03 Hz及

0.033 Hz左右時，系統獲得最大目標函數值，該點以紅色星號標註，對應值約為𝐽 =

413.22及𝐽 = 12.8。此結果說明，當外力以某特定頻率施加時，能與動態系統產生

最佳耦合，進而最大化細胞的變形反應效益。 

為進一步探討細胞受到外力的反應與控制策略間的關係，本研究建立兩組具

代表性的動態模型：模型一採用線性質量–彈簧–阻尼器模型，模型二則於彈簧力項

中引入非線性立方項，構成 Duffing 類型之非線性力學系統。兩者分別對應目標函

數一與目標函數二，並在相同控制架構與模擬條件下，進行數值求解與效能評估。

從模擬結果可觀察到，在模型一中，細胞變形量與目標函數值皆顯著高於模型二，

最佳控制下之目標函數最大值達𝐽 = 413.22；反觀模型二，即便施加最佳控制輸入，
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其變形量明顯受限，目標函數值僅約𝐽 = 12.8。此差異主要來自於模型中彈簧力項

由𝑘𝑥改為𝑘(𝑥 + 𝑥3)，變形增大時呈現立方遞增，加劇系統的變化，進而強烈抑制

細胞產生大幅變形的能力。 
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第五章 結果與討論 

5.1 結論 

綜觀現有文獻，細胞機械刺激設計多仍以經驗法則為主，尚缺乏具系統性與數

學基礎的方法。而本研究以最佳控制理論作為基底，結合線性與非線性力學生物學

模型，成功建立一套可用於優化設計週期性弦波動態機械刺激的數學分析架構。針

對細胞受到外力反應，本文分別建構了兩個動態模型：第一個為具代表性的質量–

彈簧–阻尼器線性黏彈性模型，第二個則是引入 Duffing 非線性黏彈性模型以模擬

細胞變形到一定程度時所產生的非線性行為。我們可以藉由數值模擬的方法計算

最佳控制問題，能有效求得最佳施力策略，從而達到最大化細胞變形量，並且同時

節省能量消耗與降低細胞的受損的可能性。 

首先為確保數值解的穩定性與準確性，本文進行時間網格數與容許誤差值的

收斂性分析，結果證實本研究之數值方法於所設定參數範圍內具良好收斂特性與

解穩定性，提供模擬結果的可信度與推論基礎。 

模擬結果顯示，在相同時間區間與參數條件下，非線性模型的細胞變形量明顯

受限，且對應施加的最佳控制輸入呈現較特殊的波型，顯示細胞反應對採用的數學

模型具有關鍵性的影響。此外，對於兩種模型也去找到最佳施力頻率，表示存在一

組最佳施力策略可使目標函數達最大值，使細胞能夠受到最有效的刺激。 

本研究亦對應用最佳控制理論與未應用最佳控制理論的情境進行比較，模擬

結果指出，最佳控制策略在兼顧細胞變形量、降低輸入能量及減少細胞內力方面皆

具有優勢。 

綜上所述，本研究驗證了最佳控制理論應用於力學生物學領域的可行性與效

益。透過對控制參數的最佳系統性運算，可望提升細胞變形響應、優化能量的利用

並且避免細胞結構損傷。此研究成果不僅補足現有以經驗法則設計細胞機械刺激

的不足外，也對組織工程與再生醫學的發展具有實質貢獻。 

5.2 未來展望 

儘管本研究提出一套可行的最佳控制架構，並完成初步數值模擬驗證，但仍存

在若干限制。首先，模擬結果完全建立於電腦運算與理想化的數學模型之上，尚未
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涵蓋實際細胞環境中的複雜變因。事實上，細胞所處之生理環境極為複雜，受多種

物理與化學因子交互作用影響，例如細胞群體感應或是多維度組織結構等，單一維

度或簡化結構的模型難以全面詮釋其動態反應特性。因此，未來研究應考慮引入更

為真實與複雜的細胞力學模型，特別是細胞骨架作為細胞的主要架構，未來可考慮

將細胞骨架建構為多尺度並結合黏彈性模型，以提升模擬的生理真實性。 

其次，藉由最佳控制理論設計出的最佳施力策略也需透過實體實驗驗證有效

性跟準確性。未來可結合實體細胞實驗，實際施加模擬出的最佳施力策略，觀察細

胞變形、生長狀況與功能性改變，以驗證本研究所提出之最佳控制策略的可行性與

實用性。 

在最佳控制問題設計方面，仍具有進一步優化與擴充的空間。例如，可於最佳

控制問題中的狀態函數與控制函數施加上下限條件，使模擬過程可以更加貼近細

胞在實際受到機械刺激時的物理限制。此外，也可以在目標函數中的不同項目中分

別加上可以調整的權重，以展示不同應用場景下的優先考量，讓整體的最佳控制問

題更具彈性化，此設計也為後續搭配機器學習提供了可能性，透過大數據分析的方

式自動調整權重，進一步實現不同決策者所需的策略，可以更加拓展最佳控制理論

的應用層面。 

總結而言，未來若能結合進階的建模技術、細胞實驗驗證與彈性化的控制策略

設計，將有助於推進細胞機械刺激研究從理論走向應用，進而促進力學生物學、組

織工程與再生醫學領域之發展。 
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