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摘要

本論文採用了一種創新的方法來解決機械手臂精度控制中的挑戰。通過結

合雅可比矩陣 (Jacobian matrix)校正和前饋神經網路 (Feedforward neural network,

FNN)，我們提出了一個新型的平行架構模型，旨在提高機械手臂在現實世界中

的運動學準確性。傳統的雅可比矩陣校正方法在捕捉機械手臂系統複雜性方面

存在局限性，因此我們引入了數位雙生 (Digital twin)技術和轉移學習 (Transfer

learning)的理念，以優化模型。透過這種平行架構，我們旨在識別出最貼近實際

機械手臂行為的模型，從而提高精度控制，以滿足工業和醫療應用對精準度不斷

增長的需求。

這一研究的貢獻在於，它不僅修正了傳統運動學模型的缺陷，還引入了數位

雙生和轉移學習的思想，使得模擬環境中的演算法能夠直接應用到實際機械手臂

的問題中。這不僅提高了機械手臂在現實應用中的準確性和效率，也拓展了機械

手臂技術在工業和醫療領域的應用範疇。透過本研究提出的方法，可以更好地應

對機械手臂精度控制面臨的挑戰，為相關領域的發展提供新的思路和解決方案。

關鍵字：機械手臂、運動學校正、前饋神經網路、數位雙生、轉移學習
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Abstract

This paper adopts an innovative approach to address challenges in precision control
of robotic arms. By combining Jacobian matrix correction and feed-forward neural net-
works, we propose a novel parallel architecture model aimed at enhancing the kinematic
accuracy of robotic arms in real-world scenarios. Traditional Jacobian matrix correction
methods have limitations in capturing the complexity of robotic arm systems; therefore,
we introduce the concept of digital twin technology and transfer learning to optimize the
model. Through this parallel architecture, we aim to identify models that closely mimic
actual robotic arm behavior, thereby improving precision control to meet the increasing
demands in industrial and medical applications.

The contribution of this research lies in its dual approach: correcting the shortcom-
ings of traditional kinematic models and integrating the concepts of digital twins and
transfer learning. This allows algorithms developed in simulation environments to be
directly applied to real-world robotic arm challenges. Consequently, this approach not
only enhances the accuracy and efficiency of robotic arms in practical applications but
also broadens the scope of robotic arm technology in industrial and medical fields. The
method proposed in this study provides a robust solution to the challenges in precision
control of robotic arms and offers new perspectives and solutions for the advancement of
related fields.

Keywords: Robotic arm, Kinematic calibration, Feedforward neural network, Digital

twin, Transfer learning
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第一章 緒論

1.1 研究背景與動機

隨著工業 4.0的發展，自動化產業越來越不可缺少機器手臂。這些機器手臂

在生產線上的物料處理、組裝作業以及品質檢測中扮演著重要角色，它們不僅僅

是提高生產力的工具，還能夠促進智能生產的實現 [1, 2]，並且廣泛應用於製造、

組裝高精度的產品 [3]。除了精密製造以外，機器手臂也用於執行醫療手術，像是

達文西手術系統 [4, 5]，能夠實現高精度、微創性的手術，對於複雜手術的執行提

供了極大的幫助，使得手術風險大幅降低，效果更為可靠。然而，隨著對產品精

度和醫療手術準確性的要求不斷提高，機器手臂在工業製造、測量儀器、居家照

顧和醫療設備等多種領域面臨的挑戰也日益嚴峻。

機器手臂的定位精度受到零件尺寸誤差及裝配誤差的影響 [6]，尺寸誤差主要

是源自於製造工序的公差，而裝配誤差則與導引定位的設計和裝配手法有關。尺

寸誤差與裝配誤差造成標稱的運動學參數與實際設計尺寸有所出入，因此機器手

臂末端位置的實際位置會與理想的預測位置有所不同。上述的問題主要屬於機器

手臂的幾何誤差 (Geometric error, GE)[7]，可以透過運動學參數校正獲得解決。

不過在精密定位的製造或加工場合，還需考慮機器手臂的非幾何誤差

(Non-geometric error, NGE)[8]，例如機械撓性、背隙或皮帶滑差等，機器手臂的桿
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件並非完美的剛體，其運動時會因姿態與慣性力的影響發生變形。在靜態定位的

範疇中，傳統校正方法主要假設零件轉矩撓性變化方向與旋轉接頭方向相同，透

過虎克定律的線性模型假設可有效降低定位誤差。然而零件並非只有在旋轉接頭

的方向具有撓性，在並聯與串並複合的結構下，現有演算法的衍伸不易進行直覺

的撓性補償。

因此，為了改善機器手臂面臨的裝配誤差和機構非線性變化等問題，本論

文旨在探討有效的校正和調整方法。首先，透過機器手臂的 DH參數 (Denavit–

Hartenberg parameters, DH)校正對其順向運動學 (Forward kinematics, FK)進行初步

幾何補償。接著，應用機器學習技術來補償非線性誤差，藉此識別影響非線性變

形的關鍵因素。由於機器學習需要大量數據，因此本論文引入數位雙生 (Digital

twin)模型進行訓練，並藉此識別模型網路的關鍵分支，從而進行學習轉移。在進

行轉移學習之前，使用剪枝後的模型，以少量數據在真實系統上快速學習非幾何

補償。通過這種方法，本研究期望為機器手臂的控制和調整提供新的思路和解決

方案，以應對現代醫療和製造的挑戰。

1.2 文獻回顧

文獻回顧主要會分成三大部分，分別介紹傳統校正的方式、以及利用類神經

網路的校正法，並說明如何從模擬到現實，將這些校正法在真實系統上使用，以

縮小模擬和現實間的差距。

1.2.1 傳統校正法

傳統校正方法在機器手臂校正中起著基礎性作用，主要包括基於運動學參數

的校正，這些方法通常依賴於機器手臂的幾何結構和運動學模型來進行校正。例

2
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如，1985年 S. Hayati等人提出的機器人幾何校準方法採用了一種創新的算法 [9]。

該算法首先基於機器人的順向運動學模型，透過測量得到的實驗數據，利用最小

平方法或者其他方式求解，來調整順向運動學的模型參數。這些參數包括關節長

度、關節角度、和連接桿件的長度等。通過迭代的過程，該算法將不斷優化模型

以最大程度地符合實際觀測到的機器人運動軌跡。最終，這個校正過程將使機器

人的運動模型更準確，從而提高其運動精度和可靠性。這種方法具有廣泛的適用

性，可應用於各種能夠類型的機器人，像是工業機器手臂、平行架構機器手臂

(Parallel robotic arm)。

1987 年，W Veitschegger 和 Chi-haur Wu 提出了兩種機器人運動學誤差補

償算法 [10]。第一種方法假設在期望位置 POSd 附近，且微分誤差變換不隨

關節變量的小變化而顯著改變，先計算無誤差的實際位置 POSc，最後透過

dPOS = POSc − POSd 補償關節變量誤差。第二種則是使用 Newton-Raphson 法

[11]，先建立運動學的誤差方程 POSd − POSc = ∂POSc
∂θ1

∆θ1 + · · · + ∂POSc
∂θ6

∆θ6，通過

迭代計算修正量來更新關節變量，逐步減少位置誤差，最終達到期望的操作空間

位置。

2015年，A. Joubair等人更是提出了如何將非幾何參數結合到傳統建模方式

[12]，主要針對影響機器人精度的非幾何因素進行校正，此誤差模型考慮了機器

人關節齒輪箱的剛性，建立了一個靜態模式下的剛性模型，主要考慮連桿和末端

執行器的重力影響，忽略了扭轉、拉伸和壓縮效應。該模型將每個關節齒輪箱 i

視為一個具有單一順應性參數 λi(compliance parameter)的線性扭轉彈簧。考慮重

力 f i
j 與桿件重心 c ij，計算每個關節所受到的力矩 τi,linkj = f i

jc
i
j，並根據轉矩與轉

角偏移的線性撓性模型計算偏差量 δθi = λiτi。通過將這些力矩參數納入運動學模

型進行校正，能夠更準確地反映實際操作中的非線性變形。這種方法有效地提高

了機器人的定位精度和運動穩定性。

3
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傳統校正方法的優點在於其理論基礎扎實，實施起來相對簡單，且在已知系

統參數的情況下能夠達到較高的校正精度。然而，這些方法在處理非線性和複雜

環境變化時存在一定的局限性，導致校正的準確性和速度有所不足

1.2.2 類神經網路的分類

在機器人運動學校正的背景下，傳統的運動學模型往往難以完全捕捉機械結

構的變異、環境的變化以及製造過程中的誤差對系統的影響。為了提高手臂模型

的準確性，引入神經網路可以從實際測量數據中學習。根據 Hornik等人在 1989

年的研究指出 [13]，神經網路具有強大的函數近似能力，能有效處理複雜的非線

性問題。因此這對於解決機器人手臂運動學模型中的非線性誤差具有顯著幫助。

在 Batta Mahesh的《Machine Learning Algorithms - A Review》[14]中，作者系

統地回顧了不同的機器學習算法，討論了各種算法的基本原理、優缺點及其在不

同領域的應用。以下是關於神經網路部分的重點摘要，類神經網路可以根據其學

習策略和網路架構進行分類，這有助於理解和選擇適合不同應用的網路結構和算

法。

根據學習策略分類

• 監督式學習網路 (Supervised learning network)：監督式學習利用帶標籤的

數據訓練模型，目標是學習一個將輸入映射到輸出的函數，以預測或估計輸

出值。這類方法廣泛應用於圖像分類、語音識別和自然語言處理等領域，通

常需要大量標註數據以實現良好的性能。

• 無監督式學習網路 (Unsupervised learning network)：在沒有標籤的情況下，

通過對數據的統計特性進行建模，發現數據中的潛在結構和規律。例如，聚
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類算法和自動編碼器就屬於無監督式學習的範疇。無監督式學習可用於數據

降維和特徵提取等任務。

• 半監督式學習網路 (Semi-supervised learning network)：結合了帶標籤和無

標籤的數據進行訓練。這種方法在數據量較少但標籤費用較高的情況下很有

用，例如在醫療診斷和金融預測中。半監督式學習通常利用未標註數據的信

息來改善模型的性能。

• 強化學習網路 (Reinforcement learning network)：通過與環境的交互來學習

最優策略，以最大化期望的累積回報。這類網路在遊戲玩法、機器人控制和

自動化交易等領域有廣泛應用。強化學習的目標是通過與環境的交互來學習

最優的動作策略。

根據網路架構分類

• 前 饋 神 經 網 路 (Feedforward neural network, FNN)[15, 16]：架構如 Fig-

ure1.1表示，信息流從輸入層到輸出層，沒有循環反饋。這種網路結構適合

用於靜態模式識別，如圖像分類和數據分類。前饋神經網路的層之間沒有回

饋連接，每一層的輸出都是下一層的輸入。這種結構簡單、容易訓練，常用

於基本的分類和回歸任務。

Figure 1.1: FNN的架構
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• 循環神經網路 (Recurrent neural network, RNN)[17]：架構如 Figure1.2表示，

具有循環連接，能夠處理序列數據和時間關聯性，廣泛應用於語言建模、時

間序列預測和機器翻譯等領域。RNN在處理序列數據時能夠捕捉到時間上

的依賴關係，但在長期依賴性和梯度消失問題上有限制 [17]。

Figure 1.2: RNN的架構

• 生成對抗網路 (Generative Adversarial Network, GAN)[18]：由生成器和鑑

別器組成，通過博弈的方式訓練。GAN在圖像生成、風格轉換和影像合成

等任務中取得了重大突破。

1.2.3 基於類神經網路的校正方法

近年來，機器學習和深度學習在的快速發展為機器手臂校正帶來了新的可能

性。深度學習方法利用神經網路強大的學習和泛化能力，通過收集大量數據並進

行訓練，機器可以自動學習校正過程中的模式和特徵。這些方法主要包括：

• 基於機器學習與深度學習的校正方法：利用深度神經網路 (如卷積神經網路

和遞歸神經網路)來處理高維數據和非線性關係，提高校正精度。

• 視覺伺服校正方法：通過攝像機等感測器收集環境數據，實現對機器手臂位

6
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置和姿態的精確校正。這種方法能夠自適應不同的環境條件，提高了機器手

臂在實際應用中的可靠性和靈活性。

自 1990年代以來，多位學者開始探索將類神經網路應用於機器手臂校正演算

法中。這些研究利用神經網路的強大非線性逼近能力，旨在解決傳統校準方法中

的不足之處。特別是在機器人和感測器校正領域，研究者們發現神經網路能有效

處理複雜的非線性關係和多維數據，從而使校準結果更加準確和可靠。

放射狀基底函數網路 (Radial basis function network, RBFN)是早期應用於校正

問題的神經網路之一 [19]，RBFN利用徑向基函數處理非線性關係，能在多維數

據中擬合精確模型，特別適合於非幾何誤差的校正，RBFN在非線性插值和逼近

問題中具有強大的適應性。Jang等人在 2001年的研究 [8]中表明，在靜態校正

中，RBFN通過學習非線性映射來補償系統性誤差，從而有效提高測量準確性。

Figure 1.3: RBFN的架構

RBFN架構如 Figure 1.3所示，其中 ϕ為徑向基函數，用於處理非線性插值和

逼近問題。徑向基函數 ϕ依賴於數據點之間的距離，將輸入映射到隱藏層節點並

產生激活值，最常用的是高斯函數，即公式1.1：
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ϕ (|x− xi|) = exp

(
−|x− xi|2

σ2

)
(1.1)

在工業機器人校準中，RBFN被用於校正幾何和非幾何誤差，包括連桿長度、

關節角度以及熱變形和彈性變形等。研究表明，相較於傳統最小二乘法，RBFN

提供更高的校準精度，並能適應不同的工業環境和操作條件。這些早期研究為神

經網路在校準領域的應用奠定了基礎，展示了其在提高系統精度和可靠性方面的

潛力。

機器學習和深度學習技術的快速發展為機器手臂校正帶來了新的可能性。深

度學習方法利用神經網路強大的學習和泛化能力，通過收集大量數據並進行訓

練，機器可以自動學習校正過程中的模式和特徵。這些方法主要包括：

H. Su等人在 2019年的研究 [5]提出了一種利用人工神經網路 (Artificial neural

network, ANN)的方法來增強雙向遠程操作系統中的工具識別和校準。該方法利用

ANN處理工具的位置、姿態及操作環境變量之間的非線性關係，顯著提高了系統

的性能和精度。

Figure 1.4: 雙向遠程操作系統
[5]

具體來說，研究者通過收集大量手術工具使用過程中的數據，包括工具的位

置、姿態以及操作環境的變量。這些數據被用來訓練 ANN，以學習工具位置和姿
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態與校準參數之間的複雜非線性關係。訓練好的 ANN可以被用來識別工具的當

前狀態，並預測其理想狀態，從而進行準確的校準。這個方法不僅適用於補償工

具的幾何誤差，如連桿長度和關節角度，還可以處理非幾何誤差，例如熱變形和

彈性變形。最終，這項技術的應用顯示了基於 ANN的方法對於提高手術機器人

雙向遠程操作系統效率和可靠性的巨大潛力。

儘管基於機器學習的校正方法取得了顯著進展，但仍然存在一些挑戰和限

制。例如，對大量數據的需求和模型訓練的時間成本可能會限制其在現實應用中

的應用。底下介紹如何將機器學習與傳統校正方法相結合，以充分發揮其優勢。

未來的研究可以集中在數據高效的學習算法和混合校正方法兩個方向。首先，

開發能夠在小數據集上有效學習的算法，以降低數據收集和標註的成本。其次，

結合傳統物理模型和機器學習模型的優勢，開發更加高效和準確的校正演算法。

通過這些研究和探索，本研究期待基於類神經網路的機器手臂校正方法能夠在更

多實際應用中展示其潛力和優勢。

1.2.4 從模擬到現實：縮小差距的校正方法

在機器人校正中引入機器學習通常需要大量的物理實驗數據，蒐集資料集的

過程相當耗時，而且物理實驗不僅成本高昂，在某些情況下很難實現，特別是當

需要大量數據來訓練高性能的機器學習模型時。因此使用轉移學習，能夠先在虛

擬環境中進行快速、低成本的模擬實驗，初步識別出網路結構的關鍵分支，並提

供另一網路在物理實驗訓練時參數的初始值。轉移學習的核心精神，是透過將某

任務中學到的知識應用到另一個相關任務中的方法 [20]。具體來說，可以在模擬

環境中訓練一個模型，然後將其應用到現實環境中，這樣可以顯著減少物理實驗

的數量。
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模擬環境中的校正效果往往與現實環境中存在差距，這種差距被稱為「現實

差距」(Reality gap)，這是由於模擬環境無法完全複製現實中的各種變量。因此，

學者們開始研究如何縮小這種差距，提出了一種從模擬到現實的校正方法。

Nguyen等人 [21]提出了一種從模擬到現實的校正方法，旨在縮小這一差距。

他們通過改進模擬模型和校正算法，使得在模擬環境中得到的校正結果能夠更準

確地應用到現實環境中。

Chen等人的研究深入探討了如何量化和縮小機器手臂校正中的現實差距

[22]。他們指出，模擬環境中的理想化條件與現實世界中的複雜性之間的差異是

一個挑戰。這些差異包括但不限於物理特性的不確定性、感測器噪聲和環境變化，

這些因素可能導致在模擬中獲得的結果無法直接應用於現實情況中。

為了縮小這一差距，研究者們提出了多種方法。首先，改進模擬模型，使其

更接近現實情況，包括引入更複雜的物理引擎和更精確的環境建模，以提高模擬

結果的準確性。其次，通過在現實環境中收集大量數據來訓練校正算法，使其能

夠更好地適應現實中的變化。

另一種方法是使用域隨機化 (Domain randomization)技術 [23]，在訓練過程中

隨機變化模擬環境中的各種參數，如光照條件、物體質量和摩擦係數等，以提高

算法的泛化能力。這樣，訓練出的模型在面對現實世界中的不確定性時能夠保持

較高的性能。

最後，混合現實 (Mixed reality)技術也被用來縮小現實差距 [24]。通過將虛擬

和現實環境結合，研究者可以在虛擬環境中模擬各種操作，同時在現實環境中進

行驗證。這種方法不僅可以提高校正的精度，還能節省大量的實驗成本和時間。

縮小模擬與現實之間的差距是提高機器手臂校正效果的關鍵，研究者可以在
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模擬環境中獲得更準確的校正結果，並將其成功應用於現實世界中。這些方法在

縮小現實差距方面取得了顯著成效，為機器手臂校正提供了新的思路和技術支

持。

在本研究中，將應用轉移學習技術來進行機器手臂校正。首先在虛擬環境中

進行快速、低成本的模擬實驗，識別網路結構的關鍵分支，並提供網路參數的初

始值。這樣可以利用源任務學到的知識，根據目標任務的數據進行細微調整，從

而提高模型在新任務上的性能。通過在現實環境中進行少量的物理實驗，對模型

進行微調和驗證，期望能夠有效縮小現實差距，並將模擬環境中的校正效果成功

應用到現實環境中。

11
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第二章 手臂建模與校正算法

機器人運動學是用於描述機器手臂在三維空間中運動的一項技術，透過機器

人運動學，可以使用參數和轉移矩陣來表示手臂各個關節之間的轉換關係，機器

人運動學有助於了解機器手臂如何移動和定位。

2.1 機器人運動學

順向運動學的目標是給定機器人各關節的角度，計算出機器人末端執行器

(End-effector)在空間中的位置和姿態，通常會使用 DH參數 (Denavit–Hartenberg

parameters)建構出關節之間的轉換關係 [25]，運動學的描述方式可分為 Craig和

Standard，兩者最大的差異在於定義關節轉換之間旋轉和平移的順序不同，導

致齊次轉換矩陣 (Homogeneous transformation matrix )的計算方式有所差異。由於

Standard DH方法更加標準化，便於統一描述和分析機器人運動學，所以在研究和

應用領域中更廣泛使用，因此本研究選用 Standard DH進行說明。

由 Figure 2.1所表示，每個關節由 4個參數表達，Standard DH建立參數的方

式如以下敘述，兩兩相鄰之坐標系分別依照 x軸、z軸為參考軸，定義出以 zi−1

為參考軸，看 xi−1到 xi的旋轉 θi和平移 di；以 xi為參考軸，看 zi−1到 zi的旋轉

αi和平移 ai。
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Figure 2.1: Standard DH模型架構圖

按照 Standard DH定義旋轉之方式和順序，可將齊次轉換矩陣之形式表為公

式 (2.1)。

i−1
iT = Rotzi (θi) Transzi (di) Transxi

(ai) Rotxi
(αi) (2.1)

其中，Rotzi(θi) 表示繞 zi 軸旋轉 θi 角度的旋轉矩陣，Transzi(di) 表示沿 zi

軸平移 di 距離的平移矩陣，Transxi
(ai) 表示沿 xi 軸平移 ai 距離的平移矩陣，

Rotxi
(αi)表示繞 xi 軸旋轉 αi 角度的旋轉矩陣，將公式 (2.1)展開則得到齊次轉換

矩陣公式 (2.2)

i−1
iT =



cos θi − sin θi cosαi sin θi sinαi ai cos θi

sin θi cos θi cosαi − cos θi sinαi ai sin θi

0 sinαi cosαi di

0 0 0 1


(2.2)
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以下使用六軸手臂Meca500作為範例，首先必須先建立手臂的幾何描述，先

找出手臂的所有關節 (Joint)以及連桿 (Link)，並且於關節處以馬達旋轉之方向為

z軸建立每個關節的坐標系 (Frame)，Figure 2.2b為此描述法建立出的機器手臂架

構圖。如此一來即可依照 Standard定義之法則去描述兩關節之間的轉換關係，如

Table2.1。

Table 2.1: DH表

i θi (rad) di (mm) ai (mm) αi (rad)

1 θ1 − π
2

135 0 −π
2

2 θ2 0 135 0
3 θ3 0 38 −π

2

4 0 120 0 0
5 θ4 0 0 π

2

6 θ5 0 0 −π
2

7 θ6 + π 70 0 0

(a) Meca500規格和移動範圍 [26] (b) Meca500座標圖

Figure 2.2: Meca500 (a)規格和移動範圍 (b)座標圖

在定義這些參數的同時，參照從 Meca500 的規格書 [26] 節錄的移動範圍

Figure 2.2a，可將 Table 2.1填好，並根據 Standard DH 的齊次轉換矩陣之形式

(2.2)，將 Table 2.1之參數按照此形式填入。
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對於 6 自由度的串聯機器手臂，其末端執行器座標系 {F} 到機器人基底

座 {0} 的變換矩陣，將每個座標系的齊次轉換矩陣依序連乘如 (2.3)，即完成

Standard DH之建構。

0
FT = 0

1T
1
2T

2
3T

3
4T

4
5T

5
6T

6
FT (2.3)

2.2 校正演算法

在機器人製造過程中，裝配誤差、材料特性和物理特性的變異可能導致機器

手臂的末端點偏移，進而影響其運動精度。傳統方法是利用雅可比矩陣 (Jacobian

matrix)進行運動學校正。然而，這種方法存在著無法完全捕捉到實際機器人系統

複雜性的挑戰。製造和裝配過程中的偏移和誤差可能受到多種因素的影響，包括

材料特性、製造過程中的變異、以及工作環境的影響等。因此，單純依靠雅可比

矩陣的校正方法往往難以有效地處理這些複雜情況，導致校正結果的不準確性。

為克服這一限制，本研究提出了一個本論文提出了一種平行架構模型如

Figure 2.3所表示，來預測手臂末端的誤差，將傳統的雅可比矩陣校正與前饋式神

經網路進行結合，使得模型能夠應對幾何與非幾何誤差。除此之外模型訓練還會

將數位雙生技術和轉移學習相結合，詳細內容後續會在 2.2.4小節說明。

目標是通過這種方法找出最接近實際機器手臂行為的模型，從而改進機器手

臂的精度控制。通過結合數位雙生技術和轉移學習，可以更好理解機器人系統的

複雜性，並提出更有效的校正方法，以應對不斷增長的工業和醫療應用需求，進

而實現更高水平的運動控制和精度。

16
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Figure 2.3: 平行架構模型

2.2.1 幾何校正

Figure2.4是本研究所使用的幾何校正流程圖，傳統的校正法，是透過修正章

節2.1提及的 DH parameters，來讓模型可以更接近真實系統。首先，收集數筆實際

手臂的末端姿態 P⃗。然後利用這些數據，即可透過雅可比算法對順向運動學模型

(FK Model)的參數進行初步校正。

Figure 2.4: 手臂的 Jacobian算法示意圖
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在運動學校正中，S. Hayati提出一個問題 [9]，Standard DH原有四組參數 θ、

d、a、α，不適用於機器手臂包含兩個連續的平行或幾乎平行的關節校正，因為

zi 軸對齊的微小誤差，會導致其 DH參數的較大誤差。具體說明如 Figure2.5，假

設在機器手臂的裝配過程中，若座標系 Z
′
i 因裝配誤差未能與預設的座標系 Zi 完

全對齊，且此誤差表現為繞 Yi軸的旋轉角度 βi，則會對機器手臂的運動學參數產

生影響。根據 Standard DH參數的定義，座標系 Xi 的方向應與 Zi 和 Zi−1 的公垂

線一致。因此看到表2.2，βi 的小誤差會導致關節角度 θi 和連桿偏移 ai 產生較大

誤差，甚至會有連桿長度 Li無法被明確描述的情況，這些誤差會使實際運動與預

期設計之間存在差距，進而影響機器手臂的精確性和性能。

Figure 2.5: 兩連續平行之坐標系

Table 2.2: zi軸對齊所造成的參數大偏移

i θi (rad) di (mm) ai (mm) αi (rad)

Frame{i} 0 0 Li 0
Frame{i}′ −π

2
0 0 βi

因此 S. Hayati提出了一種解決方法，改進 standard DH的齊次轉換矩陣，即

在 y軸周圍對 β 進行微小的旋轉 Rotyi (βi)如公式 (2.4)。

i−1
iT = Rotzi (θi) Transzi (di) Transxi

(ai) Rotxi
(αi) Rotyi (βi) (2.4)
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展開後的 Standard DH齊次轉換矩陣之形式表示為 (2.5)，即可得知每個關相

鄰關節的轉換關係。公式 (2.5)中，使用了簡化符號來表示三角函數。其中，C 表

示 cos，S 表示 sin。

i−1
iT =



CθiCβi − SθiSαiSβi −SθiCαi CθiSβi + SθiSαiCβi aiCθi

SθiCβi + CθiSαiSβi CθiCαi SθiSβi − CθiSαiCβi aiSθi

−CαiSβi Sαi CαiCβi di

0 0 0 1


(2.5)

將此旋轉操作添加到機器人的運動學模型中，用處理兩個平行關節或幾乎平

行連續關節的情況。

含有誤差的機器手臂模型可表示為公式 (2.6)，將其展開，並且忽略較小的偏

差項即可近似為每項都只有一個 ∆T。

0
NT +∆ 0

NT =
N∏

n=1

(n−1
nT +∆n−1

nT )

≈
N∏

n=1

(n−2
n−3T . . . n−1

n−2T ∆n−1
nT

n
n+1T . . . n+1

NT )

(2.6)

將其對運動學參數 θ、d、a、α、β 的偏差展開為線性函數 (2.7)。

∆n−1
nT =

N∑
i=1

(
∂n−1
n T

∂θi
∆θi +

∂n−1
n T

∂di
∆di +

∂n−1
n T

∂ai
∆ai +

∂n−1
n T

∂αi

∆αi +
∂n−1
n T

∂βi

∆βi)

(2.7)

並忽略高階項，機器手臂末端執行器 F 相對於機器手臂基架 B 的微分可以近
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似為公式 (2.8)，其表示為各個運動學參數偏差的線性函數。

∆ 0
NT =

∂ 0
NT

∂qi
∆qi

=
N∑
i=1

(
∂ 0
NT

∂θi
∆θi +

∂ 0
NT

∂di
∆di +

∂ 0
NT

∂ai
∆ai +

∂ 0
NT

∂αi

∆αi +
∂n−1
n T

∂βi

∆βi

) (2.8)

其中，
∂ 0
NT

∂qi
如公式 (2.9)，每個轉移矩陣 T4×4 都可以將其，拆分為位置M3×1

與旋轉矩陣 R3×3，而旋轉矩陣能轉換成旋轉向量。

∂ 0
NT

∂qi
= 0

1T
1
2T . . .

∂i−1
iT

∂qi
i

i+1T . . . N−1
NT =

 R3×3 M3×1

01×3 1

 (2.9)

因此物理手臂的末端姿態 P⃗ 與還沒經過校正的標稱手臂運動學模型的末端姿

態 P⃗FK 的誤差 ∆P⃗ 和應該要補償的運動參數 q⃗的誤差方程可以將誤差模型改寫為

矩陣格式，如公式 (2.10)所示，其中矩陣 J 就是雅可比矩陣，它概述了每個運動

學參數誤差如何影響機器人的位置和方向精度，透過最小平方法即可求解每個參

數應該補償的量。

∆P⃗ = J∆q⃗

=

 Mθ Md Ma Mα Mβ

Rθ 0 0 Rα Rβ

 [∆θ ∆d ∆a ∆α ∆β]T
(2.10)
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2.2.2 基於機器學習的非幾何校正

使用機器學習校正的主要特點是能夠處理前一小節2.2.1傳統校正的缺陷，因

傳統校正只能針對幾何所造成的誤差，對運動學模型進行初步的校正。較難補償

的非線性誤差，將利用機器學習來完成，藉此達到 Figure中的2.3平行架構模型。

如何使用神經網路學習非幾何誤差的目標可以參考 Figure 2.6，P⃗ 為物理手臂

之末端姿態，此處運動學模型的參數已經使用2.2.1小節的 Jacobian算法更新完畢，

並且算出更新後的末端姿態 P⃗ ∗
FK，將兩者相減得到的 ∆P⃗NGE 即為那些無法被傳

統校正彌補的非線性誤差。

Figure 2.6: 手臂的機器學習流程示意圖

機器學習模型需要透過大量的數據來提高校正的準確度以及強健性。機器

學習在機器人校正中的應用日益普及，本篇將介紹前饋神經網路 (Feedforward

Neural Network, FNN)[13]，其在學習複雜的非幾何誤差有相當大的優勢。在機器

手臂校正中，神經網路模型可以被用來學習關節角度與末端執行器位置之間的關

係，具體實現過程如下：

1. 數據收集與預處理：收集大量機器手臂的運動數據，包括關節角度、位置和

對應的末端執行器位置。這些數據經過標準化處理，以確保輸入數據的一致

性和穩定性。
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2. 網路結構設計：設計一個適合機器手臂校正任務的神經網路結構。首先確定

隱藏層的數量和每層神經元的數量。對於手臂校正問題，隱藏層的設計應考

慮到網路的非線性表達能力，以便能夠精確地學習和校正手臂運動中的誤

差。一般來說，較多的隱藏層和神經元可以提高模型的表達能力，但也會增

加訓練的複雜性和計算成本。因此，需要在網路複雜性與訓練效率之間進行

平衡。

3. 模型訓練：使用預處理過的數據來訓練神經網路模型，目標是最小化模型輸

出與實際末端位置之間的誤差。訓練過程中可以使用優化算法如 Adam，並

通過調整超參數來提升模型性能。

4. 模型驗證與測試：在獨立的測試數據集上驗證模型的校正效果。確保訓練出

的網路模型在不同的手臂運動狀態下均能提供準確的校正結果。對模型進行

評估，檢查其泛化能力和穩定性，並在必要時進行剪枝。

FNN其結構如 Figure2.7，由多層神經元組成，包括輸入層、隱藏層和輸出

層。每一層的神經元與下一層的神經元彼此相連，且信號僅在網路中前向傳播。

FNN適合用於靜態數據的處理和分析，能夠有效學習輸入角度和非幾何誤差之間

的非線性映射關係。以下是 FNN的結構、算法詳細介紹：

Figure 2.7: FNN主要架構
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• 輸入層 (Input layer)：輸入層的神經元接收資料集中的特徵或屬性，並將其

傳遞給網路的其他層。輸入層的神經元數量必須與資料集中的特徵數量相匹

配。

• 隱藏層 (Hidden layer)：將輸入層和輸出層分開。根據模型的類型，隱藏層

可以有多個，每層包含多個神經元。隱藏層的神經元在將輸入傳遞給下一層

之前對其進行變換。

• 輸出層 (Output layer)：輸出層根據構建的模型類型，生成預測的特徵。

神經元和權重

神經元是 FNN中的基本單元，類似於生物神經元。它們有兩個主要功能：首

先，計算加權輸入的總和，將總和通過激活函數轉換成輸出，如 Figure 2.8所示。

Figure 2.8: 神經元與權重

1. 神經元權重 (Neuron weights)：神經元之間通過權重相連，每個神經元都是

一個函數，這些權重測量其輸入信號的強度或幅度。權重類似於線性回歸中

的係數，其在訓練過程中進行調整。權重的初始值通常設置在一個小範圍內

(如接近零的隨機值)，並且會在學習過程中根據誤差進行更新。
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2. 激活函數 (Activation function)：激活函數 f(·)決定每個神經元的輸出。其

可以是線性或非線性，以下介紹一些常見的激活函數。

(a) Sigmoid：將輸入值映射到 0和 1之間的輸出值，如公式 (2.11)。

σ(x) =
1

1 + e−x
(2.11)

Sigmoid函數的優點是輸出範圍固定在 0到 1之間，如此一來可將輸入

值標準化。然而，在輸入值非常大或非常小時，Sigmoid函數的梯度會

變得非常小，導致梯度消失 (gradient vanishing)問題，這使得網路訓練

變得困難。

(b) Tanh：將輸入值映射到-1和 1之間的輸出值，如公式 (2.12)。

tanh(x) =
ex − e−x

ex + e−x
(2.12)

相比於 Sigmoid函數，Tanh函數的輸出範圍更大且中心對稱，對於中

心對稱的數據具有更好的性能。然而，Tanh函數也存在梯度消失問題，

尤其在輸入值非常大或非常小時。

(c) ReLU：ReLU函數僅允許正值通過，將負值映射為 0，如公式 (2.13)。

ReLU(x) = max(0, x) (2.13)

ReLU函數的優點是計算簡單且能夠緩解梯度消失問題，因為其導數在

正值範圍內始終為 1。然而，ReLU函數存在“死亡 ReLU＂問題，即一

些神經元可能會因為輸入值總是小於 0而永遠不會被激活。

激活函數的選擇影響網路的學習能力和性能。ReLU因其簡單性和有效性在

機器學習中被廣泛使用。
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損失函數和最佳化演算法

1. 損失函數 (Loss function)：衡量網路預測值 ŷi與實際值 yi之間的誤差，進而

評估模型的性能。損失值越小，表明模型的預測越接近實際值，性能越好。

以下是一些常用的損失函數：

(a) 均方誤差 (Mean squared error, MSE)：

MSE =
1

n

n∑
i=1

(yi − ŷi)
2 (2.14)

MSE衡量的是預測值與實際值之間的平均平方差，它對於大的誤差比

較敏感，因為誤差被平方了，值越小表示預測結果越精確。這個損失

函數常用於回歸問題。

(b) 平均絕對誤差 (Mean absolute error, MAE)：

MAE =
1

n

n∑
i=1

|yi − ŷi| (2.15)

MAE 衡量的是預測值與實際值之間的平均絕對誤差。相比 MSE，

MAE對於異常值 (Outliers)更為強健，因為它對每個誤差給予同等的權

重。

(c) Huber 損失函數 (Huber loss)：

Huber loss =


1
2
(yi − ŷi)

2, if |yi − ŷi| ≤ δ

δ(|yi − ŷi| − 1
2
δ), otherwise

(2.16)

Huber Loss是一種結合了MAE和MSE優點的損失函數。δ是權衡要使

用MAE或MSE的參數，當誤差小於 δ時，它的行為類似於MSE，否
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則類似於MAE。這使得 Huber loss對於異常值更加強健。

2. 最佳化演算法 (Optimization algorithm)：在訓練過程中，模型的目標是最小

化損失函數的值，這通常通過梯度下降算法來實現。權重更新的過程如下：

(a) 梯度下降算法 (Gradient descent)：用於最小化損失函數。在每一個訓

練迭代中，計算損失函數對於權重的梯度，然後按照梯度的反方向更

新權重。這樣，損失函數值會隨著時間逐漸降低，直到收斂到最小值

或者接近最小值。梯度下降算法的公式如下：

wt = wt−1 − η
∂L

∂wt−1

(2.17)

其中，w是權重，η是學習率，L是損失函數。

(b) 動量法 (Momentum)：動量法在更新權重時考慮了之前的更新方向，

這樣可以加速收斂速度並且減少更新方向的變異性。具體來說，動量

法引入了一個動量項，用於記錄之前更新的方向，並將其納入到當前

的更新中。動量法的公式如下：

vt = γvt−1 − η
∂L

∂wt−1

(2.18)

wt = wt−1 + vt (2.19)

其中，γ 是動量參數，v是之前的更新方向。

(c) Adam 優化算法 (Adaptive moment estimation)：

Adam是一種結合了動量法和自適應學習率的優化算法。它基於梯度

的一階動差函數 (First-order moment estimate)平均梯度和二階動差函數

(Second-order moment estimate)梯度的平方的平均值進行權重更新，具

有自適應性和收斂速度快的特點，Adam保有兩個移動平均的估計值，
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分別是梯度的一階動差函數和二階動差函數。

(d) 一階動差函數 (平均梯度)：一階動差函數公式 (2.20)計算梯度的指數移

動平均，以捕捉梯度的動態特性。這個估計值可以看作是梯度的方向，

用於更新動量。

(e) 二階動差函數 (梯度的平方的平均值)：二階動差函數公式 (2.21)計算梯

度的平方的指數移動平均，以捕捉梯度的變化幅度。這個估計值可以

看作是梯度的大小，用於調整學習率。

Adam算法的更新公式如下：

mt = β1mt−1 + (1− β1)gt (2.20)

vt = β2vt−1 + (1− β2)(gt)
2 (2.21)

m̂t =
mt

1− βt
1

(2.22)

v̂t =
vt

1− βt
2

(2.23)

wt = wt−1 − η
m̂t√
v̂t + ϵ

(2.24)

β1 和 β2 是控制一階和二階動差函數的衰減率。學習率 η 決定了更新的步

長，而 ϵ是一個微小常數，用於防止除以零。為了校正一階和二階動差函數

的偏差，計算校正後的一階動差函數 m̂t 和二階動差函數 v̂t。這些校正後的

估計值用於計算權重的更新，確保在訓練過程中權重能夠有效地收斂。

模型訓練與驗證

訓練過程一般以隨機小值初始化權重和偏移。然後，對訓練資料集進行多次

迭代，每次迭代都包括前向傳播、損失計算、反向傳播和權重更新。在每次迭代
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中，評估損失的變化，確保模型逐漸收斂到最優狀態。最後，使用測試資料集評

估 FNN模型的校正效果，以確保其能夠在不同運動狀態下提供準確的校正結果。

Figure 2.9: NN示意圖

1. 前向傳播：每層神經網路的節點運作如 Figure2.9所示。前向傳播過程中，

每個節點接收前一層節點的輸出，將其乘以相對應的權重並加上偏移，得到

z如公式 (2.25)，再通過激活函數產生新的輸出 a。

(a) 計算每層的輸入 z(l)和激活值 a(l)：

z(l) = W (l)x(l) + b(l) (2.25)

a(l) = f(z(l)) (2.26)

(b) 計算損失：使用 MAE 公式 (2.15) 做為損失函數計算損失，其中，

ŷi = a(L)是輸出層的輸出值。

2. 反向傳播：反向傳播用於計算每層的梯度，從而更新模型的參數 (包含權重

和偏置)，通過損失函數對每個權重和偏置的梯度計算，從輸出層向輸入層

進行反向傳播，然後根據這些誤差調整每一層的參數。

(a) 計算輸出層的誤差項 δ(L)：
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輸出層的誤差項是對損失函數相對於輸出的梯度。使用均方根誤差

(RMS)損失函數計算，其公式如下：

δ(L) =
∂L

∂a(L)
=

1

n

n∑
i=1

(ŷi − yi)
2 (2.27)

其中，δ(L) 表示輸出層的誤差項，ŷi 是模型預測的輸出，而 yi 是實際

值。

(b) 計算隱藏層的誤差項 δ(l)：

對於每一層 l(從輸出層往前遍歷到第一層)，需要計算每層的梯度 δ(l)：

δ(l) = (δ(l+1) ·W (l+1)T )⊙ f ′(z(l)) (2.28)

在這裡，δ(l)是第 l層的誤差項，W (l+1)T 是第 l + 1層權重的轉置矩陣，

f ′(z(l))是激活函數 f(z)在 z(l)上的導數。⊙表示逐元素相乘 (Hadamard

乘積)。

(c) 計算權重和偏置的梯度：

對於每一層 l，權重W (l)和偏置 b(l)的梯度分別為：

∂L

∂W (l)
= a(l−1)T δ(l) (2.29)

∂L

∂b(l)
= δ(l) (2.30)

這些梯度將用於更新神經網路的權重和偏置，以最小化損失函數。

3. 更新權重：在 Adam最佳化演算法中，首先計算梯度，然後使用這些梯度

來更新模型參數。使用公式 (2.20)∼(2.24)Adam優化算法來更新權重，公式
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(2.20)和公式 (2.21)內的 gt具體包含了模型的所有參數梯度：

gt =
{
∇W (1),∇b(1),∇W (2),∇b(2), . . . ,∇W (L),∇b(L)

}
(2.31)

根據計算得到的梯度可透過帶入公式 (2.22)與公式 (2.23)，即可自適應學習

率進行調整：

wt+1 = wt − η
m̂t√
v̂t + ϵ

(2.32)

bt+1 = bt − η
m̂t√
v̂t + ϵ

(2.33)

總結來說，機器學習在機器手臂校正中的應用具有很大的潛力。通過合理的

資料收集與預處理、精心設計的網路結構以及有效的訓練和驗證方法，模型能夠

學習機器手臂的運動模式並提供準確的校正結果。

相比傳統方法，類神經網路在處理複雜非線性系統時展現出更高的精度和適

應性。然而，類神經網路在應對實時性要求高的應用、資料量有限的情況下避免

過擬合，以及處理噪聲和不確定性方面仍需進一步研究。未來的工作應集中於開

發更強大穩健的神經網路結構，並探索更有效的訓練和優化方法，以提高其性能

和可靠性。

2.2.3 機器學習中的模型優化

剪枝 (pruning)技術 [27]在機器學習中被廣泛應用，旨在通過減少模型中冗餘

參數來提高運行效率和節省計算資源。權重剪枝能夠移除網路中被認為不必要的

個別權重如 Figure2.10，這種技術基於對模型參數的分析，逐步剔除對模型預測

性能貢獻有限的參數，從而達到優化模型的目的，具體實現方法如下：

30

http://dx.doi.org/10.6342/NTU202402735


doi:10.6342/NTU202402735

Figure 2.10: 剪枝模型示意圖

1. 選擇稀疏度衰減方程式：首先，設定初始稀疏度 s0 和最終稀疏度 sf。這些

參數決定了從何時開始剪枝以及剪枝到何種程度。並且選擇適合的稀疏度衰

減方程式，以決定稀疏度 (剪枝率) s(t)隨時間 t或訓練步數的變化。常見的

方程式包括指數衰減和多項式衰減。

• 指數衰減剪枝 (Exponential decay pruning)：

s(t) = s0 + (sf − s0) · (1− e−η·t) (2.34)

其中 s0 是初始稀疏度，sf 是最终稀疏度，η 是衰减速率，t是訓練步

數。

• 多項式衰減剪枝 (Polynomial decay pruning)：

s(t) = s0 + (sf − s0)

(
t− t0
tf − t0

)p

(2.35)

其中，t0 和 tf 分別是剪枝開始和結束的步數，p是多項式的次數，決

定了衰減的速度和形狀。

2. 確定剪枝閾值：修剪的決策法很多種，本處介紹兩種分別是基於按照全種大

小修剪以及按照百分比修剪。前者設定一個固定的數值閾值 θ，低於此數值

的權重將被剪枝；後者將權重按絕對值排序，剪枝 s(t)當前步伐百分比的最
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小權重，如公式 2.36計算出當前百分比相對應的閾值 θ，再利用公式2.37的

原則進行剪枝。例如，如果設定剪枝 10%的權重且閾值計算出來為 0.01，

則移除權重絕對值小於 0.01的前 10%最小權重的參數。

θ = Percentile(|W | , s) (2.36)

w′
i =


0, if |wi| < θ

wi, otherwise
(2.37)

3. 計算結束步驟：計算結束步驟 tf，這個步驟指明了在多少個訓練步驟後，稀

疏度達到設置的最終值。可以通過以下計算確定：

tf =
Num samples× Epochs

Batch size
(2.38)

其中，Num samples是訓練數據樣本數，Batch size是批量大小，Epochs是

訓練輪數。

4. 應用剪枝到模型：使用剪枝技術將選擇的稀疏度衰減方程式應用到預先訓練

好的模型上。通過評估模型中的權重和神經元，識別出那些對模型輸出影響

較小的冗餘參數，並將識別出的冗餘參數從模型中移除，重新計算稀疏程

度，從而減少模型的大小和計算量。根據指定的稀疏度衰減方程式，自動調

整模型中每層的權重，以實現稀疏化。

5. 重新編譯模型：在應用了剪枝後，重新編譯模型，使用適當的優化器和損失

函數。這確保了修剪後的模型可以有效地進行訓練和評估。

6. 訓練和評估：最後，通過訓練和評估修剪後的模型，觀察其在驗證集上的性

能表現，確保模型在減少參數的同時保持良好的預測能力。
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剪枝技術能有效精簡和優化預訓練模型，顯著減少模型的大小和計算負擔，

使其在轉移學習中更適用於新任務。然而，若執行不慎，可能導致重要信息丟失

和模型性能下降。因此，常需借助微調和再訓練等技術來修復潛在的準確性損

失。這不僅提升了模型推理的速度，也減少了在資源受限環境中運行模型所需的

成本，進一步擴展了轉移學習的實用性和應用範圍。

2.2.4 基於轉移學習的非幾何校正

數位雙生技術通過建立虛擬模型來模擬實際機器手臂的行為，更好地理解其

運動特性。這種虛擬模型可以幫助預測和分析機器手臂在不同情況下的表現。另

一方面，轉移學習則利用先前學到的知識來優化新任務或新環境中的性能，提高

模型的泛化能力。根據 2.2.2節所述，將機器學習引入機器人校正過程中通常需要

大量的物理實驗數據。這些實驗不僅耗時，還會造成高昂的成本。為了提高效率

並降低成本，可以採用轉移學習。轉移學習能夠減少實際物理實驗的需求，並加

速機器學習模型在不同應用場景中的部署，從而有效提升整體性能和應用效果。

Figure 2.11是轉移學習的基本流程，其可以有效利用已有的知識來解決新的問題。

它包括以下幾個基本概念：

Figure 2.11: 轉移學習

• 源域與源任務 (Source domain and source task)：源域是指包含大量標籤數
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據的領域，這些數據用於訓練初始模型，數據豐富且多樣化，涵蓋許多樣本

和特徵。源任務是在源域上解決的具體任務，目的是提取有用的特徵和模

式，這些特徵和模式可在目標任務中重用。

• 目標域與目標任務 (Target domain and target task)：目標域是需要進行預測

的領域，通常數據較少或標籤稀缺，雖然目標域數據與源域數據有所不同，

但通常存在一定的相關性。目標任務是在目標域上解決的具體任務。由於目

標域數據有限，直接訓練模型效果不佳。轉移學習旨在將源域中學到的知識

應用到目標域，以提高目標任務的性能。

轉移學習的方法

轉移學習的基本概念是如何通過在一個領域中獲取的知識來增強另一個領域

的學習過程。這種方法在解決現實世界中的多種問題時，特別是在數據稀缺的情

況下，表現出了極大的潛力。通過適當的源域選擇和有效的轉移策略，可以大幅

提升機器學習模型在各種應用場景中的表現，轉移學習的方法可以分為幾個主要

類別：

1. 特徵轉移 (Feature transfer)：這種方法旨在通過源域的數據學習一個有效的

特徵表示，這些特徵能夠在目標任務中直接應用。通常使用預訓練模型的特

徵提取層，這些層在大規模數據集上訓練過，能夠捕捉到普遍性的特徵。對

於目標任務，這些特徵可用來進行分類或其他學習任務，無需從頭開始訓練

模型。

2. 參數微調 (Fine-tuning)：在已經訓練好的預訓練模型基礎上，然後在目標任

務上進行參數微調的方法。具體做法是保持預訓練模型的大部分層凍結，只

對最後幾層進行訓練，不過也有部分做法是，不凍結任何層。這樣可以利用
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Figure 2.12: 特徵轉移

源任務學到的知識，並根據目標任務的數據進行細微的調整，從而提高模型

在新任務上的性能。

Figure 2.13: 參數微調

3. 模擬到現實 (Sim-to-Real transfer)：模擬到現實的方法是首先在模擬環境中

訓練模型，然後將其應用於現實世界的任務中。這種方法可以顯著減少在現

實環境中收集數據的成本和時間，因為模擬環境是可控且無風險的，適合快

速迭代和實驗，因為現實世界的數據收集可能涉及高時間與金錢成本。

4. 多領域學習 (Multi-domain learning)：同時訓練多個相關任務的模型，通過
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共享特徵表示來提高所有相關任務的性能。這種方法旨在利用不同領域的數

據，提高模型的泛化性。通過多任務學習，模型能夠學到更具代表性的特

徵，從而在不同的任務中取得更好的結果。

基於本研究收集大量實際數據較難限制，本研究選擇了剪枝、微調和模擬到

現實這三種技術來達成預測手臂末端非幾何誤差的目標。剪枝技術減少模型中的

冗餘參數，提高效率和運行速度，使校正和預測更快速。微調利用預訓練模型中

學到的特徵，針對具體應用場景進行調整，提高準確性和適用性。模擬到現實的

轉移方法，在模擬環境中進行大量訓練和測試，降低數據收集成本和時間，並將

訓練好的模型應用於現實，提升校正效率和準確性。這些技術的結合有效解決了

數據稀缺問題，縮短了訓練時間，並提高了模型性能，實現了精確預測機械手臂

末端非幾何誤差的目標。

轉移學習提高了效率並降低了成本，使機器人校準在實際應用中更可行。轉

移學習能夠在不同應用場景中更快地部署機器學習模型，提高整體性能。通過利

用源任務的豐富數據和特徵，轉移學習解決了數據稀缺問題，縮短了訓練時間，

並提升了模型性能。
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第三章 RR 手臂示範演算法流程

為驗證算法的可行性，因此本章節3將著重在把算法應用在 RR手臂上進行模

擬的驗證，本研究會先進行兩種模擬實驗：

1. 證實利用 Jacobian能夠校正手臂末端姿態

2. 證實利用機器學習校正手臂末端姿態的可行性

3.1 步驟說明

本次實驗將分為四個主要階段。Figure3.1為第一階段，使用運動學模型建構

標稱手臂運動學模型MFK，基於此標稱手臂運動學模型，建構另一模型含有非幾

何變化，稱其為手臂物理模型M。這一步驟涉及詳細描述手臂的運動學參數和物

理特性，確保模型準確反映實際情況。

Figure 3.1: 手臂末端資料蒐集

Figure3.2為第二階段，進行 DH參數的校正。將使用 Jacobian演算法，利用

標稱 DH參數以及從物理模型蒐集到的末端姿態數據 P⃗、P⃗FK 進行參數校正，從

而精確調整手臂模型MFK，使之更貼近真實手臂的運動特性。
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Figure 3.2: Jacobian算法

Figure3.3為第三階段，會以校正後的運動學模型及物理模型的誤差作為機器

學習的學習目標。具體而言，將利用這些誤差數據訓練機器學習模型，使其能夠

預測並校正手臂運動中的偏差。

Figure 3.3: 模型訓練

Figure3.4為第四階段，將把機器學習模型與校正後的運動學模型結合，進行

綜合評估，觀察整合模型後的誤差是否有所縮小，從而驗證整體方法的有效性。

Figure 3.4: 驗證流程圖
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3.2 RR 手臂的模型建置

為了驗證算法，必須對手臂做兩種建模，分別為標稱手臂運動學模型以及含

有誤差的 3D的手臂物理模型。

3.2.1 運動學模型

首先，建立出由兩個旋轉關節與兩個連桿組成的手臂，稱其為 RR手臂，延

續章節 2.1的運動學建模方式，依照 Standard定義之法則定義出架構 Figure 3.5。

Figure 3.5: RR手臂架構圖

依照 Figure 3.5之規格，即可描述 RR手臂的 DH table，此理論值描述的運動

學模型，稱其為 Nominal DH table，假設誤差 DH error為 Table3.1，將此誤差加在

Nominal DH table作為 Actual DH table，即完成目標要識別的運動學模型。
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Table 3.1: RR手臂的 Nominal DH表

i θi (rad) di (mm) ai (mm) αi (rad) βi (rad)

1 θ1 0 50 + 120 π
2

0
2 θ2 +

π
2

180 0 0 0

Table 3.2: RR手臂的 Actual DH表

i θi (rad) di (mm) ai (mm) αi (rad) βi (rad)

1 θ1 + 0.001 0.16 170.17 1.572 0
2 θ2 + 1.575 180.12 0.14 0.017 0

Table 3.3: RR手臂的誤差表

i θi (rad) di (mm) ai (mm) αi (rad) βi (rad)

1 0.001 0.16 0.17 0.002 0
2 0.005 0.12 0.14 0.017 0

3.2.2 物理模型

除了運動學模型以外，為了能夠更真實地模擬手臂的非幾何誤差，本研究選

擇在 Simulink中建立了一個 3D模型 Figure 3.6。這個模型利用了多種 Simulink中

的模組和方塊來實現：

Figure 3.6: RR手臂 Simulink的剛體樹模型

• 剛體變換模塊 (Rigid transform block)：

實現從一個參考座標系到另一個座標系的剛體變換。在機器手臂模擬中，它

用來表示機器手臂中各個關節之間的連接關係，以及末端執行器相對於基座

的位置和姿態。
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• 旋轉關節模塊 (Revolute joint block)：

模擬機器手臂的旋轉關節。可以設置旋轉關節的初始角度、運動範圍、運動

速度等參數，以模擬真實機器手臂的關節運動。此模塊也被使用來設定彈簧

係數、阻尼係數，來模擬手臂在真實世界中的非幾何誤差。

• GetTransform：

– 功能：GetTransform 模塊主要用於從 Simulink 模型中獲取剛體變換

(rigid body transform)的數據。這些數據可以包括機器手臂各個關節或

末端執行器的位置 (Position)和旋轉姿態 (Rotation)。

– Rigid body 的使用：在 Simulink中，可以通過配置 GetTransform模塊

來設定需要獲取的剛體變換。例如，可以指定特定的關節或末端執行

器，並指定相應的基座 (Base)和目標座標系 (Target)。

– Base 和 Target 的關聯性：在設置 GetTransform模塊時，需要明確指定

Base和 Target。Base是參考座標系，通常是機器手臂基座的座標系；

Target則是相對於 Base而言的目標座標系，可以是機器手臂末端執行

器的座標系或是某個關節的座標系。GetTransform模塊會計算並輸出

Base到 Target的姿態。

• ToWorkspace：

將 Simulink模型中的數據輸出到 MATLAB工作區 (Workspace)中。這使得

模擬數據可以進行後續分析、可視化或保存，進而協助手臂校正的計算。

這些 Simulink模塊不僅使得機器手臂動態模擬更直觀和可控，還能夠有效進

行非幾何誤差的模擬，Figure 3.7和 Figure 3.8分別是末端點位置以及旋轉的輸出。
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(a)運動學輸出 (b) Simulink輸出

Figure 3.7: RR手臂末端位置座標 (a)運動學輸出 (b) Simulink輸出

(a)運動學輸出 (b) Simulink輸出

Figure 3.8: RR手臂末端姿態座標 (a)運動學輸出 (b) Simulink輸出

將 Simulink的 Scope放大觀察，可以發現 Figure 3.7b在 z 軸方向上有震盪，

此現象同時也可以在 Figure 3.8b裡面觀察到。這證實了在使用旋轉關節模塊

(Revolute joint block)時，設定的彈簧係數和阻尼係數成功地造成了系統的不穩定，

從而模擬非幾何誤差。因此，透過上述介紹的模組和方塊結合使用，Simulink可

以實現對機器手臂非幾何誤差的高度精確建模，使模擬結果更加真實和可靠。

3.3 基於平行架構的校正

以下將介紹，如何在 RR手臂上進行，平行架構演算法的模擬，先透過傳統

校正法將幾何誤差補償到標稱手臂運動學模型MFK，再將剩餘的非幾何誤差透過

FNN模型訓練出來，以找到一個平行架構模型能夠最小化 ∆P⃗min的任務。
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3.3.1 DH 參數校正

本節使用了2.2.1節所介紹的 Jacobian校正演算法來進行運算，不過此處並

未加入 ∆β，僅使用原有的 [∆θ ∆d ∆a ∆α]，Jacobian校正的流程圖如 Figure

2.4。其中 Actual DH即為表3.2，Nominal DH則為表3.1，分別將兩個運動學的模

型代入齊次轉換矩陣算出手臂物理模型的輸出 P⃗ 以及標稱手臂運動學模型的輸出

P⃗ FK，兩者相減算出 ∆P⃗，即可將公式 (2.10)重新寫成公式 (3.1)。

∆P⃗ = P⃗ − P⃗FK

= J∆q⃗

=

 Mθ Md Ma Mα

Rθ 0 0 Rα

 [∆θ ∆d ∆a ∆α]T

(3.1)

經過 Jacobian校正，即可得知應該要被更新的參數 ∆q⃗ 的值分別為多少，並

依序將 [∆θ ∆d ∆a ∆α]T，更新至原本的 Nominal DH表3.1，並再重新進行運

算即可不斷得知各個更新的參數值，本研究做了三次的更新實驗，結果如表3.4、

表3.5。由實驗果可以知道所模擬出的數值越來越接近誤差值，也將每次迭代後

更新的值做紀錄，並且且輸出成以下兩組，分別為 Figure 3.9迭代 10次與 Figure

3.10迭代 100次，其中較細的虛線為要趨近的值，較粗的虛線則為每次迭代後更

新的值。

Table 3.4: 經過 Jacobian校正後第一組參數更新值

Iteration θ1 (rad) d1 (mm) a1 (mm) α1 (rad)
0.001 0.16 0.17 0.002

1 0.000942 0.1608 0.1696 0.002
10 0.000971 0.1609 0.1691 0.002
100 0.001 0.16 0.17 0.002

可以發現原本經過 Jacobian算法一次運算特別不準的 a2、d2，透過迭代的方
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Table 3.5: 經過 Jacobian校正後第二組參數更新值

Iteration θ2 (rad) d2 (mm) a2 (mm) α2 (rad)
0.005 0 0.14 0.017

1 0.005 -0.0103 0.1374 0.0059
10 0.005 -0.0066 0.14 0.012
100 0.005 -0.00005 0.14 0.017

(a)角度 (b)長度

Figure 3.9: 經過 10次迭代參數應該更新的值 (a)角度 (b)長度
(粗虛線：真實值；細實線：迭代的計算值)

(a)角度 (b)長度

Figure 3.10: 經過 100次迭代參數應該更新的值 (a)角度 (b)長度
(粗虛線：真實值；細實線：迭代的計算值)

式都有更加趨近應該要估算出的誤差值，而且大概經過 50次迭代後，每一項誤差

值已經趨近穩定。

44

http://dx.doi.org/10.6342/NTU202402735


doi:10.6342/NTU202402735

3.3.2 類神經網路校正

本節使用了2.2.2節所介紹的機器學習校正演算法來驗證機器學習可以用來校

正手臂的非幾何誤差，流程圖如 Figure 3.11，機器學習的步驟包括數據收集、數

據預處理、選擇模型、訓練模型、評估模型和進行預測。

Figure 3.11: RR手臂的機器學習流程示意圖

首先資料收集與處理的部分按照 Figure 3.11中的做法，先收集由3.2.2節建立

的 Simulink物理模型之姿態 P⃗，此處假設運動學模型的參數已經被更新完畢，並

且算出被更新過後的末端姿態 P⃗ ∗
FK，將兩者相減得到的 ∆P⃗NGE 即為神經網路模

型要學習的目標任務。

• 環境設置和數據加載

首先，導入所需的 Python 函式庫，包括 Pandas、NumPy、Matplotlib、

Scikit-learn 和 Keras。這些函式庫提供了強大的數據處理、數據可視

化和機器學習建模功能。使用 np.loadtxt 函數從 CSV 文件中載入數

據集。數據集包括關節角度 θ、末端執行器位置和旋轉的誤差量

∆P⃗ = [ ∆x ∆y ∆z δx δy δz ]。
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• 數據處理

將數據集分割為不同部分：關節角度 (q)、末端執行器位置 ( Position )和末

端執行器姿態 ( Rotation )。使用 Scikit-learn中的 train_test_split函數將

數據集分為訓練集、驗證集和測試集。訓練集用於訓練模型，驗證集用於在

訓練過程中評估模型的性能，測試集則用於最終評估模型的泛化能力。

Table 3.6: RR手臂 A訓練資料集切割後資料數

Dataset
(type)

Input
(num of samples, dimensions)

Output
(num of samples, dimensions)

Training (7960, 2) (7960, 6)
Validation (995, 2) (995, 6)
Testing (995, 2) (995, 6)

• 模型構建

本研究構建了一個前饋神經網路 (FNN)，這是一種常見的神經網路架構，適

用於回歸和分類問題，模型架構如 Figure3.12，其包含三個隱藏層，每層分

別有 128、64和 32個神經元，並使用 ReLU作為激活函數，這有助於解決

非線性問題。輸出層包含 6個神經元，對應於末端執行器的位置和姿態參

數。模型使用平均絕對誤差 (MAE)作為損失函數，並選擇 Adam優化器進

行優化，Adam優化器能夠自動調整學習率，提高模型的收斂速度和效果。

Figure 3.12: RR手臂 FNN架構
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• 模型訓練

在訓練過程中，將模型在訓練集上進行 50個訓練週期 (Epochs)，每個批次

(Batch)包含 32個樣本。在每個訓練週期結束後，使用驗證集來評估模型的

性能。這樣做的目的是為了監控模型的訓練過程，防止過擬合現象發生。通

過觀察訓練損失和驗證損失的變化，可以了解模型的學習狀況，並及時調整

參數。

Figure 3.13: RR手臂學習曲線

• 模型評估與分析

訓練完成後，在驗證集上評估模型的性能，驗證損失。使用 Matplotlib庫

將訓練損失和驗證損失的變化過程可視化，可以直觀地觀察模型的收斂情

況。如果驗證損失顯著高於訓練損失，可能意味著模型存在過擬合問題。

Figure3.14是將非幾何誤差 (NGE)以及後模型預測的誤差放在一起比較，可

以發現擬和的相似度非常高。
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Figure 3.14: 隨機取樣 30個點之預測值和真實值 (a)位置 (b)旋轉

• 誤差分析

接下來，將使用測試集的輸入對模型進行預測，並計算平均絕對誤差

(MAE)。MAE 是一種常用的誤差指標，用於衡量模型預測結果的精度，

Figure 3.15即為非幾何誤差與預測值的 MAE，其中黑色的線條為誤差棒

(Error bar)，其長度等同於該項數據的標準差。
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(a)位置 (b)旋轉

Figure 3.15: 測試資料集預測值和真實值的平均絕對誤差 (a)位置 (b)旋轉

(a)位置 (b)旋轉

Figure 3.16: 測試資料集預測誤差和真實值的箱形圖 (a)位置 (b)旋轉

Figure3.16為箱形圖 (Box plot)，將資料的散佈狀況顯示出來，其中箱子本體

標示了依序為數字由小到大排列後，分別為 25%、50%、75%的數字，其名

稱依序稱作 Q1、Q2、Q3。上下界線則是將 Q1、Q3 分別減去和加上 1.5倍

四分位距 (InterQuartile Range, IQR)的值，IQR又為 Q1 −Q3。而紅色十字表

示離群值 (Outliers)即超過 1.5倍四分位距的數據點。通過這些誤差指標，可

以全面評估模型的性能，確保其在實際應用中的可靠性。
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這些步驟展示了使用 Python和 TensorFlow進行機器學習的完整流程，包括數

據加載、處理、模型構建、訓練、評估和誤差分析。這些操作不僅有助於驗證和

優化機器手臂的控制策略，還能提高機器手臂在複雜工作環境中的表現。

3.3.3 使用轉移學習進行的數位雙生模型校正

參照3.3.2節所訓練出來的模型，將其稱為 Model A，且此模型使用的資料集

來自於物理模型手臂 A。為了展現如何使用 Pruning與 Fine-Tune技術，同樣使

用3.2.2節的物理模型，並且稍微調整其關節上的彈簧係數以及阻尼係數，使其成

為手臂 B，詳細參數如表3.7，並且收集較少的資料集來做訓練。實際轉移學習流

程如 Figure 3.17所示。

Table 3.7: 手臂物理模型的參數設定

手臂 彈簧係數 (N·m/rad) 阻尼係數 (N·m/(deg/s)) 資料集數量
Meca500 A 10 2e-4 36572
Meca500 B 5 1e-4 1528

Figure 3.17: 轉移學習示意圖

• 數據預處理：同樣按照3.3.2節使用 np.loadtxt函數從事先準備好的 CSV文

件中加載數據集。這些數據包括手臂 B的關節角度和末端執行器的位置及

姿態信息，這些數據將用於訓練的模型。
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Table 3.8: RR手臂 B訓練資料集切割後資料數

Dataset
(type)

Input
(num of samples, dimensions)

Output
(num of samples, dimensions)

Training (321, 2) (312, 6)
Validation (39, 2) (39, 6)
Testing (39, 2) (39, 6)

• 預訓練基礎模型：作為基礎模型，本研究選擇3.3.2節所訓練出來的 Model

A。這個模型已經通過大量數據訓練並且具有適應各種運動學校正任務的能

力。使用 Keras的 load_model函數，載入這個預訓練模型，確保其網路架

構和權重與先前訓練的結果一致。

• 參數修剪：

為了進一步優化模型的性能和效率，引入了 TensorFlow Model Optimization

工具包中的參數修剪技術。這項技術廣泛應用於深度學習模型，旨在減少

Model A中冗餘參數的數量，以實現模型瘦身和加速。

首先，設置初始稀疏度為 5%和最終稀疏度為 30%，這些值是基於模型性能

和稀疏度之間的權衡考慮設定的。接著，使用函數設置稀疏度的變化規則

此處選擇 tfmot.sparsity.keras.PolynomialDecay，這是一種多項式衰

減函數，能夠根據訓練步驟動態調整稀疏度。Figure 3.18則為剪枝過程的函

數。

最後，利用 tfmot.sparsity.keras.prune_low_magnitude函數將參數修剪

應用到預先訓練的模型上。這個函數在每個訓練步驟中根據設置的稀疏度進

行修剪，從而產生一個瘦身後的模型。觀察 Figure 3.19可以發現修剪前的手

臂模型參數較多，這是因為在修剪時，多給模型多一層的遮罩，這些遮罩用

來記錄權重是否要被更新，Figure 3.20中可以觀察到原本所有位置都有權重

值，但經過剪枝，被修改為 0。
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Figure 3.18: RR手臂 A剪枝過程

(a)剪枝前的手臂 A

(b)剪枝後的手臂 A

Figure 3.19: RR手臂剪枝模型 (a)剪枝前的手臂 A (b)剪枝後的手臂 A
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Before pruning After pruning

(a)剪枝前 (b)剪枝後

Figure 3.20: Model A剪枝前後模型第一層第一列的權重分布與其值
(a)剪枝前 (b)剪枝後

• 修剪後模型的訓練：在對修剪後的模型重新編譯後，使用訓練集和驗證集來

訓練模型 B。在訓練過程中，同時利用回調函數來更新修剪步驟並監控模型

的性能。

• 效能評估和結果分析：在訓練過程結束後，本研究進一步使用試誤法（Trial

and error），重新使用損失函數 Huber loss和 RME對模型進行訓練，以期望

在目標任務上取得更優異的表現。針對 Huber loss中的權衡參數 δ，採用經

驗法則和交叉驗證的方法進行選擇。根據經驗法則，選取數據標準差的 1
5
和

1
10
作為 δ 的候選範圍。隨後，通過交叉驗證在驗證集上測試不同 δ 值的效

果，並依據驗證損失挑選最佳的 δ。結果顯示，使用 Huber loss比 MAE和

RMS取得了更好的表現，證明了其在處理離群點和提高模型精度方面的優

勢。最後得到的Model B，即為使用 Huber loss進行訓練的模型。

為了驗證此 Model B的性能，額外在相同的模型架構底下，訓練了另一個

Model C但此模型並沒有使用轉移學習。觀察 Figure 3.21，可以發現對於位
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置的部分兩個模型都預測的不錯，但 model B因為有使用轉移學習，所以在

旋轉的部分預測的表現比 model C還要好。
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Figure 3.21: Model B和Model C隨機取樣 30個點之預測值 (a)位置 (b)旋轉

54

http://dx.doi.org/10.6342/NTU202402735


doi:10.6342/NTU202402735

另外將Model B和Model C對所有測試資料集的平均絕對誤差進行比較，如

Figure 3.22，結果顯示，Model B在預測這些資料時的表現優於Model C。

(a)位置 (b)旋轉

Figure 3.22: Model B和Model C在測試資料的平均絕對誤差 (a)旋轉 (b)位置

同時也將箱形圖拿 Figure 3.23來做比較，反映出兩個模型在預測誤差時，每

一筆數據的分布情況，也會發現Model B在預測這些資料時能夠降低整個誤

差的分散程度，同時也降低了最大值的位置。

(a)位置 (b)旋轉

Figure 3.23: Model B和Model C在測試資料的預測值之箱形圖 (a)位置 (b)旋轉
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總結來說，這些步驟不僅展示了如何利用轉移學習和參數修剪技術來優化深度學

習模型的性能，還提供了一個清晰的方法來理解研究方法的具體細節及其在工程

應用中的重要性。這對於本研究的讀者來說，提供了一個實際且有效的方法來改

進機器人運動學校正模型的精度和效率。

3.4 與轉軸方向不同的扭轉彈簧

參考3.2.2節的 Figure 3.6，由於在第二個關節的 Revolute Joint Block上所設

定的彈簧係數是跟該轉軸的方向相同之扭轉彈簧 (torsion spring)，如同 Figure

3.25a所表示，其受到之扭矩 τzi 與轉軸 zi相同，且扭矩受到彈簧係數 K 與阻尼係

數 C 影響，而此彈簧造成的扭矩也已經有傳統的校正法能夠進行彌補 [12]，因此

為了驗證機器學習強大的非線性函數擬和能力，可以面對來自不同方向的扭矩，

如同 Figure 3.25b所表示，扭矩受到三組彈簧係數與阻尼係數的影響，分別是 τxi
、

τyi、τzi 三個方向的扭矩，這些係數影響了非幾何誤差。3.4節基於前面 RR手臂的

架構，分別在第二個關節的座標系之 Rx、Ry 上額外的扭轉彈簧，如 Figure 3.24。

Figure 3.24: 加上非轉軸方向的 RR手臂 Simulink模型的連接圖

(a)與轉軸同向 (b)與轉軸非同向

Figure 3.25: 扭矩示意圖 (a)與轉軸同向 (b)加上與轉軸非同向

56

http://dx.doi.org/10.6342/NTU202402735


doi:10.6342/NTU202402735

數據處理、模型建構、模型訓練的所有流程、參數設定都與3.3.2節和3.3.3相

同，以下是針對 Model A 訓練完成，並對其進行剪枝後，將剪枝模型的參數

轉移到 Model B的評估結果，同樣為了與其比較這邊一樣訓練了 Model C。由

Figure3.26可以觀察到對於位置的部分兩個模型都預測的不錯，但 model B因為有

使用轉移學習，所以在旋轉的部分預測的表現比 model C還要好上更多。
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Figure 3.26: Model B和Model C隨機取樣 30個點之預測值 (a)位置 (b)旋轉

將 Model B 和 Model C 對所有測試資料集的平均絕對誤差進行比較，如

Figure 3.27，結果顯示，Model B在預測這些資料時的表現優於 Model C。Figure

3.28的箱形圖也能反映出 Model B在預測這些資料時能夠降低整個誤差的分散程
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度，同時也降低了最大值的位置。

(a)位置 (b)旋轉

Figure 3.27: Model B和Model C在測試資料的平均絕對誤差 (a)旋轉 (b)位置

(a)位置 (b)旋轉

Figure 3.28: Model B和Model C在測試資料誤差分佈的箱形圖 (a)位置 (b)旋轉

此實驗證明了機器學習的應用不僅限於傳統校正方法所能處理的彈性係數，

還能憑藉其強大的非線性學習能力，在更廣泛的條件下準確預測誤差，包括扭轉

彈簧與關節非平行的情況。
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第四章 串聯式工業機器人的校正模擬

為驗證本論文所提出之平行架構算法，因此本章節4將著重在把算法應用在所

選用之串列式工業機器人Meca500上進行模擬的驗證。

4.1 機械手臂的模型

4.1節會介紹所選用之Meca500手臂建模方式，分別為標稱手臂運動學模型以

及目標要識別的手臂物理模型，該物理手臂會在 Simulink上進行建模，並同時建

構幾何與非幾何誤差在此手臂上以進行模擬。

4.1.1 運動學模型

建立手臂的運動模型，才能夠獲得各個關節之間的轉換關係，並且藉此獲得

世界座標與末端執行器的相對位置與姿態。參照章節 3.2的運動學建模方式，本章

節最後同樣使用 Standard DH建構Meca500手臂。

Table 4.1: Meca500的 Nominal DH表

i θi (rad) di (mm) ai (mm) αi (rad) βi (rad)

1 θ1 − π
2

135 0 −π
2

0
2 θ2 0 135 0 0
3 θ3 0 38 −π

2
0

4 0 120 0 0 0
5 θ4 0 0 π

2
0

6 θ5 0 0 −π
2

0
7 θ6 + π 70 0 0 0
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Table 4.2: Meca500的 Actual DH表

i θi (rad) di (mm) ai (mm) αi (rad) βi (rad)

1 θ1 − 1.5708 137 0 -1.5708 0
2 θ2 − 0.1 0 136.4 -0.06 0
3 θ3 − 0.15 0 40.3 -1.5668 0
4 0.06 120.35 0 -0.004 0
5 θ4 − 0.15 0.16 0 1.5708 0
6 θ5 -0.027 0 -1.5708 0
7 θ6 + 3.1416 70 0 0 0

Table 4.3: Meca500的誤差 DH表

i ∆θi (rad) ∆di (mm) ∆ai (mm) ∆αi (rad) ∆βi (rad)

1 0 2 0 0 0
2 -0.1 0 1.4 -0.06 0
3 -0.15 0 2.3 0.004 0
4 0.06 0.35 0 -0.004 0
5 -0.15 0.16 0 0 0
6 0 -0.027 0 0 0
7 0 0 0 0 0

Figure 4.1: Meca500 Standard DH座標圖

參照 Figure 4.1為描述法 Table 4.1建立出的機械手臂架構圖，將其帶入

Standard DH的齊次轉換矩陣之形式 (2.4)，即可得知每個關相鄰關節的轉換關係。
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4.1.2 物理模型

為了能夠更真實地模擬機器手臂的非幾何誤差，一樣使用了 Simulink建立

物理模型。首先，構建 Meca500的剛體樹模型 (Rigid Body Tree)Figure 4.2，引入

Workspace已經算好的齊次轉換矩陣到連接各關節的 Rigid Transform模塊，並在

這個模型第二個和第三個旋轉關節後方，分別添加了一個串聯的額外關節。這些

額外的關節不是實際機器手臂的一部分，而是用來模擬非幾何誤差。

Figure 4.2: Meca500在 simulink的剛體樹模型

為了模擬這些誤差，對這些額外的關節施加了彈簧係數和阻尼係數。彈簧係

數模擬了由於柔性結構或裝配公差引起的機器手臂關節的彈性變形，而阻尼係數

則模擬了關節運動中的摩擦和能量損耗。這些參數的設置使得模型能夠更精確地

反映實際情況中的機器手臂行為，特別是在受力或運動過程中出現的誤差。

Figure 4.3: Meca500在 simulink的連接圖

完成剛體樹模型的構建後，串接上輸入與輸出如 Figure 4.3所示，使用 Get

Transform模塊來獲得末端執行器的姿態，此模塊將計算並回傳 Base對末端的齊
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次轉換矩陣，由此矩陣可以分析出手臂的末端位置以及旋轉姿態，Figure 4.4為

手臂角度 θ1 ∼ θ6 依序為 [10, 20, −20, 10, 0, 0] 時，剛體樹模型在 Mechanics

Explorer可視化狀態。

Figure 4.4: Meca500在 simulink的物理模型

Figure 4.5則為此狀態的輸出圖，可以觀察到確實有震盪的情況在末端座標上

產生，證實串接的關節確實有模擬到非幾何的誤差。

(a)位置 (unit:mm)[26] (b)旋轉向量

Figure 4.5: Meca500在 simulink scope輸出圖 (a)位置 (b)旋轉向量
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在生成物理模型末端姿態的部分為了講究實驗的真實性，參考了Meca500的

規格書 [26]，利用其馬達可轉動角度範圍表4.4來定義Meca500做動範圍是否合乎

規格，使用 q_range = linspace(x1, x2, n)函數將這些範圍切割至想要的份數，其

中：x1是範圍的起始值、x2是範圍的終止值、n是要分割的份數。

Table 4.4: Meca500關節活動範圍

Joint Range of motion (degrees)
Joint 1 [−175◦, 175◦]
Joint 2 [−70◦, 90◦]
Joint 3 [−135◦, 70◦]
Joint 4 [−170◦, 170◦]
Joint 5 [−115◦, 115◦]
Joint 6 [−36, 000◦, 36, 000◦]

後續將使用到轉移學習，因此設計兩個Meca500手臂，詳細設定將於下一小

節介紹，將模擬所用的相應的角度範圍寫成表4.5如下：

Table 4.5: 角度範圍與分割數量

變數 定義範圍 (度數) Meca500 A分割數量 Meca500 B分割數量
q1_range [−175◦, 175◦] 10 5
q2_range [−60◦, 60◦] 10 5
q3_range [−120◦, 60◦] 10 5
q4_range [−160◦, 160◦] 10 6
q5_range [−90◦, 90◦] 10 5
q6_range [0◦] 1 1

同時透過 ndgrid生成相對應的輸出角度網格：

[q1_range, q2_range, q3_range, q4_range, q5_range, q6_range] =

ndgrid(q1_range, q2_range, q3_range, q4_range, q5_range, q6_range)
(4.1)

此過程確保獲得覆蓋指定範圍的完整角度網格，並將每個角度範圍分割成所

需的份數。藉此降低需要大量巢狀迴圈運算的時間複雜度，依照每組輸出角度輸

入至模型，檢查末端點是否合乎Meca500的運動範圍 Figure2.2a。
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4.2 基於平行架構的校正

4.2節將著重於如何透過傳統校正法將幾何誤差補償到標稱手臂運動學模型，

再將剩餘的非幾何誤差透過 FNN模型訓練出來，以找到一個平行架構模型能夠最

小化 ∆P⃗min的任務。

4.2.1 DH 參數校正

為了方便後續描述轉移學習，將更詳細定義接下來會用到的代號，Figure

3.3的 FNN實際訓練流程如 Figure 4.6所示。

Figure 4.6: 轉移學習示意圖

首先分別定義出兩組相同架構，但彈簧係數和阻尼係數不同的 Meca500 A

和 Meca500 B，詳細參數定義內容可參見表 4.6，並且為了使用轉移學習所以在

Meca500 B生成較少的資料集。目標任務是 Meca500 B生成之末端姿態與經過

Jacobian校正後的運動學輸出誤差，源任務則是Meca500 A生成的末端姿態同樣

經過 Jacobian校正後的運動學輸出誤差。

Table 4.6: 手臂物理模型的參數設定

手臂 彈簧係數 (N·m/rad) 阻尼係數 (N·m/(deg/s)) 資料集數量
Meca500 A 2 4e-3 36572
Meca500 B 1 3e-3 1528

以下是將 Jacobian校正法應用在Meca500 B的結果，隨機取樣 100個點進行

校正。計算標稱和校正後的手臂末端姿態的平均絕對誤差，如 Figure4.7在位置部
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分的誤差降低了 90%，旋轉部分也降低了約 30%。由 Figure4.8可知，原本較不準

確的標稱順向運動學模型經過校正後，末端姿態更接近實際值。

(a)位置 (b)旋轉

Figure 4.7: 測試資料集預測值和真實值的平均絕對誤差 (a)位置 (b)旋轉
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Figure 4.8: Meca500 B取樣 20個點之預測值和真實值 (a)位置 (b)旋轉
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4.2.2 類神經網路校正

類神經網路主要用來補償那些沒辦法被幾何校正的非幾何誤差，因此機器學

習的目標是那些經過 Jacobian校正後的運動學輸出與實際末端末端姿態之差值。

預訓練模型使用的是Meca500 A所生成的資料集，模型架構如 Figure 4.9。此

模型使用 36572筆資料來進行資料的切割，其中表4.7為訓練、驗證、測試資料集

的數量，比例大概是 7 : 1.5 : 1.5。

Figure 4.9: Model A模型架構

Table 4.7: Meca手臂訓練資料集切割後資料數

Dataset
(type)

Input
(num of samples, dimensions)

Output
(num of samples, dimensions)

Training (25600, 6) (25600, 6)
Validation (5486, 6) (5486, 6)
Testing (5486, 6) (5486, 6)

以下是模型訓練的結果，由 Figure4.10可以觀察出，透過使用大量的資料集

進行模型訓練，可以顯著提升神經網路的表現。不論是在位置預測上，還是在旋

轉預測上，都能達到良好的效果。
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(a)位置

(b)旋轉

Figure 4.10: Model A取樣 30個點之預測值和真實值 (a)位置 (b)旋轉

同樣將實際的末端姿態作為基準，把非幾何誤差當作標準，算出平均絕對誤

差如 Figure4.11，可以發現在位置的部分誤差降低了 95%，而在旋轉的部分也降

低了 40%左右。
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(a)位置 (b)旋轉

Figure 4.11: Model A測試資料集預測值和真實值的平均絕對誤差 (a)位置 (b)旋轉

同時，為了增加後續轉移學習上的表現，並且降低Model A的計算複雜度對

其進行剪枝。如此可以有效減少模型參數數量，提升模型的運算效率，並在保持

模型精度的同時，減少過擬合的風險。此外，通過剪枝後的模型可以更容易適應

不同的任務和數據集，從而在轉移學習中表現得更為出色。Figure 4.12為剪枝過

後模型的參數，將模型的最終剪枝率設為 20%，因此剪枝過後有部分的參數被修

剪為 0。

Figure 4.13為原本的非幾何誤差、ModelA和的Model A剪枝後的平均絕對誤

差，可以發現兩個模型性能上沒有太大的差異，甚至是經過剪枝後的模型在旋轉

的部分反而預測得更好一些。
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Before pruning After pruning

(a)剪枝前 (b)剪枝後

Figure 4.12: Model A剪枝前後模型第一層第一列的權重分布與其值
(a)剪枝前 (b)剪枝後

(a)位置 (b)旋轉

Figure 4.13: Model A剪枝前後測試資料集的平均絕對誤差 (a)位置 (b)旋轉
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4.2.3 使用轉移學習進行的數位雙生模型校正

如同 Figure 4.6所示，最終的目標任務是要識別 Meac500 B的幾何誤差，所

以延續4.2.1節的校正結果，模擬真實資料集較難以收集，此章節必須用少量的

1528筆資料集完成模型學習，表4.8為切割後的資料數量比例為 5 : 2.5 : 2.5。

Table 4.8: Meca手臂 B訓練資料集切割後資料數

Dataset
(type)

Input
(num of samples, dimensions)

Output
(num of samples, dimensions)

Training (764, 6) (764, 6)
Validation (382, 6) (382, 6)
Testing (382, 6) (382, 6)

Model C直接用 Figure 4.9架構訓練，Model B則是基於經過剪枝的 Model A

的參數來做 Fine-Tune。將經過校正運動學的末端姿態作為基準，把非幾何誤差當

作標準。首先觀察箱形圖 Figure 4.14比較兩者資料分布狀態，反映出兩個模型在

預測誤差時，發現Model B在預測這些資料時，相較Model C更能夠降低整個誤

差的分散程度。

(a)位置 (b)旋轉

Figure 4.14: Model B和Model C在測試資料誤差分佈的箱形圖 (a)位置 (b)旋轉
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同時，算出 Model B和 Model C對所有測試資料集的平均絕對誤差如 Figure

4.15進行比較，Model B的表現，發現在位置的部分誤差降低了 95∼97%，而在旋

轉的部分也降低了 30∼50%。相較之下 Model C的表現略微遜色，在位置的部分

誤差降低了 80∼90%，旋轉的部分僅減少了 8∼28%，可見在Model B在預測這些

資料時的表現優於Model C。

(a)位置 (b)旋轉

Figure 4.15: Model B和Model C在測試資料的平均絕對誤差 (a)位置 (b)旋轉

也可以將真實幾何誤差與模型的預測放在折線圖進行比較，Figure 4.16可以

發現對於位置的部分兩個模型都預測的不錯，但 model B因為有使用轉移學習，

所以在位置的部分預測幾乎能夠完全預測到。旋轉的部分兩個模型雖然都有符

合趨勢，雖然看折線圖沒辦法詳細的確定哪個模型表現較好，但從 Figure4.15和

Figure4.14可以得知，旋轉部分的 MAE結果和散布情形還是 model B的性能較

優。
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第五章 結論

5.1 整體校正效能

本論文提出一種平行架構的手臂校正方法，基於傳統的 Jacobian校正方式先

補償幾何誤差，而剩餘的非幾何透過機器學習來補償，同時利用轉移學習的方式

來強化當實際資料集較少的情況下，能夠保持模型之強健性，進而識別出一個最

接近真實手臂之模型。後續可以利用反向運動學計算每個關節的輸入值，實現預

期的末端位置和旋轉姿態。此平行架構算法在第一階段的幾何校正，於位置部分

降低了 90%左右的誤差量，第二階段的非幾何校正，基於第一階段已經校正好的

幾何誤差，利用機器學習與轉移學習，再降低了 95%的誤差量，最後誤差能夠從

30∼20 mm減少到 0.1 mm左右；旋轉部分段的幾何較正則是降低 30%，非幾何校

正再降低 40%，最後誤差能夠從 0.3∼0.2 rad減少到 0.01 rad左右，由此可知不管

是幾何還是非幾何，誤差都有相當顯著的下降。

5.2 未來展望

目前實驗主要在模擬環境中進行，未來可以進一步拓展以下幾個方向，以期

望提升校正效能並推廣其應用：

1. 真實環境測試：將所提出的校正方法應用於實際的機械手臂系統，尤其是

非幾何變形較嚴重的系統，如平行架構式的連桿機器手臂和軟性機器手臂，
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驗證其在真實環境下的性能和穩健性。如 Figure 5.1，本研究預計在真實的

Meca500手臂上進行的實驗，選擇動作捕捉器與感光球來做為感測器量測末

端實際姿態，同時設計了超過 Meca500負載的質量塊讓實際手臂產生非幾

何的偏移。

Figure 5.1: 未來實驗規劃

2. 算法優化：進一步優化平行架構算法，特別是機器學習部分。可以嘗試不同

的學習結構，如集成學習 (Ensemble learning)將多種模型合併。此外，可以

加入其他非線性因素，如背隙 (backlash)等，來提升校正精度和訓練效率。

尤其是針對旋轉姿態校正較難的問題，探索將非幾何變形函數納入網路中，

以改進擬合效果的物理學引導神經網路 (Physics-guided Neural Networks，

PGNN)，甚至是近一步考慮使用長短期記憶模型 (Long Short-Term Memory，

LSTM)加入動態的預測。

3. 資料集擴展與多樣化：增加更多實際數據，並包含在各種操作條件下的數據

如增加手臂負載等，以進一步提高模型的泛化能力。可以考慮收集來自不同

型號和應用場景的機械手臂數據，以全面覆蓋各種可能的情況。

通過這些方向的深入研究和實踐，不僅可以進一步提升所提出方法的性能和

應用價值，還可以為機械手臂的校正技術發展提供新的思路。
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