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摘要 

 本論文研究 Au/Bi/Si 金屬/半金屬/半導體 三層結構。考慮鉍薄膜在不考慮

MIGS (Metal Induced Gap States)以及鉍的表面態下所受之量子侷限效應，並以薛

丁格方程式與帕松方程式聯立計算在各種偏壓以及不同鉍薄膜厚度時的結構能

帶圖、鉍薄膜上的總載子濃度分布、由電子電洞基態能量差所得的等效能隙等重

要特性。 

 本研究計算發現在鉍薄膜等效能隙轉正變成半導體時，鉍區載子濃度約在

1020 cm−3，接觸電阻極小，是製作歐姆接觸的一種潛力材料，而其載子的貢獻

的電場數量級約在106 V/cm，遠大於 Bi/Si 接面的102 V/cm，本研究認為在此情

況下鉍區並不像一般的半導體異質接面一樣會分掉電壓。此外由於量子效應，電

洞都被趕到了遠離半導體端的位置，而電子受到抬升後與半導體能隙重疊的區域

減少，會穿透到半導體端的狀態數量便會大減，本研究認為這與鉍薄膜能夠減少

與矽形成接面時的 MIGS 有關。 

由於鉍量子井會受到內部載子強大的電場而改變其形狀，操縱量子侷限效應

能夠使鉍矽接面特性在歐姆與蕭特基之間切換。Au/Bi/n-Si 在平衡的條件下，隨

著鉍薄膜的厚度由 1 nm增加到 8 nm，Si的接面附近會由 inversion轉變為 depletion。

當厚度再增加到 21 nm 時會再由 depletion 轉變為 accumulation，對於實驗樣品中

發現的逆偏異常上升電流，我們也提出表面反轉電荷的計算模型進行解釋。 

Au/Bi/p-Si 在平衡的條件下，隨著鉍薄膜的厚度由 1 nm 增加到 17 nm， Si

的接面附近會由 accumulation 轉變為 depletion；當厚度再增加到 51 nm 時會再

由 depletion 轉變為 inversion，與本實驗室團隊的實驗樣品量測結果大致符合，

理論與實驗的誤差方面我們以接面不理想電荷的模型做解釋，進一步驗證本研究

理論計算的正確性。 

關鍵詞: 鉍薄膜、量子侷限效應、金屬-半金屬-半導體接面、薛丁格方程式、帕

松方程式、蕭特基能障  



doi:10.6342/NTU202403558

III 

 

Abstract 

 This paper investigates the Au/Bi/Si metal/semimetal/semiconductor trilayer 

structure. Considering the quantum confinement effects on bismuth films and 

neglecting MIGS and surface states of bismuth, the Schrödinger and Poisson equations 

are solved simultaneously to compute band diagrams and total carrier distributions as 

well as concentrations on bismuth films under various biases and thicknesses. 

Additionally, important characteristics such as the effective band gap derived from the 

energy difference of electron and hole ground state energies are analyzed. 

 Our study reveals that when the effective bandgap of bismuth thin films becomes 

positive and transitions to a semiconductor, the carrier concentration in the bismuth 

region is approximately 1020 cm−3, which is promising in the application of Ohmic 

contact, contributing to an electric field magnitude of around 106  V/cm which is 

significantly greater than the 102 V/cm typically found at the Bi/Si interface. Under 

these conditions, we argue that the bismuth region does not exhibit the typical voltage 

drop seen in conventional semiconductor heterojunctions. Furthermore, due to quantum 

effects, the holes are pushed far from the semiconductor edge and the overlap region 

decrease since electrons states are lifted above. Consequently, the number of states 

penetrating into the semiconductor edge decreases. We attribute this effect to the ability 

of bismuth thin films to reduce the Metal-Induced Gap States (MIGS) formed at the 

silicon interface. 

Bismuth quantum well undergoes shape changes due to the strong electric fields 

generated by internal carriers. Manipulating quantum confinement effects allows the 

characteristics of the bismuth-silicon interface to switch between Ohmic and Schottky 

behaviors. For Au/Bi/n-Si under equilibrium conditions, as the thickness of the bismuth 

film increases from 1 nm to 8 nm, the Si interface transitions from inversion to depletion. 
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Increasing the thickness further to 21 nm changes the Si interface from depletion to 

accumulation. To explain the observed anomalous reverse-bias current in experimental 

samples, we propose a model based on surface inversion charge calculations. 

For Au/Bi/p-Si under equilibrium conditions, as the bismuth film thickness 

increases from 1 nm to 17 nm, the Si interface transitions from accumulation to 

depletion. Increasing the thickness further to 51 nm changes the Si interface from 

depletion back to inversion. These findings roughly correspond to measurements from 

our laboratory's experimental samples. Discrepancies between theory and experiment 

are explained using a model that considers non-ideal charges at the interface, further 

validating the accuracy of our theoretical calculations in this study. 

 

Keywords: Bismuth thin film, quantum confinement effect, 

Metal/semimetal/semiconductor junction, Schrodinger equation, Poisson 

equations, Schottky barrier  
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一、緒論 

1-1 研究背景與研究方法 

鉍為一種價帶與導帶有部分能量重疊E0  1]的半金屬，本質濃度約在

1018 cm−3，而且鉍在特定晶面下的等效質量很小，很容易受到幾何尺寸的量子

侷限而使導帶底部上升到超過價帶頂部轉變為半導體，被稱為 Semimetal to 

semiconductor transition(SMSC)，而近期有一些關於鉍的研究指出鉍在自旋-軌道

交互作用下會有特別的表面能帶特性 2-5]，這些特性使得鉍這種具有極大潛力的

材料獲得更多的重視。 

近期另有一些研究指出鉍的低本質濃度特性有助於降低金屬半導體接面

MIGS  6]所引起的費米能階釘扎效應(Fermi level pinning, FLP)  7-8]以及金鉍形

成電極時之功函數具有可調變性 9-10]。由於高電子濃度的金屬和半導體靠近形

成接面時金屬端的電子波函數會穿透到半導體的能隙的區域，造成 dipole 影響功

函數，也就是 MIGS，Shen. et al 7]就提出因為半金屬鉍在費米能階附近幾乎沒有

density of states，可以用來抑制 gap states pinning 實現歐姆接觸。他們宣稱使用

半金屬鉍與二維材料過渡金屬硫族化合物 TMDs (transition metal dichalcogenides)

家族中的𝑀𝑜𝑆2相接可以抑制 MIGS 因而得到電阻率低至 123 Ω⋅ μm 的歐姆接面。  

除了上述 Shen. et al 的研究之外，東京大學的 Toriumi. et al 8]亦提出鉍在與

傳統半導體矽形成蕭特基接面時，接面的 band alignment 能夠呈現幾乎理想的狀

態，其釘扎參數 S可以達到 0.97，遠高於一般金屬與 Si的接面會出現的嚴重 FLP，

其釘扎參數 S 僅為約 0.27 11]。他們認為有別於介面缺陷狀態(DIGS)， MIGS 對

偏離 Schottky-Mott limit 有相當的影響。Bi 因為內部的電子數比金屬少很多，

MIGS 的效應不大因此能夠獲得接近 pinning free 的結果，此解釋與 Shen. et al 團

隊的主張相似。 

此外，前述鉍薄膜隨厚度減少由半金屬轉變成半導體的 SMSC 特性也會影
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響到 Bi/Si 接面的等效能障。本實驗室黃姿瑜學姊在其論文中 10]以數值方法解

一維帕松方程式，獲取不同鉍薄膜厚度的 Au/Bi/p-Si 蕭基結構之能帶圖。發現隨

著鉍薄膜厚度由 1 nm 提升 40 nm，其 Bi/p-Si 接面等效能障會由 0.5 eV 提升至

0.96 eV。而在 2024 年 Nakajima. et al 發表的論文 9]中亦觀察到 Au/Bi/SiO2/n-Si 

MOS 結構中鉍的等效功函數會隨著鉍的厚度而改變。他們在 100 nm 的 SiO2/n-

Si 上蒸鍍金鉍的雙層電極形成 MOS 結構，利用 C-V 量測獲取 VFB 以估計鉍層

的等效功函數。當把鉍層的厚度由 20 nm 降到 1 nm 他們發現鉍層的等效功函數

可以從 4.73 eV 提升至 5.08 eV。他們認為由於鉍半金屬特性所致的低狀態密度，

當與功函數較高的金接觸時，功函數較低的鉍會使得電子從鉍傳輸到狀態密度較

高的金，使鉍的等效功函數上升。 

然而先前 10]中的計算並未考慮到量子侷限效應下載子的重新分佈、電場效

應以及 Au/Bi 和 Bi/Si 接面空間電荷區重疊的問題，其計算結果尚待精確，故本

論文以數值方法聯立解鉍的薛丁格方程式與整個接面結構的帕松方程式，以求取

在特定偏壓下的能帶圖，從異質接面的觀點來對 Au/Bi/Si 金屬/半金屬/半導體接

面進行較為完整之研究，探討如何藉由操控量子侷限效應大幅改變鉍矽接面之等

效能障以及計算驗證文獻中說的鉍薄膜能夠降低金屬半導體接面MIGS的議題。 

在理論計算的部分，我們先處理鉍薄膜的一維量子侷限效應。由於鉍的 T 能

帶與 L 能帶均具有非等向性，我們先建立鉍在特定指向下量子侷限的薛丁格方

程式以求其 T 能帶與 L 能帶的次能帶能量位置，並進一步計算其能態密度以

便能求取在特定費米能級下的電子與電洞濃度。之後再建立鉍/矽接面或金屬/鉍

/矽接面的平能帶圖(flat band diagram)，並以此為基礎點，透過數值方法聯立解鉍

的薛丁格方程式與帕松方程式，以求取在特定偏壓下的能帶圖。檢視能帶圖，獲

取有效的「蕭特基位障」後再與實驗結果做比較。 

 實驗部分以 MBE 成長的鉍薄膜搭配黃光和 RIE(Reactive-Ion Etching)製程，

Au/Bi/n-Si 和 Au/Bi/p-Si 的樣品也以一些理論模型與上述模擬計算相互驗證。 
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1-2 論文架構 

 第一章為緒論，簡介相關文獻以及本論文的研究動機以及研究方法。 

第二章為理論計算。先藉由各項參數建構出 Au/Bi/Si 接面的平能帶圖，並建

構數值解模型.架構，從 Stern 的等效質量矩陣模型搭配 Lax 等人的模型考慮

nonparabolicity 搭配薛丁格方程式計算出價帶與導帶的次能帶 E-K 關係，隨後逐

次計算載子濃度在鉍薄膜中的分布，並透過解怕松方程式得到電位解迭代回薛丁

格方程式，最後分析我們如何透過薛丁格與帕松方程式的聯立得到能帶與載子濃

度分佈的自洽解。 

 第三章中，我們將對模擬結果進行分析與討論。 

第四章是實驗樣品的製備、量測以及用以擬合模擬與實驗數據的數值解模型。 

 第五章為結論。 

 本研究中模擬所用之程式語言為 Matlab，作圖搭配 Origin 製圖軟件。 
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二、金鉍矽接面的能帶數值解模擬計算 

2-1 鉍能帶模擬相關基本參數 

2-1-1 鉍之晶體結構                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            

 Bi是一種半金屬，其晶體之unit cell為菱面體(rhombohedral)晶格中的 trigonal

結構， 一般會將其視為連續相接的 FCC 結構，以圖 2-1-1 為例，其中 arho = 

4.7236 Å、αrho = 57.35。 

 

 

圖 2-1-1 鉍的晶體結構。 

 

為了更好地理解晶體的 E-K 關係以及晶格繞射等週期性的物理現象，我們會用

傅立葉轉換將其轉換至 reciprocal space，並定義出 Bi 的布里淵區，晶格在此空

間下為 BCC 結構，其組成為 L-point 上三個 electron pockets 及 T-point 上一個 hole 

pocket。如圖 2-1-2 所示，各研究中以橢球表示其等能面，鉍晶體於結構上對

trigonal axis 為 three-fold 對稱，三個 electron pockets 以 L-point 作為中心點，可

由倒晶格向量對 trigonal axis 旋轉±120°來定義出各個橢球的位置，且 electron 

pockets 為傾斜角約7°之斜橢球；hole pocket 則是以 T-point 作為中心之正橢球。 
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圖 2-1-2 鉍布里淵區的四個橢球等能面關係圖，其中 T 為價電帶，3 個 L 為導電

帶。  

 

其 T-point 和 L-point 之能帶關係同樣以下圖 2-1-3 為例說明，其中EgL: L-point 直

接能隙(direct bandgap)、E0: L-point 的傳導帶底部至 T-point 的價帶頂部的能帶重

疊 12] 13] 14]。 

 

 

圖 2-1-3 T-point 和 L-point 之能帶關係 12] 13] 14]。 

 

 我們從圖 2-1-3 可以發現 T point 價帶頂部和 L point 導帶底部有能帶交疊的

情形，符合半金屬的特性，而交疊的能量大小 Band overlap E0 (meV)  14]和溫度

有關，其關係以下式 2-1-1 表示: 

 

𝐸0 = {
−38 , 𝑖𝑓  𝑇 < 80𝐾

−38 − 0.44(𝑇 − 80) + 4.58 × 10−4(𝑇 − 80)2 − 7.39 × 10−6(𝑇 − 80)3 , 𝑇 > 80𝐾
 式 2-1-1 
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 以下我們將就 T-point 上的電洞和 L-point 上的電子分別討論。 

 首先是 T point。因為 T Point 的導電帶和價電帶沒有交互作用，因此在 T point

的等效電子質量和溫度幾乎無關，以 binary, bisectrix, 以及 trigonal 三軸為 x, y, 

z 軸， 𝑀ℎ為電洞的等效質量矩陣可寫成下式 2-1-2:  

 

 
𝑀ℎ = [

𝑚ℎ1 0 0
0 𝑚ℎ2 0
0 0 𝑚ℎ3

] 式 2-1-2 

 

其中由於非等向性費米面，電洞的等效質量張量矩陣元素並不相等，  𝑚ℎ1 =

𝑚ℎ2 = 0.059, mh3 = 0.634 13] (單位為電子靜止質量m0) ，且 T-point 為單純的正

橢球，適用拋物線型的 E-K 關係，我們將在第 2-3 小節進行詳細推導。 

L point 的電子質量矩陣因為 L pocket 等能面本身為斜橢球的關係，會在斜

對角之外出現非零項，在傳導帶底部(conduction-band edge)的等效質量張量矩陣

𝑀𝑒可寫成下 2-1-3 式。 

 

 
𝑀𝑒 = [

𝑚𝑒1 0 0
0 𝑚𝑒2 𝑚𝑒4

0 𝑚𝑒4 𝑚𝑒3

] 式 2-1-3 

 

在絕對溫度 0K 下，𝑚e1 = 0.00113, 𝑚𝑒2 = 0.26,  𝑚𝑒3 = 0.00443, 𝑚𝑒4 = 0.0195 

 14]，又 L point 之導帶與價帶會互相作用，因此等效質量和溫度相關，我們依據

半經驗公式可以有下式 2-1-4 關係: 
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 𝑚𝑒(𝑇) =
𝑚𝑒(0𝐾)

1 − 2.94 × 10−3𝑇 + 5.56 × 10−7𝑇2
 式 2-1-4 

 

此導帶與價帶之交互作用使得 L point 電子不適用拋物線性的 E-K 關係，在本研

究中我們考慮 Lax 研究團隊 15]的模型對 E-K 關係式進行修正，也同樣會在第 2-

3 小節進行詳細推導。 
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2-1-2 模擬相關參數總表 

 為了方便後續章節的論述，我們先在此將本研究所會用到的一切參數依 Bi

相關與 Si 相關分別整理在表 2-1-1 與表 2-1-2。 

 

表 2-1-1 本研究所用之 Bi 能帶參數總整理 

Band parameters Temperature dependency 

Band overlap E0 

(meV) 14] 
𝐸0 = {

−38 , 𝑇 < 80𝐾
−38 − 0.44(𝑇 − 80) + 4.58 × 10−4(𝑇 − 80)2 − 7.39 × 10−6(𝑇 − 80)3 , 𝑇 > 80𝐾

 

L-point direct band 

gap (meV) 16] 
𝐸𝑔𝐿 = 13.6 + 2.1 × 10−3𝑇 + 2.5 × 10−4𝑇2 

L-point electron 

effective mass 

temperature 

dependence 14] 16] 

𝑚𝑒(𝑇) =
𝑚𝑒(0𝐾)

1 − 2.94 × 10−3𝑇 + 2.5 × 10−4𝑇2
 

Electron and hole 

mass tensor at 

T=0K (in unit of 

electron mass) 

𝑀𝑒 = [
0.00113 0 0

0 0.26 0.0195
0 0.0195 0.00443

], 

𝑀ℎ = [
0.059 0 0

0 0.059 0
0 0 0.634

] 

𝑀𝑒 at T=300K 𝑀𝑒 = [

𝑚𝑒1 0 0
0 𝑚𝑒2 𝑚𝑒4

0 𝑚𝑒4 𝑚𝑒3

]  = [
0.0067 0 0

0 1.5473 0.1160
0 0.1160 0.0264

] 

 𝑀ℎ at T=300K 𝑀ℎ = [

𝑚ℎ1 0 0
0 𝑚ℎ2 0
0 0 𝑚ℎ3

]  = [
0.059 0 0

0 0.059 0
0 0 0.634

] 

𝑀𝑒
−1 at T=300K 𝑀𝑒

−1 = [
𝜔11 0 0

0 𝜔22 𝜔23

0 𝜔32 𝜔33

] = [
148.708 0 0

0 0.9648 −4.247
0 −4.247 56.6268

] 

𝑀ℎ
−1 at T=300K 𝑀ℎ

−1 = [

𝜔11ℎ 0 0
0 𝜔22ℎ 𝜔23ℎ

0 𝜔32ℎ 𝜔33ℎ

] = [
16.9491 0 0

0 16.9491 0
0 0 1.5773

] 
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Bi 介電係數 16] 𝜀𝑟−𝑏𝑖 100 

Bi 功函數 𝑤𝐵𝑖 4.22  17] or 4.34  18]  eV 

Overlap at T =
300K 

𝐸0 
104.2   meV 

L point direct 

bandgap at T =
300K 

𝐸𝑔𝐿
 36.73    meV 

 

表 2-1-2 本研究所用之 Si 能帶參數總整理 

Si 的導帶等效密度函數 𝑁𝐶−𝑠𝑖
 2.86 × 1019      𝑐𝑚−3 

Si 的價帶等效密度函數 𝑁𝑉−𝑠𝑖
 2.66 × 1019      𝑐𝑚−3 

Si affinity  11] 𝜒 4 eV 

Si bandgap Eg 1.12 eV 

  

本小節的目標是透過這些參數建立起金/鉍/矽系統的平能帶圖。 

 鉍的部分我們用列於上表 2-1-1 中的參數。功函數分別有文獻 17]與 18]的兩

種數值。用法上我們先算出 300K 下的𝐸0和𝐸𝑔𝐿
並以𝑛 = p = 𝑛𝑖的關係找到費米能

階在塊材鉍能帶中的位置，並將此位置釘在平能帶圖上鉍功函數的位置上，因為

我們相信此兩篇研究者研究之時尚無成長鉍薄膜的技術，用的是 300K 下的塊材

鉍。塊材鉍的電子濃度與電洞濃度分別以下式 2-1-1 與 2-1-2 計算: 

 

nBi(z) =∫
3√2

𝜋2ℏ3 × √
1

𝜔11(𝑤22−
𝜔23

2

𝜔33
)𝜔33

× (𝑚0)
3

2 ×  (
𝐸2

𝐸𝑔𝐿

+ 𝐸)

1

2
 ×  (

2𝐸  

𝐸𝑔𝐿
+ 1) 

i nf

Ec_bulk

× f(E)  dE 式 2-1-1 

 

式 2-1-2 

其中Ec_bulk、Ev_bulk分別為塊材鉍的導帶與價帶能量，在計算的時候我們將Ev_bulk

p𝐵𝑖(z) =∫
√2

𝜋2ℏ3 × √𝑚11𝑚22𝑚33 × (𝑚0)
3

2  ×  (𝐸)
1

2 
Ev_𝑏𝑢𝑙𝑘

−inf

× f(E) dE 



doi:10.6342/NTU202403558

10 

 

假設為能量 0 的參考點，整個計算流程如下圖 2-1-4: 

 

 

圖 2-1-4 鉍費米能級在塊材能帶中的位置計算流程圖。 

 

矽的部份我們用列於上表 2-1-2 中的參數，分別以摻雜濃度1013 𝑐𝑚−3的 N

基板與摻雜濃度1015 𝑐𝑚−3的 P 基板建立 N 矽與 P 矽的平能帶。 

金的部分直接取其功函數與釘在平能帶圖上，在要把金/鉍/矽三的三系統連

接起來的時候，把三者的功函數拿來當最起始的對照點，對接好後交界處就是不

會再變化的系統參考點。平能帶圖如下圖 2-1-5:  
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圖 2-1-5 金/鉍/矽平能帶圖 (a) 矽為 N 型，其摻雜濃度𝟏𝟎𝟏𝟑 𝒄𝒎−𝟑 。(b) 矽為 P

型 ，其摻雜濃度𝟏𝟎𝟏𝟓 𝒄𝒎−𝟑。 
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2-2 數值模擬架構 

本研究模擬之金鉍矽接面元件如下圖 2-2-1(a)，我們並將鉍和矽的表面切割

成若干小區間如下圖 2-2-1(b)，以數值方法進行理論計算，每個小區間都可以計

算出該區間上的載子濃度、電位變化、導帶價帶與費米能階的相對關係，且計算

時我們不考慮 MIGS 的效應。 

 

 

圖 2-2-1 金鉍矽接面的模擬示意圖 (a)金鉍矽接面元件簡圖。 (b)數值模擬分點

示意圖與 Bi/n-Si 能障定義。 (c)數值模擬分點示意圖與 Bi/p-Si 能障定義。 

(d)模擬流程簡圖。 

 

此外我們的鉍薄膜模擬厚度範圍由 1 nm 到 100 nm，不論是哪一種厚度，我們都

將其切割為 901 個點，因此不同厚度的計算模擬，網格的間隔𝛥𝑧是不同的。 
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現在我們把鉍薄膜和半導體矽與金相接，金的部分取其與鉍的功函數差做為

解鉍 Poisson equation 的邊界條件；矽的部分若是在空乏區則以 depletion 

approximation 用下式 2-2-1: 

𝑋𝑛 = √
2𝜀𝑠𝑉1

𝑞𝑁
 式 2-2-1 

計算出鉍矽接面的空乏區寬度，其中 V1 為矽相對於平帶所承受的跨壓再用式 2-

2-2: 

 

式 2-2-2 

算出鉍矽接面矽側的電場值；若是在累積區則套用[11]第四章的累積層電場公式

求鉍矽接面矽側的電場值，P 基板用下 2-2-3 式: 

𝐸𝑙𝑓𝑠𝑖
2

= (
2 𝐾𝑇

𝑞
)

2

(
𝑞𝑝𝑝𝑜

2𝜀𝑠
) {[𝑒𝑥𝑝( − 𝛽𝛹𝑝) + 𝛽𝛹𝑝 − 1] +

𝑛𝑝0

𝑝𝑝0

[𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝛹𝑝) + 𝛽𝛹𝑝 − 1]} 式 2-2-3 

而 N 基板用下 2-2-4 式: 

 

𝐸𝑙𝑓𝑠𝑖
2 = (

2 𝐾𝑇

𝑞
)

2

(
𝑞𝑛𝑛0

2𝜀𝑠
) {[𝑒𝑥𝑝( − 𝛽𝛹𝑛) + 𝛽𝛹𝑛 − 1] +

𝑝𝑛0

𝑛𝑛0

[𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝛹𝑛) + 𝛽𝛹𝑛 − 1]} 式 2-2-4 

 

其中𝛹𝑛𝛹𝑝為表面電位(surface potential)。求出鉍矽接面矽側的電場值後可用異質接

面電通量密度連續的概念用式 2-2-5: 

𝜀𝑠 × 𝐸𝑙𝑓𝑠𝑖 =  𝜀𝑏𝑖 × 𝐸𝑙𝑓𝑏𝑖 式 2-2-5 

換算成鉍側的電場，又因為電場為電位的微分，我們可以再用式 2-2-6: 

𝜑𝑛 = −𝛥𝑧 × 𝐸𝑙𝑓𝑏𝑖 式 2-2-6 

得到鉍矽接面鉍側的電位做為 Poisson equation 的另一個邊界條件；鉍的部分考

𝐸𝑙𝑓𝑠𝑖 =
−𝑞𝑁𝑥𝑛

𝜀𝑠
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慮經過 Lax model 修正過的次能帶式，鉍量子井透過解以無限能障邊界條件進行

簡化的 Schrodinger  equation 的能量特徵值解可以得到各個次能帶的最低能量

值。考慮如下式 2-2-7 的 Schrodinger equation: 

 

 
−

ℏ2

2
𝜔33

𝜕2𝜌(𝑧)

𝜕𝑧2
− 𝑒𝜑(𝑧)𝜌(𝑧) = 𝐸 

′  𝜌(𝑧) 式 2-2-7 

  

依照 Finite Difference Method(FDM)的概念，我們可以把上式中的二次微分項依

下式 2-2-8: 

 

d2𝜌(𝑧)

d𝑧2
≈

𝑝𝑖+1 − 2𝜌𝑖 + 𝜌𝑖−1

Δ𝑧2
 式 2-2-8 

 

代換整理成 2-2-9: 

 

(−
ℏ2

2
𝜔33)(

𝑝𝑖+1−2𝜌𝑖+𝜌𝑖−1

Δ𝑧2 ) + e𝜑𝑖𝜌𝑖 = 𝐸′𝜌𝑖 式 2-2-9 

 

其中𝜌𝑖是 Z 方向上各個位置的波函數而𝜑𝑖則為各位置電位，如下圖 2-2-2: 

 

 

圖 2-2-2 鉍能帶的數值解解析圖。 
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式 2-2-9 可以進一部整理成矩陣形式如下式 2-2-10: 

 

 

式 2-2-10 

 

由於我們將位能井邊界以無限能障近似，因此其邊界條件即為𝜌𝑖+1 = 𝜌0 = 0，在

矩陣第一橫列與最後一橫列分別沒有𝜌0項與𝜌𝑖+1項。接著式 2-2-10 可表為下式 2-

2-11 的型式: 

 

 K𝝆 + V𝝆 = (K+V)𝝆 = H𝝆 = E’𝝆 式 2-2-11 

 

變成解方形矩陣的 eigenvalue problem，其中 E’為 eigenvalue，也就是所求能量；

𝝆為 eigenvector，也就是波函數。我們先套用 initial condition: 𝜑1 = 𝜑2 = 𝜑3 =

⋯ = 𝜑𝑛 = 0, 𝑛 ∈ 𝑁解第一次 Schrodinger equation，因為我們包含頭尾總共切割

成 901 個點，此矩陣解出來的能量解與波函數解共有 900 個，但是實際上我們不

會取這麼多，因為導帶次能帶到第三個之後已經幾乎沒有電子，價帶次能帶到第

六個之後也幾乎沒有電洞，實際計算上我們只取到佔有總載子的 0.1%以上的次

能帶。 

接下來我們以平帶為零電位參考點代入由金和矽提供的邊界條件可以來解

Poisson equation。考慮 Finite Difference Method 解 Poisson，我們先依下式 2-2-11

與 2-2-12 以解析解得到導帶與價帶的解: 
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 𝐸𝑐−𝑏𝑖
(𝑧) =

𝑞 × 𝑐(𝑧 + 2) × 𝛥𝑧2

𝜀𝑏𝑖

+ 2𝐸𝑐−𝑏𝑖
(𝑧 + 1) − 2𝐸𝑐−𝑏𝑖

(𝑧 − 1) 式 2-2-11 

 𝐸𝑣_𝑏𝑖
(𝑧) =

𝑞 × 𝑐(𝑧 + 2) × 𝛥𝑧2

𝜀𝑏𝑖

+ 2𝐸𝑣−𝑏𝑖
(𝑧 + 1) − 2𝐸𝑣−𝑏𝑖

(𝑧 − 1) 式 2-2-12 

 

其中這裡的𝑐(𝑧)為某位置上的 carrier 總數，接著依照下式 2-2-13:  

 

𝜙𝑧 = 𝐸𝑐−𝑏𝑖
(𝑧) − 𝐸𝑐−𝑏𝑖_𝑓𝑙𝑎𝑡𝑏𝑎𝑛𝑑 式 2-2-13 

 

和 flat band 情形相減得到各個位置的電位。解出來的表面電位又會做為薛丁格方

程式的位能井的電位條件改變式 2-2-10 的 V 電位矩陣，而再解出來的載子濃度

可以重新做為帕松方程式的參數解出每個位置的表面電位，而如此反覆聯立，當

𝜙𝑛第 k 回的電位解𝜑𝑛𝑘
與第 k-1 回的電位解𝜑𝑛𝑘−1間的電位解誤差小於 0.0001%，

取為收斂解，如下關係式 2-2-14: 

 

 
𝜑𝑛𝑘

−𝜑𝑛𝑘−1

𝜑𝑛𝑘−1
 <0.0001% 式 2-2-14 

 

整個鉍部分的計算流程簡圖如圖 2-2-3: 

 

 

圖 2-2-3 解鉍部分的流程簡圖。 
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2-3 解鉍量子井次能帶結構與薛丁格方程式 

 我們先探討薄膜鉍之能帶結構並考慮 15]中 Lax等人提出的對於非拋物線型

的 L-point 電子能帶修正與參考文獻 20]中 Stern 等人所提出的等效質量張量

(effective mass tensor)化簡模型。本研究中我們討論的是[003]方向的鉍薄膜。將

各能帶的等效質量張量矩陣 M(式 2-3-1)的反矩陣𝑀−1(式 2-3-2): 

 

 
𝑀 

 = [

𝑚11 𝑚12 𝑚13

𝑚21 𝑚22 𝑚23

𝑚31 𝑚32 𝑚33

] 式 2-3-1 

 
𝑀−1

 = [

𝜔11 𝜔12 𝜔13

𝜔21 𝜔22 𝜔23

𝜔31 𝜔32 𝜔33

] 式 2-3-2 

 

旋轉使其 z 方向與量子侷限方向對齊並考慮 Stern 等人的質量張量反矩陣的薛丁

格方程式如下式 2-3-3: 

 

 (𝑇 − 𝑒𝜑(𝑧) − 𝐸)𝜓 = 0 

 

𝑇 =
1

2
∑ 𝜔𝑖𝑗𝑃𝑖𝑃𝑗

𝑖,𝑗

 

𝜔𝑖𝑗: 𝑟𝑒𝑐𝑖𝑝𝑟𝑜𝑐𝑎𝑙 𝑒𝑓𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑚𝑎𝑠𝑠 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟 

𝑝𝑖 = −𝒾ℏ
𝜕

𝜕𝑥𝑖
 

𝑥1 = 𝑥; 𝑥2 = y; 𝑥3 = z 

式 2-3-3 

 

因為只有 z 方向受到量子侷限，xy 方向仍維持近似波函數為平面波的自由電子，

把𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜉(𝑧)𝑒𝑥𝑝(𝒾𝑘𝑥𝑥 + 𝒾𝑘𝑦𝑦)代入薛丁格方程式展開整理之後，可以把

T𝜓整理成: 
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 𝑇𝜓 = −
ℏ2

2
𝑒𝑥𝑝(𝒾𝑘𝑥 + 𝒾𝑘𝑦𝑦)𝑒𝑥𝑝(−𝒾𝛥𝑧) {𝜔33

𝜕2𝜌

𝜕𝑧2

− 𝜌 [(𝜔11 −
𝛺13

2

𝜔33

)𝑘𝑥
2 + (𝜔22 −

𝛺23
2

𝜔33

)𝑘𝑦
2 + 2(𝛺12 −

𝛺13𝛺23

𝜔33

)𝑘𝑥𝑘𝑦]} 

 

式 2-3-4 

將 T𝜓代回式 2-3-3 則薛丁格方程式可以被化簡成 z 方向上的純量一維非時變的

薛丁格方程式如下 2-3-5: 

 

 −
ℏ2

2
𝜔33

𝜕2𝜌

𝜕𝑧2
− 𝑒𝜑𝜌 = {𝐸 −

ℏ2

2
[(𝜔11 −

𝛺13
2

𝜔33
)𝑘𝑥

2 + (𝜔22 −
𝛺23

2

𝜔33
)𝑘𝑦

2 + 2(𝛺12 −
𝛺13𝛺23

𝜔33
)𝑘𝑥𝑘𝑦]} 𝜌 = 𝐸′𝜌  式 2-3-5 

 

其中 E 為能帶的能量值，以下將分別記為價帶的 Ec 以及導帶的 Ev。由於 T-point

電洞價帶(hole valence band)不會交互作用，適用拋物線的 E-K 關係，我們將上面

式 2-3-5 的薛丁格方程式藍色部分寫成下式 2-3-6: 

 

 
−

ℏ2

2
𝜔33

𝜕2𝜌ℎ(𝑧)

𝜕𝑧2
− 𝑒𝜑(𝑧)𝜌ℎ(𝑧) = 𝐸ℎ′𝜌ℎ(𝑧) 式 2-3-6 

 

Z 方向上 hole 的能量特徵值為𝐸ℎ′，是離散的數值，而原來的 T-point 電洞價帶方

程式能量𝐸𝑣可搭配式 2-3-7 的令法: 

 

 
𝛺13 =

(𝜔13 + 𝜔31)

2
; 𝛺23 =

(𝜔23 + 𝜔32)

2
; 𝛺12 =

(𝜔12 + 𝜔21)

2
 

且𝜔12、𝜔21、𝜔13、𝜔31、𝜔23、𝜔32均為 0 

式 2-3-7 

 

整理為下式 2-3-8: 

 

𝑬𝒗 = − {𝐸ℎ′ +
ℏ2

.2
[(𝜔11 −

𝛺13
2

𝜔33
) 𝑘𝑥

2 + ((𝜔22 −
𝛺23

2

𝜔33
)

 

𝑘𝑦
2 + 2 (𝛺12  −

𝛺13𝛺23

𝜔33
)

 
𝑘𝑥𝑘𝑦]}  式 2-3-8 
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= − {𝐸ℎ′ +
ℏ2

.2
[𝜔11𝑘𝑥

2 + 𝜔22𝑘𝑦
2]} 

 

其中最前方的負號是因為導帶是向下偏移的，代入不同激發態的能量特徵值𝐸ℎ′

即是不同的次能帶，也就是量子侷限效應的展現。 

 由於 L-point 電子導帶(electroon conduction band)會發生交互作用，因此不適

用拋物線的 E-K 關係，我們考慮 Lax 的微擾模型改寫上面式 2-3-3 的薛丁格方程

式為下式 2-3-9: 

 

 (𝑇 − 𝑒𝜑(𝑧))𝜓 = 𝑬𝑪 (𝟏 +
𝑬𝑪

𝑬𝒈𝑳

) 𝜓 = E 𝜓 式 2-3-9 

 

並將 z 方向簡化一維非時變薛丁格方程式改寫為下式 2-3-10: 

 

 
−

ℏ2

2
𝜔33

𝜕2𝜌𝑛(𝑧)

𝜕𝑧2
− 𝑒𝜑(𝑧)𝜌𝑛(𝑧) = 𝐸𝑛

′  𝜌𝑛(𝑧) 式 2-3-10 

  

Z 方向上 electron 的能量特徵值為𝐸𝑛
′，則導帶能量公式可以由式 2-3-8 參照式 2-

3-9 把總能量 E 改寫為𝑬𝑪 (𝟏 +
𝑬𝑪

𝑬𝒈𝑳

) ，整理成下式 2-3-11: 

 

𝑬𝑪 (𝟏 +
𝑬𝑪

𝑬𝒈𝑳

) = {𝐸𝑛
′ +

ℏ2

. 2
[(𝜔11 −

𝛺13
2

𝜔33

) 𝑘𝑥
2 + ((𝜔22 −

𝛺23
2

𝜔33

)

 

𝑘𝑦
2 + 2 (𝛺12  −

𝛺13𝛺23

𝜔33

)
 

𝑘𝑥𝑘𝑦]} 式 2-3-11 

 

另外由於 L-point 有三個 electron pocket，以 L-point 作為中心點可由倒晶格向量

對 trigonal axis 旋轉±120°定位橢球位置，我們依此關係推導旋轉θ角的狀況如下

式 2-3-12： 
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[

cos θ sin θ 0
−sin θ cos θ 0

0 0 1
] [

ω11 0 0
0 ω22 ω23

0 ω23 ω33

] [
cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1
] 式 2-3-12 

 

整理上面矩陣乘法，對應到式 2-3-11 表示法之𝑘𝑥
2項、 𝑘y

2 項與 𝑘𝑥、𝑘y項，則旋

轉後的動量向量可由下式 2-3-13 與 2-3-14 描述： 

 

 𝑘𝑥
′ = 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑘𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑘𝑦 式 2-3-13 

 𝑘y
′ = sinθ 𝑘𝑥 + cosθ 𝑘y 式 2-3-14 

 

當θ = 0，𝑘𝑥
′ = 𝑘𝑥

 ，且𝑘y
′ = 𝑘y

 ，我們以此為基準再加上𝜔12、𝜔21、𝜔13、𝜔31均為

0，改寫式 2-3-11 得到導帶的公式為下式 2-3-15:  

 

 

𝐸𝐶 = −
𝐸𝑔𝐿

2
+ √(

𝐸𝑔𝐿
2

4
) + 𝐸𝑔𝐿

𝐸𝑛
′ + 𝐸𝑔𝐿

ℏ2

2
[𝜔11𝒌𝒙

𝟐 + (𝜔22 −
𝜔23

2

𝜔33
) 𝒌𝒚

𝟐] 式 2-3-15 

 

將上面推導好的可以能帶公式整理在下表 2-3-1:  

 

表 2-3-1 鉍薄膜電子導帶與電洞價帶的次能帶 E-K 公式 

電子導帶 

𝐸𝐶 = −E0 −
𝐸𝑔𝐿

2
+ √(

𝐸𝑔𝐿
2

4
) + 𝐸𝑔𝐿

𝐸𝑛
′ + 𝐸𝑔𝐿

ℏ2

2
[𝜔11𝒌𝒙

𝟐 + (𝜔22 −
𝜔23

2

𝜔33
) 𝒌𝒚

𝟐] 

電洞導帶 𝐸𝑣 =  − {𝐸ℎ′ +
ℏ2

. 2
[𝜔11𝑘𝑥

2 + 𝜔22𝑘𝑦
2]} 

  

透過式 2-2-10 來分別解出電子與電洞的量子化能量解𝐸𝑛
′、𝐸ℎ

′並帶入表 2-3-1 的算

式中可以得到各個價帶次能帶與導帶次能帶之能量值。試解 10 nm 的鉍薄膜，我
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們用解得的𝐸𝑛
′、𝐸ℎ

′算出 Ec_k、Ev_k列在下圖 2-3-1，其中下標 k 表示第 k 次能帶，

且皆為 kx= ky=0 的數值，也就是價帶最高點與導帶最低點。 

 

 

圖 2-3-1 各個次能帶能量的關係。 (a)各導帶次能帶最低點。(b)各價帶次能帶最

高點。  

 

可以發現由於導帶公式中的薛丁格能量解在根號中因此其次能帶能量大致與次

能帶的序數呈現線性關係，而價帶次能帶則呈現 2 次曲線關係。 

 各取當 kx=0 和當 ky=0 的條件可以分別得到 Bi 薄膜沿著 x 方向和 y 方向上

的 E-K 關係圖，如下圖 2-3-2 所示: 

 

 

圖 2-3-2 導帶與價帶 E-K 關係圖。(a) E-kx。(b) E-ky。 
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接下來我們可以由表 2-3-1 的 E-K 公式分別推導鉍電子的 2D、3D 狀態密度函數

(density of state, DOS)以及鉍電洞的 2D、3D 狀態密度函數。 

我們以電子的 3D DOS 推導做示範。因為 K-space 橢圓球體積為: 

 

 𝑉𝑘 =
4

3
𝜋𝑘𝑥

𝐸𝑘𝑦
𝐸𝑘𝑧

𝐸 式 2-3-16 

  

k-space 中每一個元素所占體積為
(2𝜋)3

𝑉
，因此整個橢圓球所擁有的狀態數為: 

 

 𝑁(𝐸) = 3 × 2 ×
4

3
×

𝜋𝑘𝑥
𝐸𝑘𝑦

𝐸𝑘𝑧
𝐸

(2𝜋)3 𝑉⁄
 

其中乘以兩倍是因為考慮上下自旋的關係 

乘以三倍是因為 L-point 有三個 electron pocket 

式 2-3-17 

 

考慮表 2-3-1 nonparabolic 的 L point 電子能帶關係和 Lax 微擾模型可以得到 kx、

ky、kz 

 

如下: 

 

 
𝑘𝑥 =

√2∗𝑚0∗[𝐸2/𝐸𝑔𝐿
+E ]

ℏ√𝜔11
    ；   𝑘𝑦 =

√2∗𝑚0∗[𝐸2/𝐸𝑔𝐿
+E ]

ℏ√(𝜔22−
𝜔23

2

𝜔33
)

  

 

 𝑘𝑧 = 
√2×𝑚0×(

𝐸2

𝐸𝑔𝐿
+𝐸)

ℏ√𝜔33
  

 

式 2-3-18 
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合併 2-3-17 與 2-3-18 可以得到: 

 

 𝑁(𝐸) = 3 ×
8

3
×

𝜋𝑘𝑥
𝐸𝑘𝑦

𝐸𝑘𝑧
𝐸

(2𝜋)3 𝑉⁄
  

= 
2√2𝑉

𝜋2ℏ3 ×
√

1

𝜔11(𝑤22−
𝜔23

2

𝜔33
)𝜔33

× (𝑚0)
3

2 × (
𝐸2

𝐸𝑔𝐿

+ 𝐸)

3

2
 

式 2-3-19 

 

將式 2-3-19 對 E 微分並除去 V 可得電子 3D density of state D(E)如下式 2-3-20: 

 

 
D(E) = 

3√2

𝜋2ℏ3 ×
√

1

𝜔11(𝑤22−
𝜔23

2

𝜔33
)𝜔33

× (𝑚0)
3

2 × (
𝐸2

𝐸𝑔𝐿

+ 𝐸)

1

2
 × (

2𝐸  

𝐸𝑔𝐿
+ 1) 式 2-3-20 

 

以此類推可以得到電子的 2D DOS 以及電洞的 2D 和 3D DOS。計算完的 DOS 列

在下表 2-3-2: 

 

表 2-3-2 電子電洞的 3D 與 2D DOS 總整理 

電子 

3D 

D(E) = 
3√2

𝜋2ℏ3 ×
√

1

𝜔11(𝑤22−
𝜔23

2

𝜔33
)𝜔33

× (𝑚0)
3

2 × (
𝐸2

𝐸𝑔𝐿

+ 𝐸)

1

2
 × (

2𝐸  

𝐸𝑔𝐿
+ 1) 

電洞 

3D 

D(E) = 
√2

𝜋2ℏ3 × √𝑚11𝑚22𝑚33 × (𝑚0)
3

2 × (𝐸)
1

2 

電子 

2D 

D(E)  = 
3

𝜋ℏ2 √
1

𝜔11(𝜔22−
𝜔23

2

𝜔33
)

 (
2𝐸  

𝐸𝑔𝐿
+ 1) 

電洞 2D 
D(E)  = 

√𝑚11𝑚22×𝑚0

𝜋ℏ2
 

 

由表 2-3-2 的算式，我們可以將 DOS 關係作圖如下圖 2-3-3: 

 



doi:10.6342/NTU202403558

24 

 

 

圖 2-3-3 電子電洞的 3D 與 2D DOS 作圖。(a)為 10 nm 鉍薄膜。(b)為 20 nm 鉍

薄膜。 

 

電洞的 DOS 圖另外在圖 2-3-4 中放大顯示: 

   

 

圖 2-3-4 電洞的 3D 與 2D DOS 作圖。(a)為 10 nm 鉍薄膜。(b)為 20 nm 鉍薄

膜。 

 

 由圖 2-3-3 與 2-3-4 我們可以討論三件事情: 第一件事情是當能量每滿足下

一次能階時 2D DOS 就會增加一倍，在 E=Ec(n)第 n 次能帶, ( n 為正整數) 2D 
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DOS 和 3D DOS 會重合；第二件事情是我們可以發現厚度越厚的鉍薄膜 2D DOS

和 3D DOS 會越貼近，這是因為當厚度上升之後電子與電洞漸漸感受不到位能的

侷限；第三件事情是電洞的等效質量比起電子大很多，因此電洞較感受不到量子

侷限的效應，而這我們也可以從圖 2-3-2 中的 E-K 圖中看出來，我們另將 10 nm

與 20 nm 鉍薄膜的 DOS 圖畫在同一張圖來再度佐證以上論述，如下圖 2-3-5。 

 

圖 2-3-5 電子與電洞的 10 nm 與 20 nm DOS 將不同厚度做在同一張圖比較。 

 

我們繼續計算載子濃度，其為狀態密度與費米狄拉克函數在一段能量區間內

的積分，可對應下式 2-3-21 與 2-3-22: 

 

nbi_k
(z) =∫

3

πℏ2Ｌ √
1

ω11(ω22−
ω23

2

ω33
)

(
2E

EgL
+ 1)  

i nf

Ec(k)

× f(E) dE 式 2-3-21 

 

式 2-3-22 

 

分別用 2D DOS 計算電子和電洞受到量子侷限效應時的濃度，其中Ｌ為薄膜厚

度，下標 k 表示第幾個次能帶上的載子濃度，計算細節另在下圖 2-3-6 展示: 

 

 

pbi_k
(z) =∫ √m11m22×m0

πℏ2L
  

Ev(k)

−inf

× f(E) dE 
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圖 2-3-6 各次能帶 DOS×費米迪拉克函數對能量的積分說明圖。 

 

依照此作法可以求出某區間中每個 subband 所含有的載子濃度，以下圖 2-3-7 為

例將其前條 12 次能帶的載子濃度作圖並將其全部相加之後計算每個次能帶所佔

的載子濃度比例: 
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圖 2-3-7 各個價帶導帶次能帶上的載子濃度分布。(a)電子前 12 個能量解與濃度

關係圖。(b)電洞前 12 個能量解與濃度關係圖。(c)電子前六個次能帶上載

子濃度占總濃度的百分比。(d)電子前六個次能帶上載子濃度占總濃度的百

分比。 

 

我們發現導帶的電子濃度幾乎集中在第一次能帶上，而價帶上的電洞在前四個次

能帶上皆有相當的占比，這是因為價帶位置在費米能階之上且因電洞等效質量較

大所受之量子侷限效應較不明顯。依照 2-2 小節的定義，占比 0.1%以下的次能

帶忽略不計。另將價帶所有次能帶上的載子濃度和塊材之載子濃度做比較如下表

2-3-3: 
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表 2-3-3 鉍薄膜與塊材的載子濃度比較 

𝑐𝑚−3 10 nm 鉍薄膜 塊材 

電子 2.52 × 1018 7.25 × 1018 

電洞 5.23 × 1018 6.2 × 1018 

  

由上表 2-3-3 可以發現價帶電洞在薄膜與塊材下之載子濃度接近，本研究經歸納

認為這同樣是因為電洞等效質量較大所受之量子侷限效應較不明顯。接著考慮正

規化後的波函數，initial condition 中我們考慮無限能量的邊界條件，恰巧是一個

無限方型位能井，電子和電洞的波函數經正規化後應當相同，如下圖 2-3-8 

 

 

圖 2-3-8  10 nm 鉍薄膜的電子電洞波函數。 

 

 將圖 2-3-7中算出的每個次能帶上的初始載子濃度依照下式 2-3-23與 2-3-24: 

 

𝑛𝑏𝑖_𝑘
(𝑧) =∫

3

𝜋ℏ2Ｌ √
1

𝜔11(𝜔22−
𝜔23

2

𝜔33
)

(
2𝐸

𝐸𝑔𝐿
+ 1)  

𝑖 𝑛𝑓

𝐸𝑐(𝑘)

× f(E) dE 

× |𝜌𝑒(𝑧)|2    

式 2-3-23 
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式 2-3-24 

與對應位置上的波函數平方相乘，可以得到鉍薄膜上每個位置上的載子濃度，如

下圖 2-3-9: 

 

 

圖 2-3-9  10 nm 鉍薄膜各位置上的載子濃度分布圖。 

 

我們可以發現電子的濃度分布大致與第一波函數圖形相符，這是因為導帶電子濃

度 90%以上均落在第一次能帶上，電洞由於前三四個次能帶均有相同數量級的

載子濃度，故其也會受到第二與第三波函數的影響而呈現左右兩側突起的圖形。 

  

𝒑𝒃𝒊_𝒌
(𝒛) =∫ √𝒎𝟏𝟏𝒎𝟐𝟐×𝒎𝟎

𝝅ℏ𝟐𝑳
  

𝑬𝒗(𝒌)

−𝒊𝒏𝒇

× f(E) dE × |𝜌ℎ(z)|2   
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2-4 以薛丁格和帕松方程式聯立計算載子濃度分布與能帶解 

當鉍薄膜的厚度足夠厚的時候會形成 Au/Bi 與 Bi/Si 兩完整獨立接面，此時

的 V1與 V3完全取決於兩獨立接面成員之間的費米能階差，而當鉍薄膜厚度不足

以形成 Au/Bi 與 Bi/Si 兩完整獨立接面的時候，Au 與 Si 之間的費米能階差會由

鉍與矽共同分擔，如果有外加偏壓的話，也會由兩者共同分擔，其關係式可以表

示成下式 2-4-1: 

 

 Vgoal  =  V3 - V1 - V2  = Ef_si - WF_au + Vbias 式 2-4-1 

 

V1、V2與 V3的關係參照圖 2-4-1: 

 

 

圖 2-4-1 數值模擬分點示意圖。 

 

模擬流程的部分，我們先猜一個初始 V1 的數值，並開始以 2-2 節中討論的流程

聯立薛丁格與帕松方程式，如此反覆聯立，得到所猜 V1 考慮量子侷限效應的能

帶圖解，透過此能帶圖解可以得到 V2和 V3的數值來跟目標 Vgoal 做比較，若不

相符則將 V1+dV1並重新進行聯立計算直到式 2-5-1 的條件達成。dV1可以先取較

大的間隔如 0.1V 來找到接近的 V1解，再來逐漸縮小 dV1為 0.01V、0.001V 來取

得更精準的解，計算時間約為數秒至數分鐘。整個計算流程我們以下圖 2-4-2 做
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概覽: 

 

 

圖 2-4-2 薛丁格與帕松方程式聯立計算載子分布與能帶的流程詳圖。 

  

我們在下圖 2-4-3 展示 Au/9 nm Bi /N-type Si 接面模擬解，其中包含能帶圖解、

鉍薄膜電子和電洞的 potential well 薛丁格方程式能量解與波函數解、鉍薄膜的電

位與電場隨位置的分布、鉍薄膜電子和電洞的濃度隨位置的分布等等，且在猜中

V1的前提下聯立的回數是 4 回，花費時間是 16.388 秒。 
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圖 2-4-3  Au/9 nm Bi /n-type Si 接面在 0 bias 下聯立解薛丁格和怕松方程式的結

果。(a)能帶圖解。(b) 鉍區中電子的能階與波函數。(c)鉍區中電洞的能階

與波函數，為了計算上的方便我們的 y 軸為電洞能量。(d)鉍區中電子濃度

隨位置的關係。(e)鉍區中電洞濃度隨位置的關係。(f)鉍區中電位隨位置的

關係。(g)鉍區中電場隨位置的關係。  

  

我們可以由圖 2-4-3(a)了解，因為鉍薄膜厚度不足以維持 Au/Bi、Bi/Si 兩獨

立接面，所以 Vgoal由 Bi 與 Si 共同承擔，其中 Bi 承擔 0.655V 而 Si 承擔 0.305V。

而由圖 2-4-3(a) 的能帶圖解中的 potential well 形狀，可推測出電子的分布較靠

右邊而電洞的分布較靠左邊，與實際計算結果相符。此外因為高濃度的載子受量

子井的影響集中在遠離 Si 端的區域，而電子受到量子侷限被往上抬後能穿透到

半導體能隙間的機會也變小，因而可以降低 Bi/Si 接面的金屬誘發能隙能階(metal 

induced gap states, MIGS)。再由圖 2-4-3(g)可發現由 Bi/Si 接面 Si 端所提供給 Bi

端的電場僅為102 V/cm，但是鉍區的載子貢獻的電場 order 高達106 V/cm，因此

我們認為鉍區不能當作絕緣體而忽略薛丁格方程式與帕松方程式的計算。 
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三、模擬結果與分析 

3-1 Au/Bi/n-Si 的模擬結果 

3-1-1 不同鉍薄膜厚度 0 bias 下的模擬結果 

 依照我們的預期，當鉍薄膜的厚度足夠厚的時候會形成 Au/Bi 與 Bi/Si 兩完

整獨立接面；當鉍薄膜越來越小，Au/Bi 與 Bi/Si 接面的空間電荷區會開始重疊，

出現由 Bi 和 Si 共同承擔 Vgoal的情形；最後當鉍薄膜為零的時候，接面為一個純

的 Au/Si 接面。能帶圖如下圖 3-1-1: 

 

圖 3-1-1 Au/Bi/n-Si 不同厚度鉍薄膜在 0 bias 下的接面能帶圖解。 
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圖 3-1-1 所示為不同鉍薄膜厚度的 Au/Bi/n-Si 能帶圖，從中可以發現隨著鉍

薄膜厚度越來越大，Bi/Si 之間的 SBH 也越來越低，當鉍薄膜厚度為 0 nm 時 SBH

為純粹的 Au/Si 接面 SBH；在厚度為 1 nm 到 8 nm 之間 Si 的接面附近發生

inversion；厚度為 9 nm 到 21 nm 之間 Si 在 depletion 區；厚度在 22 nm 以上時 Si

的表面區域轉變成 accumulation；當厚度超過 25 nm 的時候 Au/Bi 與 Bi/Si 兩接

面的空間電荷區已經分離，因此鉍矽接面的等效 SBH 洽等於 bulk Bi/Si 的 SBH，

也就是 Bi 的功函數與 Si 電子親和力的差。 

再來我們定義電子與電洞基態之能量差為等效能隙，由圖 3-1-1 的能帶圖可

發現在鉍薄膜厚度小於 3 nm 之後等效能隙才會轉為正值。依據本實驗室洪岦奇

學長的計算 21]，鉍的等效能隙在 6 nm 的時候即會轉正，這是因為他的計算係

以無限方形位能井做考慮，而本研究計算發現鉍區載子貢獻的電場相當大，因此

鉍薄膜厚度要到小於 3 nm 能隙才會轉正。 

此外在 1 nm 的情形下因為電子的基態(1st subband)的位置已經高出位能井的

邊界使得無限能障的薛丁格方程式解不適用，我們改成用有限能障的邊界條件來

解之後發現其能量依然會高出邊界，因此在 1 nm 的情形下我們參考文獻 22]中

的六章的作法將電子考慮為自由電子做計算。 

我們並將其鉍薄膜厚度與 SBH 的關係、V1-V2-V3的關係畫在下圖 3-1-2，其

中 SBH 以及 V1-V2-V3的定義如圖 2-2-1(b):  
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圖 3-1-2 Au/Bi/n-Si 結構中考慮鉍薄膜的量子效應下之 (a)鉍矽接面 SBH 與鉍薄

膜厚度的關係圖。 (b) V1、V2、V3與鉍薄膜厚度的關係圖。 

  

在圖 3-1-2 中可以看出 V1 以及 V3 隨著鉍薄膜厚度的改變有明顯變化而 V2 幾乎

趨近於零，我們考慮是否在鉍薄膜厚度小到一定程度的時候，其載子濃度對於表

面位能不再有影響，可以當作絕緣體忽略薛丁格方程式與帕松方程式的聯立計算，

參照下式 3-1-1: 

 

 𝐸(𝑥) = 𝐸(𝑥 = 𝑑) + ∫
𝜕𝐸

𝜕𝑥
d𝑥

𝑥

𝑑

 

 

式 3-1-1 

其中𝐸(𝑥 = 𝑑)為鉍矽接面的電場值，而∫
𝜕𝐸

𝜕𝑥
d𝑥

𝑥

𝑑

的定義如下式 3-1-2: 

 

 ∫
𝜕𝐸

𝜕𝑥
d𝑥

𝑥

𝑑

=  
q

εbi

(𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 + 𝑝𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙) 
式 3-1-2 

 

。我們設當∫
𝜕𝐸

𝜕𝑥
d𝑥

𝑥

𝑑

 僅占𝐸(𝑥 = 𝑑)的 10%可以忽略鉍薄膜的量子侷限效應，也就

是可以把鉍區當作一層絕緣體考慮而不必解鉍區的帕松方程式與薛丁格方程式

的聯立，則在選用 doping 濃度在1013𝑐𝑚−3的低摻雜矽基板時，依照我們的計算，
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𝐸(𝑥 = 𝑑)不論在何種厚度的鉍薄膜下都只有102 V/cm 左右，但是鉍薄膜的電洞

濃度不論在何種厚度下都在1020 cm−3的數量級、電子濃度都在1018  cm−3的數

量級，導致鉍區載子貢獻的電場 order 可以達到106 V/cm ，因此我們在計算表

面電場以及電位的時候皆不能把鉍區當作一層絕緣體考慮。若是想要忽略鉍區的

計算，則鉍的總載子濃度需小於109 cm−3  才能使得鉍區載子的電場遠小於

𝐸(𝑥 = 𝑑)。這也可以用來說明為甚麼上圖 3-1-2(b)中的 V2不論鉍薄膜的厚度為多

少 V2的值都僅為 0.0001eV 左右，幾乎可以忽略，因為鉍區載子貢獻的電場 order

遠大於 Bi/Si 接面電場，也正是因此我們認為鉍區不能當作絕緣體而忽略薛丁格

方程式與帕松方程式的計算。我們也可進一步由此推測，如果外加偏壓後 Bi/Si

接面的電場也遠小於鉍區載子貢獻的電場(Au/Bi 接面鉍側)，V2也會趨近於零。 

 

 電子電洞基態能量、費米能階之關係、等效能隙畫在下圖 3-1-3: 

 

 

圖 3-1-3 Au/Bi/n-Si結構中考慮鉍薄膜的量子效應下之 (a) 電洞與電子的 ground 

state 能量、費米能階 Ef 與鉍薄膜厚度的關係圖。 (b)電子電洞 ground 

state 能量差:即等效能隙與鉍薄膜厚度的關係圖，鉍薄膜厚度需小至 3 

nm 等效能隙才能轉為正值。 
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其中圖 3-1-3(a)中，能量 0 eV 的位置係以塊材下的鉍導電帶的能量為 0 eV 參考

點，並呈現不同厚度之下 Ef、電子基態以及電洞基態的能量關係，而在圖 3-1-3(b)

中可以看到等效能隙可發現在鉍薄膜厚度小於 3 nm 之後才會轉為正值變成半導

體的特性。 

 再來總載子與載子濃度 peak 在繪製於下圖 3-1-4 而載子濃度分布的關係在

下圖 3-1-5: 

 

圖 3-1-4 Au/Bi/n-Si 結構中考慮鉍薄膜的量子效應下之 (a)總載子濃度與鉍薄膜

厚度的關係圖。 (b)載子濃度峰值與鉍薄膜厚度的關係圖。 

 

我們可以發現不論在何種厚度下電洞的濃度峰值數量級都在1020 𝑐𝑚−3的數量級，

在等效能隙轉正變成半導體後依然如此，此現象可能使鉍薄膜的等效電阻變得很

低，非常具有製成歐姆接觸的潛力，另一方面我們也可從 3-1-4(a)看出隨著鉍薄

膜厚度的增加，電洞總濃度會有微幅下降的趨勢，而電子濃度的上升則是相當明

顯，這可以從圖 3-1-3(a)看出，隨著鉍薄膜厚度的上升，電子的基態和費米能級

的能量差越來越小，甚至在鉍薄膜超過 22 nm 後費米能級會高於電子的基態，

進而計算得到高濃度的電子。 

 最後我們將電子與電洞濃度隨位置的分佈關係圖繪製於下圖 3-1-5:  
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圖 3-1-5 Au/Bi/n-Si 結構中考慮鉍薄膜的量子效應下之 (a)電子分布圖-log scale。  

(b)電洞分布圖- linear scale。 

 

我們從圖 3-1-5 可以看出在量子侷限效應下電子的分佈會較靠近右邊的 Si 側而

電洞會較靠近左邊的 Au 側，我們認為這與 MIGS 的下降有一定程度的關係，

詳細將在 3-3 小節中討論。  
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3-1-2 變偏壓下的模擬結果 

 我們以 9 nm 的鉍薄膜，模擬不同偏壓下的接面特性，我們分別模擬兩種特

別的情形，case1 是 Au 與 Bi 的費米能階相接，case2 是 Bi 與 Si 的費米能階相

接。下圖 3-1-6 為 case1 能帶圖解，圖 3-1-7 為 case2 能帶圖解，其中 bias 是指以

Au 接正極而言。 

 

 

圖 3-1-6 case1 Au/9 nm Bi/n-Si 變偏壓下的接面能帶圖解。 
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圖 3-1-7 case2 Au/9 nm Bi/n-Si 變偏壓下的接面能帶圖解。 

 

我們亦將鉍薄膜厚度與 SBH 的關係、V1-V2-V3的關係畫在下圖 3-1-8，其中

SBH 以及 V1-V2-V3的定義如圖 2-2-1(b)；第一價帶與導帶次能帶與費米能階之關

係、等效能隙畫在下圖 3-1-9；總載子與載子濃度 peak 在下圖 3-1-10；載子濃度

分布的關係在下圖 3-1-11: 
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圖 3-1-8 Au/Bi/n-Si 結構中考慮鉍薄膜的量子效應下之 (a)鉍矽接面 SBH 與外加

偏壓的關係圖。 (b) V1、V2、V3與外加偏壓的關係圖。  
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(a) 

 

(b) 

圖 3-1-9 Au/Bi/n-Si 結構中考慮鉍薄膜的量子效應下之 (a)電子電洞基態能量、相

對 Ef 與外加偏壓的關係圖。 (b)等效能隙與外加偏壓的關係圖。 
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(a) 

 

(b) 

圖 3-1-10 Au/Bi/n-Si 結構中考慮鉍薄膜的量子效應下之 (a) 總載子濃度與外加

偏壓的關係圖。 (b)載子濃度峰值與外加偏壓的關係圖。 
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(a) 

 

(b) 

圖 3-1-11 Au/Bi/n-Si結構中考慮鉍薄膜的量子效應下之變偏壓 (a)case1的電洞、

電子分布圖。 (b) case2 的電洞、電子分布圖。其中左邊的電洞濃度刻度為

線性刻度而右邊的電子濃度刻度為對數刻度。 

 

由圖 3-1-8 至圖 3-1-11 可看出 case 1 中由於偏壓落在 Bi/Si 接面，因此由 AuBi 端

看到的 SBH 始終不變，而由 Si 端看見的 SBH 隨著偏壓改變，而且由於 Bi/Si 接

面的電場遠小於鉍區載子貢獻的電場，V2如同 3-1-1 小節的討論趨近於零，使得

我們看見的變偏壓能帶圖中，鉍區的能帶呈現完全一致的情形，各項數值皆幾乎

維持不變；case 2 兩接面都會承擔偏壓因此兩者的 SBH 接隨著偏壓改變。從 3-

1-9 可以發現若是在 case 1，偏壓全部掉在鉍矽接面而 case 2 的話偏壓會由兩個

接面共同分擔；由 3-1-10 可以發現即使加了偏壓在 case 1 和 case 2 下鉍的等效

能隙都不會打開，在 case 1 中我們可以發現跨壓由 Si 完全承受導致不同跨壓下
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的鉍區載子濃度分布不變，在 case 2 中跨壓則由 Bi 與 Si 共同承擔因此不同偏壓

下鉍區的載子分布情形不變且在 case 2 下等效能隙與載子的分布與濃度都隨著

偏壓改變有顯著的變化，甚至在Au加正偏壓的時候電子的濃度峰值會超越電洞，

使得鉍薄膜的載子濃度正負隨著位置而改變，有些地方電洞主導正而有些地方電

子主導。由於接面電流以 Au/Bi 接面的 order 較大，我們認為真實的情況應該以

case 1 為主，在下一章節實驗樣品電流的擬合也將以 case 1 為依據。 

 依照我們的計算，case 1 𝐸(𝑥 = 𝑑)不論在何種偏壓下都只有102 V/cm 左右，

但是鉍薄膜的電洞濃度不論在何種厚度下都在1020 𝑐𝑚−3的數量級、電子濃度都

在1018 𝑐𝑚−3的數量級，導致鉍區載子貢獻的電場 order 可以達到106 V/cm ，因

此我們在計算表面電場以及電位的時候皆不能把鉍區當作一層絕緣體考慮。  

 對比本實驗室黃姿瑜學姊的計算結果 22]，可發現隨著偏壓從 0V 開始漸漸

施加 reverse bias，Au/9 nm Bi/n-Si 結構中鉍矽接面的等效 SBH 也從 0.46211 eV

漸漸降到 0.41216 eV，而本研究中採用的 case 1 變偏壓計算中，鉍矽接面等效

SBH 不會變，這是因為學姊計算能帶的方式是把鉍區的 bulk 能帶做量子能量

shifting 後當作一般半導體計算載子濃度，並忽略鉍區載子的電場效應。 
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3-2 Au/Bi/p-Si 的模擬結果 

3-2-1 不同鉍薄膜厚度 0 bias 下的模擬結果 

 

 

 

圖 3-2-1 Au/Bi/p-Si 不同厚度鉍薄膜在 0 bias 下的接面能帶圖解 (a)3 nm。  (b)9 

nm。 (c)18 nm。 (d)30 nm 。 (e)50 nm。  (f)75 nm。 

 

圖 3-2-1 所示為不同鉍薄膜厚度的 Au/Bi/p-Si 能帶圖，從中可發現隨著鉍薄

膜厚度的減少，等效能隙會逐漸越小，在鉍薄膜低到 3 nm 以下時會轉變為正的，

對本實驗室洪岦奇學長的計算 21]，鉍的等效能隙在厚度 6 nm 以下的時候即會
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轉正，如下圖 3-2-2: 

 

 

圖 3-2-2 本論文與洪岦奇學長碩論 21]中之等效能隙對鉍薄膜厚度的關係比對圖。 

 

論文 21]中等效能隙較早轉正的原因是其計算忽略鉍區的電場效應並以無限方

形位能井做考慮，而本研究計算發現鉍區載子貢獻的電場相當大，約在106 V/cm，

遠大於鉍矽接面的102 V/cm，不可忽略其影響，因此鉍薄膜厚度要小到 3 nm 能

隙才會轉正。此外我們還能發現，本研究所計算之等效能隙在負值的時候量都大

於 21]的結果，這是因為鉍量子井形狀改變之後電洞的 ground state 被往上抬升

非常多。我們對比過往之參考文獻如 23]中的資料，發現普遍學術界認為鉍薄膜

發生 SMSC 的關鍵厚度大約在 30 nm 左右， 

我們回到圖 3-2-1 能帶圖的討論，當鉍薄膜厚度為 0 nm 時 SBH 為純粹的

Au/Si 接面 SBH；在厚度為 1 nm 到 17 nm 之間 Si 表面區域形成 accumulation；

厚度為 18 nm 到 50 nm 之間 Si 轉變為 depletion；厚度在 51 nm 以上時 Si 在接面

附近開始變成 inversion；當厚度超過 75 nm 的時候 Au/Bi 與 Bi/Si 兩接面的空間

電荷區開始分離，因此 SBH 洽等於 bulk Bi/p-Si 的 SBH。換句話說，本研究所計
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算的結果，在鉍薄膜從 1 nm 開始逐漸增厚的時候，p-Si 的界面區會經歷從

accumulation 到 depletion 再到 inversion 的過程。然而對比實驗室黃姿瑜學姊過

往的計算 24]中，鉍薄膜從 7 nm 到 9 nm 之間 Si 區為 depletion 而 9 nm 以上時表

面開始 inversion，我們可以發現在鉍薄膜同樣是 7 nm 厚時，本研究計算的 Si 區

為 accumulation 而 22]中為 depletion，這是因為 24]中處理 Bi 區問題的時候，是

基於洪岦奇學長的量子侷限計算 21]，直接假設有打開的能隙，再以這個為基礎

去做帕松方程式的計算，並未考慮鉍內部的電場效應，而本研究以薛丁格方程式

與帕松方程式的聯立計算，考慮了鉍區載子貢獻的電場來得到自洽解。 

    而且同 3-1-1 小節介紹的 N 型基板計算一樣，在 3 nm 的情形下因為第一次

能帶的位置已經高出位能井的邊界使得無限能障的薛丁格方程式解不適用，我們

改成用有限能障的邊界條件來解之後發現其能量依然會高出邊界，因此在 3 nm 

以下的厚度我們將電子考慮為自由電子做計算。我們並將其鉍薄膜厚度與 SBH

的關係、V1-V2-V3 的關係畫在下圖 3-2-2，其中 SBH 以及 V1-V2-V3 的定義如圖

2-2-1(c)；第一價帶與導帶次能帶與費米能階之關係、等效能隙畫在下圖 3-2-3；

總載子與載子濃度 peak 在下圖 3-2-4；載子濃度分布的關係在下圖 3-2-5: 

 

 

圖 3-2-3 Au/Bi/p-Si 結構中考慮鉍薄膜的量子效應下之 (a)鉍矽接面 SBH 與鉍薄

膜厚度的關係。 (b) V1、V2、V3與鉍薄膜厚度的關係。 
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圖 3-2-4 Au/Bi/p-Si 結構中考慮鉍薄膜的量子效應下之 (a)電子電洞基態能量、Ef

與鉍薄膜厚度的關係圖。 (b)等效能隙與鉍薄膜厚度的關係圖。 

 

 

 

圖 3-2-5 Au/Bi/p-Si 結構中考慮鉍薄膜的量子效應下之 (a)總載子濃度與鉍薄膜

厚度的關係圖。 (b)載子濃度峰值與鉍薄膜厚度的關係圖。 
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圖 3-2-6 Au/Bi/p-Si 結構中考慮鉍薄膜的量子效應下之 (a)電子分布圖-log scale。  

(b)電洞分布圖- linear scale。 

 

從圖 3-2-4 的(a)可發現隨鉍薄膜厚度的減少，電子的基態能量也和費米能級越差

越遠，此結果可以對應到圖 3-2-5(a)中當鉍薄膜的厚度不斷減少，電子的濃度也

隨著減少的現象。當厚度小於 9 nm 的時候可觀察到電子濃度減少的 order 幅度

明顯增大而從圖 3-2-5(b)可發現電洞的最高濃度 peak 之 order 並不會隨著鉍薄膜

厚度減少而不同，對照圖 3-2-3(a)我們便能了解這是因為電洞的 ground state 一直

維持在費米能階之上。此外依照式 3-1-1 的計算，我們依然不能忽略量子侷限效

應的計算，各種參數的變化隨著鉍薄膜厚度改變的趨勢皆和 Au/Bi/n-Si 的情形相

似，僅因為 Au 之功函數與 Si 之功函數差有所不同使得各參數之變化量稍有不

同。 
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3-2-2 變偏壓下的模擬結果 

 

 

圖 3-2-7 case1 Au/9 nm Bi/p-Si 在不同 bias 下的能帶圖解。 
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圖 3-2-8 case2 Au/9 nm Bi/p-Si 在不同 bias 下的能帶圖解。 

 

我們亦將鉍薄膜厚度與 SBH 的關係、V1-V2-V3的關係畫在下圖 3-2-8，其中

SBH 以及 V1-V2-V3的定義如圖 2-2-1(c)；第一價帶與導帶次能帶與費米能階之關

係、等效能隙畫在下圖 3-2-9；總載子與載子濃度 peak 在下圖 3-2-10；載子濃度

分布的關係在下圖 3-2-11: 
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(a) 

 

(b) 

圖 3-2-9 Au/Bi/p-Si 結構中考慮鉍薄膜的量子效應下之 (a)鉍矽接面 SBH 與變偏

壓的關係圖。 (b) V1、V2、V3 與變偏壓的關係圖。  
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(a) 

 

(b) 

圖 3-2-10 Au/Bi/p-Si 結構中考慮鉍薄膜的量子效應下之 (a)電子電洞 ground 

state、Ef 與變偏壓的關係圖。(b)等效能隙與變偏壓的關係圖。 
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(a) 

 

(b) 

圖 3-2-11 Au/Bi/p-Si 結構中考慮鉍薄膜的量子效應下之 (a) 總載子濃度與變偏

壓的關係圖。 (b)載子濃度峰值與變偏壓的關係圖。 
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圖 3-2-12 Au/Bi/p-Si結構中考慮鉍薄膜的量子效應下之變偏壓載子分布圖 (a)(b)

分別是 case1 的電洞、電子分布圖。 (c)(d)分別是 case2 的電洞、電子分布

圖。其中左邊的電洞濃度刻度為線性刻度而右邊的電子濃度刻度為對數刻

度。 

 

從圖 3-2-12 與圖 3-1-12 可透過 Au/Bi/n-Si 與 Au/Bi/p-Si 變偏壓載子濃度分佈的

比較，發現鉍區整體載子濃度與分部變化的趨勢並不會因為基板是 N 型矽或 P

型矽而有所不同，也和是否順偏逆偏無關，僅和 Au 所加的偏壓之正負有關。此

外從圖 3-2-10、3-2-11、3-2-12 可發現 case1 不論是 N 型還是 P 型基板鉍區的所

有性質都和 0 偏壓的時候相同，這是因為跨壓全部都落在了 Bi/Si 的接面上。本

研究中的變偏壓模擬考慮的 case1 與 case2 兩種情形屬於極端的情形，由於接面

電流以 Au/Bi 接面的 order 較大，我們認為真實的情況應該以 case1 為主，在下
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一章節實驗樣品電流的擬合也將以 case1 為依據。 
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3-3 量子侷限效應與 MIGS、歐姆接觸、等效能障之討論 

 從本研究的計算結果圖 3-1-5 還有圖 3-2-5 可發現，Au/Bi/Si 接面在平衡狀

態下之由於量子侷限效應，電洞呈現靠 Au 側分佈以及電子呈現靠 Si 分佈的特

性，且電洞濃度的數量級雖然隨著鉍薄膜厚度的上升電洞總濃度會稍微下降，但

是其數量級皆高至1020 cm−3，此外我們還能把圖 3-1-3 (a)加上與 Si 之導電帶和

價電帶的關係做成下圖 3-3-1: 

 

 

圖 3-3-1 鉍區電子電洞基態解、費米能級、矽區導帶價帶隨鉍薄膜厚度的關係圖 

 

我們從圖 3-1-1 可發現隨著鉍薄膜厚度減薄，電子的基態(1st subband)受到量子效

應後往上抬升，漸漸被抬離半導體能隙區域，使得會穿透到半導體端的狀態數下

降，即能降低 MIGS。電子的計算結果示意圖如下圖 3-3-2: 
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圖 3-3-2 電子的量子侷限效應與降低 MIGS 之關係圖。 

 

而電洞雖然第一次能帶(基態解)受到量子侷限效應大幅抬升，濃度大幅提升到

1020 cm−3，比塊材時的1019 cm−3更高，但是電洞會被 potential 隔絕在遠離矽

的一側，其計算結果示意圖如下圖 3-3-3: 

 

 

圖 3-3-3 電洞的量子侷限效應與降低 MIGS 之關係圖。 

 

從圖 3-3-3 我們也可發現波函數在進到 Si 區之間即已 decay 至零，hole 都被掃

到遠離 Si 的一側，使得會穿透到半導體端的 state 下降，即能降低 MIGS。  

 由於隨著鉍薄膜厚度的減薄，電洞的濃度分佈峰值數量級如圖 3-1-5 以及 3-

2-5 所示都在1020 cm−3，比塊材時的1019 cm−3更高，甚至在厚度小於 3 nm 轉變

成半導體後電洞濃度數量級仍然在1020 cm−3，這會使其接觸電阻很低，本研究

認為鉍薄膜在形成歐姆接面以及各種元件應用方面是非常具有潛力的。 

此外我們認為鉍薄膜的導入對於調變金屬與半導體接面的等效能障有關，

Nakajima. et al 團隊 9]亦提出鉍由於擁有半金屬特性所致的低狀態密度，當與功
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函數較高的金接觸時，功函數較低的鉍會使得電子從鉍傳輸到狀態密度較高的金，

使鉍的等效功函數上升，進而改變接面的電壓電流行為。這與本研究考量到量子

侷限效應以及 Au/Bi、Bi/Si 空間電荷區重疊的理論計算方法有些許不同，但是其

實驗發現可以對應到本研究提出之可調變等效能障的論述。我們計算不同鉍薄膜

厚度的 Au/Bi/p-Si 費米能級Ef_new與 Au/塊材 Bi/p-Si 在平衡狀態下的費米能級

Ef__bi_bulk之差加上鉍的塊材功函數WFbi_bulk取得等效功函數WFeff如下式 3-3-1: 

 

 WFeff = Ef_new - Ef__bi_bulk + WFbi_bulk 式 3-3-1 

 

我們並將其與鉍薄膜厚度的關係和 9]中的結果製圖比較如下圖 3-3-4: 

 

 

圖 3-3-4 等效功函數與鉍薄膜厚度的關係圖。 

 

其中 9]中的結果係取自 Au/Bi/SiO2/n-Si MOS 結構的C-V量測而本研究計算之結

構為 Au/Bi/p-Si 以及 Au/Bi/n-Si，由上圖 3-3-1 我們可以發現整體趨勢是相同的，

隨著鉍薄膜厚度從 30 nm 慢慢減薄，鉍的等效功函數會上升，其中依照本研究之

計算，在 Au/Bi/n-Si 的結構下鉍的功函數變化會較 Au/Bi/p-Si 的結構還要大，這
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是因為在 Au/Bi/n-Si 的結構下 Au 與 Si 的功函數差比 Au/Bi/p-Si 的結構下之差還

要大。 
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四、實驗樣品的製備與分析 

4-1 樣品的規格、製備與量測 

本研究採用本實驗室黃姿瑜學姊之實驗樣品 24]，特別感謝黃姿瑜學姊提供

實驗樣品做參考分析。主要製程步驟如下:分子束磊晶(Molecular beam epitaxy, 

MBE)、電子束蒸鍍(E-Gun)與反應式離子蝕刻(Reactive-Ion Etching, RIE)。鉍薄膜

長成採用分子束磊晶法。磊晶成果以電子背向散射繞射(Electron Backscatter 

Diffraction, EBSD)技術來解析表面晶體成分、晶粒尺寸與晶面方向等等。磊晶鉍

薄膜的厚度則以 X 光繞射分析(X-ray diffraction analysis, XRD)技術量測並佐以模

擬測定。 

本實驗製程之金/鉍/p 型矽樣品長晶於表面鏡面拋光處理之 p 型（111）矽基

板，基板參雜濃度約1.36 × 1015cm−3，電阻率約10(Ω ∙ cm)，厚度約675(μm);金

/鉍/n 型矽樣品（樣品編號 S0873C）長晶於鏡面拋光處理之 n 型（111）矽基板，

參雜濃度約2.21 × 1012cm3，電阻率約2000(Ω ∙ cm)，厚度約400(μm)。 

樣品鉍薄膜之厚度可由 XRD 量測值模擬分析，樣品 S0869B 鉍薄膜約有 24

個 bi-layer（厚度 9.3nm）；樣品 S0835C 鉍薄膜約有 36 個 bi-layer（厚度 14nm）；

樣品 S0879B 鉍薄膜約有 20 個 bi-layer（厚度 7nm）；樣品 S0873C 鉍薄膜約有 25

個 bi-layer（厚度 9.8nm）；S0923A 的鉍薄膜厚度約為 16nm。完成磊晶步驟後接

著進行化學清理，依序以丙酮、異丙醇、去離子水清理表面有機物。 

電極製程使用電子束蒸鍍法，於鉍薄膜表面沉積金屬電極。樣品金屬電極採

用材料為金，沉積速率 1.3~1.4 Å/s，沉積環境之真空條件控制在3 × 10−4(𝑃𝑎) 始

進行蒸鍍，電極厚度約為 100nm。樣品之背後歐姆接觸電極亦採用同樣製程方式

沉積 100nm 之金。元件電極的絕緣處理使用反應式離子蝕刻技術，蝕刻劑採用

三氟甲烷氣體，蝕刻環境參數為氣壓 1.3Pa、功率 90 W、蝕刻氣體流通量 30 SCCM。 

本實驗之電流電壓量測元件示意圖如下圖 4-1-1: 
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圖 4-1-1 (a)量測元件結構側視圖。(b)量測元件俯視圖。 

 

其中從圖 4-1-1-(b)可看出接面金屬電極的大小為直徑 200 μm 之圓形電極，而從

圖 4-1-1-(a)可看到接面結構依序為金屬電極、鉍薄膜、矽基板、背後歐姆接觸電

極。背後電極的沉積金屬依照不同矽基板參雜而有不同選擇:金/鉍/p-矽之背後電

極金屬採用金、金/鉍/n-矽之背後電極金屬採用鈦/金。本研究中所用室溫電流性

質量測系統架構圖繪製於下圖 4-1-2: 

 

 

圖 4-1-2 量測系統架構圖。 

 

對照圖 4-1-2，我們將樣品放在銅座上，利用光學顯微鏡於元件與銅座上分別接

觸直徑為 5μm 的鎢探針，探針接線到量測機台。我們使用 Keysight B2900 電源
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量測設備，從金屬電極端施加偏壓，電源控制由 Keysight B2900 供應直流電源，

電流解析度為 10fA，進行電流電壓量測，量測範圍由-5V-5V，總取點數為 501 個

點，掃描速度模式為 normal，金/鉍/n-矽接面的量測結果示範以及外加電壓與電

極的示意圖如下圖 4-1-3: 

 

 

圖 4-1-3 金/鉍/n-矽接面(S0873C)電壓電流特性與順/逆偏定義示意圖。 

 

我們並發現在逆偏壓下會有一段異常的上升電流，此現象將在後面 4-2-2 小節做

討論。 

金/鉍/p 矽接面的量測結果示範以及外加電壓與電極的示意圖如下圖 4-1-4: 

 

 

 

圖 4-1-4 金/鉍/p-矽接面(S0835B)電壓電流特性與順/逆偏定義示意圖。 
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4-2 樣品的綜合分析 

 在樣品的 IV 分析方面，我們透過在順偏壓下取外插到電壓為零的截距作為

飽和電流，並藉由熱離子發射電流 TE 的公式如下式 4-3-1: 

 

 𝐽𝑇𝐸 ≡ [𝐴∗𝑇2𝑒𝑥𝑝 (−
𝑞𝛷𝑏

𝑘𝑇
)] 式 4-3-1 

 

其中𝐴∗為等效李察遜常數、T 為絕對溫度、k 為波茲曼常數、q 為電子帶電量而

𝛷𝑏為蕭特機能障。將上式移項可得到下式 4-3-2: 

 

 𝛷𝑏 =
𝑘𝑇

𝑞
ln(

𝐴∗𝑇2

𝐽𝑇𝐸
) 

式 4-3-2 

 

以萃取實驗能障值𝛷𝑏。 

接下來我們將實驗元件樣品所萃取出來的能障數與理論計算的結果做比對，

針對兩者之間的誤差我們也提出其他理論模型解釋。此外在 N-type 基板的樣品

中發現的異常逆偏上升電流，我們也提出可能的理論模型解釋這個現象。詳述如

下兩小節。 
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4-2-1 Au/Bi/p-Si 樣品的分析 

 我們取編號 S0879B、S0869B、S0680A、S0713B 以及 reference 8-9]中鳥海

(toriumi)團隊的實驗樣品以上述 IV 法萃取能障值，其厚度與能障列在下表 4-2-1

並繪製於理論計算的厚度對 SBH 關係圖上，如下圖 4-2-1。 

 

表 4-2-1  Au/Bi/p-Si 實驗樣品的 Bi 薄膜厚度與萃取能障值 

 Bi 薄膜厚度 (nm) 萃取能障值 (eV) 

S0879B[24] 7 0.27 

S0869B[24] 10.5 0.62 

S0835B[24] 15.3 0.56 

S0680A[24] 38 0.58 

S0713B[24] 90 0.7 

Toriumi 團隊樣品 8-9] 50 0.78 

 

 

圖 4-2-1 實驗元件能障值與理論計算的關係圖。 

 

從上圖 4-2-1 可以發現實驗結果與第三章的理論計算結論大致吻合，然而誤差的
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部分我們認為來自於介面的不理想電荷，第三章的計算是把 Au/Bi/Si 接面都考

慮為理想接面，也就是不考慮接面缺陷電荷(DIGS)以及 MIGS 造成的影響。現在

我們重新考慮式 2-2-5，接面的電荷會產生電場影響能帶解，以電荷密度為變數

去做計算並把結果做成半對數圖呈現在下圖 4-2-2: 

 

 

圖 4-2-2 接面電荷對 SBH 影響的關係圖。 

 

依據計算結果，本研究認為若 Bi/p-Si 接面的實驗 SBH 高於理論計算，可能源自

於正的不理想電荷，反之若低於理論計算則可能源自於負的不理想電荷。此外接

面電荷密度需要在109 (
1

𝑐𝑚2
)以上的數量級才會對 SBH 的數值有明顯的影響。 

 

 

 

 



doi:10.6342/NTU202403558

68 

 

4-2-2 Au/Bi/n-Si 樣品的分析 

 下圖 4-2-3 為 Au/Bi/n-Si 實驗樣品 S0873C 之 log scale IV 圖與其電阻值分

析。 

 

 

圖 4-2-3 Au/Bi/n-Si 實驗樣品 S0873C 之 log scale IV 圖與其電阻值分析。 

 

我們量測發現在逆偏的時候會有異常的指數上升電流，電流開始突增的電壓點我

們將其定義為電流突增點，順偏時的歐姆區我們也計算出阻值並定義為順偏電阻

區。將此樣品進行電阻分析後發現實驗 IV 大致可以分成兩個部分，高逆偏電壓

時的低電阻區與低逆偏電壓時的高電阻區。Au/Bi/n-Si 實驗樣品資料係出自[24]，

資料整理在下表 4-2-2: 
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表 4-2-2  Au/Bi/n-Si 實驗樣品的 Bi 薄膜厚度 

 Bi 薄膜厚度 (nm) 

S0834C (400*400) 17 

S0834C(200*200) 17 

S0873C(直徑 200 的圓) 10 

 

並將這些樣品的電流突增點與順偏電阻值還有逆偏飽和電阻的關係分佈圖繪製

於下圖 4-2-4: 

 

 

圖 4-2-4 Au/Bi/n-Si 樣品的 (a)電流突增點與順偏電阻值關係分佈圖。 (b)電流突

增點與逆偏飽和電阻值關係分佈圖。 

 

其中 X 軸的(-V)代表逆偏電壓的意思，以及他們的平均值、標準差、中位數之分

析如下表 4-2-3 與表 4-2-4: 
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表 4-2-3  Au/Bi/n-Si 實驗樣品電流突增點之數據統計分析 

 電流突增點 

平均值 

電流突增點 

標準差 

電流突增點 

中位數 

S0834C (400*400) 0.673 V 0.003536 V 0.623 V 

S0834C(200*200) 0.585 V 0.212 V 0.487 V 

S0873C 0.759 V 0.269 V 0.91 V 

 

表 4-2-4  Au/Bi/n-Si 實驗樣品順偏電阻值之數據統計分析 

 順偏電阻值 

平均值 

順偏電阻值 

標準差 

順偏電阻值 

中位數 

S0834C (400*400) 2563 𝛺 2062 𝛺 3108𝛺 

S0834C(200*200) 114633 𝛺 18564 𝛺 154180 𝛺 

S0873C 326547 𝛺 24737 𝛺 328050 𝛺 

 

從統計資料與分佈圖可以觀察到順偏電阻值大致與面積比例呈現正比的關係且

電流突增點幾乎都分佈在小於-1V 的範圍。我們認為此逆偏的突增電流來自於逆

偏時表面反轉的正電荷與電子之間的 recombination。當還沒有外加偏壓的時候接

面 Si 的表面呈現 accumulation 狀態，當外加電壓開始出現的時候，會跨在 Si 的

身上形成如同中性半導體外加偏壓般的能帶傾斜區，能帶示意圖如下圖4-2-6 (a)，

而此區電場𝐸𝑆𝑖會導致一飄移電流，其計算式如下式 4-3-3: 

 

 𝐽𝐷 = 𝑞 ⋅ 𝑛 ⋅ 𝜇 ⋅ 𝐸𝑆𝑖  式 4-3-3 
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其中𝜇為 electron mobility，我們以 1350 𝑐𝑚2/ 𝑉 ⋅ 𝑠 計算、n 為摻雜濃度、ESi為

矽區乘載的電場值。此時 accumulation 區也會開始漸漸縮小，能障開始下降，能

帶示意圖如下圖 4-2-6 (b)，TE 電流上升，並且此 TE 電流應當與飄移電流平衡，

計算流程圖如下圖 4-2-5: 

 

 

圖 4-2-5 Au/Bi/n-Si 樣品在逐漸施加逆偏電壓下的計算流程圖。 
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圖 4-2-6 Au/Bi/n-Si 樣品在逐漸施加逆偏電壓下的能帶變化示意圖。 

當能障值下降到極限如圖 4-2-6 (c)，也就是鉍的功函數與矽的真空能階之差，

偏壓會開始掉在接面處並形成空乏區。當逆偏電壓繼續上升，空乏區開始出現，

逐漸在表面形成反轉正電荷如圖 4-2-6 (d)，此區的反轉電荷會跟來自鉍區的電子

發生 recombination，而元件周遭的正電荷會不斷往前遞補，為了補充正電荷會再

發生 generation，使得元件等效面積上升、傳導性上升，進而在 IV 上看到一段低

電阻區。此外在順偏的時候，由於 Si 表面的 surface depletion，僅有 Bi 覆蓋的區

域 Si 的表面是 accumulaiton，因此不會有異常的上升電流。順偏以及逆偏時的元

件結構與電子流示意圖如下圖 4-2-7 所示: 

  

 

圖 4-2-7 順偏以及逆偏時的元件結構與電子流示意圖。(a)順偏壓。(b)逆偏壓。 

 

計算完成的能帶圖結果如下圖 4-2-8 所示: 
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圖 4-2-8 Au/Bi/n-Si 樣品在逐漸施加逆偏電壓下的能帶解。 

 

我們以圖 4-2-8(e)為例，此時 Bi/Si 接面的能障為 0.34 eV，而後方黑色虛線之後

的電場值約為 7200 V/cm，平衡電流密度約為 Jd = Jte = 16 A/ 𝑐𝑚2。本研究相信

此模型能大致解釋 N-type 基板下量測到的異常上升電流，進而驗證模擬計算模

型的正確性。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



doi:10.6342/NTU202403558

74 

 

五、結論 

 本論文針對金屬/半金屬/半導體的 Au/Bi/Si 三層結構進行研究，本研究將 Bi

考慮為具有量子侷限效應的半金屬，以數值方法聯立解鉍的薛丁格方程式與整個

接面結構的 Poisson 方程式，求取在特定偏壓下的能帶圖，並發現因為高濃度的

電洞受量子井的影響集中在遠離 Si 端的區域，而電子受到量子侷限被往上抬後

能穿透到半導體能隙間的機會也變小，因而可以降低 Bi/Si 接面的金屬誘發能隙

能階(metal induced gap states, MIGS)。，此點能夠與文獻 7-8]中的說法相互印證。 

本研究考慮了鉍區載子貢獻的電場效應，我們預期在鉍轉變成半導體時電阻

會上升而變成類似絕緣體一般電場數值幾乎不變，但計算結果顯示在鉍薄膜厚度

3 nm 時轉變成半導體後，因為 Bi 區載子所貢獻的電場值數量級約在106 V/cm

還是遠大於 Bi/Si 接面的102 V/cm，本研究認為在此情況下鉍區並不像一般的半

導體異質接面一樣會分掉電壓。 

在模擬結果的部分，Au/Bi/n-Si 在平衡的條件下，隨著鉍薄膜的厚度由 1 nm

增加到 8 nm，Si 接面附近會由 inversion 轉變為 depletion。當厚度再增加到 21 nm

時會再由 depletion 轉變為 accumulation。Au/Bi/p-Si 在平衡的條件下，隨著鉍薄

膜的厚度由 1 nm 增加到 17 nm， Si 接面附近會由 accumulation 轉變為 depletion；

當厚度再增加到 51 nm 時會再由 depletion 轉變為 inversion。依據鉍薄膜的厚度

以及不同的基板類型會具有不同的接面特性，符合我們藉由操控量子侷限效應大

幅改變鉍矽之間等效能障的預期，也符合文獻 9]中所提之金鉍電極的等效功函

數可調變性，再加上鉍區載子濃度在厚度減薄變成半導體後仍然約在1020 cm−3

的數量級，也就是接觸電阻極小，未來有機會可以做更多如歐姆接觸等各種方面

的新穎元件應用。 

對於 Au/Bi/p-Si 的理論計算和實驗的誤差我們透過考慮不理想接面電荷的

計算進行解釋，若 Bi/p-Si 接面的實驗 SBH 高於理論計算，可能源自於正的不理

想電荷，反之若低於理論計算則可能源自於負的不理想電荷。對於在 Au/Bi/n -Si
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樣品中發現的逆偏異常上升電流我們以表面反轉電荷的模型做解釋，當逆偏 bias

加到超過電流突增點時，表面會開始出現 inversion 使得等效電阻下降，此計算

結果能夠與實驗電流行為大致吻合，進一步驗證模型的正確性。 
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