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摘要 

    目前自動停車結果的好壞，仰賴載具起始姿態與複雜的即時路徑規劃，並結合

高精度感測器進行碰撞檢測。本研究以微分平坦理論進行基於阿克曼轉向機構之

倒車入庫最優路徑規劃及控制。微分平坦算法具有低運算複雜度，可以進行即時路

徑規劃同時設計出系統之控制。路徑規劃中，根據當前姿態決定姿態調整策略及專

家停車策略，使得汽車可以根據起始姿態與車格之位置決定合適的停車策略。另外，

停車前，採用路徑預規劃進行碰撞檢測，使得倒車入庫更加安全可靠。本研究以阿

克曼轉向理論為基礎，設計出符合阿克曼轉向約束條件之四輪載具控制策略，並透

過不斷迭代求解全局最優之控制策略。 

關鍵字 : 停車策略、路徑規劃、微分平坦理論、阿克曼轉向機構、四輪載具 
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ABSTRACT 

    Currently, the effectiveness of automatic parking depends on the initial posture of 

the vehicle, complex real-time path planning, and collision detection using high-precision 

sensors. This research employs differential flatness theory for optimal path planning and 

control of reverse parking based on the Ackermann steering mechanism. The differential 

flatness algorithm has low computational complexity, allowing for real-time path 

planning and simultaneous control system design. During path planning, the posture 

adjustment strategy and expert parking strategy are determined based on the current 

posture, enabling the car to decide the appropriate parking strategy based on the initial 

posture and the position of the parking space. Additionally, before parking, path pre-

planning is used for collision detection, making reverse parking safer and more reliable. 

This study is based on Ackermann steering theory, designing a four-wheel vehicle control 

strategy that meets the Ackermann steering constraints, and iteratively solving for the 

globally optimal control strategy. 

 

 

Keywords: Parking strategy, Path planning, Differential flatness theory, Ackermann 

steering mechanism, Four-wheel vehicle. 
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第一章 緒論 

1.1 前言與研究動機 

    自汽車於民間普及以後，停車問題一直是新手駕駛所需面臨的問題，甚至是開

了許久的駕駛，也無法保證能一次停好。事實上，早在 20世紀中，人們就開始思

考如何讓停車變的簡單。2003年的“TOYOTA Prius”為第一個導入半自動停車技術

的量產車輛，當選定車格後，系統利用電動輔助轉向系統(Electric Power Steering)

進行轉向，而駕駛負責操控油門。然而當時雷達技術並不精準，且僅提供轉向輔助，

因此整體實用性並不高。 

    中華民國經濟部所屬之非營利研究機構車輛中心(ARTC)在 2010 年開始發展

全自動停車，隨著科技發展，至今已有不少高階車款具有全自動停車功能。然而，

現今自動停車技術面臨兩個重要研究問題。首先，根據特斯拉(Tesla)及賓士

(Mercedes Benz)的自動停車技術說明，其自動停車功能性能好壞取決於汽車當下與

車格的位置，且感測器的誤差會影響停車的穩定，因此研究一個靈活且安全的路徑

規劃系統是一個重要的課題。其次，當前具有自動停車功能之汽車價格昂貴，仰賴

於高性能的運算設備及感測控制器，因此提出一個低運算複雜度的演算法有助於

普及大眾汽車。 

   本論文旨在探討自動停車的路徑規劃與控制方法，利用微分平坦（Differential 

Flatness）理論進行路徑規劃及控制設計，使車輛能在更靈活的初始狀態下順利停

入車位。通過預先路徑規劃，調整車輛姿態，在軌跡生成後利用軌跡追蹤控制系統

完成停車任務。 

  

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%B8%AD%E8%8F%AF%E6%B0%91%E5%9C%8B%E7%B6%93%E6%BF%9F%E9%83%A8
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%A0%94%E7%A9%B6
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1.2 文獻回顧 

1.2.1 路徑規劃 

    在自動停車導航問題中，第一步是進行載具路徑規劃，生成一條從起點至終點

之無碰撞路徑。常見之路徑演算法大致分兩種，第一種為地圖搜索最短路徑演算法，

包括 Dijkstra Algorithm[1]、A*[2]、D*[3]演算法等。將地圖網格化後，搜索最短路

徑演算法利用深度優先、廣度優先或啟發式搜索策略在網格間尋找最短路徑。第二

種為基於隨機採樣的路徑規劃演算法，包括 RRT(Rapid Random Tree)[4]和

PRM(Probabilistic Roadmap Method)[5]等。RRT演算法通過隨機採樣和增量構建樹

結構來探索可行路徑，保證局部最優性。PRM 演算法則通過隨機採樣點並連接形

成圖結構，以尋找可行路徑。 

1.2.2 滿足非完整約束之路徑軌跡生成 

    本論文中採用的無人載具為阿克曼轉向模型(Ackerman Steering Model)[6]，該

模型限制載具轉向幾何，使前輪內外轉向輪在轉彎時能夠指向同一個旋轉中心。由

於阿克曼無人載具之輪子滾動而不打滑且不能任意轉動，故載具系統受有非完整

約束(Nonholonomic constraint)之限制，但前述之路徑規劃法若未考慮載具性能，則

設計出的軌跡不滿足非完整約束而無法實現，因此本研究採用了多種軌跡生成方

法使其符合非完整約束。Lester Dubins於 1957年提出 Dubins car模型[7][8]，這種

方法假設車輛受限於最小迴轉半徑限制，在最小迴轉半徑下可生成最短的前行無

倒車路徑。James A. Reeds和 Lawrence A. Shepp於 1990年提出 Reeds-Shepp Curve 

[9]，該方法建立在 Dubins car 模型的基礎上，允許車輛在前進與倒退間轉換，比

Dubins car模型更加靈活，但可能需要更多的耗能。射擊法（Shooting Method）[10]

是另一種生成軌跡的方法，這個方法利用最小能量控制理論，將軌跡生成問題轉化

為邊界值問題進行求解，但對於複雜的阿克曼系統卻有時找不到解。Michel Fliess 

和 Pierre Rouchon 等人於 1992 年提出微分平坦（Differential Flatness）方法[11] 
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[12][13]，該方法利用系統的平坦輸出，將非線性系統的最佳化問題轉化為簡單的

矩陣問題進行處理。Richard M. Murray [14]等人證明了阿克曼轉向模型系統具備微

分平坦輸出的特性，故本研究採用微分平系統之理論進行路徑規劃與控制，完成自

動倒車系統之設計。 

 

1.3 研究內容與成果 

    本研究以平面剛體之微分平坦輸出理論與阿克曼轉向機構為基礎，發展一套

能根據當前載具姿態與車格之相對位置進而調整停車模式的演算法。此外，傳統的

碰撞檢測將長形載具包於一圓形區域中，喪失了長形載具在幾何上的彈性，本論文

所設計之演算法則透過規劃長形載具四角之路徑藉以判斷行進中是否發生碰撞，

擴大了路徑選擇的範圍，讓四輪長形載具能夠停入狹長空間內。 

    本研究在實驗場域中利用天花板上之魚眼鏡頭進行載具及障礙物標定，透過

坎尼邊緣檢測(Canny Edge Detection)及霍夫轉換(Hough Transform)之影像處理理論

取得載具、障礙物、起點、終點的空間資訊，將本論文發展之演算法與實驗室載具

硬體控制設備結合，完成停車之任務。 

    本研究主要貢獻如下: 

1. 透過離散路徑點之幾何特性找出最佳路徑耗時，避免使用複雜的數值方法。 

2. 在路徑規劃階段中引入專家之停車策略[15]。 

3. 透過預規劃選擇一次或多次停入之停車策略，提升停車安全性。 
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1.4 論文架構 

    論文涵蓋六個章節，本章節為緒論，論文內容將以下列順序依序介紹。 

    第二章介紹 Dubins car、Reeds-Shepp curve之理論及推導，及如何引入載具模

型，透過旁特里亞金最小值原理(Pontryagin's minimum principle) [16]加上射擊法生

成非完整約束之路徑軌跡。 

    第三章介紹微分平坦理論，包括證明阿克曼汽車模型之微分平坦的存在性，及

解算微分平坦輸出，並引入最佳化控制生成非完整約束之路徑軌跡及控制參數。 

    第四章介紹最優路徑時長算法，介紹專家提供之停車策略，並說明路徑預規劃

中之碰撞檢測策略，以及如何根據預規劃結果選擇適當的停車策略，最後介紹整體

演算法流程圖。 

    第五章介紹實驗設備及其硬體設備規格及感測器原理，並說明整體實驗流程

架構。最後，討論本研究所使用提出自動停車之路徑規劃與控制演算法模擬與實驗

結果。 

    第六章為結論與未來展望。 
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第二章 杜賓車模型載具之最佳路徑規劃法 

    本章介紹杜賓汽車(Dubin Car)及 Reed Shepp Curve基本原理，並透過旁特里亞

金最小值原理(Pontryagin's minimum principle)證明杜賓曲線在固定最小轉彎半徑

條件下具有最短路徑。最後，介紹射擊法(Shooting method)之原理與求解流程。 

 

 

2.1 杜賓車模型(Dubin Car Model) 

杜賓汽車為一理想化簡單汽車模型(圖 2-1):  

 

圖 2-1 

a:後輪軸中心至質心距離 

b:質心至前輪軸中心距離 

R:最小轉彎半徑 

𝜃:載具朝向角(Heading Angle) 

𝑥𝑟、𝑦𝑟:後輪軸中心座標 

𝑥𝑐、𝑦𝑐:質心座標 

杜賓車模型廣泛應用在最短路徑規劃之系統中。該模型假設載具僅能以固定
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速度𝑢向前移動，無倒車功能，並假設前輪轉向角𝜙固定或為 0，受到最小轉彎半徑

的約束，因此，杜賓車必須以平滑的圓弧轉向。載具每一時刻姿態以(𝑥、𝑦、𝜃)描

述，載具的控制由三種基本動作組成：直行(S)、左轉(L)和右轉(R)，後兩者皆以最

小轉彎半徑的方式前進，而最優路徑由直線段和固定半徑的圓弧組成。最短路徑為

六種類型中的其中一種(圖 2-2、圖 2-3)： LSL(Left-Straight-Left)、RSR(Right-

Straight-Right)、RSL、LSR、RLR、LRL。 

   

圖 2-2:左至右為 LSL、RSR、RSL 

      

圖 2-3:左至右為 LSR、RLR、LRL 

 

 

2.2 杜賓控制切換點推導 

    杜賓曲線組合中，可分成 CSC(Cross-Straight-Cross)類型與 CCC 類型，其中

CSC類型包括: LSL、RSR、RSL、LSR，即由兩段圓弧與一段直線組成；CCC類

型包括 RLR、LRL，即路徑由三段圓弧組成。下列推導 CSC類型與 CCC類型控制

切換點的位置，即圖 2-4中紅點位置: 
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圖 2-4 

CSC類型 

給定起始狀態(𝑥𝑖、𝑦𝑖、𝜃𝑖)及終止狀態(𝑥𝑔、𝑦𝑔、𝜃𝑔 )。令起點與終點之轉彎半

徑為𝑟𝑖、𝑟𝑔(圖 2-5)，為了方便展現求解切換點的流程，這邊假設𝑟𝑖 ≠ 𝑟𝑔且大於等於

最小轉彎半徑。其中𝜃圍繞 E2軸順順時針旋轉。 

 

圖 2-5 

計算始末兩點左右轉旋轉中心(𝑥𝑖𝑟、𝑦𝑖𝑟)、(𝑥𝑔𝑟、𝑦𝑔𝑟)、(𝑥𝑖𝑙、𝑦𝑖𝑙)、(𝑥𝑔𝑙、𝑦𝑔𝑙): 

𝑥𝑖𝑙 = 𝑥𝑖 + 𝑟𝑖 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖)  、  𝑦𝑖𝑙 = 𝑦𝑖 − 𝑟𝑖 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑖) 

𝑥𝑖𝑟 = 𝑥𝑖 − 𝑟𝑖 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖)  、  𝑦𝑖𝑟 = 𝑦𝑖 + 𝑟𝑖 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑖) 

𝑥𝑔𝑙 = 𝑥𝑔 + 𝑟𝑔 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑔)  、  𝑦𝑔𝑙 = 𝑦𝑔 − 𝑟𝑔 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑔) 

𝑥𝑔𝑟 = 𝑥𝑔 − 𝑟𝑔 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑔)  、  𝑦𝑔𝑟 = 𝑦𝑔 + 𝑟𝑔 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑔) 

令始末兩點轉向中心之連接向量𝑽𝟏 = (𝒙𝒈 − 𝒙𝒊, 𝒚𝒈 − 𝒚𝒊)，長度𝐷 = |𝑽𝟏|，另外

切線之切點向量為𝑽𝟐，其法向量為𝒏(圖 2-6)。 

(2-1) 
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圖 2-6 

調整𝑽𝟏使其與𝑽𝟐平行: 

𝑽𝟏 + (𝑟𝑔 − 𝑟𝑖) 𝒏 ∥ 𝑽𝟐 

由𝒏 ⋅ 𝑽𝟐 = 𝟎得: 

𝒏 ⋅ (𝑽𝟏 + (𝑟𝑔 − 𝑟𝑖)𝒏) = 0 

𝒏 ⋅ 𝑽𝟏 = 𝑟𝑖 − 𝑟𝑔 

    將其正規化: 

𝑽𝟏
𝐷
∙ 𝒏 =

𝑟𝑖 − 𝑟𝑔

𝐷
 

根據向量點積定義: 𝑽𝟏 ∙ 𝒏 = |𝑽𝟏||𝒏|𝑐𝑜𝑠(𝜃)，因此，
𝑟𝑖−𝑟𝑔

𝐷
為𝑽𝟏與𝒏之夾角的餘弦: 

𝑟𝑖 − 𝑟𝑔

𝐷
= 𝑐𝑜𝑠(𝜃) 

透過座標轉換，𝑽𝟏與𝒏之關係為: 

[
𝒏𝒙
𝒏𝒚
] = [

𝒄𝒐𝒔𝜽 −𝒋 𝒔𝒊𝒏𝜽
𝒋 𝒔𝒊𝒏𝜽 𝒄𝒐𝒔𝜽

] [
𝑽𝟏𝒙
𝑽𝟏𝒚

] 

從圓心沿著法線向量𝒏即可求得控制切換點座標(𝑥𝑖𝑡、𝑥𝑖𝑡)、(𝑥𝑔𝑡、𝑥𝑔𝑡): 

𝑥𝑖𝑡 = 𝑥𝑖𝑟/𝑙 + 𝑟𝑖 ⋅ 𝑗 ⋅ 𝒏𝒙 、  𝑦𝑖𝑡 = 𝑦𝑖𝑟/𝑙 + 𝑟𝑖 ⋅ 𝑗 ⋅ 𝒏𝒚  

𝑥𝑔𝑡 = 𝑥𝑔𝑟/𝑙 + 𝑟𝑔 ⋅ 𝒏𝒙 、  𝑦𝑔𝑡 = 𝑦𝑔𝑟/𝑙 + 𝑟𝑔 ⋅ 𝒏𝒚  

   其中，當始末轉向相同時 j =1，否則為−1。 

 

  

(2-2) 
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CCC類型 

定義起始姿態為(𝑥𝑖、𝑦𝑖、𝜃𝑖)、結束姿態為(𝑥𝑔、𝑦𝑔、𝜃𝑔)。令起點、中間點、終

點之轉彎半徑為𝑟𝑖、𝑟𝑔、𝑟𝑚𝑖𝑑以方便證明(圖 2-7)。 

 

圖 2-7 

計算始末兩點左轉旋轉中心(𝑥𝑖𝑙、𝑦𝑖𝑙)、(𝑥𝑔𝑙、𝑦𝑔𝑙): 

𝑥𝑖𝑙 = 𝑥𝑖 + 𝑟𝑖 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖)  、  𝑦𝑖𝑙 = 𝑦𝑖 − 𝑟𝑖 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑖) 

𝑥𝑔𝑙 = 𝑥𝑔 + 𝑟𝑔 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑔)  、  𝑦𝑔𝑙 = 𝑦𝑔 − 𝑟𝑔 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑔) 

若為右轉旋轉中心: 

𝑥𝑖𝑟 = 𝑥𝑖 − 𝑟𝑖 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖)  、  𝑦𝑖𝑟 = 𝑦𝑖 + 𝑟𝑖 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑖) 

𝑥𝑔𝑟 = 𝑥𝑔 − 𝑟𝑔 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑔)  、  𝑦𝑔𝑟 = 𝑦𝑔 + 𝑟𝑔 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑔) 

令始末兩點旋轉中心之連接向量𝑽𝟏𝟐 = (𝒙𝒈 − 𝒙𝒊, 𝒚𝒈 − 𝒚𝒊)，長度𝐷12 = |𝑽𝟏𝟐|；

初始點與中間點旋轉中心之連接向量𝑽𝟏𝟑 = (𝒙𝒎𝒊𝒅 − 𝒙𝒊, 𝒚𝒎𝒊𝒅 − 𝒚𝒊)，長度𝐷13 = 𝑟𝑖 +

𝑟𝑚𝑖𝑑；終點與中間點旋轉中心之連接向量𝑽𝟑𝟐 = (𝒙𝒈 − 𝒙𝒎𝒊𝒅, 𝒚𝒈 − 𝒚𝒎𝒊𝒅)，長度𝐷32 =

𝑟𝑔 + 𝑟𝑚𝑖𝑑(圖 2-8)。其中𝑟𝑚𝑖𝑑需大於(𝐷12 − 𝑟𝑔 − 𝑟𝑖)/2。 

(2-3) 
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圖 2-8 

根據餘弦定理計算𝑽𝟏𝟐與𝑽𝟏𝟑之夾角𝜃: 

𝜃 = 𝑐𝑜𝑠−1 (
𝐷12
2 + 𝐷13

2 − 𝐷23
2

2 × 𝐷12 × 𝐷13
) 

計算中間點轉向中心(𝑥𝑚𝑖𝑑、𝑦𝑚𝑖𝑑): 

𝑥𝑚𝑖𝑑 = 𝑥𝑖 + 𝐷13 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝛾 − 𝜃)  、  𝑦𝑚𝑖𝑑 = 𝑦𝑖 + 𝐷13 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝜃) 

    由中間點轉向中心推算出(圖 2-7)控制切換點座標(𝑥𝑖𝑡、𝑥𝑖𝑡)、(𝑥𝑔𝑡、𝑥𝑔𝑡): 

𝑥𝑖𝑡 = 𝑥𝑖𝑟/𝑙 + 𝑟𝑖 ⋅ 𝑽𝟏𝟑𝑬𝟏  、  𝑦𝑖𝑡 = 𝑦𝑖𝑟/𝑙 + 𝑟𝑖 ⋅ 𝑽𝟏𝟑𝑬𝟐   

𝑥𝑔𝑡 = 𝑥𝑚𝑖𝑑 + 𝑟𝑚𝑖𝑑 ⋅ 𝑽𝟐𝟑𝑬𝟏  、  𝑦𝑔𝑡 = 𝑦𝑚𝑖𝑑 + 𝑟𝑚𝑖𝑑 ⋅ 𝑽𝟐𝟑𝑬𝟐   

 

2.3 最佳控制原理 

    最佳控制原理是一種數學方法，用於尋找動態系統在給定約束和目標下的最

優控制策略。它通過最大化或最小化性能指標，確保系統在運行過程中達到最佳性

能。令一系統之狀態方程式為: 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡) 

    最佳控制亦即最小或最大化某目標，令目標函數 J為: 

𝐽 = ∫ 𝐿(𝑥, 𝑢, 𝑡) 𝑑𝑡
𝑡𝑓

𝑡0

 

    其中𝐿(𝑥, 𝑢, 𝑡)為 Lagrange function。目標是尋找最佳控制𝑢∗使得 𝐽(𝑢∗)最小，且

滿足邊界條件𝑥(𝑡0) = 𝑥𝑖、𝑥(𝑡𝑓) = 𝑥𝑔。最佳控制𝑢
∗使得

𝛿𝐽

𝛿𝑡
= 0，透過變分原理得: 

(2-4) 

(2-5) 
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𝛿𝐽 = ∫ (
𝜕𝐿

𝜕𝑥
𝛿𝑥 +

𝜕𝐿

𝜕𝑢
𝛿𝑢) 𝑑𝑡

𝑡𝑓

𝑡0

= 0 

    其中𝛿𝑥滿足邊界條件: 

𝛿𝑥(𝑡0) = 𝛿𝑥(𝑡𝑓) = 0 

    根據 Lagrange multiplier原理，𝛿𝐽改寫為: 

𝛿𝐽 = ∫ (
𝜕𝐿

𝜕𝑥
𝛿𝑥 +

𝜕𝐿

𝜕𝑢
𝛿𝑢) + 𝜆 (

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝛿𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑢
𝛿𝑢 − 𝛿𝑥̇) 𝑑𝑡

𝑡𝑓

𝑡0

 

= ∫ [(
𝜕𝐿

𝜕𝑥
+ 𝜆

𝜕𝑓

𝜕𝑥
) 𝛿𝑥 + (

𝜕𝐿

𝜕𝑢
+ 𝜆

𝜕𝑓

𝜕𝑢
)𝛿𝑢 − 𝜆𝛿𝑥̇] 𝑑𝑡

𝑡𝑓

𝑡0

 

                  = ∫ [(
𝜕𝐿

𝜕𝑥
+ 𝜆

𝜕𝑓

𝜕𝑥
) 𝛿𝑥 + (

𝜕𝐿

𝜕𝑢
+ 𝜆

𝜕𝑓

𝜕𝑢
)𝛿𝑢 + 𝜆̇𝛿𝑥] 𝑑𝑡 + 𝜆𝛿𝑥|𝑡0

𝑡𝑓
𝑡𝑓

𝑡0

 

= ∫ [(
𝜕𝐿

𝜕𝑥
+ 𝜆

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝜆̇) 𝛿𝑥 + (

𝜕𝐿

𝜕𝑢
+ 𝜆

𝜕𝑓

𝜕𝑢
)𝛿𝑢] 𝑑𝑡 = 0

𝑡𝑓

𝑡0

 

    其中𝜆為拉格朗日乘子(Lagrange multiplier)，可以用來引入系統之非完整約

束。2-6式對於任意的𝛿𝑥、𝛿𝑢皆成立，因此: 

𝜕𝐿

𝜕𝑥
+ 𝜆

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝜆̇ = 0 

𝜕𝐿

𝜕𝑢
+ 𝜆

𝜕𝑓

𝜕𝑢
= 0 

系統之 Hamiltonian Function定義為: 

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝜆, 𝑡) =  𝐿(𝑥, 𝑢, 𝑡) + 𝜆(𝑡)𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡) 

    旁特里亞金最小值原理(Pontryagin's minimum principle)即找出最優控制𝑢∗即

最優乘子𝜆∗使得 Hamiltonian function為最小: 

𝐻(𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡), 𝜆∗(𝑡), 𝑡) ≤ 𝐻(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜆(𝑡), 𝑡), ∀𝑡 

    即
𝜕𝐻

𝜕𝑢∗
= 0，因此可得最佳控制微分方程: 

𝜕𝐻

𝜕𝑥
+ 𝜆̇ = 0 

𝜕𝐻

𝜕𝜆
− 𝑥̇ = 0 

    最後將其帶入邊界條件𝑥(𝑡0) = 𝑥𝑖、𝑥(𝑡𝑓) = 𝑥𝑔，透過數值方法求解上式微分

方程即可得到𝑢∗、𝜆∗。 

(2-6) 

(2-7) 

(2-8) 
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2.3.1 最短時間之最佳化控制理論 

本小節透過旁特里亞金最小值原理(Pontryagin's minimum principle)證明杜賓

汽車在曲率限制下，最短路徑由左轉(L)、右轉(R)、直走(S)三種控制組合構成。 

    杜賓汽車以固定速度、角速度運動。令速度為𝑢1 = 1、轉向角𝑢2 = 1(L)、𝑢2 =

0(S) 、𝑢2 = −1 (R)，根據圖 2-1，杜賓汽車運動學模型為: 

𝑥̇ = 𝑢1 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

𝑦̇ = 𝑢1 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

𝜃̇ = 𝑢2, |𝑢2| ≤ 1 

    在固定速度下，最短路徑問題等同於時間最佳化問題，令目標函數為: 

𝑇(𝑢2) = ∫ 1 𝑑𝑡
𝑡𝑓

𝑡0

 

    目標是找出一個𝑢∗使得𝑇(𝑢2
∗) = ∫ 1 𝑑𝑡

𝑡𝑓
𝑡0

= min
𝑢2𝜖𝑈

𝑇(𝑢2)，𝑢2
∗為杜賓車之最佳控

制，根據最佳控制原理，可得哈密頓函數(Hamiltonian Function)為: 

𝐻 = 𝜆0 + 𝜆1 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝜆2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝜆3𝑢2 

進一步透過旁特里亞金最小值原理可得: 

𝑢(𝑡) ∈ 𝑎𝑟𝑔 min
𝑣∈[−1,1]

[𝜆3(𝑡)𝑣] 

𝜆̇1 = −
𝜕𝐻

𝜕𝑥
= 0, 𝜆1 = 𝑐1 

𝜆̇2 = −
𝜕𝐻

𝜕𝑦
= 0, 𝜆2 = 𝑐2 

𝜆̇3 = −
𝜕𝐻

𝜕𝑢2
= 𝜆1 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 𝜆2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

   令𝑐1 = αcos 𝛽, 𝑐2 = αsin 𝛽，其中速度一致，因此令α = 1, 𝛽為一個常數，而𝜆3

與𝑢2差一個負號，代入(2-10)得: 

𝜆1 = αcos 𝛽 

𝜆2 = αsin 𝛽 

𝜆̇3 = αsin (𝜃 − 𝛽) 

(2-9) 

(2-10) 
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    代入始末兩點邊界條件𝑓(𝑡0) = (𝑥𝑖、𝑦𝑖、𝜃𝑖)、𝑓(𝑡𝑓) = (𝑥𝑔、𝑦𝑔、𝜃𝑔)解出𝑢
∗

及𝜆∗使其滿足: 

𝐻(𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡), 𝜆∗(𝑡), 𝑡) ≤ 𝐻(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜆(𝑡), 𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡𝑓], ∀𝑢(𝑡) ∈ 𝑈(𝑡) 

𝑇(𝑢2
∗) = min

𝑢2𝜖𝑈
𝑇(𝑢2) 

因此，以下圖(圖 2-9)為例: 

 

圖 2-9 

    透過 2-2節算出控制切換點，將每一種可能之切換點邊界條件代入 2.3.2時間

最佳化控制理論，不同的邊界條件可以求出不同的𝜆3，當𝜆3 < 0，𝑢2 = 1(Left)、

𝜆3 = 0，𝑢2 = 0(Straight)、𝜆3 > 0，𝑢2 = −1(Right)，與此同時，也可以得到時間

區間𝑇 = [𝑡0, 𝑡𝑓] = [𝑡0, 𝑡1] + [𝑡1, 𝑡2] + [𝑡2, 𝑡3]。 

    在圖 2-9 例子中，根據時間最佳化控制，遍歷每一種控制組合，可以得到當

u∗ = LSL時，T(u2
∗) = min

u2ϵU
T(u2)，該控制具有最短時間，亦為最短路徑。 
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2.4 Reed Shepp Curve 

    Reed Shepp curve是基於 Dubin curve的一種改良，Reed Shepp curve亦用理

想化簡單載具模型，運動學模型如下: 

𝑥̇ = 𝑢1 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

𝑦̇ = 𝑢1 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

𝜃̇ = 𝑢2, |𝑢2| ≤ 1 

其中速度𝑢1 ∈ {−1,1}。Reed Shepp curve比 Dubin car多了倒車的控制項，在

控制方面多了𝐿−、𝑆−、𝑅−，負號表示倒車之左右轉與後退。因此 Reed Shepp curve

在操作上面更為靈活。 

在同樣的邊界條件下，下圖例子可以清楚發現 Reed Shepp curve (圖 2-10)比

Dubin curve (圖 2-11)更為靈活。令起始狀態為(𝑥𝑖、𝑦𝑖、𝜃𝑖) = (0、0、𝜋)、結束狀

態為(𝑥𝑔、𝑦𝑔、𝜃𝑔) = (60、30、
5𝜋

4
)。 

     

圖 2-10                            圖 2-11 

    Reed Shepp curve 之控制為𝑅−𝑆−𝐿−，Dubin curve 為𝑅+𝑆+𝐿+。可以清楚發現

Reed Shepp curve可以透過倒車輕鬆抵達終點，而 Dubin curve則需透過轉兩個大

彎才能抵達終點。 

 

  

(2-11) 
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2.5 最小能量最佳化控制理論 

    在 2.3.1小節中，杜賓車在固定的速度下進行最短時間最佳化控制設計。本節

考慮相同的單輪模型，但在速度與角速度並不固定情況下進行最小控制能量之最

佳化設計。 

    考慮一系統模型(圖 2-12): 

 

圖 2-12 

    u為車體座標上質心軸向速度、v為車體座標上質心橫向速度、(𝑥𝑐, 𝑦𝑐)為質心

座標。 

系統控制項表示為 N、𝐹𝑢，其中 N為扭矩， 𝐹𝑢為軸向推進力。其狀態變數為 

𝑥𝑐, 𝑦𝑐, 𝜃, 𝑢, 𝑣, 𝜃̇，假設該系統不發生側滑，因此𝑣 = 0，為了方便接下來計算，我們

令(𝑥𝑐, 𝑦𝑐, 𝜃, 𝑢, 𝑣, 𝜃̇) = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6)。 

系統運動學模型為: 

𝑥̇1 = 𝑥4 𝑐𝑜𝑠 𝑥3
𝑥̇2 = 𝑥4 𝑠𝑖𝑛 𝑥3
𝑥̇3 = 𝑥6

𝑥̇4 = 𝑥5𝑥6 + 𝐹𝑢/𝑚 + 𝑓𝑢/𝑚
𝑥̇5 = −𝑥4𝑥6 + 𝑓𝑣/𝑚

𝑥̇6 = 𝑁/𝐼𝐸3

 

其中𝐼𝐸3為質量慣性矩，𝑓𝑣為系統摩擦力提供之橫向受力，𝑓𝑣 = 𝑚𝑥4𝑥6。系統

之 Lagrange表示為: 

(2-12) 
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𝐿 = 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑎2𝐹𝑢
2 + 𝑐2𝑁2 

    其中𝑢2 + 𝑣2為系統之動能，𝑎2𝐹𝑢
2 + 𝑐2𝑁2為系統之控制能，a、c為權重係

數。 

    構建 Hamilton函數: 

𝐻 = 𝐿 + 𝜆𝑇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝜃, 𝑢, 𝑣, 𝜃̇)

= 𝑥4
2 + 𝑥5

2 + 𝑎2𝐹𝑢
2 + 𝑐2𝑁2 + 𝜆1(𝑥4 𝑐𝑜𝑠 𝑥3) + 𝜆2(𝑥4 𝑠𝑖𝑛 𝑥3) + 𝜆3𝑥6

+ 𝜆4 (𝑥5𝑥6 +
𝐹𝑢
𝑚
 +
𝑓𝑢
𝑚
) + 𝜆5 (−𝑥4𝑥6 +

𝑓𝑣
𝑚
) + 𝜆6(𝑁/𝐼𝐸3) 

由 Pontryagin's Minimum Principle可知最佳控制方程發生在
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0，得: 

𝜕𝐻

𝜕𝐹𝑢
= 0, 𝐹𝑢 = −

𝜆4
2𝑎2𝑚

 

𝜕𝐻

𝜕𝑁
= 0,𝑁 = −

𝜆6
2𝑐2𝐼𝐸3

 

由
𝜕𝐻

𝜕𝜆
= 𝑥̇ 及 2-14式得: 

𝑥1̇ = 𝑥4 cos 𝑥3
𝑥2̇ = 𝑥4 sin 𝑥3
𝑥3̇ = 𝑥6

𝑥4̇ = 𝑥5𝑥6 +
𝜆4

2𝑎2𝑚2
+
𝑓𝑢
𝑚

𝑥5̇ = −𝑥4𝑥6 +
𝑓𝑣
𝑚
= 0

𝑥6̇ = −
𝜆6

2𝑐2𝐼𝐸3
2

 

    由
𝜕𝐻

𝜕𝑥
= −𝜆̇得: 

𝜆1̇ = 0

𝜆2̇ = 0

𝜆3̇ = 𝜆1(𝑥4 sin 𝑥3) − 𝜆2(𝑥4 cos 𝑥3)

𝜆4̇ = −2𝑥4 − 𝜆1 cos 𝑥3 − 𝜆2 sin 𝑥3 + 𝜆5𝑥6
𝜆5̇ = −2𝑥5 + 𝜆1 sin 𝑥3 − 𝜆2 cos 𝑥3−𝜆4𝑥6

𝜆6̇ = −𝜆3−𝜆4𝑥5 + 𝜆5𝑥4

 

    最終，我們得到 6條狀態變數一階微分方程及 6條 Lagrange multiplier的一階

微分方程式。將此 12條一階微分方程組配合始末兩點之邊界條件，透過數值方法

(2-13) 

(2-14) 

(2-15) 

(2-16) 
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即可求得最小能量最佳控制之路徑軌跡。 

2.6 數值方法 

    在最佳控制原理中，最終可以得到一組非線性微分方程，論文採用射擊法

(Shooting Method)解一系列非線性微分方程組。射擊法是解決邊界值問題（BVP）

的一種數值方法，它通過將 BVP轉化為一系列的初始值問題（IVP）求解。這個

方法隨機猜測初始條件，並利用常微分方程的數值解法來計算解的軌跡，接著檢

查這些解是否滿足給定的邊界條件，如果不滿足，則調整初始條件再重複過程，

直至找到一組初始條件會使得解符合所有邊界條件。其步驟如下: 

    Step(1) : 隨機猜測未知的初始 Lagrange multiplier 𝜆(𝑡0)。 

    Step(2) : 將𝜆(𝑡0)帶入初始狀態條件𝑥𝑖，從時間𝑡0到𝑡𝑓積分求得狀態軌跡𝑥̅𝑓。 

    Step(3) : 計算積分結果𝑥̅𝑓與邊界𝑥𝑓的誤差ℎ0。 

    Step(4) : 從原先猜測的𝜆(𝑡0)增加一個微小增量再進行積分。 

    Step(5) : 計算積分結果與邊界𝑥𝑓的誤差，則可估算 Jacobian 矩陣
𝜕𝑥𝑓

𝜕𝜆(𝑡0)
了解微

分方程解對於初始條件的敏感度。 

    Step(6) : 由𝑥𝑓̅̅̅與邊界𝑥𝑓的誤差𝛿𝑥(𝑡𝑓) = ℎ0 =
𝜕𝑥(𝑡𝑓)

𝜕𝜆(𝑡0)
𝛿𝜆(𝑡0)，可得𝜆(𝑡0)修正量為: 

𝛿𝜆(𝑡0) = (
𝜕𝑥𝑓

𝜕𝜆0
)
−1

⋅ ℎ0。 

    Step(7) : 更新下一次猜測值為𝜆(𝑡0)𝑛𝑒𝑤 = 𝜆(𝑡0)𝑜𝑙𝑑 − 𝛿𝜆(𝑡0) 

    重複 Step(2)至 Step(7)，直到誤差ℎ0小於某閥值為止。 

 

  



doi:10.6342/NTU202404189

18 
 

2.7 結果比較 

    本章節比較 Reed Shepp curve 之最短時間最佳化控制及最小能量之最佳化控

制軌跡。模擬中假設轉彎半徑為 6，車長為 4.4，車寬為 1.8。 

    (圖 2-13)顯示從起點(10,10,0)至終點(20,15,
𝜋

4
 )採用最小能量法與 Reed Shepp 

Curve設計的軌跡結果，而(圖 2-14)則呈現從起點(10,10,0)至終點(13,20,
𝜋

4
)的結果。

對於此模擬狀況而言，當始末兩點距離夠長，Reed Shepp curve轉向較最小能量法

的轉向急迫，而最小能量控制之轉向能量較少；而路徑方面則是 Reed Shepp curve

較短一些。 

 

圖 2-13                                  圖 2-14 

    (圖 2-15)呈現，從起點(15,15,𝜋 )至終點(10,10,
𝜋

2
 )，而(圖 2-16)則呈現從起點

(15,15,
𝜋

3
)至終點(20,20,𝜋)。對於此模擬狀況而言，可以發現 Reed Shepp curve很早

開始轉向，但始末兩點距離過近，因此 Reed Shepp curve礙於最小轉彎半徑限制，

導致行走路徑較最小能量控制長。 
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圖 2-15                                   圖 2-16 

經模擬發現，Reed Shepp curve之最短時間最佳化控制建立在最小轉彎半徑限

制下，當兩點距離夠遠，Reed Shepp curve最短路徑特性會發揮出來。然而，當兩

點距離過近，如在圖 2-15、圖 2-16案例中，Reed Shepp curve的軌跡長度會比最小

能量控制軌跡還長，因為以最小轉彎半徑轉向，會造成多繞一點的情況，導致軌跡

長度變長。 
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第三章 微分平坦架構 

   最小能量法所採用的數值方法雖能確保找到的解是全局最優，但不適當的

𝜆(𝑡0)猜測會導致數值無法收斂而找不到解，且隨著系統非線性程度提高，運算複

雜度會大幅提升。綜合考慮運算成本及運算的即時性，本研究採用微分平坦

(Differential Flatness)理論，提供低運算成本且次優的即時路徑規劃算法。 

    本章介紹微分平坦系統特性，並透過微分平坦基本定義及 Pfaffian系統等價於

簡單系統(Trivial system)的方式證明阿克曼汽車模型及不同輸入的平面剛體存在平

坦輸出。最後引入最佳化軌跡設計導出系統之平坦輸出。 

 

 

3.1微分平坦(Differential Flatness) 

微分平坦是動力系統的一種性質，在控制理論和機器人等領域有廣泛的應用。

其基本定義如下，如果我們找到一組平坦輸出，將原本高維非線性系統的所有狀態

變數和控制輸入都以該平坦輸出及其導數表示，則該系統是平坦的(圖 3-1)。這個

性質對於系統的控制設計非常實用，我們可以透過導出平坦輸出來實現整個系統

的控制。微分平坦性質提供了一種強力的方法來簡化和優化控制系統設計。 

 

圖 3-1 

    圖 3-1 描述微分平坦將一個高維度的模型映射至一個平坦的空間中，以平坦
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輸出來描述高維空間中的所有狀態。微分平坦系統具有以下優點: 

1. 數值穩定性高 

2. 計算成本低 

3. 限制處理方便 

3.2平面剛體(Planar Rigid Body)  

    平面剛體指在一個二維平面上運動的剛體(圖 3-2)，例如:阿克曼汽車(Ackerman 

car)、垂直起降機(PVTOL)等。阿克曼汽車的平面運動被限制在 X、Y平面上，而

垂直起降機的起降運動被限制在 X、Z平面上。控制平面剛體主要包括影響其平移

及旋轉運動。以論文中阿克曼汽車為例，我們透過控制油門來影響汽車的平移，透

過控制方向盤來影響汽車的旋轉。 

 

圖 3-2 

    當考慮剛體受到多個力和扭矩作用時，這些力和扭矩被認為可以在 SE(2)空間

中產生獨立的廣義力，所謂 SE(2)稱為二維之特殊歐幾里得群，這個群包含了所有

平面上的剛體運動。因此，微分平坦將具有高維狀態的平面剛體模型映射至一個二

維平面上，利用平面上的平坦輸出反推回整個系統的完整狀態。平坦輸出的控制項

必須能夠獨立控制平移或旋轉。 

  



doi:10.6342/NTU202404189

22 
 

3.2.1阿克曼汽車微分平坦存在性證明 

微分平坦是動力系統的一種性質，將高維非線性系統映射至平坦空間中，利用

平坦空間中之平坦輸出將非線性系統以線性的可控系統。其基本定義如下，如果我

們找到一組平坦輸出，將原本高維非線性系統的所有狀態變數和控制輸入都以該

平坦輸出及其導數表示，則該系統是平坦的。 

本論文中所使用的阿克曼汽車模型屬於 one force、one torque的平面鋼體，

下面我們證明為何該模型具有平坦輸出。 

    考慮一個非線性系統如下: 

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) 

    系統狀態𝑥(𝑡) ∈ 𝑋 ⊆ 𝑅𝑛，控制𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ⊆ 𝑅𝑚，𝑛 ≥ 𝑚，𝑓是一個平滑的向量場，

而𝑡 ∈ 𝑅為時間，如果可以找出一組輸出𝑦(𝑡) ∈ 𝑅𝑚 : 

𝑦(𝑡) = 𝑦̂(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑢̇(𝑡), … , 𝑢(𝑡)(𝑃))，𝑝 ∈ ℕ 

    使得: 

𝑥(𝑡) = 𝛾0 (𝑦(𝑡), 𝑦̇(𝑡)⋯𝑦(𝑞)(𝑡))，𝑞 ∈ ℕ 

𝑢(𝑡) = 𝛾1 (𝑦(𝑡), 𝑦̇(𝑡)⋯𝑦
(𝑞)(𝑡))，𝑞 ∈ ℕ 

    則該系統具有平坦輸出。 

    阿克曼單車模型如(圖 3-3)所示，其中𝑢為車體座標上後輪軸中心軸向速度、𝑣

為車體座標上後輪軸中心橫向速度、(𝑥𝑟 , 𝑦𝑟)為後輪軸中心座標、𝜃為朝向角、∅為

轉向角、𝑬𝟏𝑬𝟐為慣性座標、𝒆𝟏𝒆𝟐為車體座標，其慣性座標與車體座標之關系可表

示為: 

𝑥̇𝑟𝑬𝟏 + 𝑦̇𝑟𝑬𝟐 = 𝑢𝒆𝟏 + 𝑣𝒆𝟐 

𝑥̇𝑟 = 𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑣  𝑠𝑖𝑛 𝜃 

𝑦̇𝑟 = 𝑢 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝑣  𝑐𝑜𝑠 𝜃 

因無側滑發生，令𝜈 = 0。選取(𝑥𝑟 , 𝑦𝑟 , 𝜃, 𝑢, 𝜙)為狀態向量，令𝜇1、𝜇2為控制

𝑢及𝜙的輸入。 

(3-1) 

(3-2) 
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圖 3-3 

    阿克曼汽車運動模型可表示為: 

𝑥̇𝑟 = 𝑢 cos 𝜃 

𝑦̇𝑟 = 𝑢 sin 𝜃 

𝜃̇ =
𝑢

𝑙
tan(∅) 

𝑢̇ = 𝜇1(控制項) 

∅̇ = 𝜇2(控制項) 

    對此系統，當選定平坦輸出為: 

𝑦1 = 𝑥𝑟 , 𝑦2 = 𝑦𝑟 

則: 

𝑥𝑟 = 𝑦1 

𝑦𝑟 = 𝑦2 

𝜃 = atan (
𝑦̇1
𝑦̇2
) 

𝑢 = √𝑦̇1
2 + 𝑦̇2

2
 

𝜙 = atan

(

 

𝑦1̇𝑦2̈ − 𝑦1̈𝑦2̇
𝑦1
2̇ + 𝑦2

2̇ ∙ 𝑙

√𝑦̇1
2 + 𝑦̇2

2

)

  

𝜇1 =
𝑦1̇𝑦1̈ + 𝑦2̈𝑦2̇

𝑢
 

(3-4) 

(3-3) 
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𝜇2 = 
𝑙𝑢3(𝑦2⃛𝑦1̈ − 𝑦1⃛𝑦2̇) − 3(𝑦1̇𝑦1̈ + 𝑦2̈𝑦2̇)(𝑦1̇𝑦2̈ − 𝑦1̈𝑦2̇)

𝑉6 + 𝑙2(𝑦1̇𝑦2̈ − 𝑦1̈𝑦2̇)2
 

這些關係表明系統狀態變數 (𝑥𝑟、𝑦𝑟、𝜃、𝑢、𝜙 )和控制輸入 (𝜇1、𝜇2 )皆可使

用平坦輸出𝑦1、 𝑦2及其導數表示，滿足式(3-1)。因此阿克曼單車系統具有微分平

坦輸出。 

表 3-1[14]整理了平面剛體在不同的輸入情況下，是否具有平坦輸出。 

表 3-1 

 

 

  

輸入 圖示 是否可控? 具有平坦輸出? 

單一扭矩 

 

no no 

質心上單一力 

 
no No 

偏心上單一力 

 

yes No 

質心上兩力 

 
no No 

偏心上兩共線力 
 

yes Center of mass 

偏心上兩非共線力 

 

yes Center of oscillation 

一個力、一個扭矩 

 

yes Center of mass 

偏心上兩非共線力、一

個扭矩 

 

yes Center of mass 
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3.3微分平坦輸出求解 

    上述中以證明了阿克曼單車模型，具有平坦輸出，其狀態包括了 [𝑥𝑟、

𝑦𝑟、𝜃、𝜙、𝑢  ]，分別是位置(𝑥𝑟 𝑦𝑟)、朝向角度、轉向角度、速度(𝑢)，而控制項包

括了𝜇1及轉向角速度𝜙̇ = 𝜇2。  

    當我們選定輸出為𝑦(𝑡) = [𝑥𝑟(𝑡) 𝑦𝑟(𝑡)]，該非線性平面剛體模型是微分平坦

的。平坦輸出與狀態變數的關係可以表示為: 

𝑦1(𝑡) = 𝑥𝑟(𝑡), 𝑦2(𝑡) = 𝑦𝑟(𝑡) 

    假設平坦輸出為一六次多項式的曲線，我們有: 

𝑦1(𝑡) = 𝑐0 + 𝑐1𝑡 + 𝑐2𝑡
2 +⋯𝑐6𝑡

6 

𝑦2(𝑡) = 𝑑0 + 𝑑1𝑡 + 𝑑2𝑡
2 +⋯𝑑6𝑡

6 

    其中𝑡 = 𝑡0為初始邊界條件的時間(設為 0)，𝑡 = 𝑡𝑓為終點邊界條件的時間。 

    令初始邊界條件為: 

𝑦1(𝑡0) = 𝑥𝑟(𝑡0), 𝑦1̇(𝑡0) = 𝑥̇𝑟(𝑡0),        𝑦1̈(𝑡0) = 𝑥̈𝑟(𝑡0), 

𝑦2(𝑡0) = 𝑦𝑟(𝑡0), 𝑦2̇(𝑡0) = 𝑦̇𝑟(𝑡0),        𝑦2̈(𝑡0) = 𝑦̈𝑟(𝑡0), 

    終點邊界條件為: 

𝑦1(𝑡𝑓) = 𝑥𝑟(𝑡𝑓), 𝑦1̇(𝑇) = 𝑥̇𝑟(𝑡𝑓),        𝑦1̈(𝑡𝑓) = 𝑥̈𝑟(𝑡𝑓), 

𝑦2(𝑡𝑓) = 𝑦𝑟(𝑡𝑓), 𝑦2̇(𝑇) = 𝑦̇𝑟(𝑡𝑓),        𝑦2̈(𝑡𝑓) = 𝑦̈𝑟(𝑡𝑓), 

    則邊界值與係數的關係可表示為矩陣形式𝐴(𝑡)𝐶 = 𝑏(𝑡): 

 

  

(3-5) 
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    其中𝐴為(12× 14)的矩陣: 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 𝑡0 𝑡0

2 𝑡0
3 𝑡0

4  𝑡0
5  𝑡0

6 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 𝑡0 𝑡0
2 𝑡0

3 𝑡0
4 𝑡0

5 𝑡0
6

0 1 2𝑡0 3𝑡0
2 4𝑡0

3 5𝑡0
4 6𝑡0

5 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 2𝑡0 3𝑡0
2 4𝑡0

3 5𝑡0
4 6𝑡0

5

0 0 2 6𝑡0 12𝑡0
2 20𝑡0

3 30𝑡0
4 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 6𝑡0 12𝑡0
2 20𝑡0

3 30𝑡0
4

1 𝑡𝑓 𝑡𝑓
2 𝑡𝑓

3 𝑡𝑓
4 𝑡𝑓

5  𝑡𝑓
6 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 𝑡𝑓 𝑡𝑓
2 𝑡𝑓

3 𝑡𝑓
4 𝑡𝑓

5 𝑡𝑓
6

0 1 2𝑡𝑓 3𝑡𝑓
2 4𝑡𝑓

3 5𝑡𝑓
4 6𝑡𝑓

5 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 2𝑡𝑓 3𝑡𝑓
2 4𝑡𝑓

3 5𝑡𝑓
4 6𝑡𝑓

5

0 0 2 6𝑡𝑓 12𝑡𝑓
2 20𝑡𝑓

3 30𝑡𝑓
4 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 6𝑡𝑓 12𝑡𝑓
2 20𝑡𝑓

3 30𝑡𝑓
4]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

    C為係數矩陣: 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑐0
𝑐1
𝑐2
𝑐3
𝑐4
𝑐5
𝑐6
𝑑0
𝑑1
𝑑2
𝑑3
𝑑4
𝑑5
𝑑6]
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   𝑏(𝑡)為邊界條件矩陣 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑦1(𝑡0)

𝑦2(𝑡0)

𝑦1̇(𝑡0)

𝑦2̇(𝑡0)

𝑦1̈(𝑡0)

𝑦2̈(𝑡0)

𝑦1(𝑡𝑓)

𝑦2(𝑡𝑓)

𝑦1̇(𝑡𝑓)

𝑦2̇(𝑡𝑓)

𝑦1̈(𝑡𝑓)

𝑦2̈(𝑡𝑓)]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

    上式也可根據𝑡0、𝑡𝑓拆解成: 

{
[𝐴̅(𝑡0)]6×14 × [𝐶]14×1 = [𝑏̅(𝑡0)]6×1
[𝐴̅(𝑡𝑓)]6×14 ×

[𝐶]14×1 = [𝑏̅(𝑡𝑓)]6×1
 

    其中𝐴̅(𝑡)表示為: 

[
 
 
 
 
 
1 𝑡 𝑡2 𝑡3 𝑡4  𝑡5  𝑡6 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 𝑡 𝑡2 𝑡3 𝑡4 𝑡5 𝑡6

0 1 2𝑡 3𝑡2 4𝑡3 5𝑡4 6𝑡5 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 2𝑡 3𝑡2 4𝑡3 5𝑡4 6𝑡5

0 0 2 6𝑡 12𝑡2 20𝑡3 30𝑡4 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 6𝑡 12𝑡2 20𝑡3 30𝑡4]

 
 
 
 
 

 

    𝑏̅(𝑡)表示為: 

{
  
 

  
 

𝑦1(𝑡) = 𝑥𝑟(𝑡)

𝑦2(𝑡) = 𝑦𝑟(𝑡)

𝑦1̇(𝑡) = 𝑥̇
𝑟(𝑡) = 𝑢(𝑡)cos 𝜃(𝑡)

𝑦2̇(𝑡) = 𝑦̇
𝑟(𝑡) = 𝑢(𝑡)sin 𝜃(𝑡)

𝑦1̈(𝑡) = 𝑥̈𝑐(𝑡) = 𝑢̇(𝑡)cos 𝜃(𝑡) − 𝑢(𝑡)𝜃̇(𝑡)sin 𝜃(𝑡)

𝑦2̈(𝑡) = 𝑦̈𝑐(𝑡) = 𝑢̇(𝑡)sin 𝜃(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝜃̇(𝑡)cos 𝜃(𝑡)

 

    這是一組 12條線性方程式對上 14個未定係數，因此當𝑡𝑓 ≠ 0時，矩陣𝐴為滿

秩。透過數值方法即可解出 12個未定係數，剩餘兩個可以透過引入最佳化所提供

的方程式來求解。  

  



doi:10.6342/NTU202404189

28 
 

3.3.1 最佳化軌跡及控制 

微分平坦系統同樣可以透過引入最佳化來達到軌跡與控制的優化目的，本論

文採用最小化急動(jerk)作為最佳化目標，急動描述物體加速度變化的平滑程度。

最小化急動使加速度變化平滑，進而使速度與位移的變化平滑。因此其目的旨在減

低車輛方向角之角速度變化，相當於最小化方向盤轉動速率的變化，達到平滑的方

向控制。 

最小化急動之目標函數為: 

𝐽 =
1

2
∫ (𝑦1⃛

2(𝑡) + 𝑦2⃛
2(𝑡)) 𝑑𝑡

𝑡𝑓

0

 

    其中: 

𝑦1⃛(𝑡) = 6𝑐3 + 24𝑐4𝑡 + 60𝑐5𝑡
2 + 120𝑐6𝑡

3 

𝑦2⃛(𝑡) = 6𝑑3 + 24𝑑4𝑡 + 60𝑑5𝑡
2 + 120𝑑6𝑡

3 

    可將𝑦1⃛(𝑡)、𝑦2⃛(𝑡)表示成矩陣: 

𝑦1(𝑡) = 𝛼(𝑡)
𝑇𝐶、𝑦2(𝑡) = 𝛽(𝑡)𝑇𝐶 

    其中 

𝛼(𝑡) = [0 0 0 6 24𝑡 60𝑡2 120𝑡3 0 0 0 0 0 0 0]𝑇 

𝛽(𝑡) = [0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6 24𝑡 60𝑡2 120𝑡3]𝑇 

    將(3-13)代入(3-12)，目標函數𝐽可改寫為封閉積分型式: 

𝐽 =
1

2
∫(𝑦1

2(𝑡) + 𝑦2
2(𝑡)) 𝑑𝑡 =

1

2
∫((𝛼(𝑡)𝑇𝐶)2 + (𝛽(𝑡)𝑇𝐶)2) 𝑑𝑡

𝑡𝑓

0

𝑡𝑓

0

 

=
1

2
𝐶𝑇∫(𝛼(𝑡)𝛼(𝑡)𝑇) + (𝛽(𝑡)𝛽(𝑡)𝑇) 𝑑𝑡 𝐶

𝑡𝑓

0

 

  

(3-6) 

(3-7) 

(3-8) 
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    令: 

∫(𝛼(𝑡)𝛼(𝑡)𝑇) + (𝛽(𝑡)𝛽(𝑡)𝑇) 𝑑𝑡

𝑡𝑓

0

= 𝑄 

    其中𝑄為(14× 14)的矩陣，將(3-9)式積分可得𝑄𝑖 𝑗，𝑖 ∈ [1,14], 𝑗 ∈ [1,14]: 

𝑄4 4 = 𝑄11 11 = 36𝑡𝑓、𝑄4 5 = 𝑄11 12 = 72𝑡𝑓
2、𝑄4 6 = 𝑄11 13 = 120𝑡𝑓

3、𝑄4 7 = 𝑄11 14 = 180𝑡𝑓
4 

𝑄5 4 = 𝑄12 11 = 72𝑡𝑓
2、𝑄5 5 = 𝑄12 12 = 192𝑡𝑓

3、𝑄5 6 = 𝑄12 13 = 360𝑡𝑓
4、𝑄5 7 = 𝑄12 14 = 720𝑡𝑓

5 

𝑄6 4 = 𝑄13 11 = 120𝑡𝑓
3、𝑄6 5 = 𝑄13 12 = 360𝑡𝑓

4、𝑄6 6 = 𝑄13 13 = 720𝑡𝑓
5、𝑄6 7 = 𝑄13 14 = 1200𝑡𝑓

6 

𝑄7 4 = 𝑄14 11 = 180𝑡𝑓
4、𝑄7 5 = 𝑄14 12 = 576𝑡𝑓

5、𝑄7 6 = 𝑄14 13 = 1200𝑡𝑓
6、𝑄7 7 = 𝑄14 14 = 2057.14𝑡𝑓

6 

其餘元素皆為 0。 

因此目標函數𝐽改寫為: 

𝐽 =
1

2
𝐶𝑇𝑄𝐶。 

    此時該問題變成二次規劃(Quadratic programing)之最佳化問題，這類最佳化問

題表示為: 

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒: 
1

2
𝐶𝑇𝑄𝐶 

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜: 𝐴𝐶 = 𝑏 

    當多項式矩陣𝐴滿秩(full rank)，且𝑄為正定(positive definite)，則存在唯一最優

解，若𝑄為半正定(semi-positive definite)，則解不一定唯一。 

    (3-10)式為一個具有等式約束(equality constraint)的最佳化問題，這些約束來自

於邊界條件，透過拉格朗日乘數法(Lagrange multiplier method)來求解等式約束的最

佳化問題。引入拉格朗日必要條件 Lagrange necessary condition: 

𝑄𝐶 + 𝐴𝑇𝜆 = 0 

𝐴𝐶 − 𝑏 = 0 

    其中𝝀為拉格朗日乘子向量，將(3-16)式改寫成矩陣可表示為: 

[
[𝑄]14×14 [𝐴𝑇]14×12
[𝐴]12×14 [0]12×12

]
26×26

[
[𝐶]14×1
[𝜆]12×1

]
26×1

= [
[0]14×1
[𝑏]12×1

]
26×1

 

(3-10) 

(3-11) 

(3-9) 

(3-10) 
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求出係數矩陣 C: 

[
[𝐶]14×1
[𝜆]16×1

] = [
[𝑄]14×14 [𝐴𝑇]14×16
[𝐴]16×14 [0]16×16

]
−1

∙ [
[0]14×1
[𝑏]16×1

] 

求解出[
[𝑄]14×14 [𝐴𝑇]14×16
[𝐴]16×14 [0]16×16

]
−1

後代入(3-17)式中，即可求出最小化急動之微分

平坦輸出的最優係數。 

    最後，將求解之最優係數代回(3-5)式:𝑦1(𝑡) = 𝑐0 + 𝑐1𝑡 + 𝑐2𝑡
2 +⋯𝑐6𝑡

6、

𝑦2(𝑡) = 𝑑0 + 𝑑1𝑡 + 𝑑2𝑡
2 +⋯𝑑6𝑡

6，最後將其帶入式(3-4)，即可得到滿足阿克曼

汽車約束的路徑軌跡及其狀態。 

  

(3-12) 
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第四章 自動停車系統最優路徑規劃算法 

    目前自動停車的好壞仰賴汽車起點位置，且停車過程採用即時碰撞檢測，根

據碰撞檢測執行多段式停車。為了降低多段式停車之風險，本研究使用微分平坦

理論做為路徑規劃工具，在路徑規劃中引入專家停車策略，並透過路徑預規劃選

擇適當的姿態調整策略及停車策略。本章節介紹微分平坦理論最佳化路徑時距參

數、路徑預規劃碰撞檢測及專家停車策略。  

 

 

4.1 最佳化路徑時距 

路徑時距(𝑡𝑓 − 𝑡0)為微分平坦重要參數，時間參數對於微分平坦生成路徑的好

壞至關重要。時間過短導致加速度過快、轉向過激；而時間過長會導致軌跡曲折；

選擇恰當的時長，使得路徑軌跡平滑，且轉向變化平穩。 

下列模擬相同邊界條件下，不同的時距對於路徑平滑程度的影響。起點

Start=[30 30 0]至終點 Goal[80 80 
𝜋

2
]，編號 1、2、3之曲線分別表示最佳時距、過

短時距及過長時距之路徑曲線。圖 4-1表示最佳路徑時長所生成的路徑軌跡最為平

滑，圖 4-2表示最佳路徑時長下，加速度與轉向角變化最為平穩。 

 

圖 4-1 
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圖 4-2 

傳統最佳路徑時距求解係透過複雜的數值優化技術，如梯度下降、

SQP(Sequential Quadratic Programming)等來求解每段路徑之時間成本函數，本研究

透過離散路徑點幾何特性進行最佳路徑時距求解，避免了複雜的數值方法。 

參考兩路徑點的位置及姿態(圖 4-3): 

 

圖 4-3 

此時載具兩端點指向角(Heading angle) 𝜃S、𝜃G 朝向第三象限，因此規劃的路

徑軌跡應會落在(圖 4-4)三角形範圍內，以避免較大的指向角變化。 
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圖 4-4 

在該三角形範圍內，可能路徑的最短距離𝑑𝑠為: 

𝑑𝑠 = √(𝑋S − 𝑋G)2 + (𝑌S − 𝑌G )2 

另取平滑路徑之距離上限𝑑𝑙為: 

𝑑𝑙 = |(𝑋S − 𝑋G )| + |(𝑌S − 𝑌G )| 

軌跡長度𝑑 ⊆ [𝑑𝑙  𝑑𝑠]。另外，行走過程中要求兩端點加速度變化能較為平穩，

亦即速度變化愈線性愈好，因此可以定義路徑時距的下限與上限。 

𝑡𝑓_𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟 =
2 × 𝑑𝑠

(𝑉S + 𝑉G )
 

𝑡𝑓_𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟 =
2 × 𝑑𝑙

(𝑉S + 𝑉G )
 

其中𝑉S 、𝑉G 為兩端點之速度。我們將𝑡𝑓_𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟及𝑡𝑓_𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟作為遍歷𝑡𝑓之上下限，

透過不斷迭代並計算轉向角變化率(Steering angle changing rate)，我們選擇轉向角

變化率最為平緩之路徑時長𝑡𝑓作為最佳路徑時距。 
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4.2 碰撞檢測 

   傳統倒車入庫仰賴感測器即時的碰撞檢測，再決定下一步停車策略。為了提高

安全性，本研究在停車前先進行初步路徑預規劃，在預規劃過程中進行碰撞檢測，

根據檢測結果決定合適的姿態調整及專家停車策略。 

    倒車屬於在狹縫中運動的問題，本研究考慮長形載具幾何特性，提升了可行路

徑的靈活性。前述微分平坦輸出點為後輪軸中心，利用其位置求得載具四角之座標

(圖 4-5)，當軌跡生成後，即可得出載具四點行進中軌跡，並進行碰撞檢測。 

 

圖 4-5 

    其中𝑤為載具寬度、𝑙為載具長度。 

    四角座標為: 

𝑥1 = 𝑥𝑟 −
𝑤

2
𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 90°)          𝑦1 = 𝑦𝑟 −

𝑤

2
𝑠𝑖𝑛(𝜃 − 90°) 

𝑥2 = 𝑥𝑟 +
𝑤

2
𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 90°)          𝑦2 = 𝑦𝑟 +

𝑤

2
𝑠𝑖𝑛(𝜃 − 90°) 

𝑥3 = 𝑥1 − 𝑙𝑠𝑖𝑛(𝜃 − 90°)          𝑦3 = 𝑦1 + 𝑙𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 90°) 

𝑥4 = 𝑥2 − 𝑙𝑠𝑖𝑛(𝜃 − 90°)          𝑦4 = 𝑦2 + 𝑙𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 90°) 

    求得載具四角之座標後即可得到載具運動時四角之軌跡，(圖 4-6)為載具四角

行進過程中之軌跡，進行碰撞檢測後，判斷無落入障礙物車格內。其中藍線表示前

方角之軌跡，綠線表示後方角之軌跡。 
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圖 4-6 

4.3 專家停車策略 

    傳統自動停車仰賴當下汽車姿態與車格之相對位置，與車格距離過近會導致

多段式停車。本研究在路徑規劃中採用了兩種停車策略，使汽車能夠透過調整姿態

並使用合適的專家停車策略順利停進車格內，克服了汽車起始位置及姿態的限制。  

本論文停車策略參考自昱全駕駛學院所提供之停車方法，透過當前載具與車

格之距離，決定停車的方法。首先，採用一次到位停車策略進行停車，該策略為汽

車與車格縱向𝐷𝑦及橫向𝐷𝑥具有足夠之距離時，當汽車後照鏡與四號車格中線對齊

(即距離目標車格 P 一個半車格寬度的距離)開始轉向(圖 4-7)。而所需縱向𝐷𝑦及橫

向𝐷𝑥距離根據每部車之大小及轉向限制而異。 

 

圖 4-7 
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給定載具起始姿態與最終停車姿態，由上述方式進行一次路徑預規劃及碰撞

檢測，若發生碰撞則表示載具與車格橫、縱軸(𝐷𝑥、𝐷𝑦)距離並不恰當，需採用多段

式姿態調整之停車策略。 

多段式姿態調整之停車策略(圖 4-8)先將汽車開至車頭與目標車格 P左側切齊

處(Stage1)，接著往前開至後照鏡與四號車格左線切齊處(Stage2)，車頭指向角朝向

45°，且另一側後照鏡看的到目標車格角落後開始倒車入庫。 

 

圖 4-8 
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4.4基於微分平坦之停車路徑規劃演算法流程圖 

    本研究以貪婪演算法(Greedy Algorithm)為基礎，透過不斷迭代得出全局最優

解。首先透過 RRT*生成起點至終點無碰撞路徑，並選取適量離散路徑點作為微分

平坦之路徑端點，提供端點訊息包括位置、朝向角、速度、加速度。接著，開始遍

歷路徑時長𝑡𝑓並計算該時長所生成路徑之轉向角變化率𝜙̇𝑑𝑖𝑓𝑓，當遍歷完後選擇轉

向角變化率𝜙̇𝑑𝑖𝑓𝑓最小所對應的時距作為該段路徑所需時間，接著生成下一段路徑。

當所有路徑軌跡生成後，檢查載具四周是否會發生碰撞，若會發生碰撞，則採用多

段式姿態調整之停車策略，並透過相同的步驟直到停入車格內。 

 

圖 4-9 
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第五章 實驗設備及模擬與實驗結果 

5.1 硬體設備 

5.1.1無人載具(Automated Guided Vehicle) 

    為了滿足論文中阿克曼轉向之非完整約束，過往實驗室所採用的兩輪差速無

人載具設備並不適用，本實驗乃使用由利基科技公司所客製化的阿克曼轉向無人

載具(圖 5-1)。載具為後輪傳動，以電控馬達控制後輪之轉速，前輪透過大扭力舵

機連桿同步轉向機構進行轉向。此外，載具額外搭載 RespBerry PI 控制器、9 軸

MEMS 感測器、無線通訊模組等。本實驗在載具頂部放置標定板讓魚眼鏡頭進行

定位。 

    標定板(圖 5-2)由同心圓及黑白條紋組成。其中，同心圓進行定位，條紋部份

進行姿態判定。 

 

圖 5-1 

 

圖 5-2 
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    阿克曼轉向無人載具控制輸入為後輪軸中心速度與轉向角，然而利基科技公

司所提供之轉向角輸入為轉向馬達扭矩。因此，我們透過輸入不同的轉向數值計算

該輸入下的轉彎半徑，利用阿克曼模型公式∅ = tan−1 (
𝐿

𝑅
)，回推轉向角度∅，其中

L為軸長，R為轉彎半徑。最後構建轉向角度∅與無人載具輸入之關係式。我們設

定無人載具左轉轉向角輸入為−10至 60，右轉轉向角輸入為−10至−70記錄其轉

彎半徑並回推轉向角度∅，其紀錄結果如圖 5-3、圖 5-4所示，其中 y為控制輸入、

x為實際轉向角度。 

 

圖 5-3 

 

圖 5-4 
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5.1.2網路攝影機 

    實驗中使用偉勝科技公司 AXIS M3006V 網路攝影機(圖 5-5)捕捉載具及障礙

物的影像。AXIS M3006V網路攝影機規格如表 5-1所示。 

 

圖 5-5 

 

表 5-1: AXIS M3006V網路攝影機規格 

Image sensor 1/3.6”(effective)progressive scan RGB CMOS 

Lens 1.6mm, M12 mount, F2.8, Fixed iris 

Angle of view Horizontal: 135°、Vertical : 99° 

Resolution 2048 × 1536(3𝑀𝑃) 

FPS 30 
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5.1.3工作站設備 

實驗中使用ASUS ExpertBook B1500CBA_B1508CBA_T筆記型電腦(圖 5-6)作

為核心演算法之工作站。規格如表 5-2所示。 

 

圖 5-6 

 

表 5-2:ASUS ExpertBook B1500CBA_B1508CBA_T規格 

OS 65Bits Windows 11 Pro  

CPU 12th Gen Intel(R) Core(TM) i7-1255U 

GPU Intel(R) UHD Graphics 

RAM 8 GB DDR5 3200 MHz 

硬碟 512G M.2 NVMe PCIe® 3.0 SSD 
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5.2實驗軟體 

本研究使用MATLAB進行模擬，進行演算法的驗證。實驗階段將MATLAB

代碼轉以 C++編譯，選定 Visual Studio 2019做為系統整合之開發環境，並應用

OpenCV涵式庫進行影像處理的工作。如表 5-3所示: 

表 5-3:實驗軟體 

MATLAB C++ Visual Studio OpenCV 

    

 

 

5.3系統整合 

整體實驗架構如(圖 5-7)所示，透過網路攝影機捕捉載具及障礙物之姿態與位

置，影像資訊透過乙太網路傳入工作站中，透過演算法進行路徑規劃及控制設計，

最後透過Wi-Fi將控制指令傳給無人載具進行移動。 

 

圖 5-7 
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5.4控制系統 

    控制系統目的在透過計算當下與較目標狀態的誤差，回授誤差並調整系統輸

出控制，使系統能夠克服外在干擾，保持穩定，與理想軌跡更加貼合。本研究採

用模糊控制理論進行實際應用。 

 

5.4.1模糊控制 

 

圖 5-8 

模糊控制器是一種模糊邏輯的控制系統，主要處理帶有模糊性、不確定性的控

制問題，適用於傳統數學模型難以建立的情況。其理論核心思想在於使用模糊集合

來描述和處理輸入和輸出變量，這些集合允許對象以一定程度（介於 0 和 1 之間

的數值）隸屬於某一類別，而非傳統的全屬於或全不屬於。 

首先，建立一組模糊化的隸屬函數將輸入數值轉換成模糊集合，接著，透過建

立好的模糊規則庫進行推論，最後，將規則庫推論的結果去模糊化得到最終控制輸

出。 

模糊控制的好處在於我們可以將專家的經驗，或是透過知識轉化成控制器的

規則庫，從而實現有效的控制策略。 
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5.4.2規則庫設計 

本研究中使用的模糊控制器輸入為當前載具位置與目標追點位置距離誤差𝑑𝑒、

及兩點方向角之差值𝜙𝑒。輸出為轉向角∅及固定後輪中心速度𝑢。其中速度輸出固

定為 40，其隸屬函數如下: 

 

圖 5-9 距離誤差隸屬函數 

 

圖 5-10 角度誤差隸屬函數 

 

圖 5-11 隸屬函數輸出 
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定義完隸屬函數後，依據經驗建立模糊控制器規則庫，如表 5-4所示。主要目

的在於:當距離過遠、角度誤差過大，則提高轉向角度修正方向。 

 

表 5-4:模糊控制器規則庫 

 

     

 

 

5.5模擬結果 

    本章節介紹由第三章算法及第四章策略之模擬結果，使用 Matlab 模擬阿克曼

轉向載具的停車情況，根據不同的起始姿態停入車格。模擬中停車格長度為 5.5公

尺、寬 2.5公尺，載具長度為 4.4公尺、寬 1.8公尺，轉向角限制為 42°。 

 

 

5.5.1: 一次到位停車策略-與車位距離適當 

紅色米字號為停車終點，紅線為後輪軸中心軌跡，藍線為前輪軌跡，綠線為後

輪軌跡。模擬中起點姿態為[𝑥𝑠 𝑦𝑠 𝜃𝑠 𝜙𝑠 𝑢𝑠 𝜇𝑠2  ]=[137.5 80 0 0 0 0]，終點姿態為

[𝑥𝐺  𝑦𝐺  𝜃𝐺  𝜙𝐺  𝑢𝐺  𝜇𝐺2 ]=[87.5 2 
𝜋

2
 0 0 0]。圖 5-6為倒車軌跡與行走過程中之控制及

姿態參數。 
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圖 5-12 

   

   

圖 5-13加速度(左上)/轉向角(右上)/朝向角(左下)/速度(右下) 
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5.5.2: 一次到位停車策略-與車位橫向距離過近 

    當載具起始位置與車格之橫向距離過近，導致汽車無法一次停好，透過一次到

位停車策略，載具會調整起始姿態位置，使其一次停入。模擬中起點姿態為

[𝑥𝑠 𝑦𝑠 𝜃𝑠 𝜙𝑠 𝑢𝑠 𝜇𝑠2 ]=[137.5 80 0 0 0 0]，終點姿態為[𝑥𝐺  𝑦𝐺  𝜃𝐺  𝜙𝐺  𝑢𝐺  𝜇𝐺2 ]=[112.5 2 
𝜋

2
 

0 0 0]。 

    

圖 5-14 

    

    

圖 5-15加速度(左上)/轉向角(右上)/朝向角(左下)/速度(右下) 
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5.5.3: 多段式姿態調整停車策略-載具過大 

    當載具過大，即使使用一次到位停車策略導仍無法一次停好，則使用多段式姿

態調整停車策略。模擬中，載具車寬改為 2.2 公尺，起點姿態為

[𝑥𝑠 𝑦𝑠 𝜃𝑠 𝜙𝑠 𝑢𝑠 𝜇𝑠2 ]=[137.5 80 0 0 0 0]，終點姿態為[𝑥𝐺  𝑦𝐺  𝜃𝐺  𝜙𝐺  𝑢𝐺  𝜇𝐺2 ]=[112.5 2 
𝜋

2
 

0 0 0]。 

    

圖 5-16 

    

    

圖 5-17加速度(左上)/轉向角(右上)/朝向角(左下)/速度(右下) 
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5.5.4: 多段式姿態調整停車策略-與車位縱向距離過近 

    當載具起始位置與車格之橫向距離過近，即使使用一次到位停車策略導仍無

法一次停好，則使用多段式姿態調整停車策略。模擬中，載具與車格距離約 40公

分，令起點姿態為 [ 𝑥𝑠 𝑦𝑠 𝜃𝑠 𝜙𝑠 𝑢𝑠 𝜇𝑠2  ]=[137.5 70 0 0 0 0]，終點姿態為

[𝑥𝐺  𝑦𝐺  𝜃𝐺  𝜙𝐺  𝑢𝐺  𝜇𝐺2 ]=[112.5 2 
𝜋

2
 0 0 0]。 

    

圖 5-18 

    

    

圖 5-19加速度(左上)/轉向角(右上)/朝向角(左下)/速度(右下) 
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5.5.5: 直直停入  

    在 5.4.1中可以觀察出前輪軌跡在轉向時，車頭會有較大之擺動，因此直直停

入所需之橫、縱向距離較大，令起點姿態為[𝑥𝑠 𝑦𝑠 𝜃𝑠 𝜙𝑠 𝑢𝑠 𝜇𝑠2 ]=[187.5 125 𝜋 0 0 0]，

終點姿態為[𝑥𝐺  𝑦𝐺  𝜃𝐺  𝜙𝐺  𝑢𝐺  𝜇𝐺2]=[87.5 2 
3𝜋

2
 0 0 0]。 

    

圖 5-20 

    

    

圖 5-21加速度(左上)/轉向角(右上)/朝向角(左下)/速度(右下) 
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5.5.6: 直直停入-縱向距離過近 

    當載具與車格縱向距離過近，需往上繞行，使其具備足夠縱向距離能夠直直停

入。令起點姿態為 [ 𝑥𝑠 𝑦𝑠 𝜃𝑠 𝜙𝑠 𝑢𝑠 𝜇𝑠2  ]=[187.5 95 𝜋  0 0 0]，終點姿態為

[𝑥𝐺  𝑦𝐺  𝜃𝐺  𝜙𝐺  𝑢𝐺  𝜇𝐺2 ]=[87.5 46 
3𝜋

2
 0 0 0]。 

    

圖 5-22 

    

    

圖 5-23加速度(左上)/轉向角(右上)/朝向角(左下)/速度(右下) 
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5.5.7模擬結果討論 

    本程式實驗模擬中，縮放實際停車場與汽車之大小，並根據不同之停車格與載

具起始位置，以及考慮載具幾何大小及轉向限制之因素，選擇合適之停車策略。 

    首先，5.5.1至 5.5.6模擬中在每一次停車執行前，會根據載具的幾何資訊與姿

態進行一次碰撞檢測，這麼做是為了避免傳統的多段式停車，減少事故發生的機率，

根據第一次的路徑預規劃與碰撞檢測來判斷是否需調整姿態已完成停車任務。 

    接著，模擬 5.5.1與模擬 5.5.2中，載具可根據車格的相對位置判定是否需要調

整姿態避免多段式停車策略。模擬 5.5.3與模擬 5.5.4中顯示出當載具過大或是起始

位置不佳，無法使用一次到位停車策略，則採用多段姿態調整之停車策略。模擬 5.5.5

與模擬 5.5.6中顯示本演算法可以支持直直停入的停車情境。 

 

 

5.6實驗結果 

    本研究實驗採用 5.1至 5.3小節之軟硬體設備，及前面章節之演算法架構。配

合控制系統與影像處理之理論進行實驗。實驗場地為 325實驗室，室內實驗場域大

小為 3.45× 2.66(𝑚2)，控制目標為影像中右下放置綠底紅線標定版之載具，目的地

為影像中的車格。目標車格的選取利用實驗室天網路攝影機抓取車格影像，將影像

中的 RGB 轉換為灰度值並計算其平均值，若車格內停有車子，則平均值會高於空

閒車位，因此利用灰度平均值特徵來判斷空閒的車位編號。 

5.6.1一次到位停車策略-與車位距離適當 

          實驗中，輸入目標車格，載具會停入該車格內。在路徑圖中車格與車格編號由螢光

綠線條表示，載具路徑由紅線表示。本次實驗目標車格編號為 4，載具起始狀態為[408 

194 0 ]，終點狀態為[227.5 45 
𝜋

2
](圖 5-24)。影像中，目標車格以金色膠條表示，尺寸為

寬 43cm、高 54cm。 
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為滿足實驗室阿克曼載具轉向角限制及專家停車策略，若要實現一次到位停車

策略，載具起始位置與目標車格之水平相對位置 X(圖 5-24e)需大於 110，而與車格

頂部邊線垂直距離 y需大於 70。 

實驗中載具起始位置如(圖 5-24a)圖所示，此時載具距離目標車格水平距離 x為

180.5、與車格頂部邊線垂直距離 y 為 75。接著載具會在專家停車策略中提及的轉

彎點開始轉向(圖 5-24b)。進入車格後抵達回正點後回正轉向角並停入車格。 

        

          (a)起始位置                             (b)起始轉向 

        

                (c)進入車格                          (d)回正停入車格 

        

   (e)載具與車格相對位置                         (f)停車路徑圖 

圖 5-24 
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5.6.2一次到位停車策略-與車位橫向距離過近 

    實驗目標車格編號為 4，載具起始狀態為[294 200 0 ]，終點狀態為[227.5 45 

𝜋

2
](圖 5-25)。本實驗中載具距離目標車格水平距離 X為 66.5，與車格頂部邊線垂直

距離 y 為 81，起始位置小於理想的目標車格水平距離，因此載具需向前調整姿態

後才能使用策略一將載具停入車格內。 

        

          (a)起始位置                          (b)往前調整姿態 

        

                (c)起始轉向                          (d)回正停入車格 

        

   (e)載具與車格相對位置                         (f)停車路徑圖 

圖 5-25 
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5.6.3多段式姿態調整停車策略-與車位縱向距離過近 

    實驗目標車格編號為 4，載具起始狀態為[315 173 0 ]，終點狀態為[227.5 45 

𝜋

2
](圖 5-26)。本實驗中載具距離目標車格水平距離 X為 87.5，與車格頂部邊線垂直

距離 y 為 54，起始位置與目標車格縱向距離過近，因此採用策略二支停車策略以

完成停車任務。 

        

          (a)起始位置                            (b)抵達 Stage1 

        

                (c) 抵達 Stage2                          (d)回正停入車格 

         

   (e)載具與車格相對位置                         (f)停車路徑圖 

圖 5-26 
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5.6.4自選車位多段式姿態調整停車策略 

本實驗中，不指定特聽停車格，改為在場域中隨機擺放標定板做為停車終點

(圖 5-27)，載具起始狀態為[287 151 0 ]，終點狀態為[219 278.5 
𝜋

2
]，其載具距離目

標車格水平距離 X為 68，與車格頂部邊線垂直距離 y為 48.5，因此採用策略二完

成停車任務。 

        

          (a)起始位置                            (b)抵達 Stage1 

        

                (c) 抵達 Stage2                          (d)回正停入車格 

         

   (e)載具與車格相對位置                         (f)停車路徑圖 

圖 5-27 
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第六章 結論與未來方向 

    本研究所提出之自動停車演算法結合動力學理論及微分平坦理論，參考載具

之幾何與轉向限制，提出一個低運算複雜度及靈活之路徑生成算法，並引入姿態調

整策略及專家停車策略，使其避免傳統自動停車會發生的車格內擦撞。此外，本演

算法在開始停車前透過一次路徑預規劃及碰撞檢測來選擇合適的姿態調整策略與

停車策略。經模擬證實，本研究可以適用於各式大小之家庭用車完成停車任務，根

據起始狀態、幾何大小、轉向限制進行姿態調整，避免車格內多段式停車，可以大

大降低汽車對感測器及起始狀態的依賴性，提升停車的安全性與乘客的信賴程度。

實驗結果也顯示，本研究所設計之軌跡可順利完成自動停車的目標，且當無人載具

起始位置相對車格位置不佳時，能夠透過調整姿態並使用適當之停車策略完成停

車任務。 

    本研究基於阿克曼單車模型的微分平坦性，根據其非完整運動約束，利用微分

平坦算法計算出符合約束之運動軌跡及控制輸出。為了實現低運算複雜度，算法中

透過幾何方式迭代出最佳路徑耗時，避免傳統數值積分之方法。此外，本研究之概

念亦可套用在任何具有微分平坦性的模型系統，如:無人機、機械手臂…等。對於

具有微分平坦性的模型，可以根據其運動約束，透過微分平坦算法進行路徑規劃。 

    對於未來方向，本研究所設計之車格均為平面車位，市面上之自動停車也僅能

在平面車位上使用，若能加入機械車位之倒車入庫演算法，將汽車開上機械車位斜

坡上之影響納入路徑規劃之考慮，即可更加完善自動倒車的功能，且該功能更為大

家所需。 
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