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摘要 

 
介質共振器係由高介電常數材質構成，其電磁特性與相同幾何形

狀，且包覆 PMC 之空腔共振器極為類似。但由於其高介電常數，相較

空腔共振器，在相同工作頻率下，其體積較小。以 Trans-Tech 公司

所提供 8700 系列介質共振器為例，其相對介電係數約 30，相較於空

腔共振器，電氣長度可縮減約 5.5 倍。另外介質共振器的高品質因

數，使得它具有優異的窄頻共振特性，因此廣泛應用在天線、濾波器

及共振器等微波及毫米波電路。 

    介質共振器在不同微波電路中，其品質因數為電路設計的主要依

據。尤其在濾波器電路，依據[1]所敘述的濾波器設計方法，可以經

由量測第一階的 Qe 值，確知該電路架構是否符合所設計的濾波器特

性。因此，一個正確有效的品質因數量測方法，成為介質共振器應用

的重要一環。 

    本論文係依據[2]所提出的量測方法，論文首先敘述介質共振器

以及品質因數，以及簡單的等效電路，接著參考[3]的方式建立幾個

基礎量測雛型，並參考[4]的方式考慮更複雜的情況，最後延伸到介

質共振器耦合於微帶線的量測方法，以及敘述量測結果。 
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Abstract 
 

    Dielectric resonator (DR) is made of high dielectric constant materials and acts 
as a cavity enclosed by perfect magnetic conductor (PMC). Because of the high 
dielectric constant, its dimensions are much smaller than other types of resonators at 
the same frequency. Take the 8700 series DRs offered by Trans-Tech for example. Its 
εr ≅ 30, hence its electrical length is about 5.5 times smaller than that of an air-filled 
cavity. Besides, dielectric resonator has ultra high quality factor, resulting in a quite 
narrow operating bandwidth. Therefore, dielectric resonator is widely used in the 
microwave and millimeter wave circuits, for example, antennas, filters and oscillators. 
    In many aspects, the quality factor of dielectric resonator is the major 
characteristic to be taken into account in the microwave circuit design. Especially in 
filter design, for example, the method given in [1], after giving the design parameters 
of a filter, the circuit layout would meet the design requirements by measuring the 
first-order external Q of the resonator. In other words, an accurate and effective 
quality factor measurement becomes an important issue in the applications of 
dielectric resonator. 
    For this reason, this thesis uses the method developed in [2]. In Chapter one, we 
give a brief description of quality factor and dielectric resonator, then present some 
basic measurement models [3] based on the simple equivalent circuits. After the 
discussion about the advantages and disadvantages of this model, we then take more 
complicated situations into account based on [4] and describe in Chapter two. Finally, 
we consider the situation about the dielectric resonator coupled to a microstrip line in 
Chapter three with simulation and measurement results. 
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第一章   簡介 

 

    由於品質因數在微波電路的設計及分析上相當重要，而透過對品

質因數量測法的瞭解以及實地操作，便能知道各量測法的優劣與限

制，並依需求加以推廣。從而在設計微波電路時，選擇適當的量測法，

並分析出正確可靠的數據，因此本論文著重在品質因數量測法的理論

與實作。本章的前段將討論品質因數，首先由定義出發，導出較為廣

泛引用的定義之後，介紹外部品質因數以及整體品質因數。最後在後

段說明實驗中所使用的介質共振器之模態與電磁模型，並於末節總結

本章論述。 

 

1-1 品質因數定義 

 

    品質因數（quality factor,簡稱 Q）是一個在微波領域中相當

常見的參數，用以描述共振特性。一般說來，Q 值越大，其共振頻寬

越窄，在簡單證明這一點之前，必須先對 Q值原始定義有所瞭解， 

loss

em

P
WWQ +=×≡ ω

功率損失

均能量貯存於電場和磁場的平ω )(
      (1.1) 

其中 mW 及 eW 分別為一週期內的平均磁場及電場貯能， 

∫=
T

mm dtU
T

W
0

1
 ， ∫=

T

ee dtU
T

W
0

1
                    (1.2) 

故品質因數為描述一週期內的平均總貯能與總消耗能量的比值。 
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圖 1.1.1 串聯共振電路。 

由於品質因數的基本定義在使用上須處理積分，計算較為不便。

因此我們可以對一些簡單常見的電路作分析，並取其結論以利日後快

速分析。今考慮一串聯共振電路或共振器如圖 1.1.1，由電路分析可

得 

RIPloss
2

2
1=                 （1.3a） 

LIdttLi
T

W
T

m
2

0

2

4
1

2
)(1 == ∫           （1.3b） 

C
IdttCv

T
W

T C
e 2

2

0

2 1
4
1

2
)(1

ω
== ∫        （1.3c） 

已知在共振頻率 0ω 下，貯存的電能與磁能相等，故(1.1)可寫成 

loss

m

loss

e
ff P

W
P

WQ 00 22
0

ωω ==
=

            （1.4） 

將（1.3b）及（1.3c）分別代入（1.4）可得 

RCR
L

Q
0

0 1
ω

ω
==                 （1.5） 

如此，品質因數的計算便由積分式簡化為阻抗比值。對於並聯共振電

路，也有類似的結果 

R
V

Ploss

2

2
1=                 （1.6a） 

L
Vdt

tLi
T

W
T L

m 2

2

0

2 1
4
1

2
)(1

ω
== ∫         （1.6b） 
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CVdttCv
T

W
T

e
2

0

2

4
1

2
)(1 == ∫          （1.6c） 

故並聯共振電路於共振頻率時的品質因數為 

RC
L

RQ 0
0

ω
ω

==                 （1.7） 

又串聯共振器與並聯共振器，在共振頻率時的輸入阻抗分別為 

)1(
0

0 C
LjRZin

ω
ω −+=               （1.8） 

))1(1(
)1(1 0

0
2

0
0

2 L
CjR

L
CR

RZin
ω

ω

ω
ω

−−
−+

=        （1.9） 

顯示品質因數可簡化為，電感或電容在共振頻率下，於輸入阻抗的貢

獻與輸入阻抗實部的比值。亦即若電感或電容於輸入阻抗中佔有

jX ，則 

R
XQ ||=                    （1.10） 

    上式為一非常簡潔的計算方式，因此廣泛用以描述共振器的品質

因數。唯需注意的是，上式的推導是在共振頻率下所得，因此只成立

在共振頻率及鄰近的頻帶。但如果有足夠的理由，能說明該共振器有

極高的品質因數，由於它必然共振在極窄頻的範圍內，因此一般說

來，該式在共振頻帶內皆能被引用。 

    由於（1.10）被廣泛的使用，幾乎取代了品質因數的的原始定義，

因此在史密斯上可據以繪出所謂的 Q軌跡，如圖 1.1.2 所示，圖中構

成橄欖球狀的四條線，由內而外分別為 Q=1 和 Q=2 所形成的軌跡。值
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圖 1.1.2  史密斯圖上的 Q軌跡。 

 

圖 1.1.3  考慮外接損耗之串聯共振器。 

得注意的是，這些軌跡的形成是直接將阻抗平面（impedance plane）

上實部與虛部相差固定倍數的點，對應到史密斯圖上，是一個直接的

結果，而與品質因數的原始定義並沒有直接關係。 

由於共振器在接上外接電路之後，相當於將自身的能量向外傳

輸，對共振器而言，等於增加損耗，其品質因數勢必有所改變。因此，

為了方便後續與外接電路的分析，必須將原始定義做適當的延伸。今

考慮一串聯共振器如圖 1.1.3 所示，其中 LR 即為描述外接所形成的損

耗。由(1.5)知該串聯共振器的品質因數為
R

L
Q 0ω

= ，而仿照前面的流

程，可得到考慮 LR 之後的品質因數為 

L
L RR

L
Q

+
= 0ω

                （1.11） 

若定義外部品質因數（external quality factor）為 
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L
e R

L
Q 0ω

=                   （1.12） 

則Q、 LQ 及 eQ 之間之關係為 

eL QQQ
111 +=                  （1.13） 

若改考慮並聯共振器，則其時
L

RQ
0ω

= 、
L

RRQ L
L

0

1)11(

ω

−+
= 及

L
RQ L

e
0ω

= ， 

與（1.13）相同的結論。 

    由以上過程知道，外部品質因數係用以描述只考慮外接損耗，而

不考慮自身損耗時的品質因數。以原始定義分別描述如下 

內部功率損失

平均能量貯存於電場及磁場內的ω )(×≡Q     （1.14a） 

外部功率損失

平均能量貯存於電場及磁場內的ω )(×≡eQ     （1.14b） 

內部及外部功率損失

平均能量貯存於電場及磁場內的ω )(×≡LQ     （1.14c） 

由（1.14a）至（1.14c）也可得到（1.13）的結論。 

    由於在實際應用上，共振器必定存有外部損失，而品質因數也必

須透過外接電路進行量測。因此除非有充分理由，能說明外部損失與

內部損失其中一者遠大於另外一者，否則在分析過程中，便必須釐清

這三個品質因數的異同。 

 

1-2 品質因數理論值計算與量測雛形 

 

    瞭解品質因數的原始定義之後，便可對一個電磁結構進行品質因
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圖 1.2.1 長方體共振腔及其 TE101共振模態。 

數的理論值推算，以下係以長方體空腔共振器為例。 

上圖為長方體共振腔的幾何結構，以及 TE101的電場場形分佈，欲

計算共振於此模態下的品質因數，則必須瞭解此時的電磁場，由基礎

電磁學可知， 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= z

d
x

a
EEy

ππ sinsin0               （1.15a） 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

= z
d

x
aZ

jE
H

TE
x

ππ cossin0             （1.15b） 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= z

d
x

aak
EjH z

ππ

η

π sincos0             （1.15c） 

其中 a、b 及 d 分別為該共振腔在 x、y 及 z上的長度。有了電磁場的

表示式，便能進行品質因數的計算，首先求出 mW 及 eW 為 

2
0

2

16
||

4
EabddvEW ye

εε == ∫             （1.16a） 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+= ∫ 222

2

2
2
0

22 1
16

)||||
4 akZ

EabddvHHW
TE

zxm
η

πμ
（

μ
   （1.16b） 
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其中
22 )(

a
k

kZTE
π

η

−
= ，代入（1.16b），即可得 

em WEabdW == 2
016

ε
              （1.17） 

由（1.17）可瞭解於共振頻率時，共振腔貯存之電能及磁能相等。 

    透過上述過程可得到電磁貯能，以下則為推導空腔損耗，損耗主

要由導體和介電質造成，分別表示如下 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++== ∫ a

d
d
a

a
bd

d
abER

dsH
R

P s

walls t
s

c 228
||

2 222

22
0

2

η

λ
   （1.18） 

其中
σ

ωμ

2
0=sR ， tH 為在金屬邊界上的磁場，故（1.18）為金屬所造

成的損耗。而介電值損耗則可表示如下 

8
||

||
2

2
0

''
2

'' Eabd
dvEPd

ωεωε == ∫         （1.19） 

由於上式積分與（1.16a）極為類似，故可直接引用。因此空腔共振

器在 TE101模態，便可分別得到各損耗造成的品質因數 

( )
33332

3

0 22
1

2 addabdbaR
bkad

P
WW

Q
SC

me
C +++

=
+

=
π

η
ω  （1.20a） 

δε

ε
ω

tan
1

''

'

0 ==
+

=
d

me
d P

WW
Q           （1.20b） 

其中 ''' εεε j−= ，而損耗正切（loss tangent） '

''

tan
ε

ε
δ= 。 

值得注意的是，由於共振模態直接影響電流在導體中的流動方

式，因此 CQ 與共振模態會有關連。反觀 dQ 由於目前考慮的材質為等

向性，因此與共振模態無關。回到原始定義後，便能得到 TE101的品質

因數理論值 
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1
11

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

dC QQ
Q                 （1.21） 

    雖然上述推導品質因數的理論值計算公式，然而在應用上，共振

腔的複雜幾何結構，使得大部分的情況都難有解析解。尤其介質共振

器（dielectric resonator），係以等效電磁模型，或數值分析方法

近似表示，而無數學解析式，使得其在一般共振腔的品質因數計算上

有所困難，故本論文提出藉由建構量測方法得到品質因數。在本節末

段將簡單介紹如何運用品質因數的定義，建立一個可行的量測方法。 

今考慮如圖 1.1.1 的串聯共振器，共振器內能量損耗可表示如下 

{ } { } ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

===
C

1-LRe
2
1Re

2
1||Re

2
1Re

2
1

2

22
2*

ω
ωjR

Z

V
Z
VZIZVIP

inin
ininloss

（1.22） 

令 Δωωω += 0 ，其中共振頻率
LC
1

0 =ω ，則（1.22）式中
Cω

ω
1-L 項，

在共振頻率附近可如下近似 

( )
CC

LC
C

LC
C

L
0

0
2

0
2
0

2 2
1211

ω

ω

Δω

≒
ω

ΔωΔωωω

ω

ω

ω
ω

−+⋅+
=−=− （1.23） 

今定義頻寬
0

2
ω

Δω=BW ，則上式可簡寫成 

C
BW

C
L

0

1
ω

≒
ω

ω −                 （1.24） 

（1.22）顯示在共振頻率時， ( )
R

V
Ploss

2

0 2
1=ω 。若在共振頻率附

近存有某頻率使得 ( ) 22 2RZin =ω ，則此時的共振器內損耗為 
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)(
2
1

4
1

2
1)( 0

2

2

2

ωω loss

in

loss P
R

V

Z

V
RP ===         （1.25） 

此時損耗為共振時的一半，而欲使 ( ) 22 2RZin =ω ，則（1.24）必須等

於 R 

R
C

BW
C

L dB =−
0

31
ω

≒
ω

ω               （1.26） 

將（1.5）代入（1.26）可得以下結論 

Q
1RC0 ==ωBW                （1.27） 

亦即半功率頻寬為品質因數的倒數。因此可以經由量測共振時的損耗

功率，並在該頻率附近尋找損耗功率減半的兩個頻率點，由頻寬倒數

即可得共振腔的品質因數。 

1-3 圓柱形介質共振器模態與模型 

 

    由於本文所採用的共振器為圓柱形介質共振器，因此本節簡單介

紹其電磁特性及其電磁模型。 

 

1-3-1 圓柱形介質共振器模態 

 

A. 橫電模態（TE） 

圓柱形介質共振器工作的模態主要可分為橫電模態（TE）、橫磁模態

（TM）以及電磁混成模態（HEM）三類，其中前者由於其場形與
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圖 1.3.1  介質共振器之 TE01δ與耦合於微帶線之磁場示意圖。 

 

圖 1.3.2  介質共振器 TE01δ的電場分佈。 

微帶線的磁場能自然地接合，如圖 1.3.1 所示，因此在耦合於微帶線

的相關電路中，多使用其 TE01δ主模態。由於 TE01δ的電場分佈與微帶

線的電場方向幾乎正交，故在激發 TE 模態上，電場幾乎沒有耦合發

生，如圖 1.3.2 所示。因此當考慮介質共振器操作在 TE 模態，且耦

合於微帶線時，其耦合機制多以電感描述，以符合磁場耦合的現象。 

B. 橫磁模態（TM） 

    TM 模態與 TE 模態可由類比對應，只需將磁場與電場互換便能得

到橫磁模態的場分佈。因此以微帶線激發 TM 模態時，只要將圖 1.3.1

中的介質共振器轉九十度置放，就是一種簡單的耦合方式，如圖1.3.3

所示。除了以微帶線激發之外，只要將介質共振器的中心軸垂直於長
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圖 1.3.3   以微帶線激發 TM01δ模態之磁場分佈。 

方體導波管的縱向，以及 TE01的電場方向擺放，則此時 TM01δ與導波管

的磁場為同向，因此 TM01δ也可以由長方體導波管的 TE01模態激發。另

外由於 TM01δ的電場分佈與 TE01δ的磁場類似（如圖 1.3.1 所示），都是

貫穿共振器的中心軸而出，又 TE01δ在中心軸的電場相當微弱，因此

在某些只需要 TE01δ存在，而不希望出現 TM01δ的應用時，會使用管狀

的共振器，甚至在中心軸的部分置入金屬柱以抑制 TM01δ的電場。 

C. 電磁混成模態（HEM） 

    最後，圓柱形介質共振器尚存有電磁混成模態。該模態中擁有最

低頻率的是 HEM11δ，此模態可用於設計天線[5]以及雙模態濾波器[6 

7]。其電場分佈以及激發方式如圖 1.3.4 所示，顯示由於其電場的特

性，因此可以使用一半高度的介質共振器，置放於金屬平板上，經過

適當的激發之後，就能產生 HEM11δ響應。然而值得注意的是，HEM11δ

有時候共振頻率會相當接近 TE01δ。因此，在一些主要操作在 TE01δ模

態的電路裡，為了避免 HEM11δ模態的干擾，可以透過瞭解這兩者的電

場特性，如圖 1.3.5 所示，在共振器上綁上模態抑制金屬線，由圖 



第一章 簡介 

 12

 

         （a）                        （b） 

圖 1.3.4  介質共振器之（a）HEM11δ模態電場分佈及（b）激發方式。 

 

圖 1.3.5  HEM11δ模態抑制法。 

1.3.2、圖 1.3.4（a）以及圖 1.3.5 顯示，HEM11δ在共振器邊界附近

的電場，皆平行於金屬線，反觀 TE01δ在邊界上的電場皆與金屬線垂

直，故此法可以在不破壞 TE01δ模態的情況下，達到抑制 HEM11δ模態的

目的。 

 

1-3-2 圓柱形介質共振器電磁模型 

 

    在瞭解了圓柱形介質共振器的模態之後，本節將介紹幾個介質共

振器的電磁模型。首先考慮一個置於空氣中，半徑為a，介電係數為
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rε 的介質共振器。若從共振器內部向外看出去，則在 a=ρ 處的反射係

數為 

1
1

0

0

+
−

=
+
−=

r

r

ε

ε

ηη

ηη
Γ                  （1.28） 

（1.28）顯示當 rε 極大時，反射係數趨近於 1，其行為類似完全磁導

體（PMC）或開路。故在建構介質共振器的電磁模型，常會引用 PMC

邊界條件。值得一提的是，若觀察點在共振器外面，則反射係數將與

（1.28）差一個負號，亦即原本的 PMC 可置換成完全電導體（PEC）。

以一個置於金屬空腔裡的介質共振器為例，若腔內的電場平行於共振

器的上下邊界，則可如下圖近似 

 

圖 1.3.6  存有介質共振器之金屬空腔近似模型。 

 

圖 1.3.7  考慮外洩電磁場之獨立介質共振器電磁模型。 
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圖 1.3.8   考慮電路板及金屬空腔之介質共振器電磁模型。 

    由（1.28）已知介質共振器的邊界可以 PMC 近似，因此最簡單的

模型，係在共振器外包覆一層 PMC，不過很明顯的，這個模型無法考

慮到外洩的電磁場，而與量測的結果有約 20%的誤差[8]。 

    為了修正上述模型的誤差，Cohn[9]提出該模型的延伸，如圖

1.3.7 所示，保留原共振器的側邊 PMC，並將其無限延伸，以及移除

上下方的 PMC。整個電磁模型成為一個充滿空氣，並以 PMC 包覆的圓

形導波管，其中一段放置一塊介電質。由於相對於介電質的區段，導

波管內的空氣為低介電常數，因此從共振器外洩到管內的電磁場，將

因低於導波管的截止頻率而成為衰減波。 

依據此模型可準確描述介質共振器，實際應用時如擺放於電路板

上，如圖 1.3.8 所示。此一模型為圖 1.3.7 的延伸。主要是將原本無

限長的 PMC 導波管兩端以 PEC 封閉，並引入板材的介電常數。相較於

上兩個模型，圖 1.3.8 較具可適性。例如將 L2無限延伸，就是共振器

置於板上的情況。若 L1、L2為零，便為平行板夾住共振器的情況。因
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此本節將依據此模型分別描述區域 1、區域 2及區域 3的電磁場，再

利用類似模態匹配（mode matching）方式，求得此模型的電磁場特

性。 

    首先考慮一 PMC 圓形導波管的 TE01模態，在區域 3，即 0<z<L 內

的行為。由於此區域內的 rε >>1，故此區段內的電磁波操作在截止頻

率之上。若假設介質無損耗，傳播常數為 βγ j= 則縱向磁場可寫為 

( ) ( )ρρ
ββ kJBeAeH zjzj

z 0
−+=             （1.29） 

又在導波管內 

rz
H

k
H z

∂∂
∂=

2

2

1

ρ

ρ                （1.30a） 

ρ

ωμ

ρ

φ ∂
∂= zH

k
jE 2

0               （1.30b） 

將（1.29）代入（1.30a）及（1.30b）可得 

( ) ( )ρ
β

ρ
ββ

ρ

ρ kJBeAe
k
jH zjzj

1
−−−=          （1.31a） 

( ) ( )ρ
ωμ

ρ
ββ

ρ

φ kJBeAe
k

jE zjzj
1

0 −+−=         （1.31b） 

由於 PMC 的邊界條件，使得 zH 在 a=ρ 的地方為零。透過此一關係與

表 1.3.1，則可求得ρ方向上的傳播常數。由於 ( ) 0== aH z ρ ，故

4048.201 == xakρ 。因為區域 1 以及區域 2 中的 ρk ，都可以經由一樣的

方式求得，故三個區域中的 ρk 為同樣結果。 
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表 1.3.1  第一類貝索函數的零點。 

( ) 0=mnm xJ  

N 
m 

1 2 3 

0 2.4048 5.5201 8.6537 

1 3.8317 7.0156 10.1735 

2 5.1356 8.4172 11.6198 

3 6.3802 9.761 13.0152 

 

    至於區域 1中的電磁場，由於是以衰減模態（evanescent mode）

存在，故在 z 方向上的傳播常數為 1αγ= ，其 1zH 可寫成 

( ) ( )ρρ
αα kJeDeCH zz

z 0111
11 −+=            （1.32） 

將（1.32）代入（1.30b）可得 1φE  

( ) ( )ρ
ωμ

ρ
αα

ρ

φ kJeDeC
k

j
E zz

111
0

1
11 +−=         （1.33） 

而由於金屬邊界條件，使得 ( ) 011 =−= LzEφ ，因此 

112
11

LeCD α−−=                   （1.34） 

將（1.34）代入（1.33）及（1.32），可得以雙曲函數表示的 1φE 及 1zH  

( ) ( )ρα
ωμ

ρ
α

ρ

φ kJLzeC
k

j
E L

1111
0

1 sinh2 11 +−= −      （1.35） 

( ) ( )ρα ρ
α kJLzeCH L

z 01111 sinh2 11 += −          （1.36） 

同樣將（1.32）代入（1.30a），再引入（1.34），可得 ρH  

( ) ( )ρα
α

ρ
α

ρ

ρ kJLzeC
k

H L
1111

1
1 cosh2 11 +−= −      （1.37） 

經由相同流程，可以求得同為衰減模態的區域 2 內的電磁場 
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( ) ( ) ( )ρα ρ
α kJLLzeCH LL

z 02222 sinh2 22 −−= +       （1.38） 

( ) ( ) ( )ρα
ωμ

ρ
α

ρ

φ kJLLzeC
k

jE LL
1222

0
2 sinh2 22 −−−= +    （1.39） 

( ) ( ) ( )ρα
α

ρ
α

ρ

ρ kJLLzeC
k

H LL
1222

2
2 cosh2 22 −−−= +     （1.40） 

其中（1.29）中的β，以及（1.32）及（1.38）中的 1α 及 2α 分別為 

2
012

0
2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

a
xk rεβ              （1.41a） 

1
2
0

2
012

1 rk
a

x
εα −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=               （1.41b） 

2
2
0

2
012

2 rk
a

x
εα −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=               （1.41c） 

有了三個區段內的電磁場表示式後，則可經由各區域介面上場的

連續性，解出未知係數。首先在 0=z 處， φφ EE =1 且 ρρ HH =1 ，故結合

（1.35）、（1.31a）以及（1.37）、（1.31b）可得 

( ) BALeC L +=−
111 sinh2 11 αα             （1.42） 

( ) ( )BAjLeC −=− βαα α
11

L
11 cosh2 11          （1.43） 

兩式相除可得 

( )
BA
BA

j
L

−
+=

β

α
α 1

11tanh                （1.44） 

同樣利用 Lz = 的邊界條件可得 

( ) LjLj

LjLj

BeAe
BeAe

j
L

ββ

ββ

β

α
α −

−

−
+=− 2

22tanh           （1.45） 

而由於 A及 B 對應於描述在共振器內，分別沿 z 方向及反向傳播的電

磁波。而在介電質內由於共振現象，因此沿 z方向為一駐波，故 A 及
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B 強度相同，亦即 

φje
A
B =                     （1.46） 

因此（1.44）中
BA
BA

−
+

項可表為 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
+

2
cot φj

BA
BA

                 （1.47） 

同樣（1.45）中 LjLj

LjLj

BeAe
BeAe

ββ

ββ

−

−

−
+

項可表為 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

−
+

−

−

2
cot φ

β
ββ

ββ

Lj
BeAe
BeAe

LjLj

LjLj

           （1.48） 

將（1.47）代回（1.44），則 

( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛== −
11

111 cothtan
22

Lα
β

αφφ
            （1.49） 

因此上述表示式，可完整描述圖 1.3.8 模型中的電磁場。 

若再將（1.48）代回（1.45） 

( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛==− −
22

2121 cothtan
22

LL α
β

αφφ
β         （1.50） 

故由（1.50）可知當共振成立時 

π
φφ

β lL ++=
22

21    ....3,2,1,0=l           （1.51） 

其中最低的共振模態發生在 0=l 時，由（1.49）及（1.50）顯示此時

πβ <L ，亦即在 z 方向上共振的電磁場中，存在於共振器內的部分，

其實不足半波長。因此介質共振器其最低模態以 TE01δ表示，其中

1<δ ，其值為 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

22
1 21 φφ

π
δ                   （1.52） 

當要表示更高模態時，則以 TE01n+δ表示。 
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    經由以上流程，可以獲得較為準確的模型，透過比較此模型與精

確的數值分析結果，其共振頻率誤差可以縮小到-4.8%[8]，較 PMC 空

腔共振器模型 32%誤差，已有相當改善。 

    然而由於未考慮 a>ρ 以外的場，故仍有一定程度的誤差，因此有

其他改良方法提出。其中一種較為直接的方法，係將圖 1.3.8 的模型

再延伸至圖 1.3.9。 

其分析方式概述如下，首先引用圖 1.3.8 模型的結論，設定區域

1、6 及 2內部的電場，接著將 PMC 移走，引入延伸的區域 3、4 及 5。

由於在這些延伸區域中的電場，隨ρ增加而遞減，故在假設這些區域

的電場時，需引入具有相同遞減特性的第二類修正型貝索函數，最後

再使用各邊界的場連續性進行求解。 

    另一種改良方式係由 Itoh 及 Rudokas 所提出[10]，它與以上模

型的差別，在於直接從介電質導波管出發，因此能精準地描述區域 6

與區域 4之間的電磁場變化。 

 

圖 1.3.9  考慮ρ>a 處電磁場的介質共振器電磁模型。 
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1-4 結論 

本章首先敘述品質因數的定義，以及一般常出現的表示方式，同

時由於外部電路的影響，進而介紹外部品質因數。之後由簡單的電

路，敘述品質因數與半功率頻寬的關係，從而可應用於量測品質因

數。接著簡單介紹介質共振器的模態及電磁模型，透過以上基礎，便

可以考慮更接近實際的品質因數量測法，並將於下章敘述。 

最後可定義共振器與外部電路的耦合係數 

eQ
Q=β                  （1.53） 

其物理意義即為共振器內部與外部所消耗的能量比。分析共振電路

時，常利用此式將（1.13）改寫成 ( ) LQQ β+= 1 ，並可根據耦合係數的

大小，將共振電路分為三類，如表 1.4.1 所示。 

表 1.4.1  耦合係數分類。 

β<1 低耦合  （under couple） 

β=1 臨界耦合（critical couple） 

β>1 過耦合  （over couple） 

 



第二章 品質因數量測方法 

 21

第二章  品質因數量測方法 

 

    由上一章我們知道品質因數的定義，並依照其定義介紹了一個量

測方式。然而此法所考慮的情況太過單純，只使用集總電路（lump 

circuit）模型，與實際量測狀況有所差距，因此本章將介紹其它量

測方法。首先參考[3]，將考慮的情況擴展至傳輸線電路，並據以建

立一簡單的量測方式。其後將參考[4]的方式，將耦合效應納入電路

模型中，並以移動參考平面的方式扣除耦合效應。最後由於某些量測

環境影響，無法直接將參考平面移動，因此嘗試在存有耦合效應的情

況下，進行品質因數量測[11]。 

 

2-1 反射係數相位量測法 

 

首先考慮一連接於傳輸線上的無損耗共振器，如圖 2.1.1 所示。 

 

圖 2.1.1  接於傳輸線上之無損耗共振器。 
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若定義參考平面在負載與傳輸線的交接處，則反射係數為 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−

=

C
LjZ

C
LjZ

S

ω
ω

ω
ω

1

1

0

0

11                （2.1） 

將（1.24）代入（2.1），可得 

BW
CZ

j

BW
CZ

j

C
BWjZ

C
BWjZ

S

00

00

0
0

0
0

11 11

11

ω

ω

ω

ω
≒

+

+−
=

+

+−
         （2.2） 

上式中
CZ 00

1
ω

項即為外部品質因數，因此（2.2）可改寫成 

BWjQ
BWjQS

e

e

+
+−

1
1

11 ≒                 （2.3） 

假設在頻率 1ω 及 2ω 時，反射係數的相位分別為-90°及+90°，亦

即 BWQe 分別等於+1 及-1，則 

12

0

1 =
ω

Δω
eQ                 （2.4a） 

12

0

2 −=
ω

Δω
eQ                （2.4b） 

其中 1Δω 及 2Δω 分別為 

101 Δωωω +=  

202 Δωωω +=  

故由（2.4a）減去（2.4b）可得 

22
0

21 =
−

ω

ΔωΔω
eQ               （2.5） 

若定義 90±fΔ 為反射係數相位在±90°之間的頻寬，則 

90

0

±

=
f
f

Qe
Δ

                    （2.6） 

因此（2.6）可用以量測共振器的外部品質因數。 
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    值得一提的是，由第一章中介紹的半功率頻寬顯示，如果共振器

輸入阻抗的虛部，亦即（1.23）的近似式
C

BW
C

L
0

1
ω

≒
ω

ω − 等於 R，則 

Q
BW 1RC0 ==ω                （2.7） 

因此量測時須掌握住共振器輸入阻抗的虛部變化，就可以在品質因數

與頻寬之間建立適當關係。而（2.7）式中 R 的選擇，就決定了所計

算出來的 Q 值，是外部、內部、或是整體品質因數。以半功率頻寬法

為例，式中的 R代表共振器內部損耗，因此計算的 Q值為內部品質因

數。而在反射係數相位法中，以 0Z 取代（2.7）的 R，則可得到外部

品質因數。 

    至於反射係數相位法的原理，可以由圖 2.1.2 說明。該圖為複數

平面，其中左半部代表（2.1）的分子部分，右半部則代表分母。當

共振時兩者的虛部皆為零，但由於特徵阻抗不隨頻率變化，因此當頻

率離開共振頻率之後，反射係數將沿著圖中虛線移動。由圖顯示，當

輸入阻抗的虛部等同於特徵阻抗，亦即（1.23）等於±Z0時，反射係

數的相位恰為±90°，因此從 90±fΔ 中便可得到外部品質因數的資訊。

 

圖 2.1.2  考慮無損耗共振器之反射係數相位變化。 
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圖 2.1.3  接於傳輸線上之帶有損耗的共振器。 

 

圖 2.1.4  考慮共振器損耗之反射係數相位變化。 

使用圖 2.1.2 除了可以說明反射係數相位法的原理之外，同時也

可以看出此法的缺點。圖 2.1.3 為一帶有損耗的共振器，其反射係數

為 

( )

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−

=

C
LjZR

C
LjZR

S

ω
ω

ω
ω

1

1

0

0

11            （2.8） 

依據反射係數相位法，圖 2.1.2 則成為如圖 2.1.4 所示。 

由圖 2.1.4 顯示，由於對共振器的損耗不明，因此共振器輸入阻

抗的虛部不論等於 R、Z0或是 R+Z0，都無法得知其相對應的反射係數

相位。因此反射係數相位法只能使用在無損耗，或是相對於外部損耗

而言，內部損耗極小的共振器才有效。 
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    不過對於有內損的共振器，下述方法可以測得其整體品質因數。

考慮圖 2.1.3 電路，定義能量損耗為 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≡ −−++ **

2
1Re

2
1Re IVIVPloss            （2.9） 

則上式以反射係數表示可寫為 

( )
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=

+
2

*
0

2

1Re
2
1

Γ
Z

V
Ploss               （2.10） 

若考慮無損耗之傳輸線，則（2.10）可簡化為 

( )2

0

2

1
2
1

Γ−=
+

Z

V
Ploss                 （2.11） 

亦即 lossP 只和
21 Γ− 成正比。而 

( )
( )

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−

=

C
LjZR

C
LjZR

ω
ω

ω
ω

ωΓ
1

1

0

0

            （2.12） 

故 ( ) ( )
( )[ ]22

0
22

0
2

2 2
XXR

jXZXZR
++

++−
=ωΓ ，其中 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

C
LX

ω
ω

1
，因此 

( )
( ) 22

0

02 4
1

XZR
RZ

++
=− ωΓ              （2.13） 

於共振頻率時，則 

( )
( )2

0

02
0

4
1

ZR
RZ
+

=− ωΓ                （2.14） 

假設在某頻率時，（2.13）為（2.14）的一半，則 

0ZRX +=                     （2.15） 

因此，在損耗功率為共振時的一半時，共振器輸入阻抗的虛部恰為

0ZR + 。再由（2.7）可知，可由量測這些頻率點，計算整體品質因數。 
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2-2 傳輸量測法 

 

 

（a） 

 

（b） 

圖 2.1.5  耦合於雙端之共振器（a）等效電路及（b）簡化電路。 

    使用半功率頻寬進行品質因數量測，在第一章及前節都有提及，

然而都是討論單埠網路。在某些量測中，如[8]中所使用的量測裝置

係雙埠網路，因此本節將介紹雙埠測試法，首先考慮如圖 2.1.5 電路 

上圖（a）為描述雙端耦合於傳輸線之共振器，其中 L1及 L2為耦

合效應， 1M 及 2M 為其互感值。若假設 RG、RL與特徵阻抗匹配，不考

慮耦合機制的損耗，且忽略 L1及 L2，則上圖（a）可簡化為圖（b），

其中
( )

1

2
1

1 Z
MR ω

= ，
( )

2

2
2

2 Z
MR ω

= 。由圖（b）可求得整體品質因數為 

( ) ( )
2

2
2

1

2
1

0

Z
M

Z
MR

L
Q

S

L
ωω

ω

++
=             （2.16） 
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若定義傳輸損耗（transmission loss） 

( )
0P

PT L=ω                      （2.17） 

其中 LP 為傳輸給負載的能量，而 0P 為信號源在匹配負載下所能供應的

最大能量，則根據（2.17），傳輸損耗可寫為 

( )
( ) 222

21

21

41
4

δββ

ββ
ω

Q
T

+++
=              （2.18） 

其中
( )

1

2
1

1 ZR
M

S

ω
β = 及

( )
2

2
2

2 ZR
M

S

ω
β = 為耦合係數，而

ω

ωω
δ 0−

= 為頻率調變

係數，因此在共振頻率時， 0=δ ，（2.18）則簡化為 

( )
( )2

21

21
0 1

4
ββ

ββ
ω

++
=T                （2.19） 

又由於 ( )211 ββ ++= LQQ ，故將（2.18）及（2.19）相除可得 

( ) ( )
22

0

41 δ

ω
ω

LQ
T

T
+

=                  （2.20） 

由（2.20）即可看出半功率的頻率點發生在 12 ±=δLQ 時，故 

f
fQL

ΔΔωΔω

ω
=

−
=

21

0               （2.21） 

其中 fΔ 為兩個半功率頻率點之間的頻帶。 

    依據（2.21）可以在雙埠環境中，進行整體品質因數的量測。然

而由於整體品質因數與內部品質因數有 ( )211 ββ ++= LQQ 的關係，因此

在量測中，若有充分理由說明 1β 及 2β 均遠小於一，則上述的量測結

果，也可以當成內部品質因數。通常實務上的作法是不斷的降低耦合

強度，直到傳輸損耗 ( )ωT 對頻率的曲線，不再隨耦合的降低而有明顯

改變時，便認定已經達到近似條件。因此傳輸測試法能不能成為簡便
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的內部品質因數量測法，關鍵就在於是否有可靠的方法控制 1β 及 2β 。 

    雖然傳輸測試法較下節敘述的阻抗測試法為準確，且即使耦合機

制存有損耗，也可以透過降低耦合強度，減少其對內部品質因數的影

響，這是阻抗測試法較難做到的。然而此法無法直接由量測的數據獲

得品質因數，因此一般較常使用下述阻抗量測法。 

 

2-3 阻抗量測法 

 

    阻抗量測法係直接量測共振器的輸入阻抗，得到品質因數。由於

品質因數在共振頻率附近，可以其阻抗實部虛部的比值定義，因此由

量測共振器的輸入阻抗變化，可較快速求得品質因數。 

    然而實際上量得之輸入阻抗，都是經過耦合機制所得之阻抗值，

而非原本共振器的輸入阻抗。因此在正式說明阻抗量測法前，須先瞭

解如何避開耦合機制的影響。首先考慮一共振電路，如圖 2.3.1 所

示，則由 a 點之輸入阻抗為 

( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

+=

C
LjR

MjXZ
s

aa

ω
ω

ω

1

2

1             （2.22） 
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圖 2.3.1  考慮耦合效應之共振器等效電路。 

若考慮操作頻率在共振點附近，則（2.22）對特徵阻抗正規化的結果

可以近似為 

δ

β

QjZ
Xj

Z
Z aa

21
1

0

1

0 +
+≅                （2.23） 

其中δ的定義同（2.18），而
( )

SRZ
M

0

2

1
ω

β = ，
SR
LQ ω= 。 

現由距離 a 點為 l的觀察點 b，則輸入阻抗為 

ljZZ
ljZZ

Z
Z

aa

aabb

β

β

tan
tan

0

0

0 +
+

=                （2.24） 

若將操作頻率稍偏離共振點，則由於此時共振器阻抗劇烈變化，圖

2.3.1 中的共振器將形同開路，因此此時 1jXZ aa = 。 

若調整 l，使得此時在觀察點 b 的輸入阻抗為零，則 

0

1tan
Z
Xl −=β                      （2.25） 

將（2.25）代回（2.24），可得 

( )00 -21 δδ

β

QjZ
Zbb

+
=                  （2.26） 

其中 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0

1
0 2 Z

X
Q

β
δ ，而 2

0

1

1

1

1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

Z
X

ββ 。 
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    比較（2.26）與（2.23），顯示原本在觀察點 a 的耦合效應被移

除，然而代價是在 b 觀察點的共振頻率已經飄移，且共振器輸入阻抗

的強度也已改變，然而由 0δ 以及β表示式顯示，若代表耦合效應的 1X

值不太顯著，則 a及 b 觀察點的結果頗為接近。而在物理意義上，其

實就是先經由偏離共振點移除共振器效應，使得輸入阻抗主要包含耦

合效應。接著在傳輸線上移動參考平面，找出看不到耦合效應的觀察

點，則在該頻率附近都可視同耦合效應不存在。然而代價就是共振器

的輸入阻抗，會經過觀察點的移動而改變。如果耦合機制微弱，則觀

察點的移動距離就短，觀察到的輸入阻抗也就會相近。 

    另外，為避開耦合效應可選擇的觀察點並非唯一。例如在距離 b

點四分之一波長處亦可當作觀察點。唯此時觀察到的共振行為，將從

並聯轉成串聯，但都將不受耦合效應的影響。 

 

2-3-1 使用史密斯圖 

 

    在阻抗量測法中，使用史密斯圖為最直觀的方式，因為其中並沒

有太複雜的運算。首先透過前述的方式找到觀察點 b，唯需注意的是，

將操作頻率偏離共振點時，若共振器的共振頻率是可以調整的，則以

調走共振器的中心頻率的作法較優，若無法做到才改調信號源的頻
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率。主要是因為若調整信號源的頻率，則找到參考點 b之後，將信號

源調回操作頻率時，由於電氣長度的改變，將使得 b點失去原有的特

性。 

    找到 b 點後，觀察（2.26）可發現若有兩個頻率點 1δ 及 2δ 使得 

( ) 12 01 =−δδQ                （2.27a） 

( ) 12 02 −=−δδQ               （2.27b） 

則可解得內部品質因數為 

21

1
δδ −

=Q                  （2.28） 

同理若將（2.26）改寫如下 

( )( ) ( )000 -21-121 δδβ

β

δδβ

β

eL

bb

QjQjZ
Z

+
=

++
=     （2.29） 

則亦有類似結論，若 3δ 及 4δ 使得 ( ) 12 0 ±=−δδeQ ， 5δ 及 6δ 使得

( ) 12 0 ±=−δδLQ ，則可如（2.28）解得外部及整體品質因數。 

由以上流程顯示，其概念與（2.7）所表達的相同，主要在於討

論導納的虛部等於某些特定值時，所對應的頻率。只是並聯串聯互換

而已。在上述流程中，其導納虛部依次被設定成等於 SR 、 0Z 及 SRZ +0 ，

所對應之品質因數分別為Q、 LQ 及 eQ 。因此在史密斯圖上，若能得到

jrr
Zin +

= 1
、 ( )1

1
+±

=
rjr

Zin 及
jr

Zin ±
= 1

的軌跡，並找出與
0Z

Zbb 的交點，

則其交會的頻率點即為 1δ ～ 6δ ，如圖 2.3.2 所示。 
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圖 2.3.2  使用史密斯圖量測品質因數。 

上圖所示即為使用史密斯圖計算品質因數的典型例子，。其中虛

線即為
jrr

Zin +
= 1

、 ( )1
1

+±
=

rjr
Zin 及

jr
Zin ±

= 1
這三條參考線，而實線

則為
0Z

Zbb 的軌跡。 

    若選擇 c 點為觀察點，則為串聯共振，一樣可引用相同概念量得

品質因數。唯此時操作的平面可直接使用阻抗平面，而非史密斯圖，

阻抗軌跡為一垂直於實軸的直線，透過該直線與 xr = 、 1=x 及 1+= rx

這三條參考線的交點，便可求得Q、 eQ 及 LQ 。 
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2-3-2 使用駐波比 

 

    由上節討論顯示，若得到在觀察點 b 的輸入阻抗在史密斯圖上的

軌跡與三條參考線的交點，則可由各對應交點之間的頻寬，可求得品

質因數。又由史密斯圖的基本性質知道，若量得無損耗傳輸線上某點

的輸入阻抗 inZ ，則該線上的駐波比（VSWR），為 inZ 在史密斯圖上，繞

原點旋轉與正實軸交點所對應的阻抗值。亦即當阻抗軌跡與參考線的

交點決定，則其駐波比也被決定。因此透過量測駐波比與頻率的關

係，也能分別求得三個品質因數。今以內部品質因數為例，令

( )02 δδ−= Qa ，則（2.26）可改寫為  

( ) jaQjZ
Zbb

+
=

+
=

1-21 00

β

δδ

β
           （2.30） 

當（2.30）與內部品質因數的參考線相交時，其虛部與實部相等 

( ) ( )jja
aZ

Z

aQ

bb +=−
+

=
=

1
2

1
1 1

2
0

ββ
         （2.31） 

此時反射係數為 

( )

( )
( )
( ) ββ

ββ

β

β

Γ
j
j

j

j

Z
Z

n

n

++
+−=

++

−+
=

+
−

=
2
2

11
2

11
2

1
1

         （2.32） 

即 

( )
( ) 22

22

2

2-

ββ

ββ
Γ

++

+
=               （2.33） 
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因此在史密斯圖上，以Γ為半徑的圓與正實軸的交點所對應的阻抗為 

( )
( )
( )
( ) 22

22

22

22

0

2

2
1

2

2
1

1
1

ββ

ββ

ββ

ββ

Γ

Γ

++

+−
−

++

+−
+

=
−
+

=r             （2.34） 

整理後可得 

β

ββ

2
42 42

0
+++

=r               （2.35） 

經由類似的流程，可以求出外部品質因數與整體品質因數所對應

的駐波比 

( )
β

ββββ 22 111 +++++
=Lr             （2.36） 

β

ββ

2
4121 42 +++

=er               （2.37） 

    以上為使用駐波比進行品質因數量測的原理。而此法在史密斯圖

上的行為可由下圖說明 

 

圖 2.3.3  使用駐波比量測品質因數在史密斯圖上的行為。 



第二章 品質因數量測方法 

 35

    比較圖 2.3.3 與圖 2.3.2，便能清楚發現 1δ ～ 6δ 的頻率點分別對

應出唯一的駐波比，因此在這裡觀察駐波比對頻率的變化，等效於直

接觀察史密斯圖上的阻抗軌跡。 

在實際使用時，會先調整頻率以得到如圖 2.3.4 所示，亦即駐波

比對頻率的圖形。由圖 2.3.2 可以知道，其最低點即為共振點，而該

點的駐波比即為β。得到β後就可由（2.35）～（2.37），得知當阻

抗軌跡與參考線交會時所對應的駐波比。經由反查駐波比對頻率的圖

形，便可得知相對應的頻寬，從而求得三個品質因數。 

 

圖 2.3.4  使用駐波比對頻率之變化量測品質因數。 
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    在阻抗量測法中，除了上述兩法之外，還可使用相位求得品質因

數。然而此法與反射係數相位量測法，其限制與結論皆雷同，都是在

內部損耗遠小於外部損耗的前提下，獲得外部品質因數。唯其取得相

位的方式，是找出各頻率下電壓最小點的位置，然而其本質與反射係

數相位量測法相同。故整體而言是經過較複雜的演算過程，獲得與

2-1 相同的結論。 

    由 2-3-1 與 2-3-2 的方法顯示，雖然都可以求得三個品質因數，

然而在實務上，可以依據耦合的強烈與否，選擇較為準確的量測方

式。觀察圖 2.3.2，當耦合太微弱時，阻抗軌跡會向左收縮，此時各

個指標頻率會因為太過相近而不易分辨。反之若選用駐波比，由於繞

到與正實軸交接時，在短距離內就會有顯著的駐波比變化，因此鑑別

度相當好。而當耦合太強烈時，阻抗軌跡向右擴大，此時若使用 2-3-2

之方法，會因為駐波比分佈得太緊密，而難以讀得正確值。反觀 2-3-1

之方法，在此時便有較好的頻率鑑別性，至於相位法則是限制在β>>1

的情況，故欲使用阻抗量測法，可以依據實際的耦合情況，選用較適

合的方法。 
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2-4 考慮耦合效應之品質因數量測 

 

 

圖 2.4.1  考慮耦合效應之簡化共振電路。 

    本章至此已經介紹了數種品質因數量測法，並在前節中首次考慮

耦合效應，並以移動參考平面的方式扣除該效應。然而電路多在各端

點即已有饋入電路，亦即參考平面不容易移動。因此本節將敘述當耦

合效應存在時的量測方法。 

考慮一簡化後的等效共振電路，如圖 2.4.1 所示，其中假設耦合

效應 eX 隨頻率有一次變動項，即 

( ) ( )δδω +=+= 11 10 XLX ee               （2.38） 

其中δ的定義同（2.18），因此連同耦合效應的輸入阻抗可以寫成 

( )
δ

δ
Qj

R
QRXjZ Ci 21

2 0
11 +

++=           （2.39） 

而傳輸線上的反射係數為 

Ci

Ci
i RZ

RZ
+
−

=Γ                   （2.40） 

（2.39）中的前項，其對頻率的變率，相對於後項而言緩慢得多。因
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此可把（2.40）重寫如下 

SF

SF
i ZZ

ZZ
+
−

=
*

Γ                   （2.41） 

其中 FZ 與 SZ 分別代表快速變動以及慢速變動的部分 

δQj
R

Z F 21
0

+
=                   （2.42） 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++= δ1

1 21 Q
R
XjRZ

C
CS              （2.43） 

由於在遠離共振頻率時，（2.42）趨近於零，因此（2.41）成為 

S

S
D Z

Z *

−=Γ                    （2.44） 

將（2.41）與（2.44）相減即可得到 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=−

FS
S

C
Di

ZZ
Z

R
11

2

2

ΓΓ              （2.45） 

其中分母可近似為 

( )LL
C

CFS

Qj
R
R

xRZZ
δ21

1
1111

0
2

1

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

+
≅+        （2.46） 

其中 Lδ 及 LQ 分別表示為 

Q
kxL

2
1

0
L −=

−
= δ

ω

ωω
δ                （2.47） 

k
QQL +

=
1

                     （2.48） 

其中 ( )2
1

0

1 xR
R

k
C +

= 。若暫不考慮（2.43）中δ的影響，則 2
SZ 可近似成 

( ) 1
1tan22

1
22 1 xj

CS exRZ
−

+≅              （2.49） 

將（2.49）及（2.46）代回（2.45）可得 
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( )LL

xj

Di

Qj
k

e

δ

ΓΓ

2111

2 1
1tan2

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=−
−−

             （2.50） 

其輸入阻抗在史密斯圖上的變化，如圖 2.4.2 所示。 

然而（2.50）在 1>>LLQ δ 時會無法成立，因此最好限制量測頻率

範圍為 1≤LLQ δ 。因此此方法不能如 2-3-1 所敘述的方法，可偏離共

振頻率直到阻抗軌跡與某些參考線相交。然而由（2.50）與圖 2.4.2

顯示 

LLL Q δφ 2tan −=                  （2.51） 

由（2.51）得知，若取得輸入阻抗軌跡之後，可以量出 Lφ ，並查得相

對應的頻寬之後，透過上式求得 LQ 。 

 

圖 2.4.2  考慮耦合效應之共振器輸入阻抗軌跡。 
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    本章介紹了各種品質因數量測法，包括使用反射係數相位、傳輸

量測法及阻抗量測法等等，並逐步考慮共振器損耗及耦合效應的影

響。此外也說明了如何按照實際耦合情況，選用適當的量測法以提升

準確度。而下一章將進行實物量測。針對耦合於微帶線之介質共振

器，首先建立其等效電路，並於推導出量測方法後，附上模擬與量測

結果。 
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第三章  耦合於微帶線之介質共振器 

品質因數量測 

 

    在瞭解介質共振器的行為，品質因數的定義，及其量測方法之

後。本章將敘述耦合於微帶線的介質共振器品質因數量測。 

 

3-1 量測理論 

 

 

圖 3.1.1  耦合於微帶線之介質共振器。 

考慮如圖 3.3.1 所示之介質共振器，其中介質共振器直接置於電

路板上，並未架空。由 1-3-1 A.以及圖 1.3.1 知道，此時介質共振

器主要由磁場與微帶線耦合，其耦合機制可由互感表示。其等效電路

如圖 3.1.2 所示。 
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圖 3.1.2  考慮耦合效應之介質共振器等效電路。 

 

圖 3.1.3  忽略耦合的自感效應之介質共振器等效電路。 

其輸入阻抗為 

( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+=

r
rr

in

C
LjR

MLjZ

ω
ω

ω
ω

1

2

1            （3.1） 

若忽略耦合的自感效應，則（3.1）為一並聯共振表示式。因此若忽

略耦合的自感效應，則圖 3.1.2 可簡化為圖 3.1.3。此時其輸入阻抗

為 

δjQ
RZZin +

+=
10                 （3.2） 

其中δ的定義同（2.18）中的δ。 

    （3.2）顯示，由於輸入阻抗含有一 0Z 項，因此無論頻率如何變

動， inZ 在史密斯圖上之軌跡，永遠不會超過 1=Z 的圓。因此如果能
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在該圓內，參考 2-3-1 的方法，找出（3.2）中分子的虛部等於實部、

虛部等於
02

1
Z

以及虛部等於 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

02
11
ZR

的軌跡，便能得到類似圖 2.3.2

中的三條參考線。因此就能依照 2-3-1 的方法，得到阻抗軌跡與參考

線之交點所對應的頻率，進而求得三個品質因數。 

首先考慮參考線 011
1 Z

R
j

R

Zin +
+

= ，將其正規化之後可得 

11
00

+
+

=

R
Z

j
R
Z

Z n                  （3.3） 

令
R
Z

a 0= ，則反射係數可寫為 

( ) ajaZ
Z

j
n

n
ir 221

1
1
1

++
=

+
−

=+= ΓΓΓ          （3.4） 

或 

( ) ( ) 1221221 =−++++ iirr aajaja ΓΓΓΓ        （3.5） 

由（3.5）可得以下兩式 

( ) 1221 =−+ ir aa ΓΓ                 （3.6a） 

( ) 0212 =++ ir aa ΓΓ                 （3.6b） 

由（3.6b）可解得 a為 

( )ir

ia
ΓΓ

Γ

+
−

=
2

                    （3.7） 

將（3.7）反代回（3.6a），整理之即可得 

222

2
2

2
1

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − ir ΓΓ                （3.8） 
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因此由（3.8）可以得知，內部品質因數的參考線，係以 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1,

2
1

為圓心，

2
2
為半徑的圓。如圖 3.1.4 所示，其與史密斯圖上 1=Q 的軌跡很類

似。 

另兩條參考線可經過同樣流程求得，分別為 0

02
11

1 Z

Z
j

R

Zin +
+

= 以

及 0

02
111

1 Z

ZR
j

R

Zin +

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

= 的軌跡，前者對應的參考線為 

22
2

2
1

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±+ ir ΓΓ                （3.9） 

而後者為 

( )j
a

j ir ±
+

=+ 1
42

1
ΓΓ              （3.10） 
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圖 3.1.4  耦合於微帶線上之介質共振器阻抗軌跡。 
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3-2 模擬與量測結果 

 

    本節將敘述依據上述方法，分別進行模擬與量測之結果。使用之

介質共振器係 Trans-Tech 產品，其特性參數如表 3.2.1 所示。量測

儀器包含 Agilent E8364B 向量網路分析儀及 Cascade Microtech 

MTF-26 微帶線電路板夾具。介質共振器雖係以微帶線激發，但因需

網路分析儀及夾具的校正，因此在進行品質因數的量測前，進行 TRL

校準與驗證，以將量測參考平面移至微帶線上。  

介質共振器 直徑(mm) 高度(mm) 介電係數
共振頻率

（GHz） 

A 7.747 3.8735 ≒30 ≒8 

B 5.842 2.921 ≒30 ≒10.5 

C 4.064 2.032 ≒30 ≒14.5 

表 3.2.1  實驗使用之介質共振器參數。 

3-2-1 TRL 校準與驗證 

 

    由於所使用的量測實驗結構單純，因此 TRL 校準套件相當簡易，

圖 3.2.1 為所使用的校準套件與介質共振器。其中延遲線（delay 

line），即為耦合介質共振器之微帶線。 

    為了達到 TRL 校準與量測共用硬體的原則，必須要確保放置介質

共振器之後，在新參考平面上的電磁場仍然為單一模態。另外考慮到

TRL 校準計算時，所求解根的鑑別度問題，因此延遲線設計為四分之 
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圖 3.2.1  TRL 校準套件與介質共振器。 

一波長再增加整數個波長長度，以避開介質共振器附近的高階模態。

實際上，係以最低的共振頻率設計延遲線，而在另外兩顆較高頻的介

質共振器的共振頻率時，延遲線大致都接近 λ)
4
1( +n 的要求，因此不

需另外針對其他頻率製作延遲線。 

    校準之後則直接比較延遲線的 S21 相位理論值與量測值，以進行

校準結果驗證。 
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圖 3.2.2  延遲線 S21相位理論與量測結果。 
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圖 3.2.3  修正後延遲線 S21相位理論與量測結果。 

    圖 3.2.2 為比較結果，其中理論值係使用 HFSS 模擬微帶線在

8GHz，根據頻率變化及延遲線的長度而得。其與量測結果之差異，應

係模擬使用的 Al2O3板材介電係數為廠商提供的 9.6，經調整至 10.03

則彼此吻合，如圖 3.2.3 所示。 

    為確定 Al2O3 板材介電係數，則利用此介電係數進行模擬，計算

TRL 套件中反射線之反射係數ΓA的相位，並與量測結果比較。 

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
-20

-10

0

10

20

30

40

50

60

frequency(GHz)

P
ha

se
 o

f Γ
A

measurement
simulation

 

圖 3.2.4  修正介電常數後ΓA相位理論與量測結果。 
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由圖 3.2.4 顯示，模擬與量測的差異最大約僅 5.615 度，故可說

明校準的正確性。此外上圖在約 9.15 GHz、12.2 GHz 及 15 GHz 有較

劇烈變化，係因延遲線長度在這些頻率時，為 1.5λ、2λ及 2.5λ。 

 

3-2-2 模擬與量測 

    由於校準後的參考平面所看進去的等效電路不一定如圖 3.1.3

所示，因此取得的軌跡可能不如圖 3.1.4 般在 1=Z 的圓內，而是會繞

原點旋轉一定角度。另外 TRL 校準後的參考平面，為物理上的某固定

位置，因此在頻率變化時會有少許傳輸線特性調變的問題。為解決上

述問題，可經由尋找 S11 的最大點得到共振頻率，接著針對該頻率將

原始結果反轉回原位，最後針對每個頻率點相對於中心頻率抵銷傳輸

線調變效應，由以上流程處理過後的軌跡如圖 3.2.5 所示。 
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圖 3.2.5  修正後反射係數模擬與量測結果。 
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上圖為共振頻率在 8GHz 附近介質共振器 A 之結果，雖然由此圖，

可使用 3-1 節所描述的方法，計算出品質因數的模擬與量測值分別為

168 及 273.26。然而此法實際上是由並聯電路描述共振行為，只能在

共振頻率附近成立，而無法考慮更複雜的電磁行為，因此單純以此法

取得的品質因數的正確性仍有討論空間。參考 2-4 節的描述了解，品

質因數之準確量測關鍵，在於取得反射係數相位對頻率的變率。因此

以下將討論反射係數的相位與頻率之間的變化，了解不同頻率時所求

得之品質因數。 

考慮圖 3.1.3，則正規化輸入阻抗為 

δQj
Z
R

Z n 21
1 0

+
+=                 （3.11） 

故反射係數為 
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=             （3.12） 

因此在史密斯圖上的張角為 
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故內部品質因數為 

δ

φβ

2
tan)(1+−=Q                 （3.14） 
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    （3.14）顯示，在並聯模型下，過去所介紹與參考線交會的頻率

點為便於計算的特例。理想情況下，由（3.14）所得到的品質因數對

δ作圖應該是一條直線。但實際情況，原本的模型可能無法描述遠離

共振點時的高階效應。故量測的結果應如圖 3.2.6 所示，在共振頻率

附近趨於平坦，而在遠離共振時，所計算出的品質因數則失去參考

性。其中模擬部分，其板材之損耗正切設定為 0.006，介質共振器為

無損耗。 
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 (b) 

圖 3.2.6  品質因數對δ作圖之(a)量測及(b)模擬結果。 
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（b） 

圖 3.2.7  φtan 對δ作圖之(a)量測結果及(b)正規化輸入阻抗。 

由（3.14）顯示，圖 3.2.6 中在遠離共振頻率時的變異只可能是

φtan 與β。若 φtan 對頻率變化不為線性，或β不為常數，都有可能造

成上圖彎曲。因此觀察其對頻率的變化，便可以進一步瞭解原因。 

    圖 3.2.7（a）中的斜直線為 φtan 在-0.002<δ<0.002 趨勢的延伸
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線，而圖(b)中的虛線圓，為當耦合係數為常數時，所繪之輸入阻抗

軌跡。顯示雖然兩者在遠離共振頻率時皆有偏移，但由於圖(b)中的

耦合係數，直接正比於軌跡上各點與圓心的距離，因此可明顯看出β

對頻率的變動相當和緩。反觀 φtan 的變異趨勢與圖 3.2.6(a)很類似。

尤其在最低頻處，比較後可發現 φtan 由約 2.7 躍升到 4，與同一頻率

的品質因數從原本的 270 成為 400，有相當高的相似性。因此可以知

道造成圖 3.2.6 彎曲的主要原因，為共振器輸入阻抗的虛部，隨頻率

的改變超過原模型所預期。 

    此外由圖 3.2.8 可以了解模擬與量測的共振頻率有所差異，且先

前計算得到的品質因數也明顯不同。造成差異的主要原因，可能是模

擬時使用的介質共振器的介電係數為廠商提供的 30，與其實際值有

差異。此外模擬時，介質共振器與微帶線邊緣的間距，設定為 0.25mm，

而實際量測的情形如圖 3.2.9 所示，共振器是以鑷子擺放並微調位

置，其實際間距難以控制及量測，因而造成模擬與量測之間的差異。 

    上述過程主要敘述共振於 8GHz 共振器，其品質因數模擬和實驗

結果。以下係再針對另兩顆介質共振器，重複上述步驟以量得其品質

因數，結果如圖 3.2.10 至圖 3.2.14 所示。 

    由比較介質震盪器 A～C 的量測結果可以發現，其共通點為，在

偏離共振頻率之後，品質因數都有上升的趨勢。但隨著共振頻率增
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加，品質因數對頻率的變化也越劇烈。基於品質因數與 φtan 變化趨勢

的相似性，推測共振於高頻的介質共振器，其等效電感與電容對頻率

的變化較低頻共振器顯著。另外圖 3.2.15（b）顯示，共振器 C的耦

合係數隨頻率的變動相較於共振器 B及 C 更為顯著。推測共振器 C 的

耦合機制與 B 及 C相較有較明顯的高階效應，而無法單純以圖 3.1.2

的耦合電感描述。 
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圖 3.2.8  S11及 S21模擬與量測結果。 

 

圖 3.2.9  實驗裝置。 
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圖 3.2.10  介質共振器 B其修正後反射係數模擬與量測結果。 
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(b) 

圖3.2.11  介質共振器B其品質因數對δ作圖之(a)量測及(b)模擬結

果。 
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（b） 

圖3.2.12  介質共振器B其 φtan 對δ作圖之(a)量測結果與(b)正規化

輸入阻抗。  
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圖 3.2.13  介質共振器 C其修正後反射係數模擬與量測結果。 
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（b） 

圖3.2.14  介質共振器C其品質因數對δ作圖之(a)量測及(b)模擬結

果。 
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（b） 

圖3.2.15  介質共振器C其 φtan 對δ作圖之(a)量測結果與(b)正規化

輸入阻抗。   
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第四章 結論 

 

    經由第三章所描述的過程，可以量得耦合於微帶線上的介質共振

器的各品質因數，並且依據（3.14）繪得內在品質因數 Q 與δ的關係

圖。經由該圖可以得知，在何種δ區間裡計算的品質因數是正確可信

賴的，進而得知依據 3-1 節計算而得之品質因數是否具有參考價值。 

    參考廠商提供的介質共振器參數，顯示實驗所使用的介質共振

器，其品質因數可達千位甚至萬位的數量級，但實驗量測結果卻約為

數百。造成差異的原因主要是實驗環境的不同，廠商係提供單獨介質

共振器的品質因數，量測時係將其放置在圓柱形共振腔內，並以電磁

特性接近空氣的材料架空介質共振器，以期近似在自由空間中的情

形。而在本論文所使用的方法，係將介電常數約 30 的介質共振器，

直接放在介電常數為 10 的氧化鋁基板上，因此共振器包覆電磁場的

能力，便不如處在自由空間中一般。而由品質因數的原始定義知道，

若共振器內貯存電磁能的能力下降，則品質因數也會隨之下降。因此

放置在基板上的介質共振器品質因數，自然比放在圓柱形共振腔內

低。 

    另外，由於耦合係數與等效電路中的電阻相關，且由共振頻率可

以求得電感與電容互乘值，最後品質因數又相關於電阻與電抗的比
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值。因此透過量測品質因數，可以建立在該架構下的等效共振電路。

以共振於 10GHz 的介質共振器 B 為例，假設微帶線特性阻抗為 1，若

取 R=0.76228、L=0.042742pH 及 C=4.988nF，如圖 4.1 所示，與圖

3.2.11(a)比較，顯示在共振頻率附近的品質因數極為相近，且在史

密斯圖上的軌跡也幾乎重疊，如圖 4.2 所示。 
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圖 4.1  介質共振器 B 由等效電路所得之品質因數。 

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6
Modified

等等電等

介介介介介

 

圖 4.2  介質共振器 B 與其等效電路在史密斯圖上的軌跡。 
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圖 4.3  微帶線的品質因數 

透過分析 TRL 驗證時所取得的延遲線 S21數據，並利用
α

β

2
一式便

能求出本實驗所使用的微帶線的品質因數，如圖 4.3 所示。觀察該圖

可發現在 8GHz、10GHz 及 14GHz 的品質因數相當接近介質共振器 A、

B 及 C 的量測結果。而與廠商所提供的約數千或數萬的介質共振器品

質因數比較，可知本實驗所量得的結果實際上為微帶線所主導。該現

象說明了如欲量測一共振器之品質因數，則其耦合環境的 Q 值越高，

所得到的結果也越接近該共振器本身的品質因數。因此以高品質因數

的共振腔耦合，可以得到比微帶線耦合更準確的介質共振器品質因

數。 

雖然依據以上方法可以量得耦合於微帶線上之介質共振器的品

質因數，然而實際上均無法避開其耦合效應，物理結構上的耦合電

路，必然會影響原本的共振器。以方形共振器為例，雖然在 1-2 中可
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以計算其品質因數，然而為了將能量饋入，須破壞原有的封閉結構，

因此使得內部模態，由於邊界條件的改變，而有所不同。換言之，即

使精準的量測，均很難求得一獨立共振器的品質因數。因此希望透過

對品質因數性質的瞭解，或許可能經過例如對同一耦合機制，行為相

似的不同共振器進行量測，藉由多次實驗量測數據，可嘗試還原獨立

共振器的行為。 
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