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摘要 

在特定的工作和運動中，例如拔河、重訓以及相關勞力工作，大腦下達指令使

肌肉進行活動。然而，上述持續施力之活動可能導致肌肉疲勞和相應的肌肉損傷，

進而影響工作效率。本論文以肌肉持續施力的數學模型為基礎，探討肌肉在持續施

力情境中，施力大小與疲勞程度之關係。在肌肉活動中，施力策略對於減少疲勞和

最大程度地提高工作效率極為重要，本研究運用最佳控制理論（Optimal Control 

Theory）來找尋最佳策略。最佳控制理論為一種數學工具及優化方法，透過解決動

態系統的控制問題，以求解出在給定限制條件下的最佳操作策略。 

利用最佳控制理論來制定最佳的持續施力策略，以最大程度地減少肌肉疲勞

並提高工作效率，使我們肌肉在持續施力情況下，找到大腦控制肌肉的最佳省力模

式，以在不引起肌肉過度疲勞的同時實現高效的肌肉活動，故本研究提出了三種施

力目標函數，並由數值軟體MATLAB進行量化。這些目標函數考慮大腦施加命令

程度、肌肉施力大小及疲勞程度之間關係，並且將此關係結合最佳控制理論，找尋

最佳控制策略。同時本研究也將提出之目標函數與未使用最佳控制策略進行分析。

藉由上述分析，我們能夠評估不同施力策略的優勢和劣勢，並選擇最有效率的施力

方式。 

關鍵詞：最佳控制理論、肌肉施力、肌肉疲勞、運動單元、大腦自主施力 
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Abstract 

In specific tasks and activities such as tug-of-war, weightlifting, and related 

physically demanding work, the brain sends commands to the muscles to initiate 

movement. However, the sustained exertion involved in such activities can lead to muscle 

fatigue and subsequent muscle damage, ultimately affecting work efficiency. This paper 

is based on a mathematical model of sustained muscle exertion and explores the 

relationship between the magnitude of force applied and the level of fatigue experienced. 

In muscle activities, the strategy of force application plays a crucial role in reducing 

fatigue and maximizing work efficiency. This study employs Optimal Control Theory to 

identify the optimal strategy. Optimal Control Theory is a mathematical tool and 

optimization approach that solves control problems of dynamic systems to determine the 

best operational strategy under given constraints. Utilizing Optimal Control Theory, this 

study aims to develop an optimal sustained exertion strategy to minimize muscle fatigue 

and enhance work efficiency. By considering the optimal energy-saving mode of muscle 

control by the brain during sustained exertion, we seek to achieve efficient muscle activity 

without inducing excessive fatigue. To accomplish this, the study proposes three objective 

functional, quantified using the MATLAB numerical software. These objective functional 

consider the relationship between the level of commands issued by the brain, the 

magnitude of muscle force exertion, and the degree of fatigue. By integrating this 

relationship with Optimal Control Theory, the study seeks to identify the optimal control 

strategy. Additionally, an analysis comparing the proposed objective functional with the 

absence of optimal control strategy will be conducted. Through analysis, we can evaluate 

the advantages and disadvantages of different force strategies and select the optimal 

approach.  

Keywords：Optimal Control Theory, Muscle strength, Muscle fatigue, Motor units, 
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第一章 緒論 

1.1 研究背景 

疲勞在各個社會和工作場景中普遍存在，其通常被認為是嚴重的疲倦感、缺乏

活力和精疲力盡的感覺，這樣的行為使人在進行自主活動時感到窒礙難行。若不解

決長期累積的疲勞，會導致過度勞累、過度訓練症候群(Overtraining Syndrome)及

慢性疲勞症候群(Chronic Fatigue Syndrome)，甚至是內分泌失調、免疫功能下降，

對人體健康構成威脅[1]。以美國為例，美國勞工在工作中產生之疲勞每年給雇主

帶來約 1360 億美元的成本[2]；而在日本，每年約有 30 萬億日圓的醫療支出用於

治療與疲勞相關的問題，對社會造成間接成本的同時，也可能導致經濟損失，其中

又以肌肉疲勞為大多數[3]。因此，對於尋找合適的施力方式以減輕疲勞的研究至

關重要。此外，可以根據疲勞影響原因及恢復時間分為急性疲勞或慢性疲勞。急性

疲勞是由於體力勞動、情緒壓力、恢復不良或暫時疾病而導致，並且可以透過適當

休息、適當飲食、體力鍛鍊改善不適。相對的，慢性疲勞指的是較嚴重疾病或治療

時而引發的副作用，例如：糖尿病、類風濕關節炎，慢性疲勞的症狀較鮮少能藉由

休息來改善之狀態。 

除了區分急性疲勞和慢性疲勞外，疲勞還可以分為肌肉疲勞及精神疲勞。肌肉

疲勞是指施加力量或執行任務的能力下降，通常為長時間體力活動過程中代謝或

神經功能衰退之結果，精神疲勞是由一種長時間且高強度的認知行為引起的生物

心理學狀態。在工作場所中，精神疲勞會增加犯錯的風險，並且也是神經系統疾病

患者常見的症狀之一。精神疲勞可以由行為和生理上表現出，例如：在生理上，缺

發活力、警覺性下降、疲勞感增加;在行為上，會以反應速度、行為準確性下降來

表現[4][5]。 

然而，在許多運動領域或工作中，如拔河、重量訓練或相關持續施力之工作，

肌肉持續施力是達到高強度或長時間活動的關鍵。疲勞的肌肉若不斷活動，使運動
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員或是相關工作者在施力過程中，易導致肌肉過勞，不僅限制活動之持久度，也容

易影響運動中的力量表現，進而導致肌肉因疲勞造成的受傷風險[6][7]。 

肌肉疲勞讓產生力量之能力逐漸下降，肌肉很難維持原有的強度和運動能力

[8]。肌肉的疲勞由很多種原因造成，包括肌肉肌纖維疲勞、代謝產物累積、神經疲

勞等。在長時間或高強度的活動中，肌肉不停地消耗能量並且產生代謝產物，這些

代謝產物可能在肌肉中持續累積，干擾肌肉正常的活動功能[9]。 

肌肉疲勞的定義包含任何型態的運動所引起的肌肉力量下降。在運動中，肌肉

所產生的疲勞與肌肉收縮有關，以及其相關的疲勞機制；這些疲勞機制與肌肉的變

化皆會削弱原先肌肉所產生的力量。肌肉疲勞的其中一個機制，便是肌肉纖維受到

中樞神經系統(Central Nervous System)驅動時，中樞神經系統逐漸減少對肌肉的驅

動力，導致肌肉所施力量減少，影響運動表現[10]。然而，肌肉疲勞與中樞神經系

統存在著密不可分的關係，神經系統負責控制和調節肌肉收縮，來啟動肌肉纖維。

在高強度運動中，中樞神經系統逐漸降低對肌肉驅動力，是為了保護肌肉，避免過

度使用造成損傷。除了靜態和動態的運動外，中樞神經系統的退化也會使肌肉疲勞

發生[4]。 

Taylor, J. L.[11]也指出中樞神經系統驅動肌肉纖維，促使肌肉施力，因此，若

腦部和中樞神經內減少對肌肉神經驅動，導致肌肉力量下降，影響工作表現，這樣

的行為稱為中樞疲勞。為了延緩中樞神經的疲勞，可以透過合理的訓練計劃和休

息，來維持中樞神經的運作，提高運動表現。如此可知神經系統在肌肉活動中扮演

著重要角色，長時間的肌肉持續施力會對神經傳遞速度和效率產生影響，表示大腦

向肌肉發送指令的速度減慢，影響運動的協調性與準確性。這類疲勞可能是較小範

圍的肌肉疲勞，如單一關節的持續性運動—手肘、手腕等等；亦可能是較大範圍的

全身性肌肉疲勞，這類活動包含多個關節的持續性運動，如騎自行車或重訓等[11]。 

全身性的肌肉疲勞是指身體感到疲倦以及精疲力竭，而局部性的肌肉疲勞通

常涉及某一部分肌肉因無力導致無法執行任務，然而這類全身疲勞衍伸的肌肉疲
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勞是受到許多研究人員關注的議題[12]。 

在日常生活中，肌肉疲勞會限制長時間劇烈運動之表現。在常見的活動或任務

進行時，施力之主要肌肉會藉由其他輔助肌肉來施力以維持任務進行，此行為稱為

肌肉代償[13]，例如：提重物、舉重或抱著兒童時，除了手指、手掌、手腕，亦包

含手臂的肌肉互相輔助以撐住重物的力量。另一種替換方式是從原本慣用的肌肉

交換到另一組肌肉來進行活動。例如：爬樓梯時，若其中一隻腳因肌肉疲勞而感到

不適，另一隻腳就會施較大力氣來進行任務。由此可知，肌肉於疲勞時，會明顯改

變活動的方式，使活動執行效率或速度降低，甚至無法執行。 

 

1.2 研究動機與目的 

肌肉疲勞時常成為運動員及勞動工作者所面臨的挑戰，這不僅限制活動能力，

還可能增加活動受傷之風險。因此，尋找施力過程中的最佳模式對於優化運動表現

和預防肌肉疲勞是至關重要的。 

最佳控制理論（Optimal Control Theory）能根據不同的情境，幫助我們找到理

想的策略來達成系統之最佳化。故本研究以最佳控制理論來尋找肌肉在持續施力

時，最有效率的施力模式，讓肌肉能在活動過程中，最小程度地累積疲勞，同時使

肌肉達到施力最大之效果，減少肌肉負擔。 

本研究希望提供一個以最佳控制理論出發的方法，讓運動員或相關勞動工作

者在施力過程中，得以選擇適當的施力模式。使其在過程中更省力，即在工作與活

動的時候減少疲勞感，且更有效率完成目標工作或活動。同時，施力者將更有效的

利用肌肉，如此一來不僅減少疲勞帶給身體的風險，也能使運動表現或工作效率提

升。本研究利用最佳控制理論計算相關結果，盼以此角度提出相關從業人員或研究

者可參考的方針。 
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第二章 最佳控制理論 

2.1 定義及目標函數 

2.1.1 定義 

最佳控制理論(Optimal Control Theory)為一實用的數學工具，其領域涉及航空、

經濟、工程，更可以用於做出複雜的生物決策，可以在給定的系統動態條件及目標

函數下，找到一個理想的控制策略，使系統達到最佳化[14]。在最佳控制問題中，

𝑢(𝑡)作為控制變量，𝑥(𝑡)為狀態變量，其中狀態變量𝑥(𝑡)滿足系統動態方程： 

 𝑥′(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) (2.1.1) 

系統行為可以透過操作控制變量𝑢(𝑡)來調整狀態𝑥(𝑡)，影響系統的變化，因此可以

將控制與狀態之關係視為映射：𝑢(𝑡) ↦ 𝑥 = 𝑥(𝑢)。並且最大化或最小化給定的目

標函數，可表示為： 

 max
𝑢

∫ 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

 

subject to   𝑥′(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)), 

𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑥(𝑡1) free. 

 

 

(2.1.2) 

其中𝑥(𝑡1) free.意義為𝑥(𝑡1)之值不受限制。 

由於我們希望問題在時間區間內為連續不間斷執行，故在最佳控制問題中，𝑓和𝑔

為連續可微分函數。因此，在𝑓和𝑔中，𝑡、𝑥(𝑡)、𝑢(𝑡)也為連續可微分函數。 

 

2.1.2 目標函數 

在最佳控制理論中，目標函數用來描述決策者期望在控制系統中追求的性能

指標。將系統狀態及控制作為變量，產生一個做為執行系統性能的策略。其定義為： 

 𝐽(𝑢) = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

 (2.1.3) 

目標函數的設立取決於控制者的問題及目的，在最佳控制問題中，透過調整系統的
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控制，來最大化或是最小化目標函數，而實現特定的目標。例如：在癌症病患治療

策略中，目標函數可以為最小化腫瘤密度，也可以為最大化病患體內藥物濃度[14]。 

在確定目標函數前，需要考慮有關系統性能要求以及限制條件，這些要求及條

件可包括生物生長率、反應速度、環境因素、耗能等方面。目標函數也可以根據真

實情形，設置成單一函數，或多個函數組合，來達成目的。這裡舉出一目標函數實

例，描述真菌及殺菌劑之關係[14]： 

 

 min
𝑢

∫ [𝐴𝑥(𝑡)2 + 𝑢(𝑡)2]𝑑𝑡 = min
𝑢

 𝐽(𝑢)
𝑇

0

 

subject to  𝑥′(𝑡) = 𝑟[𝑀 − 𝑥(𝑡)] − 𝑢(𝑡)𝑥(𝑡), 

𝑥(𝑡0) = 𝑥0 , 𝑥0 > 0 

 

 

(2.1.4) 

 

其中𝑥(𝑡)為真菌隨時間之濃度，𝑢(𝑡)為隨時間加入之殺菌劑濃度，𝑟為真菌自然增

長率，𝑀為環境承載量，𝐴為權重常數。此目標函數意義為：在時間𝑇內，希望最小

化真菌之濃度，同時也希望最小化殺菌劑之濃度，以免造成環境汙染。我們可以藉

由設置𝑟及𝑀，來設立系統之條件，或更改𝐴之大小，以平衡策略的取捨。 

在最佳控制問題中，為了使最佳策略為唯一，並且使必要條件之運算能順利求

解，因此在設置目標函數時，會將目標函數中的控制項𝑢(𝑡)之次數設置為二次，避

免最佳化後之結果𝑢(𝑡)∗為無解或無限多組解。相對地，對於狀態項𝑥(𝑡)在目標函數

中的設置，將其設置為平方是為了使其在策略中之重要性給予次方放大。在問題

中，也時常藉由權重常數𝐴來更改各項函數在策略中之重要性。 

最佳控制理論的目標是透過優化目標函數來制定最佳控制策略，來實現所需

目的，透過分析目標函數意義和限制條件將其設置，可依照需求者之目的實現系統

之最佳性能。 
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2.1.3 必要條件推導 

必要條件是由 Pontryagin 等人在 1950年代在莫斯科所開發[15]。Pontryagin 將

必要條件引入伴隨函數(adjoint function)之概念，將系統微分方程與目標函數建立

連結，利用此關係，能求解出最佳化結果。以下為在最佳控制問題運算中，三個不

可或缺的必要條件之推導[14]： 

考慮圖[2-1]為一最佳化系統及未最佳化之系統。令一片段連續之最佳控制𝑢∗

及相對應最佳化狀態𝑥∗存在(其中上標*為最佳化之結果)，並且對於所有目標函數

來說，由於𝑢∗為問題之最佳解，所以對於所有以𝑢為控制之目標函數之範圍為

𝐽(𝑢) ≤ 𝐽(𝑢∗) < ∞。設ℎ(𝑡)為一任意片段連續函數，及𝜀為常數，則任意控制函數

𝑢𝜀(𝑡)為： 

 𝑢𝜀(𝑡) = 𝑢∗(𝑡) + 𝜀ℎ(𝑡) (2.1.5) 

 

 

圖 2-1最佳控制𝑢∗及最佳狀態𝑥∗(實線)及未最佳化之控制𝑢𝜀與狀態𝑥𝜀(虛線)[14] 
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再令𝑥𝜀(𝑡)為𝑢𝜀(𝑡)相對應之狀態，且滿足： 

 𝑑

𝑑𝑡
𝑥𝜀 = 𝑔(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡), 𝑢𝜀(𝑡)) 

(2.1.6) 

因狀態之軌跡皆由相同起始點開始(圖 2-1)，故可得𝑥𝜀(𝑡0) = 𝑥(𝑡0) = 𝑥0。當𝜀 → 0

時，可得𝑢𝜀(𝑡) → 𝑢∗(𝑡)。再者，也可以得知： 

 ℎ(𝑡) =
𝜕𝑢𝜀(𝑡)

𝜕𝜀
|

𝜀=0
 (2.1.7) 

存在於任意時間點𝑡。同樣地，當𝜀 → 0時，因𝑢𝜀(𝑡) → 𝑢∗(𝑡)存在於𝑔，故可得： 

 𝑥𝜀(𝑡) → 𝑥∗(𝑡) (2.1.8) 

存在於任意時間點𝑡。再由上述關係，可得導數關係： 

 𝜕𝑥𝜀(𝑡)

𝜕𝜀
|

𝜀=0
 (2.1.9) 

存在於每個時間點𝑡。此關係的實際數值對於此推導過程不重要，僅需得知存在即

可。 

以𝑢𝜀為控制之目標函數為： 

 𝐽(𝑢𝜀) = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡), 𝑢𝜀(𝑡))
𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 (2.1.10) 

再另設𝜆(𝑡)為一片段可微分之函數在[𝑡0, 𝑡1]，且藉由微積分基本定理可得關係： 

 ∫
𝑑

𝑑𝑡
[𝜆(𝑡)𝑥𝜀(𝑡)]

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 = 𝜆(𝑡1)𝑥𝜀(𝑡1) − 𝜆(𝑡0)𝑥𝜀(𝑡0) (2.1.11) 

移項可得： 

 ∫
𝑑

𝑑𝑡
[𝜆(𝑡)𝑥𝜀(𝑡)]

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 − 𝜆(𝑡1)𝑥𝜀(𝑡1) + 𝜆(𝑡0)𝑥𝜀(𝑡0) = 0 (2.1.12) 

將 2.1.10式與 2.1.12式相加： 

𝐽(𝑢𝜀) = ∫ [𝑓(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡), 𝑢𝜀(𝑡)) +
𝑡1

𝑡0

𝑑

𝑑𝑡
(𝜆(𝑡)𝑥𝜀(𝑡))]𝑑𝑡 + 𝜆(𝑡0)𝑥𝜀(𝑡0) 

                 −𝜆(𝑡1)𝑥𝜀(𝑡1) 

= ∫ [𝑓(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡), 𝑢𝜀(𝑡)) + 𝜆′
𝑡1

𝑡0

(𝑡)𝑥𝜀(𝑡) + 𝜆(𝑡)𝑔(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡), 𝑢𝜀(𝑡))]𝑑𝑡 

       +𝜆(𝑡0)𝑥0 − 𝜆(𝑡1)𝑥𝜀(𝑡1) 

 

 

 

 

(2.1.13) 
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由於𝐽之最大值發生在當𝑢為𝑢∗時，故𝐽(𝑢𝜀)於𝜀之導數為0，即： 

 0 =
𝑑

𝑑𝜀
𝐽(𝑢𝜀)|

𝜀=0
 (2.1.14) 

利用此關係運算，並且根據勒貝格控制收斂定理[16][17]，可以使極限符號及導數 

符號移至積分內： 

0 =
𝑑

𝑑𝜀
𝐽(𝑢𝜀)|

𝜀=0
 

= ∫
𝜕

𝜕𝜀
[𝑓(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡), 𝑢𝜀(𝑡)) + 𝜆′

𝑡1

𝑡0

(𝑡)𝑥𝜀(𝑡) 

         +𝜆(𝑡)𝑔(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡), 𝑢𝜀(𝑡))]𝑑𝑡|𝜀=0 

         +
𝜕

𝜕𝜀
[𝜆(𝑡0)𝑥0]|𝜀=0 −

𝜕

𝜕𝜀
[𝜆(𝑡1)𝑥𝜀(𝑡1)]|𝜀=0 

 

 

 

 

(2.1.15) 

由圖 2-1可得知，𝑥0=0，因此可得： 

0 = ∫
𝜕

𝜕𝜀
[𝑓(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡), 𝑢𝜀(𝑡)) + 𝜆′

𝑡1

𝑡0

(𝑡)𝑥𝜀(𝑡) 

         +𝜆(𝑡)𝑔(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡), 𝑢𝜀(𝑡))]|𝜀=0𝑑𝑡 −
𝜕

𝜕𝜀
[𝜆(𝑡1)𝑥𝜀(𝑡1)]|𝜀=0 

 

(2.1.16) 

運用連鎖律運算後如下： 

0 = ∫ [𝑓𝑥

𝑡1

𝑡0

𝜕𝑥𝜀

𝜕𝜀
+ 𝑓𝑢

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝜀
+ 𝜆′(𝑡)

𝜕𝑥𝜀

𝜕𝜀
+ 𝜆(𝑡)(𝑔𝑥

𝜕𝑥𝜀

𝜕𝜀
+ 𝑔𝑢

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝜀
)]|𝜀=0𝑑𝑡 

         −𝜆(𝑡1)
𝜕𝑥𝜀(𝑡1)

𝜕𝜀
|𝜀=0 

= ∫ [(𝑓𝑥 + 𝜆′(𝑡) + 𝜆(𝑡)𝑔𝑥)
𝜕𝑥𝜀(𝑡)

𝜕𝜀
|𝜀=0 + (𝑓𝑢 + 𝜆(𝑡)𝑔𝑢)ℎ(𝑡)𝑑𝑡] 𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

 

         −𝜆(𝑡1)
𝜕𝑥𝜀(𝑡1)

𝜕𝜀
|𝜀=0 

 

 

 

 

(2.1.17) 

最終結果即為： 

0 = ∫ [(𝑓𝑥 + 𝜆′(𝑡) + 𝜆(𝑡)𝑔𝑥)
𝜕𝑥𝜀(𝑡)

𝜕𝜀
|𝜀=0 + (𝑓𝑢 + 𝜆(𝑡)𝑔𝑢)ℎ(𝑡)] 𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

 

         −𝜆(𝑡1)
𝜕𝑥𝜀(𝑡1)

𝜕𝜀
|𝜀=0 

 

(2.1.18) 
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因等號左端為 0，故希望使等號右端
𝜕𝑥𝜀(𝑡)

𝜕𝜀
之係數為 0，以選擇必要條件簡化上式，

因此選擇必要條件為： 

1. 𝑓𝑥 + 𝜆′(𝑡) + 𝜆(𝑡)𝑔𝑥 = 0(adjoint equation) 

⇒ 𝜆′(𝑡) = −[𝑓𝑥(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) + 𝜆(𝑡)𝑔𝑥(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))]  

 

(2.1.19) 

相對應之邊界條件為： 

2. 𝜆(𝑡1) = 0 (transversality condition) 

3. 2.1.17式經簡化後可得 

(2.1.20) 

 ∫ [𝑓𝑢(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) + 𝜆(𝑡)𝑔𝑢(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))ℎ(𝑡)]
𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 = 0 (2.1.21) 

由於ℎ(𝑡)為任意片段連續函數，故令 

 ℎ(𝑡) = 𝑓𝑢(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) + 𝜆(𝑡)𝑔𝑢(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) (2.1.22) 

代入 2.1.20式可得 

 ∫ [𝑓𝑢(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) + 𝜆(𝑡)𝑔𝑢(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))]
2

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 = 0 (2.1.23) 

並取： 

 𝑓𝑢(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) + 𝜆(𝑡)𝑔𝑢(𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)) = 0  , 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1 (2.1.24) 

即為必要條件 optimality condition。 

上述推導之方程式，即為最佳化問題必須滿足之必要條件。然而，求解最佳化

問題時，不需重新推導上述方程再進行運算。事實上，我們能將必要條件以

Hamiltonian 𝐻形式來表示[14]。其定義為： 

 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜆) = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) + 𝜆𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢) 

= 被積分函數+ 𝑎𝑑𝑗𝑜𝑖𝑛𝑡 ∗系統方程之𝑅𝐻𝑆 

 

(2.1.25) 

必要條件之 Hamiltonian形式為： 

𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0 at 𝑢∗ ⇒ 𝑓𝑢 + 𝜆𝑔𝑢 = 0 (optimality condition), (2.1.26) 

𝜆′ = −
𝜕𝐻

𝜕𝑥
⇒ 𝜆′ = −(𝑓𝑥 + 𝜆𝑔𝑥) (adjoint equation), (2.1.27) 
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𝜆(𝑡1) = 0 (transversality condition). (2.1.28) 

以及系統狀態方程： 

 𝑥′ = 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢) =
𝜕𝐻

𝜕𝜆
, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 

(2.1.29) 

 

2.1.4 求解問題步驟 

我們能將最佳化問題視為求解兩未知數：𝑢∗及𝑥∗，藉由引入類似於拉格朗日乘

數(Lagrange multiplier)之伴隨變量 𝜆，將欲求解之系統微分方程連結至目標函數上，

以下概述如何利用此方法求解最佳化之問題[14]。 

1. 寫出問題之 Hamiltonian 

 max
𝑢

∫ 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

 

 subject to    𝑥′(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜆) = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) + 𝜆𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢) 

 

 

(2.1.30) 

2. 寫出必要條件之 Hamiltonian 形式：optimality condition、adjoint equation、

transversality condition。 

3. 利用 optimality condition 𝐻𝑢 = 0 求解出𝑢∗(此時為𝑥和𝜆表達式，不為最後

結果)。 

4. 將𝑢∗帶入𝑥′及𝜆′之微分方程，利用系統給定之邊界條件及必要條件聯立求

解，求解後以最佳控制表達式表達結果(𝑥∗、𝜆)。 

5. 將𝑥∗及𝜆帶回𝑢∗後，即為最佳控制問題之解。 

求解出最佳控制問題後，求解出之𝑥∗及𝑢∗即為該問題之最佳控制系統。 
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2.2 最佳化原則 

最佳化原則(Principle of Optimality)[18]為一決策理論及動態規劃的方法，表示

最佳解是由最佳子解所組成，也就是說，每一決策，都必須是最佳決策，才能得到

最終的最佳策略。因此，最佳化原則為動態規劃法的核心原則。以下利用貪婪演算

法(greedy algorithms)例子[19]及最佳控制問題證明最佳化原則之特點。 

如圖 2-2所示，數字意義代表從一節點至另一節點之距離長短。以 A 為起點，

J 為終點，目標為在過程中所需距離為最短。若未應用最佳化原則，希望以最短距

離抵達終點 J，以 A為起點，其中路程經過 B、F、I 最後至 J。所選擇之路線，皆

為當下最佳路線，經過距離為 17。此路線在每個節點上做出當前的最佳選擇，但

並未考慮到後續的節點路線可能導致整體的路線為更佳。以下將敘述若使用最佳

化原則，把整體結果考慮至每一步驟之結果。 

 

 

 

圖 2-2貪婪演算法示意圖[19] 
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圖 2-3貪婪演算法示意圖[19] 

 

如圖 2-3所示，令𝐾(𝑋)為節點𝑋到達 J 所需之最短距離，並以節點末端 J 開始，

沿著編號①、②、③、④、⑤依序向左討論。 

① 𝐾(J)= 0 

② 𝐾(H)= 4 , 𝐾(I)= 5 

③ 𝐾(E) = 𝑚𝑖𝑛{2 + 𝐾(H), 5 + 𝐾(I)} = 6 , 𝐾(F) = 𝑚𝑖𝑛{7 + 𝐾(H), 4 + 𝐾(I)} = 9 , 

𝐾(G) = 𝑚𝑖𝑛{4 + 𝐾(H), 4 + 𝐾(I)} = 8 

④ 𝐾(B) = 𝑚𝑖𝑛{8 + 𝐾(E), 5 + 𝐾(F), 7 + 𝐾(G)} = 14 , 𝐾(C) = 𝑚𝑖𝑛{4 + 𝐾(E), 3 +

𝐾(F), 5 + 𝐾(G)} = 10 , 𝐾(D) = 𝑚𝑖𝑛{5 + 𝐾(E), 2 + 𝐾(F), 6 + 𝐾(G)} = 11 

⑤ 𝐾(A) = 𝑚𝑖𝑛{3 + 𝐾(B), 5 + 𝐾(C), 4 + 𝐾(D)} = 15 

由結果可得知，實際上 A至 J 最短之距離為 A-D-E-H-J 及 A-D-F-I-J 兩路線，即為

最佳路線，距離為 15，結果較先前路線 A-B-F-I-J 距離還少，由此二示例可證，若

追求一系統之最佳策略，利用最佳化原則能確保每個子策略皆為最佳，並避免後續

步驟帶來的潛在風險，而非關注當前的最佳選擇，無法顧慮全局，故最佳化原則在

進行決策中扮演著不可或缺的角色。接下來利用最佳控制問題進行進一步實際舉
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例[14]。 

考慮一目標函數： 

 min
𝑢

∫ [𝑥(𝑡) +
1

2
𝑢2(𝑡)]𝑑𝑡

2

0

 

subject to  𝑥′(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑢(𝑡) , 𝑥(0) =
1

2
𝑒2 − 1 

 

(2.2.1) 

Hamiltonian 為： 

 𝐻 = 𝑥 +
1

2
𝑢2 + 𝜆(𝑥 + 𝑢) 

(2.2.3) 

必要條件為： 

1. 0 =
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 𝑢 + 𝜆 at 𝑢∗ ⇒ 𝑢∗ = −𝜆 (optimality condition) (2.2.4) 

2. 𝜆′ = −
𝜕𝐻

𝜕𝑥
= −(1 + 𝜆) (adjoint equation) (2.2.5) 

3. 𝜆(2) = 0 (transversality condition) (2.2.6) 

由 adjoint equation 及 transversality condition 可得𝜆(𝑡)為： 

 𝜆(𝑡) = 𝑒2−𝑡 − 1 (2.2.7) 

將上式帶回 optimality condition可得最佳化控制： 

 𝑢∗ = −𝜆 = 1 − 𝑒2−𝑡 (2.2.8) 

即可得相對應之狀態方程： 

 𝑥∗ =
1

2
𝑒2−𝑡 − 1 

(2.2.9) 

此問題結果得出後，考慮同一問題，將時間區間改為[1,2]，即： 

 

 min
𝑢

∫ [𝑥(𝑡) +
1

2
𝑢2(𝑡)]𝑑𝑡

2

1

 

subject to  𝑥′(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑢(𝑡) , 𝑥(1) =
1

2
𝑒 − 1 

 

(2.2.10) 

Hamiltonian 為： 

 𝐻 = 𝑥 +
1

2
𝑢2 + 𝜆(𝑥 + 𝑢) 

(2.2.11) 
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必要條件為： 

1. 0 =
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 𝑢 + 𝜆 at 𝑢∗ ⇒ 𝑢∗ = −𝜆 (optimality condition) (2.2.12) 

2. 𝜆′ = −
𝜕𝐻

𝜕𝑥
= −(1 + 𝜆) (adjoint equation) (2.2.13) 

3. 𝜆(2) = 0 (transversality condition) (2.2.14) 

 

由 adjoint equation 及 transversality condition 可得： 

 𝜆(𝑡) = 𝑒2−𝑡 − 1 (2.2.15) 

將上式帶回 optimality condition可得最佳化控制： 

 𝑢∗ = −𝜆 = 1 − 𝑒2−𝑡 (2.2.16) 

即可得相對應之狀態方程： 

 𝑥∗ =
1

2
𝑒2−𝑡 − 1 

(2.2.17) 

 

由此問題能得知，因時間終端始終保持不變，所以無論時間間隔多長，Hamiltonian

皆為相同，必要條件保持不變，故最佳控制系統即為相同。再一次考慮同一問題，

並將時間區間設置為[0,1]進行討論： 

 

 min
𝑢

∫ [𝑥(𝑡) +
1

2
𝑢2(𝑡)]𝑑𝑡

1

0

 

subject to  𝑥′(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑢(𝑡) , 𝑥(0) =
1

2
𝑒2 − 1 

 

(2.2.18) 

Hamiltonian 為： 

 𝐻 = 𝑥 +
1

2
𝑢2 + 𝜆(𝑥 + 𝑢) 

(2.2.19) 

由於被積分函數及系統動態方程與前兩問題相同，因此 Hamiltonian保持不變，以

致於必要條件中之 optimality condition 及 adjoint equation也不會改變。然而，因終

端時間改變了，故 transversality condition 在此問題中也會改變。因此，必要條件變
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為： 

1. 0 =
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 𝑢 + 𝜆 at 𝑢∗ ⇒ 𝑢∗ = −𝜆 (optimality condition) (2.2.20) 

2. 𝜆′ = −
𝜕𝐻

𝜕𝑥
= −(1 + 𝜆) (adjoint equation) (2.2.21) 

3. 𝜆(1) = 0 (transversality condition) (2.2.22) 

可得： 

 𝜆′ = −
𝜕𝐻

𝜕𝑥
= −(1 + 𝜆), 𝜆(1) = 0 ⇒ 𝜆(𝑡) = 𝑒1−𝑡 − 1 

(2.2.23) 

最佳控制為： 

 𝑢∗(𝑡) = −𝜆(𝑡) = 1 − 𝑒1−𝑡 (2.2.24) 

以及相對應之最佳狀態為： 

 𝑥∗(𝑡) =
1

2
𝑒1−𝑡 +

1

2
(𝑒2 − 𝑒)𝑒𝑡 − 1 

(2.2.25) 

 

由此三例可得出結論，在決策系統中，若已制定出最佳策略，由最佳化原則可

知，其子策略也必為最佳策略，所以任意更改決策之起始時間，並不影響整體之最

佳決策。反之，若已制定出最佳策略，當決策系統之終端時間發生變化時，由最佳

化原則可得，需要重新計算出新的最佳決策，以確保新的終端時間下，能使系統以

最佳之方式運作[14]。 
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2.3 回報項 

在特定狀況下，希望在特定時間點裡，最大化或最小化系統狀態，特別是時間

區間之末端，例如：希望在癌症模型中之終端時間最小化腫瘤細胞、希望流行病模

型最後時刻最小化感染個體數量，因此，在目標函數中引入𝜑(𝑥(𝑡1))，來達成此目

的[14]。其中𝜑(𝑥(𝑡1))被稱為回報項(Payoff term)。加入回報項後，最大化目標函數

形式為： 

 max
𝑢

[𝜑(𝑥(𝑡1)) + ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

] 

   subject to 𝑥′ = 𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 

 

(2.3.1) 

為了取得此情況下目標函數之必要條件，將與 2.1.3節相似方式推導。考慮圖

2-1為一最佳化系統及未最佳化之系統。假設一片段連續之最佳控制𝑢∗及相對應最

佳化狀態𝑥∗存在，對於所有以𝑢為控制之目標函數來說，目標函數之範圍為𝐽(𝑢) ≤

𝐽(𝑢∗) < ∞。ℎ(𝑡)為一任意片段連續函數，及𝜀為常數，令一任意控制𝑢𝜀(𝑡)為： 

 𝑢𝜀(𝑡) = 𝑢∗(𝑡) + 𝜀ℎ(𝑡) (2.3.2) 

再令𝑥𝜀(𝑡)為𝑢𝜀(𝑡)相對應之狀態，且滿足： 

 𝑑

𝑑𝑡
𝑥𝜀 = 𝑔(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡), 𝑢𝜀(𝑡)) 

(2.3.3) 

因狀態之軌跡皆由相同起始點開始(圖)，故可得𝑥𝜀(𝑡0) = 𝑥(𝑡0)。當𝜀 → 0時，可得

𝑢𝜀(𝑡) → 𝑢∗(𝑡)。再者，也可以得知： 

 ℎ(𝑡) =
𝜕𝑢𝜀(𝑡)

𝜕𝜀
|

𝜀=0
 (2.3.4) 

存在於每個時間點𝑡。同樣地，當𝜀 → 0時，因𝑢𝜀(𝑡) → 𝑢∗(𝑡)存在於𝑔，故可得： 

 𝑥𝜀(𝑡) → 𝑥∗(𝑡) (2.3.5) 

存在於每個時間點𝑡。再由上述關係，可得導數關係為： 

 𝜕𝑥𝜀(𝑡)

𝜕𝜀
|

𝜀=0
 (2.3.6) 

存在於每個時間點𝑡。此關係的實際數值對於此證明過程不重要，僅需得知存在即
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可。以𝑢𝜀為控制之目標函數為： 

 𝐽(𝑢𝜀) = ∫ [𝑓(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡), 𝑢𝜀(𝑡))
𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 + 𝜑(𝑥𝜀(𝑡1))]𝑑𝑡 (2.3.7) 

設𝜆(𝑡)為一片段可微分之函數在[𝑡0, 𝑡1]，藉由微積分基本定理可得： 

 ∫
𝑑

𝑑𝑡
[𝜆(𝑡)𝑥𝜀(𝑡)]

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 = 𝜆(𝑡1)𝑥𝜀(𝑡1) − 𝜆(𝑡0)𝑥𝜀(𝑡0) (2.3.8) 

移項可得： 

 ∫
𝑑

𝑑𝑡
[𝜆(𝑡)𝑥𝜀(𝑡)]

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 − 𝜆(𝑡1)𝑥𝜀(𝑡1) + 𝜆(𝑡0)𝑥𝜀(𝑡0) = 0 (2.3.9) 

將 2.3.7式與 2.3.9式相加： 

𝐽(𝑢𝜀) = ∫ [𝑓(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡), 𝑢𝜀(𝑡)) +
𝑑

𝑑𝑡
(𝜆(𝑡)𝑥𝜀(𝑡))

𝑡1

𝑡0

]𝑑𝑡 + 𝜑(𝑥𝜀(𝑡1)) 

                +𝜆(𝑡0)𝑥𝜀(𝑡0) − 𝜆(𝑡1)𝑥𝜀(𝑡1) 

= ∫ [𝑓(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡), 𝑢𝜀(𝑡)) + 𝜆′𝑥𝜀(𝑡) + 𝜆𝑔(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡), 𝑢𝜀(𝑡))]𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

 

                +𝜑(𝑥𝜀(𝑡1)) + 𝜆(𝑡0)𝑥0 − 𝜆(𝑡1)𝑥𝜀(𝑡1) 

 

 

 

 

(2.3.10) 

因𝐽之最大值發生在當控制𝑢為𝑢∗時，故𝐽(𝑢𝜀)於𝜀之導數為0，即： 

0 =
𝑑

𝑑𝜀
𝐽(𝑢𝜀)|

𝜀=0
 

= ∫
𝜕

𝜕𝜀
[𝑓(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡), 𝑢𝜀(𝑡)) + 𝜆′𝑥𝜀(𝑡) + 𝜆𝑔(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡), 𝑢𝜀(𝑡))]|𝜀=0𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

 

         +
𝜕

𝜕𝜀
[𝜆(𝑡0)𝑥0]|𝜀=0 −

𝜕

𝜕𝜀
[𝜆(𝑡1)𝑥𝜀(𝑡1)]|𝜀=0 +

𝜕

𝜕𝜀
[𝜑(𝑥𝜀(𝑡1))]|𝜀=0 

 

 

 

(2.3.11) 

運用連鎖律運算，並將𝑥0 = 0帶入： 

0 = ∫ [𝑓𝑥

𝜕𝑥𝜀

𝜕𝜀
+ 𝑓𝑢

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝜀
+ 𝜆′

𝜕𝑥𝜀

𝜕𝜀
+ 𝜆 (𝑔𝑥

𝜕𝑥𝜀

𝜕𝜀
+ 𝑔𝑢

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝜀
)]

𝑡1

𝑡0

|𝜀=0𝑑𝑡 

         +
𝜕

𝜕𝜀
[−𝜆(𝑡1)𝑥𝜀(𝑡1) + 𝜑(𝑥𝜀(𝑡1))]|𝜀=0 

= ∫ [𝑓𝑥

𝜕𝑥𝜀

𝜕𝜀
+ 𝑓𝑢

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝜀
+ 𝜆′

𝜕𝑥𝜀

𝜕𝜀
+ 𝜆 (𝑔𝑥

𝜕𝑥𝜀

𝜕𝜀
+ 𝑔𝑢

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝜀
)]

𝑡1

𝑡0

|𝜀=0𝑑𝑡 

         +
𝜕𝑥𝜀

𝜕𝜀
[−𝜆(𝑡1) + 𝜑′(𝑥𝜀(𝑡1))]|𝜀=0 

 

 

 

 

(2.3.12) 

最終結果即為： 
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0 = ∫ [(𝑓𝑥 + 𝜆′(𝑡) + 𝜆(𝑡)𝑔𝑥)
𝜕𝑥𝜀

𝜕𝜀
|𝜀=0 + (𝑓𝑢 + 𝜆(𝑡)𝑔𝑢)ℎ(𝑡)] 𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

 

         +
𝜕𝑥𝜀

𝜕𝜀
[−𝜆(𝑡) + 𝜑′(𝑥𝜀(𝑡1))]|𝜀=0 

 

(2.3.13) 

與 2.1.3節相同運算方式可得必要條件為： 

1. 𝜆′(𝑡) = −[𝑓𝑥(𝑡, 𝑥∗, 𝑢∗) + 𝑔𝑥(𝑡, 𝑥∗, 𝑢∗)] (adjoint equation) (2.3.14) 

2. 𝑓𝑢 + 𝜆𝑔𝑢 = 0 ,  𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1 (optimality condition) (2.3.15) 

3. 𝜆(𝑡1) = 𝜑′(𝑥∗(𝑡1)) (transversality condition) (2.3.16) 

由推導結果可得，在目標函數加入 Payoff term 後，其對應之必要條件中，僅

transversality condition改變。 
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第三章 研究方法 

3.1 肌肉持續施力之數學模型 

3.1.1 數學模型背景與機制 

本研究採用了Jing Z. Liu等人於2001年提出的數學模型作為研究方法的基礎

[20]。該數學模型建立在大腦長期自主施力（voluntary brain effort），促使肌肉產生

力量的生物物理學原理(Biophysical Principles)，並預測了肌肉在長時間活動、疲勞

和恢復過程中力量的變化。該模型將大腦和肌肉建立起連結，利用大腦的自主施力

作為輸入變量來控制肌肉的活動。另外，此數學模型是假設大腦自主施力為定值的

條件下進行研究，透過對健康的人類受試者進行3分鐘持續最大自主握力收縮實

驗，實驗結果證實了該數學模型針對肌肉最大力量產生的可能性推斷，並且指出在

最大自主施力下，只能達到真實最大力量的97%[20]。 

肌肉是由肌纖維所組成，且肌肉在活動時所產生之力量和活動，是由神經系統

命令肌肉纖維收縮所而產生[21][22]，然而，肌肉持續不斷收縮時，肌肉會因為受

到疲勞作用及神經系統恢復作用使肌肉力量受到影響[8][23-25]。 

肌肉在運動系統中，基本功能單位稱為運動單元(motor units)，是由運動神經

元及其控制的肌肉纖維組成，運動單元的活動數量決定了肌肉之力量及疲勞程度

[26]。運動神經元為主要將神經系統訊息傳至肌肉[27]，使肌肉纖維能受到控制。

此外，肌肉纖維與運動神經元有相同代謝模式，因此當受到刺激而啟動時，兩者會

表現出相同行為。 
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圖 3-1 人類神經系統與肌肉示意圖[20] 

 

圖 3-2 動作電位圖[20] 

 

如圖 3-1所表示，肌肉是由運動單元組成，每一個運動單元皆包含運動神經元

及其控制之肌肉纖維。為了使肌肉產生活動，大腦透過脊髓和周圍神經向肌肉下達

指令，這樣的指令就稱為自主施力（Voluntary effort），指令以電脈衝方式將大腦指

令傳輸至運動神經元，若命令超過閾值(threshold)，將會觸發運動單元之動作電位

[28][29]，在運動單元中觸發動作電位後，該運動單元中所有肌纖維將同步收縮，

我們就會將此運動單元視為啟動。值得關注的是，電脈衝引起的刺激需達到足夠的

強度才會引發動作電位，使肌肉活動，若刺激未達所需程度，則不會觸發動作電位，
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也不會使運動單元啟動。 

當肌肉長時間持續收縮時，大腦將不斷加強指令強度，在此情況下，一連串的

動作電位被連續激發，並且不斷刺激運動單元，如圖 3-2所示。由於被刺激一段時

間後，被刺激的運動單元會因氧氣及糖原供應不足，血液及肌肉中乳酸水平升高等

因素而開始產生疲勞[28][30]，當疲勞發生時，運動單元的放電傾向將逐漸降低[6]。

當疲勞持續累積，運動單元最終達到閾值，若進一步超越此閾值，運動單元將無法

再被啟動，變得完全疲勞[23][24][28][30]。 

當產生力並且維持強度時，肌肉中的運動單元會逐漸被募集，其中一部分運動

單元率先被啟動，然而，當這些肌肉感到疲勞時，就需要從運動單元庫中募集更多

運動單元，以補足因疲勞造成的力量損失，同時，受到疲勞的運動單元開始恢復功

能。對於施力要求極低的任務來說，疲勞不會累積，肌肉能輕易地完成任務，但對

於施力要求很高的任務來說，例如：執行持續最大自主收縮(Maximal Voluntary 

Contraction)[7][31]，肌肉的恢復無法快速的抵銷疲勞效應，因此，在此狀況下持續

施力，運動單元將產生疲勞而無法再被啟動，而使肌肉完全疲勞，無法產生力量

[32]。綜合以上所述，我們可以將在活動中的肌肉，其運動單元劃分成三類：正在

活動、已疲勞、靜止。在下節中，將這三類運動單元的行為，透過數學模型描述。 
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3.1.2 數學模型建立 

如圖 3-3 所示，𝑀0代表肌肉在活動中，運動單元之總數，𝑀𝐴為正在活動的運

動單元數量，𝑀𝐹為活動一段時間後，已疲勞的運動單元數量，𝑀𝑢𝑐為尚未被驅動的

運動單元數量，即靜止之數量。𝑀𝐴、𝑀𝐹、𝑀𝑢𝑐皆為時間之函數，在初始時間(𝑡 = 0)

時皆處於靜止狀態。因此，當𝑡 = 0時，𝑀𝐴 = 0, 𝑀𝐹 = 0, 𝑀𝑢𝑐 = 𝑀0。 

在此模型中，大腦下達指令之行為即對運動單元之刺激，為激發肌肉活動之驅

動力，由𝐵表示。𝐵描述了運動單元被刺激後進入活動狀態之速率。另外，肌肉之

疲勞效應由𝐹表示，而恢復效應由𝑅表示。𝐹描述正在活動之運動單元進入疲勞狀態

之速率，𝑅描述已疲勞運動單元由疲勞狀態恢復之速率。因此，隨著𝐹值越大表示

疲勞效應越大，同理，𝑅值越大，表示疲勞恢復的越快。然而，由於𝐵、𝐹、𝑅之數

值可以根據不同受測者之身體條件，有不同測量結果。 

 

 

圖 3-3 三組運動單元及其動態關係，其中箭頭方向表示作用方向[20] 
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由圖 3-3可將其關係寫成數學動態方程： 

 𝑑𝑀𝐴

𝑑𝑡
= 𝐵．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹 , (3.1.1) 

 𝑑𝑀𝐹

𝑑𝑡
= 𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹 , (3.1.2) 

 𝑀𝑢𝑐(𝑡) = 𝑀0 − 𝑀𝐴(𝑡) − 𝑀𝐹(𝑡). (3.1.3) 

以及相對應之初始條件為： 

 𝑀𝐴(0) = 0, (3.1.4) 

 𝑀𝐹(0) = 0, (3.1.5) 

 𝑀𝑢𝑐(0) = 𝑀0. (3.1.6) 

上述三微分方程及對應初始條件，即描述了肌肉中運動單元在活動、疲勞、恢復時

之行為。在一般形式中，大腦下達命令為時間之函數，即𝐵(𝑡)，其值取決於實際情

況變化。在 Jing Z. Liu等人研究中，將𝐵設置為常數，應用在此數學模型中進行研

究[20]。 

在本研究中，為了探討在應用最佳控制理論下，持續施力之系統，大腦之命令

會有如何的最佳策略，因此將𝐵設置為時間函數𝑢(𝑡)作為控制項，如表 3-1[20]。另

外，也將運動單元總數𝑀0正規化，設置為 100(%)。最後，應用於本研究之𝐹、𝑅之

參數為 Jing Z. Liu 等人研究中，受試者之平均結果，如表 3-1[20]。故本研究之數

學模型為： 

 𝑑𝑀𝐴

𝑑𝑡
= 𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹 , (3.1.7) 

 𝑑𝑀𝐹

𝑑𝑡
= 𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹 , (3.1.8) 

 𝑀𝑢𝑐(𝑡) = 𝑀0 − 𝑀𝐴(𝑡) − 𝑀𝐹(𝑡). (3.1.9) 

以及相對應之初始條件為： 

 𝑀𝐴(0) = 0, (3.1.10) 

 𝑀𝐹(0) = 0, (3.1.11) 
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 𝑀𝑢𝑐(0) = 100. (3.1.12) 

本研究之數學模型中之數學符號意義為：𝑀𝐴(𝑡)為活動中之運動單元數量、𝑀𝐹(𝑡)為

已疲勞之運動單元數量、𝑀𝑢𝑐(𝑡)為靜止之運動單元數量、𝑀0為運動單元總數、𝑢(𝑡)

為大腦刺激運動單元進入活動狀態之速率、𝐹為活動中之運動單元進入疲勞狀態之

速率、𝑅為已疲勞運動單元由疲勞狀態恢復成可活動狀態之速率。值得注意的是，

這裡所描述的運動單元數量為正規化之結果，因此單位由百分比(%)表示。此外，

如 3.1.1節所敘述，肌肉之施力大小和疲勞程度會取決於運動單元之活動數量[26]，

故𝑀𝐴(𝑡)和𝑀𝐹(𝑡)會正比於肌肉之施力大小以及肌肉疲勞程度。 

 

表 3-1 參數𝐵、𝐹、𝑅及其單位[20] 

參數 𝐵 𝐹 𝑅 

本研究設定值 𝑢(𝑡) 0.0206 0.0084 

單位 
1

𝑠
 

1

𝑠
 

1

𝑠
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3.2 目標函數建立 

在本節中，利用 3.1 節所介紹之數學模型，建立了三個目標函數，考慮在 30

秒內，肌肉在持續施力過程中最佳的施力方式，提供了不同的角度和觀點，以幫助

制定最佳的肌肉施力策略，分別為： 

1. 目標函數一： 

 max
𝑢

∫ (𝑀𝐴 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 (3.2.1) 

目標函數一考慮肌肉施力和大腦命令強度，以達到最大化施力並最小化大腦

給予肌肉的命令程度。目的是追求最大化肌肉施力的能力，提供最大的力量輸出，

同時也希望大腦對肌肉的命令程度能最小化，以降低大腦的負荷。 

2. 目標函數二： 

 max
𝑢

∫ (𝑀𝐴 − 𝑀𝐹 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 (3.2.2) 

目標函數二希望能最大化肌肉施力強度，並且最小化肌肉疲勞程度和大腦命

命令強度，與目標函數一相比，目標函數二把肌肉疲勞程度多考慮進策略內，意味

著在制定策略時更注重肌肉產生之疲勞，以平衡肌肉施力與疲勞之關係。 

3. 目標函數三： 

 max
𝑢

∫ (−𝑀𝐹 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 (3.2.3) 

目標函數三與前兩者相比，僅希望最小化肌肉疲勞程度及大腦命令強度，而不

考慮肌肉之施力大小。這樣的目標函數設計傾向於減少肌肉疲勞和大腦命令強度，

而不是追求最大化肌肉施力，更關注在肌肉活動過程中如何減少疲勞的累積和減

輕大腦的負荷，以提高肌肉持久力和運動效能。 

同時，本研究也將目標函數中各項加入權重常數進行變化，以觀察每項重要性

帶來的影響。設定權重常數，可以調整每個函數在最佳化過程中的相對重要性，找

到適合的最佳化結果。故加入權重常數之目標函數為： 
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目標函數一： 

 max
𝑢

∫ (2𝑀𝐴 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 (3.2.4) 

及 

 max
𝑢

∫ (𝑀𝐴 − 2𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 (3.2.5) 

目標函數二： 

 max
𝑢

∫ (2𝑀𝐴 − 𝑀𝐹 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 (3.2.6) 

和 

 max
𝑢

∫ (𝑀𝐴 − 2𝑀𝐹 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 (3.2.7) 

以及 

 max
𝑢

∫ (𝑀𝐴 − 𝑀𝐹 − 2𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 (3.2.8) 

最後，將目標函數三設置為： 

 max
𝑢

∫ (−2𝑀𝐹 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 (3.2.9) 

及 

 max
𝑢

∫ (−𝑀𝐹 − 2𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 (3.2.10) 

上述即為三組目標函數加入權重常數之形式。 

 

3.3 最佳控制理論分析 

透過在第 3.2 節中建立的目標函數，以及在第 3.1.2 節中描述的肌肉持續施力

的動態方程式，我們即可應用最佳控制理論進行分析，分析後之數值解結果是藉由

MATLAB 計算出。 
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3.3.1 目標函數一 

(1)  

 
max

𝑢
∫ (𝑀𝐴 − 𝑢2)𝑑𝑡

30

0

 

subject to    𝑀𝐴
′ (𝑡) = 𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝐹
′ (𝑡) = 𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝑢𝑐(𝑡) = 𝑀0 − 𝑀𝐴(𝑡) − 𝑀𝐹(𝑡). 

𝑀𝐴(0) = 0, 𝑀𝐹(0) = 0, 𝑀𝑢𝑐(0) = 𝑀0 = 100 

 

 

 

 

 

 

(3.3.1) 

Hamiltonian 𝐻為： 

 𝐻 = (𝑀𝐴 − 𝑢2) + 𝜆1[𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹] 

         +𝜆2(𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹) 

 

(3.3.2) 

必要條件為： 

1. 
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0,at 𝑢∗ ,𝑢∗ =

𝜆1

2
(𝑀0 − 𝑀𝐴 − 𝑀𝐹) (optimality condition) (3.3.3) 

2. 𝜆1
′ (𝑡) = −

𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐴
 , 𝜆2

′ (𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐹
 (adjoint equation) (3.3.4) 

3. 𝜆1(30) = 0, 𝜆2(30) = 0 (transversality condition) (3.3.5) 

將 optimality condition之結果𝑢∗帶入至系統動態方程及 adjoint equation可得微分方

程組： 

𝑀𝐴
′ (𝑡) =

21𝑀𝐹

2500
−

103𝑀𝐴

5000
+

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)2

2
 

(3.3.6) 

𝑀𝐹
′ (𝑡) =

103𝑀𝐴

5000
−

21𝑀𝐹

2500
 

(3.3.7) 

𝜆1
′ (𝑡) = −

103𝜆2

5000
− 𝜆1 [

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

2
−

103

5000
] − 1 (3.3.8) 

𝜆2
′ (𝑡) =

21𝜆2

2500
− 𝜆1[

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

2
+

21

2500
] 

(3.3.9) 

將上述微分方程組及相對應之邊界條件輸入至 MATLAB 後並帶回 optimality 

condition，即可求出最佳化結果𝑀𝐴
∗、𝑀𝐹

∗、𝑢∗之數值解結果。 
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(2)  

 max
𝑢

∫ (2𝑀𝐴 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 

subject to    𝑀𝐴
′ (𝑡) = 𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝐹
′ (𝑡) = 𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝑢𝑐(𝑡) = 𝑀0 − 𝑀𝐴(𝑡) − 𝑀𝐹(𝑡). 

𝑀𝐴(0) = 0, 𝑀𝐹(0) = 0, 𝑀𝑢𝑐(0) = 𝑀0 = 100 

 

 

 

 

(3.3.10) 

Hamiltonian 為： 

 𝐻 = (2𝑀𝐴 − 𝑢2) + 𝜆1[𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹] 

         +𝜆2(𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹) 

 

(3.3.11) 

必要條件為： 

1. 
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0,at 𝑢∗ ,𝑢∗ =

𝜆1

2
(𝑀0 − 𝑀𝐴 − 𝑀𝐹) (optimality condition) (3.3.12) 

2. 𝜆1
′ (𝑡) = −

𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐴
 , 𝜆2

′ (𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐹
 (adjoint equation) (3.3.13) 

3. 𝜆1(30) = 0, 𝜆2(30) = 0 (transversality condition) (3.3.14) 

將 optimality condition之結果𝑢∗帶入至系統動態方程及 adjoint equation可得微分方

程組： 

𝑀𝐴
′ (𝑡) =

21𝑀𝐹

2500
−

103𝑀𝐴

5000
+

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)2

2
 

(3.3.15) 

𝑀𝐹
′ (𝑡) =

103𝑀𝐴

5000
−

21𝑀𝐹

2500
 

(3.3.16) 

𝜆1
′ (𝑡) = −

103𝜆2

5000
− 𝜆1 [

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

2
−

103

5000
] − 2 (3.3.17) 

𝜆2
′ (𝑡) =

21𝜆2

2500
− 𝜆1[

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

2
+

21

2500
] 

(3.3.18) 

將上述微分方程組及相對應之邊界條件輸入至 MATLAB 後並帶回 optimality 

condition，即可求出最佳化結果𝑀𝐴
∗、𝑀𝐹

∗、𝑢∗之數值解結果。 
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(3)  

 max
𝑢

∫ (𝑀𝐴 − 2𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 

subject to    𝑀𝐴
′ (𝑡) = 𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝐹
′ (𝑡) = 𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝑢𝑐(𝑡) = 𝑀0 − 𝑀𝐴(𝑡) − 𝑀𝐹(𝑡). 

𝑀𝐴(0) = 0, 𝑀𝐹(0) = 0, 𝑀𝑢𝑐(0) = 𝑀0 = 100 

 

 

 

 

(3.3.19) 

Hamiltonian 為： 

 𝐻 = (𝑀𝐴 − 2𝑢2) + 𝜆1[𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹] 

         +𝜆2(𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹) 

 

(3.3.20) 

必要條件為： 

1. 
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0,at 𝑢∗ ,𝑢∗ =

𝜆1

4
(𝑀0 − 𝑀𝐴 − 𝑀𝐹) (optimality condition) (3.3.21) 

2. 𝜆1
′ (𝑡) = −

𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐴
 , 𝜆2

′ (𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐹
 (adjoint equation) (3.3.22) 

3. 𝜆1(30) = 0, 𝜆2(30) = 0 (transversality condition) (3.3.23) 

將 optimality condition之結果𝑢∗帶入至系統動態方程及 adjoint equation可得微分方

程組： 

𝑀𝐴
′ (𝑡) =

21𝑀𝐹

2500
−

103𝑀𝐴

5000
+

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)2

4
 

(3.3.24) 

𝑀𝐹
′ (𝑡) =

103𝑀𝐴

5000
−

21𝑀𝐹

2500
 

(3.3.25) 

𝜆1
′ (𝑡) = −

103𝜆2

5000
− 𝜆1 [

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

4
−

103

5000
] − 1 (3.3.26) 

𝜆2
′ (𝑡) =

21𝜆2

2500
− 𝜆1[

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

4
+

21

2500
] 

(3.3.27) 

將上述微分方程組及相對應之邊界條件輸入至 MATLAB 後並帶回 optimality 

condition，即可求出最佳化結果𝑀𝐴
∗、𝑀𝐹

∗、𝑢∗之數值解結果。 
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3.3.2 目標函數二 

(1)  

 max
𝑢

∫ (𝑀𝐴 − 𝑀𝐹 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 

subject to    𝑀𝐴
′ (𝑡) = 𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝐹
′ (𝑡) = 𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝑢𝑐(𝑡) = 𝑀0 − 𝑀𝐴(𝑡) − 𝑀𝐹(𝑡). 

𝑀𝐴(0) = 0, 𝑀𝐹(0) = 0, 𝑀𝑢𝑐(0) = 𝑀0 = 100 

 

 

 

 

(3.3.28) 

Hamiltonian 為： 

 𝐻 = (𝑀𝐴 − 𝑀𝐹 − 𝑢2) + 𝜆1[𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹] 

         +𝜆2(𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹) 

 

(3.3.29) 

必要條件為： 

1. 
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0,at 𝑢∗ ,𝑢∗ =

𝜆1

2
(𝑀0 − 𝑀𝐴 − 𝑀𝐹) (optimality condition) (3.3.30) 

2. 𝜆1
′ (𝑡) = −

𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐴
 , 𝜆2

′ (𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐹
 (adjoint equation) (3.3.31) 

3. 𝜆1(30) = 0, 𝜆2(30) = 0 (transversality condition) (3.3.32) 

將 optimality condition之結果𝑢∗帶入至系統動態方程及 adjoint equation可得微分方

程組： 

𝑀𝐴
′ (𝑡) =

21𝑀𝐹

2500
−

103𝑀𝐴

5000
+

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)2

2
 

(3.3.33) 

𝑀𝐹
′ (𝑡) =

103𝑀𝐴

5000
−

21𝑀𝐹

2500
 

(3.3.34) 

𝜆1
′ (𝑡) = −

103𝜆2

5000
− 𝜆1 [

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

2
−

103

5000
] − 1 (3.3.35) 

𝜆2
′ (𝑡) =

21𝜆2

2500
− 𝜆1 [

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

2
+

21

2500
] + 1 (3.3.36) 

將上述微分方程組及相對應之邊界條件輸入至 MATLAB 後並帶回 optimality 

condition，即可求出最佳化結果𝑀𝐴
∗、𝑀𝐹

∗、𝑢∗之數值解結果。 
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(2)  

 max
𝑢

∫ (2𝑀𝐴 − 𝑀𝐹 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 

subject to    𝑀𝐴
′ (𝑡) = 𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝐹
′ (𝑡) = 𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝑢𝑐(𝑡) = 𝑀0 − 𝑀𝐴(𝑡) − 𝑀𝐹(𝑡). 

𝑀𝐴(0) = 0, 𝑀𝐹(0) = 0, 𝑀𝑢𝑐(0) = 𝑀0 = 100 

 

 

 

 

(3.3.37) 

Hamiltonian 為： 

 𝐻 = (2𝑀𝐴 − 𝑀𝐹 − 𝑢2) + 𝜆1[𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹] 

         +𝜆2(𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹) 

 

(3.3.38) 

必要條件為： 

1. 
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0,at 𝑢∗ ,𝑢∗ =

𝜆1

2
(𝑀0 − 𝑀𝐴 − 𝑀𝐹) (optimality condition) (3.3.39) 

2. 𝜆1
′ (𝑡) = −

𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐴
 , 𝜆2

′ (𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐹
 (adjoint equation) (3.3.40) 

3. 𝜆1(30) = 0, 𝜆2(30) = 0 (transversality condition) (3.3.41) 

將 optimality condition之結果𝑢∗帶入至系統動態方程及 adjoint equation可得微分方

程組： 

𝑀𝐴
′ (𝑡) =

21𝑀𝐹

2500
−

103𝑀𝐴

5000
+

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)2

2
 

(3.3.42) 

𝑀𝐹
′ (𝑡) =

103𝑀𝐴

5000
−

21𝑀𝐹

2500
 

(3.3.43) 

𝜆1
′ (𝑡) = −

103𝜆2

5000
− 𝜆1 [

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

2
−

103

5000
] − 2 (3.3.44) 

𝜆2
′ (𝑡) =

21𝜆2

2500
− 𝜆1 [

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

2
+

21

2500
] + 1 (3.3.45) 

將上述微分方程組及相對應之邊界條件輸入至 MATLAB 後並帶回 optimality 

condition，即可求出最佳化結果𝑀𝐴
∗、𝑀𝐹

∗、𝑢∗之數值解結果。 
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(3)  

 max
𝑢

∫ (𝑀𝐴 − 2𝑀𝐹 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 

subject to    𝑀𝐴
′ (𝑡) = 𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝐹
′ (𝑡) = 𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝑢𝑐(𝑡) = 𝑀0 − 𝑀𝐴(𝑡) − 𝑀𝐹(𝑡). 

𝑀𝐴(0) = 0, 𝑀𝐹(0) = 0, 𝑀𝑢𝑐(0) = 𝑀0 = 100 

 

 

 

 

(3.3.46) 

Hamiltonian 為： 

 𝐻 = (𝑀𝐴 − 2𝑀𝐹 − 𝑢2) + 𝜆1[𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹] 

         +𝜆2(𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹) 

 

(3.3.47) 

必要條件為： 

1. 
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0,at 𝑢∗ ,𝑢∗ =

𝜆1

2
(𝑀0 − 𝑀𝐴 − 𝑀𝐹) (optimality condition) (3.3.48) 

2. 𝜆1
′ (𝑡) = −

𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐴
 , 𝜆2

′ (𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐹
 (adjoint equation) (3.3.49) 

3. 𝜆1(30) = 0, 𝜆2(30) = 0 (transversality condition) (3.3.50) 

將 optimality condition之結果𝑢∗帶入至系統動態方程及 adjoint equation可得微分方

程組： 

𝑀𝐴
′ (𝑡) =

21𝑀𝐹

2500
−

103𝑀𝐴

5000
+

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)2

2
 

(3.3.51) 

𝑀𝐹
′ (𝑡) =

103𝑀𝐴

5000
−

21𝑀𝐹

2500
 

(3.3.52) 

𝜆1
′ (𝑡) = −

103𝜆2

5000
− 𝜆1 [

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

2
−

103

5000
] − 1 (3.3.53) 

𝜆2
′ (𝑡) =

21𝜆2

2500
− 𝜆1 [

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

2
+

21

2500
] + 2 (3.3.54) 

將上述微分方程組及相對應之邊界條件輸入至 MATLAB 後並帶回 optimality 

condition，即可求出最佳化結果𝑀𝐴
∗、𝑀𝐹

∗、𝑢∗之數值解結果。 
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(4)  

 max
𝑢

∫ (𝑀𝐴 − 𝑀𝐹 − 2𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 

subject to    𝑀𝐴
′ (𝑡) = 𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝐹
′ (𝑡) = 𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝑢𝑐(𝑡) = 𝑀0 − 𝑀𝐴(𝑡) − 𝑀𝐹(𝑡). 

𝑀𝐴(0) = 0, 𝑀𝐹(0) = 0, 𝑀𝑢𝑐(0) = 𝑀0 = 100 

 

 

 

 

(3.3.55) 

Hamiltonian 為： 

 𝐻 = (𝑀𝐴 − 𝑀𝐹 − 2𝑢2) + 𝜆1[𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹] 

         +𝜆2(𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹) 

 

(3.3.56) 

必要條件為： 

1. 
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0,at 𝑢∗ ,𝑢∗ =

𝜆1

4
(𝑀0 − 𝑀𝐴 − 𝑀𝐹) (optimality condition) (3.3.57) 

2. 𝜆1
′ (𝑡) = −

𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐴
 , 𝜆2

′ (𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐹
 (adjoint equation) (3.3.58) 

3. 𝜆1(30) = 0, 𝜆2(30) = 0 (transversality condition) (3.3.59) 

將 optimality condition之結果𝑢∗帶入至系統動態方程及 adjoint equation可得微分方

程組： 

𝑀𝐴
′ (𝑡) =

21𝑀𝐹

2500
−

103𝑀𝐴

5000
+

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)2

4
 

(3.3.60) 

𝑀𝐹
′ (𝑡) =

103𝑀𝐴

5000
−

21𝑀𝐹

2500
 

(3.3.61) 

𝜆1
′ (𝑡) = −

103𝜆2

5000
− 𝜆1 [

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

4
−

103

5000
] − 1 (3.3.62) 

𝜆2
′ (𝑡) =

21𝜆2

2500
− 𝜆1 [

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

4
+

21

2500
] + 1 (3.3.63) 

將上述微分方程組及相對應之邊界條件輸入至 MATLAB 後並帶回 optimality 

condition，即可求出最佳化結果𝑀𝐴
∗、𝑀𝐹

∗、𝑢∗之數值解結果。 
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3.3.3 目標函數三 

(1)  

 max
𝑢

∫ (−𝑀𝐹 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 

subject to    𝑀𝐴
′ (𝑡) = 𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝐹
′ (𝑡) = 𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝑢𝑐(𝑡) = 𝑀0 − 𝑀𝐴(𝑡) − 𝑀𝐹(𝑡). 

𝑀𝐴(0) = 0, 𝑀𝐹(0) = 0, 𝑀𝑢𝑐(0) = 𝑀0 = 100 

 

 

 

 

(3.3.64) 

Hamiltonian 為： 

 𝐻 = (−𝑀𝐹 − 𝑢2) + 𝜆1[𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹] 

         +𝜆2(𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹) 

 

(3.3.65) 

必要條件為： 

1. 
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0,at 𝑢∗ ,𝑢∗ =

𝜆1

2
(𝑀0 − 𝑀𝐴 − 𝑀𝐹) (optimality condition) (3.3.66) 

2. 𝜆1
′ (𝑡) = −

𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐴
 , 𝜆2

′ (𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐹
 (adjoint equation) (3.3.67) 

3. 𝜆1(30) = 0, 𝜆2(30) = 0 (transversality condition) (3.3.68) 

將 optimality condition之結果𝑢∗帶入至系統動態方程及 adjoint equation可得微分方

程組： 

𝑀𝐴
′ (𝑡) =

21𝑀𝐹

2500
−

103𝑀𝐴

5000
+

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)2

2
 

(3.3.69) 

𝑀𝐹
′ (𝑡) =

103𝑀𝐴

5000
−

21𝑀𝐹

2500
 

(3.3.70) 

𝜆1
′ (𝑡) = −

103𝜆2

5000
− 𝜆1 [

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

2
−

103

5000
] (3.3.71) 

𝜆2
′ (𝑡) =

21𝜆2

2500
− 𝜆1 [

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

2
+

21

2500
] + 1 (3.3.72) 

將上述微分方程組及相對應之邊界條件輸入至 MATLAB 後並帶回 optimality 

condition，即可求出最佳化結果𝑀𝐴
∗、𝑀𝐹

∗、𝑢∗之數值解結果。 
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(2)  

 max
𝑢

∫ (−2𝑀𝐹 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 

subject to    𝑀𝐴
′ (𝑡) = 𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝐹
′ (𝑡) = 𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝑢𝑐(𝑡) = 𝑀0 − 𝑀𝐴(𝑡) − 𝑀𝐹(𝑡). 

𝑀𝐴(0) = 0, 𝑀𝐹(0) = 0, 𝑀𝑢𝑐(0) = 𝑀0 = 100 

 

 

 

 

(3.3.73) 

Hamiltonian 為： 

 𝐻 = (−2𝑀𝐹 − 𝑢2) + 𝜆1[𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹] 

         +𝜆2(𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹) 

 

(3.3.74) 

必要條件為： 

1. 
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0,at 𝑢∗ ,𝑢∗ =

𝜆1

2
(𝑀0 − 𝑀𝐴 − 𝑀𝐹) (optimality condition) (3.3.75) 

2. 𝜆1
′ (𝑡) = −

𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐴
 , 𝜆2

′ (𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐹
 (adjoint equation) (3.3.76) 

3. 𝜆1(30) = 0, 𝜆2(30) = 0 (transversality condition) (3.3.77) 

將 optimality condition之結果𝑢∗帶入至系統動態方程及 adjoint equation可得微分方

程組： 

𝑀𝐴
′ (𝑡) =

21𝑀𝐹

2500
−

103𝑀𝐴

5000
+

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)2

2
 

(3.3.78) 

𝑀𝐹
′ (𝑡) =

103𝑀𝐴

5000
−

21𝑀𝐹

2500
 

(3.3.79) 

𝜆1
′ (𝑡) = −

103𝜆2

5000
− 𝜆1 [

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

2
−

103

5000
] (3.3.80) 

𝜆2
′ (𝑡) =

21𝜆2

2500
− 𝜆1 [

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

2
+

21

2500
] + 2 (3.3.81) 

將上述微分方程組及相對應之邊界條件輸入至 MATLAB 後並帶回 optimality 

condition，即可求出最佳化結果𝑀𝐴
∗、𝑀𝐹

∗、𝑢∗之數值解結果。 
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(3)  

 max
𝑢

∫ (−𝑀𝐹 − 2𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 

subject to    𝑀𝐴
′ (𝑡) = 𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝐹
′ (𝑡) = 𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹 , 

𝑀𝑢𝑐(𝑡) = 𝑀0 − 𝑀𝐴(𝑡) − 𝑀𝐹(𝑡). 

𝑀𝐴(0) = 0, 𝑀𝐹(0) = 0, 𝑀𝑢𝑐(0) = 𝑀0 = 100 

 

 

 

 

(3.3.82) 

Hamiltonian 為： 

 𝐻 = (−𝑀𝐹 − 2𝑢2) + 𝜆1[𝑢(𝑡)．𝑀𝑢𝑐 − 𝐹．𝑀𝐴 + 𝑅．𝑀𝐹] 

         +𝜆2(𝐹．𝑀𝐴 − 𝑅．𝑀𝐹) 

 

(3.3.83) 

必要條件： 

1. 
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0,at 𝑢∗ ,𝑢∗ =

𝜆1

4
(𝑀0 − 𝑀𝐴 − 𝑀𝐹) (optimality condition) (3.3.84) 

2. 𝜆1
′ (𝑡) = −

𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐴
 , 𝜆2

′ (𝑡) = −
𝜕𝐻

𝜕𝑀𝐹
 (adjoint equation) (3.3.85) 

3. 𝜆1(30) = 0, 𝜆2(30) = 0 (transversality condition) (3.3.86) 

將 optimality condition之結果𝑢∗帶入至系統動態方程及 adjoint equation可得微分方

程組： 

𝑀𝐴
′ (𝑡) =

21𝑀𝐹

2500
−

103𝑀𝐴

5000
+

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)2

4
 

(3.3.87) 

𝑀𝐹
′ (𝑡) =

103𝑀𝐴

5000
−

21𝑀𝐹

2500
 

(3.3.88) 

𝜆1
′ (𝑡) = −

103𝜆2

5000
− 𝜆1 [

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

4
−

103

5000
] (3.3.89) 

𝜆2
′ (𝑡) =

21𝜆2

2500
− 𝜆1 [

𝜆1(𝑀𝐴 + 𝑀𝐹 − 𝑀0)

4
+

21

2500
] + 1 (3.3.90) 

將上述微分方程組及相對應之邊界條件輸入至 MATLAB 後並帶回 optimality 

condition，即可求出最佳化結果𝑀𝐴
∗、𝑀𝐹

∗、𝑢∗之數值解結果。 

為了評估使用最佳控制理論之效益，本研究同時對 3.1節中之數學模型進行了

額外的求解，涵蓋了 3.1.7 式至 3.1.12 式。在求解過程中，本研究將 3.1.7 式中的
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𝑢(𝑡)設置為常數 10，即未使用最佳控制策略，模擬結果於 4.4 節中呈現。目的是為

了比較使用最佳控制策略及未使用最佳控制策略之間差異。透過比較，我們可以更

清楚理解最佳控制理論帶來的優勢和效益。  
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第四章 模擬結果與分析 

在本章中，呈現了使用和未使用最佳控制策略之模擬結果，並且將各結果進行

量化比較。 

4.1 目標函數一 

4.1.1 未加入權重常數 

由MATLAB模擬後可得目標函數一未加入權重常數(3.3.1 式)之結果為：

 

圖 4-1最佳化後活動中之運動單元數量(𝑀𝐴
∗) 
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圖 4-2最佳化後已疲勞運動單元數量(𝑀𝐹
∗) 

 

 

圖 4-3最佳化後大腦使運動單元進入活動狀態之速率(𝑢∗) 
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4.1.2 加入權重常數 

在目標函數一中𝑀𝐴項加入權重常數(3.3.10式)之結果為： 

 

圖 4-4最佳化後活動中之運動單元數量(𝑀𝐴
∗) 

 

 

圖 4-5最佳化後已疲勞運動單元數量(𝑀𝐹
∗) 
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圖 4-6最佳化後大腦使運動單元進入活動狀態之速率(𝑢∗) 

 

在目標函數一中𝑢2項加入權重常數(3.3.19式)之結果為： 

 

圖 4-7最佳化後活動中之運動單元數量(𝑀𝐴
∗) 
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圖 4-8最佳化後已疲勞運動單元數量(𝑀𝐹
∗) 

 

 

圖 4-9最佳化後大腦使運動單元進入活動狀態之速率(𝑢∗) 
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4.2 目標函數二 

4.2.1 未加入權重常數 

由MATLAB模擬後可得目標函數二未加入權重常數(3.3.28 式)之結果為： 

 

圖 4-10最佳化後活動中之運動單元數量(𝑀𝐴
∗) 
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圖 4-11最佳化後已疲勞運動單元數量(𝑀𝐹
∗) 

 

 

圖 4-12最佳化後大腦使運動單元進入活動狀態之速率(𝑢∗) 
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4.2.2 加入權重常數 

在目標函數二中𝑀𝐴項加入權重常數(3.3.37 式)之結果為： 

 

圖 4-13最佳化後活動中之運動單元數量(𝑀𝐴
∗) 

 

 

圖 4-14最佳化後已疲勞運動單元數量(𝑀𝐹
∗) 
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圖 4-15最佳化後大腦使運動單元進入活動狀態之速率(𝑢∗) 

 

在目標函數二中𝑀𝐹項加入權重常數(3.3.46 式)之結果為： 

 

圖 4-16最佳化後活動中之運動單元數量(𝑀𝐴
∗) 
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圖 4-17最佳化後已疲勞運動單元數量(𝑀𝐹
∗) 

 

 

圖 4-18最佳化後大腦使運動單元進入活動狀態之速率(𝑢∗) 
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在目標函數一中𝑢2項加入權重常數(3.3.55 式)之結果為： 

 

圖 4-19最佳化後活動中之運動單元數量(𝑀𝐴
∗) 

 

 

圖 4-20最佳化後已疲勞運動單元數量(𝑀𝐹
∗) 
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圖 4-21最佳化後大腦使運動單元進入活動狀態之速率(𝑢∗) 
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4.3 目標函數三 

4.3.1 未加入權重常數 

由MATLAB模擬後可得目標函數三未加入權重常數(3.3.64 式)之結果為： 

 

圖 4-22最佳化後活動中之運動單元數量(𝑀𝐴
∗) 
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圖 4-23最佳化後已疲勞運動單元數量(𝑀𝐹
∗) 

 

 

圖 4-24最佳化後大腦使運動單元進入活動狀態之速率(𝑢∗) 
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4.3.2 加入權重常數 

在目標函數三中𝑀𝐹項加入權重常數(3.3.73式)之結果為： 

 

圖 4-25最佳化後活動中之運動單元數量(𝑀𝐴
∗) 

 

 

圖 4-26最佳化後已疲勞運動單元數量(𝑀𝐹
∗) 
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圖 4-27最佳化後大腦使運動單元進入活動狀態之速率(𝑢∗) 

 

在目標函數三中𝑢2項加入權重常數(3.3.82 式)之結果為： 

 

圖 4-28最佳化後活動中之運動單元數量(𝑀𝐴
∗) 
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圖 4-29最佳化後已疲勞運動單元數量(𝑀𝐹
∗) 

 

 

圖 4-30最佳化後大腦使運動單元進入活動狀態之速率(𝑢∗) 
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4.4 未使用最佳控制之策略 

本研究藉由直接求解數學模型(3.1.7 式~3.1.12式)，並將𝑢(𝑡)設置為常數 10作

為未使用最佳控制之策略，其結果為： 

 

 

圖 4-31 活動中運動單元數量(𝑀𝐴) 
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圖 4-32已疲勞運動單元數量(𝑀𝐹) 

 

圖 4-33大腦使運動單元進入活動狀態之速率(𝑢) 

 

4.5 分析 

獲得𝑀𝐴
∗、𝑀𝐹

∗、𝑢∗之數值解後，可觀察到𝑢∗及𝑢之圖形，理論解所解出之圖形是

從非 0為起點，實際上，當肌肉施力時，大腦之指令是從 0開始對肌肉下達指令。

另外，藉由獲得之數值解，本研究利用梯形數值積分方法將此數值結果進行量化，

這些量化結果分別為：𝑎：肌肉施力的總量、𝑏：肌肉疲勞的總量，以及𝑐：大腦施

加命令的總程度。透過量化結果，我們可以進一步分析肌肉施力、疲勞和大腦命令

程度之間關係，分別為：
𝑎

𝑏
：肌肉施力大小相對於肌肉疲勞之關係、

𝑎

𝑐
：肌肉施力大

小相對於大腦命令程度之關係，以及
𝑎

𝑏𝑐
：肌肉施力大小相對於肌肉疲勞與大腦命令

程度之關係。 

對於上述關係，本研究也針對三個方面進行了目標函數的比較。首先，比較了

三個目標函數於未加入權重常數的情況下的結果，並選擇了最佳的肌肉施力策略。



doi:10.6342/NTU202302692

57 
 

其次，我們將未使用最佳施力策略之結果與未變化的目標函數進行了比較，最後，

在每個目標函數內比較了加入權重常數之結果，並進行分析。目的是為了深入瞭解

每個目標函數的影響以及加入權重常數對最佳化結果的影響。透過比較，可以評估

不同目標函數的優勢和劣勢，並得出相應的結論。同時，比較未使用最佳施力策略

的結果與未變化的目標函數，並對比其中差異，以了解最佳控制策略對肌肉施力之

影響。 

表 4-1為未變化之最佳策略及未使用最佳策略之結果，可以觀察到不管策略如

何變化，肌肉施力大小相對於肌肉疲勞之關係
𝑎

𝑏
結果皆幾乎相同，由此可知，在持

續施力系統中，肌肉施力大小與肌肉疲勞之關係為正相關，因此，在提高整個持續

施力系統效率的過程中，重點在於大腦對肌肉施力程度的指令。另外，可觀察到在

最佳控制策略下，目標函數三之量化結果
𝑎

𝑏
、

𝑎

𝑐
、

𝑎

𝑏𝑐
皆高於目標函數一、二。 

同時，由表 4-1 清楚得知，未使用最佳控制策略時，
𝑎

𝑐
及

𝑎

𝑏𝑐
之結果皆遠低於使

用最佳控制策略時之值。當我們使用最佳控制策略時，關係
𝑎

𝑐
和關係

𝑎

𝑏𝑐
的數值都顯

著提高。 

 

 

表 4-1未加入權重常數之目標函數與未使用最佳策略之量化結果 

 𝑎 𝑏 𝑐 𝑎

𝑏
 

𝑎

𝑐
 

𝑎

𝑏𝑐
 

目標函數一 1978.7 605.97 71.47 3.27 27.69 0.0456 

目標函數二 1945.4 591.22 68.25 3.29 28.51 0.048 

目標函數三 1776.5 538.46 47.17 3.3 37.66 0.07 

未使用最佳策略 2286.3 703.65 300 3.25 7.62 0.011 
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表 4-2目標函數一加入權重常數項比較表 

 𝑎 𝑏 𝑐 𝑎

𝑏
 

𝑎

𝑐
 

𝑎

𝑏𝑐
 

max
𝑢

∫ (𝑀𝐴 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 1978.7 605.97 71.47 3.27 27.69 0.0456 

max
𝑢

∫ (2𝑀𝐴 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 2062.1 631.31 73.81 3.27 27.94 0.044 

max
𝑢

∫ (𝑀𝐴 − 2𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 2050.4 625.83 38.02 3.28 53.93 0.086 

 

表 4-2 為目標函數一加入權重常數之結果，若在𝑀𝐴項加入權重常數，代表我

們更在乎肌肉施力大小，重要性大於最小化𝑢2項，由表 4-2可觀察，肌肉施力總量

𝑎增加了 4.2%，但伴隨而來的是增加肌肉疲勞程度和大腦耗能。另外，若在𝑢2項加

入權重常數，代表我們較在意大腦之耗能，由表 4-2 可得，大腦施加命令總程度𝑐

減少了 47%，另外，由於𝑐大幅減少，故肌肉施力、疲勞及大腦之關係
𝑎

𝑏𝑐
也遠高於

先前兩者。 

 

表 4-3目標函數二加入權重常數項比較表 

 𝑎 𝑏 𝑐 𝑎

𝑏
 

𝑎

𝑐
 

𝑎

𝑏𝑐
 

max
𝑢

∫ (𝑀𝐴 − 𝑀𝐹 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 1945.4 591.22 68.25 3.29 28.51 0.048 

max
𝑢

∫ (2𝑀𝐴 − 𝑀𝐹 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 2036.3 620.33 74.17 3.28 27.45 0.044 

max
𝑢

∫ (𝑀𝐴 − 2𝑀𝐹 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 1902.3 571.44 62.76 3.33 30.31 0.053 

max
𝑢

∫ (𝑀𝐴 − 𝑀𝐹 − 2𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 2003.8 604.37 36.55 3.32 54.82 0.09 
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表 4-3 為目標函數二加入權重常數之結果，若在𝑀𝐴項加入權重常數，代表較

在乎肌肉施力大小，由表 4-3可知，相對應之肌肉施力總量𝑎上升了 4.6%，並且隨

著力量上升，所受之疲勞總量𝑏也上升。其次，在𝑀𝐹項加入權重常數，意味著我們

希望所受疲勞能更少，由表 4-3 可得，在此累積之疲勞程度減少了 3.3%，但取而

代之的是施力程度下降。最後，將權重常數加入至𝑢2項中，代表我們更希望大腦耗

能減少，故由結果可得知，大腦施加命令總程度減少了約 46%，並且綜合肌肉施

力、疲勞程度及大腦命令程度來看，
𝑎

𝑏𝑐
之數值相較於未加入權重常數大幅成長了

87.5%。 

表 4-4 為目標函數三加入權重常數之結果，由表 4-4 可得知，在𝑀𝐹項加入權

重常數後，疲勞總程度相較未加入權重常數減少了約 9.3%，但大腦施加命令總程

度增加了 50%，這是因為加入權重常數後，在策略上來說，我們變得較不重視𝑢2，

導致大腦耗能增加。另外，在𝑢2項加入權重常數後，代表我們在制定策略時更注重

大腦之耗能，以至於大腦命令肌肉施力總程度𝑐減少了 25%，並且，綜合肌肉施力、

疲勞程度及大腦命令程度來看，其之間關係
𝑎

𝑏𝑐
成長了 35.7%。 

 

表 4-4目標函數三加入權重常數項比較表 

 𝑎 𝑏 𝑐 𝑎

𝑏
 

𝑎

𝑐
 

𝑎

𝑏𝑐
 

max
𝑢

∫ (−𝑀𝐹 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 1776.5 538.46 47.17 3.3 37.66 0.07 

max
𝑢

∫ (−2𝑀𝐹 − 𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 1629.5 488.27 70.91 3.34 22.98 0.048 

max
𝑢

∫ (−𝑀𝐹 − 2𝑢2)𝑑𝑡
30

0

 1621.8 483.9 35.37 3.35 45.85 0.095 
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第五章 結果與討論 

本研究使用最佳控制理論模擬肌肉持續施力之行為，提出三種主要目標函數，

並將這些目標函數進一步變化比較。透過這些目標函數，可將本研究分為三種類

型：(1)比較是否使用最佳控制策略效率之差異、(2)比較三種最佳控制策略之差異、

(3)在各目標函數中加入權重常數後之比較。首先，由模擬結果可得知，應用最佳控

制理論的確能大幅提高施力過程之效率。其次，透過數據結果，挑選三種主要目標

函數中，最佳的施力策略。最後，透過量化結果可得，在目標函數中各項加入權重

常數後，對應的數據結果都有更顯著的成果。 

由模擬結果可觀察，不論是否使用最佳控制策略或是加入權重常數，肌肉施力

總量與肌肉疲勞總量比值
𝑎

𝑏
皆於 3.3左右，表示不管大腦施予命令程度𝑢(𝑡)為多少，

肌肉施力大小及肌肉疲勞皆為正比關係，因此，在本研究中，能使整體活動效率提

高之方式中，降低大腦施力總程度𝑐就扮演重要的角色。由研究進一步可得知，在

每項目標函數中，於𝑢2項加入權重常數後，肌肉施力、疲勞與大腦命令程度比值
𝑎

𝑐

及
𝑎

𝑏𝑐
，皆高於該項中其他目標函數，並且在減少大腦命令程度𝑐的同時也增加肌肉

施力大小𝑎，這樣的結果更能彰顯大腦命令程度在活動中扮演的重要性。 

由研究結果可得知，在未加入權重常數之目標函數中，目標函數三之量化結果

皆高於目標函數一、二。因此，若考慮持續施力之行為，應將「降低肌肉疲勞程度」

及「降低大腦施加命令程度」作為策略制定時之首要考量，才能達到施力目的之最

佳效益。另外，在未使用最佳控制策略時，雖然施力程度有優異的表現，但伴隨而

來的是肌肉疲勞及大腦耗能的大幅提高，導致整體活動效率降低，由數據結果可

得，在使用最佳策略時，量化結果
𝑎

𝑐
及

𝑎

𝑏𝑐
皆優於未使用最佳控制之結果，這意味著我

們能夠使系統效率提升，因此，在設計施力策略時，應該優先考慮最佳控制策略。

量化結果指出最佳控制理論在決策中扮演重要的角色，更證明最佳控制理論的有
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效性和價值。 

本研究結果能應用在運動員或勞動工作者在施力過程中，透過模擬之結果圖，

提醒施力者何時需要較大施力，或何時需要較小施力，來達到有效率之工作目的。

例如：在重量訓練中(以臥推為例)，可以藉由此模擬結果的指示，如圖 4-24，要將

啞鈴推起時，首先施予一點程度的力，再把施力程度下降，接著再逐步地將力慢慢

提升，最後將啞鈴推起時，所施的力就快速下降。如此一來，就能使在施力活動中

達到減少疲勞之目的 

本研究選擇使用之數值計算軟體為 MATLAB，其相較於其他數值計算軟體能

更簡潔且直觀的來編寫程式碼，並且有很多已知內建指令能即時應用，使研究人員

能應付各種特定的模擬需求。例如：在本研究中需求解聯立微分方程之邊界值問

題，在MATLAB中就能利用 bvp4c 及 bvp5c 指令來解決此問題。 

本研究在研究過程中遇到之限制包括：由於本研究需要求解四個微分方程式

的邊界值問題，需要利用數值方法來求解，故本研究利用MATLAB 中的 bvp5c 指

令來求解此問題，但因 bvp5c 指令是利用有限差分法之原理來運作，在這樣的方法

中，需要設置大量的網格數來準確求解出實際值。然而，於本研究之數值軟體網格

設置上，最大僅能設置至 300 萬點，如果進一步增加網格數，即超越設備效能之上

限，因此數據之誤差值最高約為 3%。若微分方程式組比本研究更複雜、更多非線

性項，就勢必要升級設備，形成額外成本或甚至無法求解。然而，目標函數之設計

於本研究應用的數學模型有無限多種可能，本研究只選擇具有代表性及容易理解

的方式來設計。然而，因礙於研究時設備之效能有限，僅能將目標函數非控制項設

置為一次方，若研究設備效能允許，將目標函數中非控制項次方設置為更高，可能

有不同的結果。此外，在討論權重常數之目標函數時，本研究將權重常數設置為 2，

若將權重常數提高至更高數值，結果可能也會不同。 

另外，在真實情況下，在進行施力活動時，由於人體的生理結構複雜性，使我

們無法確定大腦在進行施力活動時所採用的目標函數。因此，我們只能根據使用最



doi:10.6342/NTU202302692

62 
 

佳化策略之模擬結果圖所呈現的曲線，來提供運動員或勞動工作者在實際情境中

使用最有效率的施力方式。 

最後，為了使本研究探討之方法更加完善及提升應用價值，對於研究過程中遇

到的問題和限制，提出三項能夠繼續研究及解決的方向。 

1. 目標函數之設計 

在目標函數設計上，本研究已將數學模型中主要的數學函數符號納入目標函

數，並且較直觀的用日常生活之概念將其簡易設計。而在未來若可以進一步將目標

函數的設計針對持續施力之目的能夠嘗試更多組合，例如：將被積分符號內之非控

制項函數次方數提高、權重常數數值提高或是將被積分符號內之函數相乘，透過這

些方式，能更貼近大腦在施力時之情形，也能給予運動員及勞動工作者更多的施力

策略選擇。 

2. 數值軟體之選擇或程式碼優化 

本研究目前利用MATLAB中的 bvp5c 來解決最佳控制問題之邊界值問題。但

隨著日後研究中目標函數的多樣化及複雜化，依照目前研究所開發之程式碼，研究

之設備可能無法承受負荷，因此，若要解決此問題，程式碼的優化就極為重要。例

如：捨棄 bvp5c 方法或開發新的數值系統，以降低設備耗能。此外，也可以使用其

他數值軟體來進行此研究，例如：Python、C或Mathematica 等，透過其他數值軟

體，或許就能解決本研究在模擬中遇到之限制。 

3. 延伸施力場景 

本研究著重探討肌肉持續施力時之情形，未來可以利用不同數學模型，討論更

多不同的施力場景，例如：間歇性運動、爆發性運動。針對不同的施力背景的肌肉

功能與疲勞機制之研究，最後再將其整合。此外，本研究是以最佳控制理論作為本

研究之基礎，未來也可以嘗試利用其他理論運用在肌肉施力上，可以全面的使肌肉

系統相關研究更為完善。由於影響肌肉施力大小與疲勞狀態之原因有很多種，例

如：壓力、肌肉量、心肺能力或營養狀態，亦可能從此類角度切入研究。  
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