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摘要 

本論文研究提出一新穎浸潤參考映射技術，建立出全歐拉式（Full-Eulerian）流固耦合力 

學解析與計算架構，於此新式研究架構中，是以參考映射技術（Reference Map Technique）為 

固體力學解析基礎以及計算流體動力學（Computational Fluid Dynamics）為流場求解核心，並 

藉由水平集（Level Sets）函數精準判定固體與流體材料邊界位置，融合了參考映射技術解析 

所得固體變形場域分佈與計算流體力學求解所得流體場域資訊以及基於浸潤式有限元素理論 

（Immersed Finite Element Method）解析所得相互干涉之流固耦合力場，且能與以固定格點觀 

察流體運動之歐拉守恒描述，具有完全的相容性。基於上述各連體力學理論，本論文研究實 

作了相應的應用數學方法，包含：水平集函數耦合流場演進、流體力學演算法、徑向基函數 

插值（Radial Basis Function Interpolation）與所需共軛梯度與介面面積比例解方法。 

論文內容方面：第一章回顧流體與固體耦合力學的研究發展背景與相關歷程；第二章深 

入介紹參考映射技術的核心概念，將連體力學理論描述於歐拉空間中，以解析固體系統控制 

方程式與材料組成方程式，更進一步精準求解於歐拉固定格點之固體變形場域分佈，並提供 

線性彈性固體之靜態與擬靜態計算範例與相關數值準確性與收斂性的驗證；第三章為本論文 

之核心內容，提出本研究發展用以解析流固耦合力學之新式浸潤參考映射技術，以及融合水 

平集函數耦合流場演進、計算流體動力學、徑向基函數插值、共軛梯度與面積比例求解等應 

用數學方法，以建立全歐拉式流固耦合計算力學架構；第四章為應用此新式流固耦合力學理 

論與計算方法，透過一系列的計算例，系統性地探討流固耦合力中的解析組成對於流體場域 

與固體變形分佈相互牽制的影響，包含環境重力、系統慣性與材料彈性三個項目；第五章為 

論文結論與未來研究展望。 
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Abstract 

This thesis research presents a novel immersed reference map technique for developing 

full-Eulerian analytical and computational frameworks of fluid-structure interactions. The reference 

map technique is utilized in the proposed frameworks as the analytical kernel of solid mechanics 

analysis. Concerning the extensive physics of surrounding fluids, numerics of computational fluid 

dynamics serves as a modeling engine of flow fields. The level-set functions are deeply applied to 

accurately determine the locations of interfaces between solid and fluid materials. It is important 

that mutually interfered deformation distributions of solids and flow fields of fluids obtained by the 

reference map technique and the computational fluid dynamics can be integrated with the resolved 

fluid-structure interaction force information based on the theory of immersed finite element method. 

Consequently, such full-Eulerian frameworks are entirely compatible with the descriptions of fixed 

grids commonly adopted by various numerical solvers of fluid mechanics. According to the 

continuum mechanics theories aforementioned above, this research implements several 

corresponding applied mathematics methods for validation studies, including the evolutions of level 

sets coupling with flow fields, the algorithms of fluid dynamics, the interpolations using radial basis 

functions, the conjugate gradient method, and the interface area ratio method. 

The thesis is organized as follows: The background and research history of the fluid-structure 

interactions are thoroughly reviewed in Chapter 1. Chapter 2 introduces the essential concepts of 

the reference mapping technique, delineating governing equations of continuum mechanics in 

Eulerian descriptions and further solving deformation distributions of solid materials at such fixed 

grids. Static and quasi-static equilibrium examples of linear elastic solids are also given for 

validation study of numerical accuracy and convergence associated with computation grid sizes. 

Chapter 3 is the core of this study, embracing the theoretical derivations of the proposed immersed 

reference map technique and the computational integration of related powerful scheme 

implementations, including the evolutions of level sets coupling with flow fields, the algorithms of 

fluid dynamics, the interpolations using radial basis functions, the conjugate gradient method, and 

the interface area ratio method. In Chapter 4, the immersed reference map technique is implemented 

in a series of computational examples to systematically investigate the influences of fluid-structure 

interaction forces over mutually interfered fluid flows and solid deformations, including 

environmental gravity, physical inertia, and material elasticity. Chapter 5 wraps the conclusion and 

future work of the thesis. 

Keywords: Fluid-structure interaction; Reference map technique; Level-set functions; Continuum 

mechanics; Solid mechanics; Fluid mechanics 
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第一章 緒論 

1.1. 研究背景 

隨著計算機效能日漸提升，拉格朗日(Lagrangian)方法與歐拉(Euler)座標描述

方法在連體力學中，皆為廣為使用之數值分析與模擬系統空間，基於材料單元之變

形與運動性質，以上兩座標描述方法各擅勝場：於固體材料方面，根據其組成特性，

固體材料應力取決於變形，且變形可以從相鄰材料節點之相對位置進行計算；於流

體材料方面，根據其流變特性，流體材料應力取決於變形率，且變形率可以從固定

觀察格點之速度場進行有限差分估計。故於大多的固體力學問題中，多數使用具移

動特性材料節點的拉格朗日方法，如有限元素法；於大多的流體力學問題中，多數

使用固定觀察格點的歐拉方法，如有限差分法。 

流固耦合(Fluid–structure interaction)在科學與工程問題中為相當常見之力學機

制，並廣泛應用於各種技術發展之中，除機械工程研究領域外，更如航太工程之翼

型和發動機葉片([3]、[16])、生醫工程之人工心臟瓣膜和藥物顆粒([5]、[15]、[19])、

建築工程之橋樑和摩天大樓([6]、[7]、[18])、海事工程之立管和海上平台([2]、[12]、

[24])等，研究人員透過實驗架設和數值計算之努力，對於涉及流體與固體材料相互

擾動之流固耦合力學研究做出了重大貢獻，近年來基於不同座標描述方法，用於模

擬流固耦合機制與現象之數值模擬技術蓬勃地發展，並可分類為：流體與固體均在

歐拉格點上求解之完全歐拉方法、流體與固體均使用拉格朗日網格上求解之完全

拉格朗日方法、流體在歐拉格點且固體在拉格朗日網格上求解之拉格朗日歐拉混

合方法[11]，完整分類詳見 (圖 1- 1)，本論文研究將針對完全歐拉方法和拉格朗日

歐拉混合方法進行詳細探討。 

在流固耦合力學發展進程中，最早使用區域劃分之拉格朗日歐拉混合方法進

行研究，流體和固體場域各自於不同格點與網格系統分別求解，如：任意拉格朗日

歐拉描述(Arbitrary Lagrangian Eulerian，簡記為 ALE)([8]、[9])、變形空間域/穩定

時空(deforming-spatial-domain/stabilized space–time，簡記為 DSD/SST)([10]、[22])，
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此分析方法在固體為完全剛性材料 (即剛體) 的問題中，展現了高度的可行性；然

而對於具巨量變形固體材料的問題，為維持數值求解準確與穩定性，常須在各計算

時間步生成新的固體網格分佈，因而需要昂貴的計算成本，故此混合方法大幅減縮

了流固耦合力學問題之應用空間。為克服具巨量變形固體材料與流體流場分佈相

互干涉機制所需極高計算門檻的問題，本論文研究提出「浸潤式參考映射技術」，

考慮以浸潤方式存在於液體環境之固體，基於參考映射技術，根據固體材料分佈與

變形，解析出固體劃分區域之徹體式耦合力場，並將此耦合力場配置於流體平衡方

程式之外力項中，再將滿足流體平衡方程式之流場分佈，用以演進描述固體輪廓之

水平集函數，再重複上述參考映射技術，解析出固體材料分佈與變形引致耦合力場，

以更新接續時間步進之流場分佈狀態。本論文研究提出之「浸潤式參考映射技術」

將相互干涉之流體與固體場域於同一歐拉格點系統進行求解，對於巨量變形固體

的問題，不僅不需在各時間步生成新拉格朗日網格設計，亦節省了拉格朗日網格與

歐拉網格相互轉換的可觀計算成本，因而本質上具有高計算效率之優點。 

 

1.2. 研究介紹 

本論文研究提出一新穎浸潤參考映射技術，建立出全歐拉式（Full-Eulerian）

流固耦合力學解析與計算架構，於此新式研究架構中，是以參考映射技術為固體力

學解析基礎以及計算流體動力學為流場求解核心，並藉由水平集函數精準判定固

體與流體材料邊界位置，融合了參考映射技術解析所得固體變形場域分佈與計算

流體力學求解所得流體場域資訊以及基於浸潤式有限元素理論解析所得相互干涉

之流固耦合力場，且能與以固定格點觀察流體運動之歐拉守恆描述，具有完全的相

容性。基於上述各連體力學理論，本論文研究實作了相應的應用數學方法，包含：

參考映射技術(Reference map technique，簡記為 RMT)、浸潤式有限元素法(Immersed 

finite element method，簡記為 IFEM)、水平集(Level sets)函數、計算流體力學

(Computational Fluid Dynamics，簡記為 CFD)、徑向基函數插值（Radial basis function，
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簡記為 RBF）、共軛梯度(Conjugate gradient)法等，如(圖 1- 2)所示。 

論文內容方面：第一章回顧流體與固體耦合力學的研究發展背景與相關歷程；

第二章深入介紹參考映射技術的核心概念，將連體力學理論描述於歐拉空間中，以

解析固體系統控制方程式與材料組成方程式，更進一步精準求解於歐拉固定格點

之固體變形場域分佈，並提供線性彈性固體之靜態與擬靜態計算範例與相關數值

準確性與收斂性的驗證；第三章為本論文之核心內容，提出本研究發展用以解析流

固耦合力學之新式浸潤參考映射技術，以及融合水平集函數耦合流場演進、計算流

體動力學、徑向基函數插值、共軛梯度與面積比例求解等應用數學方法，以建立全

歐拉式流固耦合計算力學架構；第四章為應用此新式流固耦合力學理論與計算方

法，透過一系列的計算例，系統性地探討流固耦合力中的解析組成對於流體場域與

固體變形分佈相互牽制的影響，包含環境重力、系統慣性與材料彈性三個項目；第

五章為論文結論與未來研究展望。 

 

1.3. 文獻探討 

 

1.3.1. 參考映射技術 

參考映射技術歸屬於完全歐拉方法（見圖 1- 1），始於美國麻省理工學院機械

工程學系 Kamrin 教授領導研究團隊 2012 年的研究成果[13]，為一歐拉空間之連續

體力學完整理論架構，尤其在固體力學於固定觀察格點之歐拉系統解析上，做出巨

大的貢獻，核心理論為將參考座標定義為質點運動函數之反函數映射結果，連體材

料質點得以滿足歐拉空間描述的連續體守恆與平衡方程式等，因而能成功且具高

效率地實現固體力學於歐拉空間中之解析與數值計算工作。 

回顧文獻， Kamrin 教授應用參考座標技術理論，實做了一系列的靜態與擬靜

態之數值模擬分析，以驗證此理論架構之正確性與收斂性，本論文第二章亦成功重

現了基於上述參考座標技術理論之驗證實例，做為本論文研究提出新式浸潤參考
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映射技術中固體力學解析之基礎；另以計算流體動力學為流體場域求解核心，結合

能精準判定固體與流體材料邊界位置之水平集函數耦合流場演進數值方法，浸潤

參考映射技術成功解析與計算超彈性固體材料(如 neo-Hookean固體材料)沈浸於流

體環境之流固耦合力學問題，綜觀此新式流固耦合力學理論，相互干涉之流體與固

體場域安排於同一歐拉格點系統進行求解，對於巨量變形固體的問題，不僅不需在

各時間步生成新拉格朗日網格設計，亦節省了拉格朗日網格與歐拉網格相互轉換

的可觀計算成本，因而本質上具有高計算效率之優點。 

 

1.3.2. 浸潤式有限元素法 

浸潤式有限元素法歸屬於拉格朗日歐拉混合方法（見圖 1- 1），始於美國西北

大學機械工程學系 Liu 教授領導研究團隊 2008 年的研究成果[25]，為一融合歐拉

格點與拉格朗日網格之連續體力學完整理論架構，涉及歐拉與拉格朗日兩不同質

點運動描述方式，浸潤於流體環境之彈性固體以拉格朗日網格於歐拉流體格點中

運動，當中拉格朗日網格與歐拉格點為相互獨立空間描述(如圖 1- 3， Ω𝑓為流體場

域、Ω𝑠為固體場域以及Ω𝑠′為𝛺𝑠映射至Ω𝑓之耦合力場分佈區域)，考量在流體場域

與固體場域的連續性，藉由狄拉克德爾塔函數 δ 將拉格朗日網格之固體場域與歐

拉格點之流體場域資訊做相互插值橋接，降低了可觀的計算成本，於此新穎有限元

素法理論中，基於流體與固體控制系統方程式，推導了由完全浸潤於流體之固體所

引致流體與固體耦合力場解析式，除流固運動場域連續性外，更為流體與固體提供

了相互干涉力分佈場域的對話機制理論。 
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圖 1- 1 流固耦合數值方法分支圖 
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圖 1- 2  浸潤式參考座標技術架構圖 
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圖 1- 3 (左) 浸潤式有限元素法固體、流體場域分布、(右)流固耦合力分佈區域 
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第二章 參考映射技術 

參考映射技術始於 2012 年，為一歐拉空間之連續體力學完整理論架構，尤其

在固體力學於固定觀察格點之歐拉系統解析上，做出巨大的貢獻，核心理論為將參

考座標定義為質點運動函數之反函數映射結果，連體材料質點得以滿足歐拉空間

描述的連續體守恆與平衡方程式等，因而能成功且具高效率地實現固體力學於歐

拉空間中之解析與數值計算工作，本章將深入的介紹參考映射技術的核心概念與

理論內容。 

為確認本論文研究提出浸潤參考映射技術的正確性與適用性，本章節將實作

參考映射技術理論，以相應的數值方法進行具巨量變形固體材料之靜態與擬靜態

實例，透過拉格朗日格點有限元素法與本研究實作數值方法的結果做比較，並進行

網格收斂性分析，檢核參考映射技術與有限元素法實作結果之一致性，以及網格收

斂速度之演算效率。 

 

2.1. 參考座標定義 

進一步探討由質點運動座標之反函數映射所得參考座標定義，以下將回顧於

拉格朗日格點描述系統中，如何表示可變形固體材料組成的運動力學（Kinetics）

描述，從幾何的角度著手探討彈性固體材料分佈位置隨時間變化的規律：考慮初始

(𝑡 = 0)時，一固體材料質點所在的參考座標為𝑿，而當固體材料經過一系列的變形

過程後之 𝑡 時間點，材料質點從原來的𝑿位置移動至𝒙位置，定義此變形過程之運

動函數為𝝌(𝑿, 𝑡)，由質點的參考座標位置𝑿與透過運動函數將得質點移動後座標位

置𝒙，即𝒙 = 𝝌(𝑿, 𝑡)，進而可得材料質點之變形梯度（Deformation gradient）𝑭 為運

動函數𝝌(𝑿, 𝑡) 向量之雅各比矩陣（Jacobian matrix）： 

𝑭 =
𝜕𝝌(𝑿, 𝑡)

𝜕𝑿
 

(2- 1) 
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即 𝐹𝑖𝑗 =
𝜕𝜒𝑖(𝑋,𝑡)

𝜕𝑋𝑗
 於二維問題中，𝑖 = 1 , 2， 𝑗 = 1 , 2。 

相較於拉格朗日格點描述方式，參考映射技術定義運動函數𝝌(𝑿, 𝑡)的反函數

為此變形過程之映射函數𝝃(𝒙, 𝑡)，由質點移動後座標位置𝒙與透過映射函數將得質

點移動前參考座標位置𝑿，即 

𝑿 = 𝝃(𝒙, 𝑡) (2- 2) 

將作用於 n 維空間純量場函數𝑓之梯度運算子𝛻記為：𝛻𝑓:ℝ𝑛 → ℝ𝑛，𝛻𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
𝒆1 +

𝜕𝑓

𝜕𝑥2
𝒆2 +⋯+

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
𝒆𝑛，以及 𝑓,𝑖 =

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
；在此 𝑡 時間點，基於(2- 2)式，進而可將材料

質點之變形梯度𝑭表示為對應映射函數梯度之反函數： 

(2- 3)式為材料質點變形梯度與對應映射函數梯度的轉換式，連結了此材料質點參

考座標𝑿、質點移動後座標位置𝒙與變形梯度三者之關係，此連結關係為參考映射

技術成功以歐拉空間做為固體力學解析描述的核心概念，相較於拉格朗日空間，固

體場域呈現於相應於 𝑡 時間點材料質點移動後座標之網格位置，而參考映射技術

所使用歐拉空間，固體場域則是呈現於固體材料變形全過程中皆為固定的觀察格

點位置。 

 

2.2. 歐拉空間的連續體控制方程式 

本章節探討描述於歐拉空間之連續體運動力學與固體材料質點參考座標的演

進條件，以利完整推導以歐拉空間描述之連續體控制方程式，並進一步建立解析方

程式之數值方法，值得深究的是，基於拉格朗日空間之有限元素分析是透過網格搭

配形狀函數 (Shape functions) 之空間離散化與時間步進方式，對於系統偏微分方

程組之弱形式 (Weak form) 在滿足邊界條件的要求下求解可行近似解；在基於歐

拉空間之參考座標技術架構中，所有用以描述連續體運動與變形之控制方程組均

以原始強形式 (Strong form) 來呈現，故可運用相應合適之偏微分方程數值解法進

𝐹𝑖𝑗(𝑿, 𝑡) = (𝜉𝑖,𝑗(𝒙, 𝑡))
−1

 
(2- 3) 
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行各時間點場域估計，例如廣為應用於規則區域之有限差分法 (Finite difference 

method) 以及具全域高精確度與收斂性之值譜法 (Spectral method)。 

 

2.2.1. 運動力學 

在歐拉空間描述之運動力學（Kinematics）中，於固定的觀察格點位置，連續

體材料質點須滿足質量守恆律、線性動量守恆律與角度動量守恆律，分別為： 

𝐷𝜌

𝐷𝑡
+ 𝜌 ∇ ∙ 𝒗 = 0 

(2- 4) 

即 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑖𝜌,𝑖 + 𝜌𝑣𝑖,𝑖 = 0  

𝐷𝒗

𝐷𝑡
=
1

𝜌
∇ ∙ 𝝈 + 𝒈 

即 
𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑗𝑣𝑖,𝑗 =

1

𝜌
𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝑔𝑖 

(2- 5) 

𝝈 = 𝝈T 

即 𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑗𝑖 

(2- 6) 

其中𝜌 代表材料密度、𝒗 代表空間速度場、𝝈 代表柯西應力、𝒈 代表單位質量外

力場，以及
𝐷(∙)

𝐷𝑡
 為場域之物質導數（Material derivative or substantial derivative）： 

𝐷(∙)

𝐷𝑡
=
𝜕(∙)

𝜕𝑡
+ (𝒗 ∙ ∇)(∙) =

𝜕(∙)

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑖(∙),𝑖 

(2- 7) 

於二維問題中，𝑖 = 1 , 2， 𝑗 = 1 , 2。若連續體材料密度不隨時間與空間位置變化，

由 (2- 8) 可得： 

∇ ∙ 𝒗 = 0 (2- 9)  

即 𝑣𝑖,𝑖 = 0 

另基於連體力學，變形梯度之行列式，記為 𝐽 = det (𝑭)，滿足變形前材料單元體積 

𝑑V 與變形後材料單元體積 𝑑v 之關係：𝑑v = 𝐽 𝑑V，根據連體材料之質量守恆性

質，變形後材料單元之質量密度 𝜌 可由其初始值 𝜌0 估計為： 

𝜌 =
𝜌0
𝐽

 (2- 10) 
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2.2.2. 參考座標演進條件 

物質導數的物理意義為跟隨一連續體材料質點所得之某性質變化率，由於循

各材料質點於變形或運動過程中，其歐拉空間之參考座標具有性質恆定的特性，故

其物質導數始終保持為零，即： 

𝐷𝜉𝑖
𝐷𝑡

=
𝑑𝜉𝑖
𝑑𝑡

+ 𝑣𝑗𝜉𝑖,𝑗 ≡ 0 
(2- 11) 

此為參考映射技術中，參考座標演進條件方程式，於本論文研究中，亦視為連體運

動或變形過程中，歐拉與拉格朗日空間描述之重要轉換式。 

 

2.3. 參考映射技術演算法 

在本章節中，將基於 2.2.1 節和 2.2.2 節中所推導的強形式控制方程式，建立出

參考映射技術之演算法。 

 

2.3.1. 場域分布 

考慮二維問題，由水平與垂直間隔均為 h 之 m 列與 n 行固定格點構成一歐拉

空間，部分相似於計算流體力學廣為使用之歐拉交錯式標記與單元格點（Eulerian 

staggered marker-and-cell grid）系統，在參考映射技術中，一共使用了三個位置系

統，第一個位置系統記為{U}，位於格點元素之垂直邊中點，具 ((𝑚 − 1) × 𝑛) 個

格點之場域分布，第二個位置系統記為{V }，位於格點元素的水平邊中點，具 (𝑚 ∗

(𝑛 − 1) ) 個格點之場域分布，第三個位置系統記為{X}，位於格點元素中心，具 

((𝑚 − 1) ∗ (𝑛 − 1)) 個格點之場域分布，所有場域皆定義在此三位置系統上，如(圖

2- 2)所示，參考座標與速度場域定義於{U}與{V }位置系統，而材料質點應力與變

形梯度場域定義於{X}系統上。 

 

 



doi:10.6342/NTU202202455
12 

 

2.3.2. 參考映射技術演算步驟 

在本章節中，根據在歐拉空間描述之運動力學控制方程式、參考座標演進條件

方程式與上述位置系統，能以參考映射技術實作出具變形或運動過程固體材料之

場域平衡分析：考慮已知時間步進 𝑛 時刻的速度場域 𝒗𝑛與參考座標場域 𝝃𝑛，由

表 2-1 所列參考映射技術演算步驟，可將速度場域與參考座標場域更新至下一個

時間步進 𝑛 + 1 時刻，而各時間步進時刻之變形梯度 𝑭 與材料應力 𝝈 分布即可

由各時間步進時刻參考座標場域以顯式方式求得。 

 

表 2- 1 參考映射技術演算步驟 

已知： 𝜌0、𝑣𝑛、𝜉𝑛 

目標：𝑣𝑛+1、𝜉𝑛+1 

(1) 計算參考座標場域之梯度，藉由參考座標梯度可得變形梯度場與質量密度 

𝐹𝑖𝑗
𝑛 = (𝜉𝑖,𝑗

𝑛 )
−1

, 𝜌𝑛 =
𝜌0

𝐽
 (2- 12) 

 

(2) 基於材料組成律，由變形梯度場可得材料應力場 

𝜎𝑖𝑗
𝑛 = 𝝈 ̂ (𝐹𝑖𝑗

𝑛) (2- 13) 

(3) 由線性動量守恆律更新速度場 

(
𝑣𝑖
𝑛+1 − 𝑣𝑖

𝑛

Δ𝑡
+ 𝑣𝑗

𝑛 𝑣𝑖,𝑗
𝑛 ) =

1

𝜌𝑛
(𝜎𝑖𝑗,𝑗

𝑛 + 𝑔𝑖) 
(2- 14) 

 

(4) 由參考座標演進條件更新參考座標場域 

𝜉𝑖
𝑛+1 − 𝜉𝑖

𝑛

Δt
+ 𝑣𝑗

𝑛 𝜉𝑖,𝑗
𝑛 = 0 

(2- 15) 

 

 

本方法中參考座標、速度場與應力場的梯度皆以中央有限差分法（Central finite 

difference）評估。如(圖 2- 3)所示，定義於{U}與{V }位置系統之參考座標以及定義

於{X}位置系統之材料質點變形梯度場域，由有限中心差分法可得： 
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𝜕𝜉𝑘
𝑛

𝜕𝑥1
|
(𝑖+

1
2
,𝑗+

1
2
)

=

𝜉
𝑘(𝑖+

1
2
,𝑗+1)

𝑛 − 𝜉
𝑘(𝑖+

1
2
,𝑗)

𝑛

ℎ
 

(2- 16) 

𝜕𝜉𝑘
𝑛

𝜕𝑥2
|
(𝑖+

1
2
,𝑗+

1
2
)

=

𝜉
𝑘(𝑖+1,𝑗+

1
2
)

𝑛 − 𝜉
𝑘(𝑖,𝑗+

1
2
)

𝑛

ℎ
 

(2- 17) 

 

於二維問題中，𝑘 = 1, 2，可得位於格點元素中心的 
𝜕𝜉𝑘

𝑛

𝜕𝑥1
 與 

𝜕𝜉𝑘
𝑛

𝜕𝑥2
，相應 (表 2- 1) 中

的步驟(1)，並滿足了 𝜉𝑖,𝑗
𝑛  與 𝐹𝑖𝑗

𝑛 的位置一致之相符條件；更進一步，如(圖 2- 4)

所示，定義於{U}與{V }位置系統之速度場域以及定義於{X}位置系統之材料質點

應力場域：對{𝑈}位置系統而言，𝑣𝑘
𝑛 位於格點元素的垂直邊上，𝜎𝑘ℓ

𝑛位於格點元素

中心，由中心有限差分法可得： 

𝜕𝜎𝑘ℓ
𝑛

𝜕𝑥1
|
(𝑖+

1
2
,𝑗+1)

=

𝜎
𝑘ℓ(𝑖+

1
2
,𝑗+

3
2
)

𝑛 − 𝜎
𝑘ℓ(𝑖+

1
2
,𝑗+

1
2
)

𝑛

ℎ
 

(2- 18) 

𝜕𝜎𝑘ℓ
𝑛

𝜕𝑥2
|
(𝑖+

1
2
,𝑗+1)

=

𝜎
𝑘ℓ(𝑖+

3
2
,𝑗+

3
2
)

𝑛 − 𝜎
𝑘ℓ(𝑖−

1
2
,𝑗+

3
2
)

𝑛 + 𝜎
𝑘ℓ(𝑖+

3
2
,𝑗+

1
2
)

𝑛 − 𝜎
𝑘ℓ(𝑖−

1
2
,𝑗+

1
2
)

𝑛

4ℎ
 

(2- 19) 

可得位於格點元素垂直邊中點的 
𝜕𝜎𝑘ℓ

𝑛

𝜕𝑥1
 與 

𝜕𝜎𝑘ℓ
𝑛

𝜕𝑥2
，相應 (表 2- 1) 中的步驟(3)，並滿

足了 𝜎𝑖𝑗,𝑗
𝑛  與 𝑣𝑖

𝑛 的位置一致之相符條件；對{𝑉}位置系統而言, 同理亦同。 

 

2.4. 靜態分析 

靜態模擬為呈現固體系統於外力與幾何邊界條件中，內部各材料單元達到靜

力平衡的過程，在本章節中，分別使用參考映射技術與有限元素分析（Finite element 

analysis）進行靜態模擬，相互比較與驗證兩方法所得模擬結果，更進一步針對參

考映射技術進行網格收斂性分析，檢核實作參考映射技術之演算網格收斂性是否

合乎預期。 
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2.4.1. 有限元素分析實作 

有限元素法為基於拉格朗日網格之廣為運用固體力學分析方法，透過網格變數

離散化與系統能量泛函（Functional），將融合材料組成律之強形式（Strong form）

偏微分控制方程組轉化成弱形式（Weak form）代數方程組，以求得網格各節點自

由度物理量之近似解，以線性彈性材料構成之固體系統靜態問題為例，傳統上以如

下之代數方程組表示系統有限元素數值模型之靜態平衡： 

𝑲 𝒖 = 𝒑 (2- 20) 

其中，K為對應網格各離散節點自由度之系統全域勁度矩陣、p為靜態節點外力向

量、u為網格節點位移向量，而經過元素形狀函數之插值運算，可得固體的變形與

應力場域分布。 

為驗證參考映射技術實作結果之正確性，考慮以下一線性彈性材料構成之固

體系統靜態二維計算例，固體為均質且各向同性之線性彈性材料，具有楊氏彈性模

數 E = 1 MPa 與普松比 𝜐 = 0.4之材料參數，初始形狀為固定半徑之圓，外力邊界

條件維持為零且幾何邊界條件為一輪廓節點之星狀位移，如圖 2- 5 所示；經由有

限元素分析可得固體變形後內部材料質點之靜態平衡分布，如圖 2- 6 所示。 

 

2.4.2. 參考映射技術實作 

同 2.4.1 節計算例，於本章節之參考映射技術實作中，以上一章節有限元素分

析結果之位移場做為參考映射技術之時間步進 𝑛 = 0  時刻速度場域初始評估依

據，其中以徑向基函數插值法將拉格朗日網格速度轉化成歐拉格點速度，實作參考

座標演進條件，當演進達收斂，即可得各歐拉格點之參考座標分布，並可計算出相

應材料質點之變形梯度，根據格林-拉格朗日應變（Green-Lagrangian strain）定義： 

𝑬 =
1

2
(𝑪 − 𝑰)，其中 

(2- 21) 

𝑪 = 𝑭T 𝑭 (2- 22) 

為格林應變張量（Green's deformation tensor），對應上一章節微小應變分量解析： 
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ϵ𝑖𝑗 =
1

2
(
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑋𝑗
+

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑋𝑖
)，於變形量遠小於物體尺寸之情況，廣用於有限變形量之格林-拉

格朗日應變接近於微小應變： 

𝐸𝑖𝑗 =
1

2
(𝐹𝑘𝑖𝐹𝑘𝑗 − 𝛿𝑖𝑗) 

       =
1

2
[(𝛿𝑘𝑖 +

𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑋𝑖

)(𝛿𝑘𝑗 +
𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑋𝑗

) − 𝛿𝑖𝑗]  

       =
1

2
(
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑋𝑗

+
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑋𝑖
+
𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑋𝑖

𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑋𝑗

)  

       ≈
1

2
(
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑋𝑗

+
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑋𝑖
) = ϵ𝑖𝑗   when 

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑋𝑗

≪ 1 

與有限元素分析所得結果比較，可見圖 2-7、2-8、2-9、2-10、2-11 與 2-12。值得

注意的是，以參考映射技術進行分析之優點在於：固定歐拉觀察格點並不隨著高度

變形之固體材料質點移動，故不如有限元素分析之拉格朗日網格般，隨著材料質點

巨量移動而可能引致數值求解不易收斂的問題。 

 

2.4.3. 收斂性分析 

在本節中，將針對 2.3.2.節所介紹的參考映射技術進行收斂性分析，藉由一系

列不同大小的格點間距：41×41（h = 0.1 單位）、81×81（h = 0.05 單位）、161×161

（h = 0.025 單位）、321×321（h = 0.0125 單位）、641×641（h = 0.00625 單位），檢

核解得場域對應不同格點間距的收斂速度，此處引用了 𝑂(ℎ𝑞) 來表示離散數值方

法收斂速度，為場域誤差絕對值小於 ℎ𝑞 之常數倍，其中 ℎ 為格點間距、𝑞 為收

斂速度階數： 

𝑞 ≈
log (

𝑒𝑛𝑒𝑤
𝑒𝑜𝑙𝑑

)

log (
ℎ𝑛𝑒𝑤
ℎ𝑜𝑙𝑑

)
 

(2- 23) 

其中 ℎ𝑛𝑒𝑤  與 ℎ𝑜𝑙𝑑  為不同大小的格點間距、 𝑒𝑛𝑒𝑤 與 𝑒𝑜𝑙𝑑 為其相對應的誤差，即 

𝑞 = 1 表示場域的收斂速度為線性，𝑞 = 2 表示場域的收斂速度為二階，以此類推。

而誤差(𝑒)的計算方式為：以加總所有固體格點上的絕對值場域除以固體格點總數

作為場域的指標，令1281 × 1281 的格點配置所得計算結果做為基準場域，不同的
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格點配置之場域減去基準場域的絕對值除以基準場域即為該格點配置的場域誤差。 

在此將以 1281 × 1281 的格點配置所得計算結果做為解析基準，首先對參考

座標場域 𝝃 進行分析，由圖 2- 13 可得，參考映射技術方法之參考座標計算具有

二階的收斂速度，但尚不及三階收斂程度，圖中 ℎ1、ℎ2、ℎ3 分別為對網格步長具

有一、二與三階的完美收斂速度。 

接而對參考座標梯度場域 
𝜕𝝃

𝜕𝒙
（即其雅各比矩陣） 進行收斂性分析，由(圖 2- 

14)可得參考座標梯度場域計算具有一階的收斂速度，但尚不及二階收斂速度，故

此可知本方法使用中央有限差分法進行參考座標以及材料質點應力之位置梯度場

域為可行，對應於格點間距大小，參考坐標場域具有二階的收斂速度（如圖 2- 13），

而參考坐標之位置梯度場域亦具有一階的收斂速度（如圖 2- 14）。  

 

2.5. 擬靜態分析 

在連體力學中，擬靜態荷載是指與時間有關的荷載序列，但時間序列間隔足夠

地慢，以致系統慣性效應可以忽略，即系統慣性力不計。同 2.4 節的靜態模擬計算

例，本章節使用參考映射技術進行擬靜態分析，本例設定至已知最終變形共歷時 1  

秒，並根據介於 0 至 1 秒之時間參數以線性比例給定固體材料輪廓節點的位移邊

界條件（如圖 2-15），並將此擬靜態變形過程分為 5 個時間序列步數，即一個時間

步長為 0.2 秒，由參考映射技術解析出各時間點之格林-拉格朗日應變分量 𝐸11 場

域結果為圖 2-16。 
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圖 2- 1 運動函數𝝌(𝑿, 𝑡)與映射函數𝝃(𝒙, 𝑡) 

 

圖 2- 2  參考座標技術場域分布：包含參考座標、速度、應力與變形梯度場 

⟹ 𝜉𝑈𝑥𝑖、𝑣𝑈𝑥𝑖  

⟹ 𝜉𝑉𝑥𝑖、𝑣𝑉𝑥𝑖  

⟹ 𝜎𝑖𝑗、F𝑖𝑗                           
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圖 2- 3  參考座標技術場域分布：包含參考座標與變形梯度場 
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圖 2- 4  參考座標技術場域分布：包含速度與應力場 
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圖 2- 5  (左) 變形前的固體節點分布、(右) 變形後的固體節點分布 

 

圖 2- 6  變形前與變形後節點位置比較 (黑色為變形前、紅色為變形後) 
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圖 2- 7 有限元素法計算之固體ϵ11應變 

圖 2- 8 參考映射技術計算之固體𝐸11應變 
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圖 2- 9 有限元素法計算之固體ϵ21應變 

圖 2- 10  參考映射技術計算之固體𝐸21應變 
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圖 2- 11 有限元素法計算之固體ϵ22應變 

圖 2- 12  參考映射技術計算之固體𝐸22應變 
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圖 2- 13  參考坐標場域之誤差百分比、收斂速度比較 

圖 2- 14  參考座標的梯度場域之誤差百分比、收斂速度比較 
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圖 2- 15  固體材料擬靜態變形分析 

 

圖 2- 16  參考映射技術解析所得固體格林-拉格朗日應變（擬靜態變形過程） 
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第三章 浸潤式參考映射技術 

本論文提出浸潤式參考映射技術 (Immersed reference mapping technique，簡記

為 IRMT)，以參考坐標技術 (RMT)、浸潤式有限元素法 (IFEM) 為理論基礎，並

融合數個應用數學方法，包含：水平集函數、有限元素法、有限差分法、徑向基函

數插值與共軛梯度法等將固體材料分布場域解析於歐拉空間中，搭配原嵌於歐拉

格點之流場求解器，使得流固耦合問題可以完全在歐拉空間中進行求解，可大幅免

去諸多流體系統於歐拉與固體系統於拉格朗日空間轉換與資訊交換的計算成本，

為本研究發展出一新式完全歐拉式流固耦合之分析與計算方法。 

本章將完整介紹浸潤式參考映射技術的核心概念並且建立強形式控制方程式

之數值直接分析程序。 

 

3.1. 固體場域與流體場域定義 

首先定義場域 Ω 為整體歐拉格點之二維場域 (如圖 3- 1)，綜觀研究文獻，不

同的流固耦合方法對流體、固體場域具有不同的定義方法。當設定固體為完全剛性

材料組成，流體與固體場域分別被定義為如圖 3- 2 所示與 (3- 1) 式所述： 

Ωf = Ω ∕ Ωs (3- 1) 

流體場域為Ω與Ωs的差集，在計算流體場域時僅把固體邊界界定為流體場域的邊界，

且由於固體為剛性體所致，於流體與固體界面上，無任何水平與垂直方向流場產生，

且尚未涉及耦合力場機制。 

而後隨著浸潤式邊界法（Immersed boundary method）的發展，流固耦合力學

研究拓展至可變形固體的範疇，流體與固體場域之定義與所示和(3- 1)所述相同，

且由於固體為彈性體所致，於流體與固體界面上，存在流場分布，且與固體運動相

容（Compatible），且存在固體變形與流體流場相互干涉之界面耦合力分布 (如圖 3- 

3 紅色曲線所示)。 

本論文研究發展出一新式完全歐拉式流固耦合之分析與計算方法，結合參考
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映射技術與浸潤式有限元素法理論，如同浸潤式邊界法，設定一個不可壓縮的可變

形固體場域 Ωs 完全浸潤於一不可壓縮流體當中，而於本研究方法中，採用與浸潤

式有限元素法理論相同之分析場域設定： 

Ωf = Ω      (3- 2) 

Ωs = Ω ∩ Ωs  (3- 3) 

而實際流體佔據的區域為 Ω ∕ Ωs。 

相較於浸潤式邊界法，在本研究方法中，流固耦合力分布區域 Ωs
′
 完全散佈

於固體區域，即 Ωs
′
= Ωs，而非僅存在於流體與固體界面上（如圖 3- 4 所示），為

解析出完全散佈於固體場域之流固耦合力場，對於流體和固體在 Ωs  中的同空間

共存之設置，在滿足流體與固體之間機械平衡與變形乃至運動諧和之條件下，需在

連體力學之動量方程式和連續設定式進行進一步推導。 

而相較於浸潤式有限元素法，在本研究方法中，固體力學場域解析是使用歐拉

固定格點系統，而非使用隨材料質點變形或運動而移動之拉格朗日網格，由於本論

文研究設定流體與固體材料均為不可壓縮，故可將 Ω 視為一整體具有符合材料連

續且不可壓縮的連續體速度分布場域空間：於流體場域求解方面，對於完整之 Ω 

場域空間，採用歐拉固定格點系統，在滿足邊界條件下進行未知流場求解；於固體

場域求解方面，對於 Ωs 場域空間，亦採用歐拉固定格點系統，以前一章節所述參

考映射技術，在滿足流固之連體運動諧和條件下，步進式地進行未知參考座標場域

求解，並以顯式方式求得材料質點變形梯度 𝑭 與應力 𝝈 ，進而反饋至固體變形

與流體流場相互干涉之耦合力場分布。 

 

3.2. 參考座標與水平集函數 

本技術沿用參考映射技術中所提出的參考座標概念 (詳見 2.1.節)，融合參考

座標與有向距離函數 (Sign distance function 簡記為 SDF)，本研究定義出一個不僅

能追蹤流體與固體交界，亦能解析固體變形狀態之水平集函數。 
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綜觀文獻研究，水平集方法是一種常使用於界面追蹤的演算技術，其優點之一

在於水平集函數可以在歐拉格點上進行演進，故在歐拉空間中，水平集方法成為隨

時間變化之連續體的有力模型定義工具，即便物體變形量相當巨大，乃至是一分為

二，水平集方法都能準確地追蹤連體系統的輪廓形狀。 

在此使用一個簡單的範例來介紹水平集方法的核心概念，如(圖 3- 5)所示。水

平集函數𝜙(𝑥, 𝑦)為一個曲面，𝜙(𝑥, 𝑦) = 0表示以一個函數高度為零的取值平面與

水平集函數相交所得曲線，故水平集方法意味著將平面上的封閉曲線 𝐿  表示為

𝜙(𝑥, 𝑦)的零水平集，如 (3- 4) 式所述： 

𝐿 = {(𝑥, 𝑦)|𝜙(𝑥, 𝑦) = 0} (3- 4) 

而在水平集函數的定義方面，本技術使用有向距離函數定義出對應特定平面封閉

輪廓之水平集函數。假設固體的初始形狀為一個圓心座標在(𝑥𝑐 = 0, 𝑦𝑐 = 0)、半徑

為 r 之圓形，圓形邊界的封閉曲線可定義為： 

(𝑥 − 𝑥𝑐)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑐)

2 = 𝑟2 (3- 5) 

根據(3- 5)得知： 

{
 

 √𝑥
2 + 𝑦2 − 𝑟 < 0          (𝑥, 𝑦)在圓形內部

√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑟 > 0          (𝑥, 𝑦)在圓形外部

√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑟 = 0          (𝑥, 𝑦)在圓形邊界

 

(3- 6) 

(3- 7) 

(3- 8) 

故水平集函數𝜙(𝒙, 𝒚)可以被定義為： 

利用以上特性，水平集函數在浸潤式參考映射技術中被使用來區分材料質點當前

的材料屬性：(𝜙(𝒙, 𝒚, 𝒕) > 0表示此材料點為流體，𝜙(𝒙, 𝒚, 𝒕) < 0表示此材料點為固

體，而𝜙(𝒙, 𝒚, 𝒕) = 0則表示此材料點為固體與流體之材料界面。 

{

𝜙(𝒙, 𝒚, 𝒕) > 0                               x ∈流體

𝜙(𝒙, 𝒚, 𝒕) < 0                              x ∈固體 

𝜙(𝒙, 𝒚, 𝒕) = 0                     x ∈流體與固體交界

 

(3- 10) 

(3- 11) 

(3- 12) 

𝜙(𝒙, 𝒚)＝√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑟 (3- 9) 
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3.3. 歐拉空間的流體與固體力學控制方程式 

本節將介紹在歐拉空間中流體和固體的運動方程式，藉由浸潤式分析，推導出

流固耦合力解析式與提出參考座標和水平集函數的歐拉演進方程式，以及自以上

方程式中衍生出流固耦合力學問題須滿足之各控制方程式。 

 

3.3.1. 運動力學 

於歐拉空間中，包括流體與固體之連體系統皆須滿足以下守恆律，包括了質量

守恆、線動量守恆與角動量守恆)： 

𝑑𝜌

𝑑𝑡
+ 𝑣𝑖𝜌,𝑖 + 𝜌𝑣𝑖,𝑖 = 0 

(3- 13) 

𝐷𝑣𝑖
𝐷𝑡

=
1

𝜌
(𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝑓𝑖

𝑒𝑥𝑡 + 𝜌𝑔𝑖) 
(3- 14) 

𝜎 = 𝜎𝑇 (3- 15) 

其中，𝜌代表材料的密度、𝑣代表空間速度場、𝜎代表柯西應力場、𝑓𝑖
𝑒𝑥𝑡代表外力場，

由於本論文研究設定流體與固體材料均為不可壓縮，故流體的速度場需要額外滿

足 (3- 16)式之材料連續條件： 

𝑣𝑖,𝑖 = 0 (3- 16) 

  

3.3.2. 流固耦合力之推導 

本論文之固體場域解析與流體場域計算共用完全相同的歐拉格點設置與格點

速度資訊：在固體場域方面，由水平集函數與參考座標分別追蹤固體輪廓變化與材

料變形分佈，並以格點速度場更新水平集函數 𝜙 與參考座標 𝝃（詳見 3.3.5 節）；

在流體場域方面，根據浸潤式分析基礎，計算流體場域定義為實質流體與浸潤其中

之固體所佔據空間總和，即全域空間，在固體浸潤空間中，即使由於材料連續分佈

條件，固體質點與流體質點之移動速度相同，但因為固體與流體材料之機械性質相
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異，故兩材料在格點上具有固有之線動量差異，本論文基於浸潤式連體理論，以流

體與固體線動量差異分佈求得流固耦合力場，以此浸潤固體引致之流固耦合力場

更新全域空間之速度場分佈，進而可用以固體場域水平集函數與參考座標之演進。 

由(2- 5)可得知，連續體材料質點之慣性力應與材料內應力 𝜎𝑖𝑗,𝑗、外力刺激 

𝑓𝑖
ext  達成平衡，假設固體的密度為 𝜌s、流體的密度為 𝜌f，即在 Ωs  場域空間中

𝜌 =  𝜌𝑠，而在 𝛺𝑓 場域空間中 𝜌 =  𝜌𝑓，因而可將(2- 5)式之慣性力項拆為兩部分： 

𝜌
𝐷𝑣𝑖
𝐷𝑡

= {
𝜌𝑓
𝐷𝑣𝑖
𝐷𝑡

                   𝑥 ∈ 𝛺𝑓/𝛺𝑠′

𝜌𝑓
𝐷𝑣𝑖
𝐷𝑡

+ (𝜌𝑠 − 𝜌𝑓)
𝐷𝑣𝑖
𝐷𝑡

        𝑥 ∈ 𝛺𝑠′
 

(3- 17) 

(3- 18) 

 

其中，𝛺𝑠′代表固體場域 𝛺𝑠 之流固耦合力映射到流固共存分析場域空間 (即Ωs 浸

潤於 Ωf 中之區域)、𝛺𝑓 ∕ 𝛺𝑠′ 表示全流體場域 𝛺𝑓 扣除 𝛺𝑠′ 的區域；再者對外力

項進行討論，考慮環境力場 𝒈（如重力場），將外力項亦拆為兩部分： 

𝑓𝑖
𝑒𝑥𝑡 = {

𝜌𝑓𝑔𝑖                    𝑥 ∈ 𝛺
𝑓/𝛺𝑠′

𝜌𝑓𝑔𝑖 + (𝜌
𝑠 − 𝜌𝑓)𝑔𝑖           𝑥 ∈ 𝛺

𝑠′ 
(3- 19) 

(3- 20) 

柯西應力的導數項也可以被分為： 

𝜎𝑖𝑗,𝑗 = {
𝜎𝑖𝑗,𝑗
𝑓             𝑥 ∈ 𝛺𝑓/𝛺𝑠′

𝜎𝑖𝑗,𝑗
𝑓 + 𝜎𝑖𝑗,𝑗

𝑠 − 𝜎𝑖𝑗,𝑗
𝑓     𝑥 ∈ 𝛺𝑠′

 
(3- 21) 

(3- 22) 

由於實際流體佔據的區域為 Ω /Ω𝑠 ，且於計算空間為完整 Ω 場域，即 𝛺𝑓 = Ω ，

故在 Ω𝑠  場域中為流體和固體同空間共存之設置，在基於連體系統之線動量守恆

律(2- 5)且綜合(3- 17)至(3- 22)，可以將流固耦合力定義為： 

其中，𝑓𝑖
𝐹𝑆𝐼表示流固耦合力，FSI 代表流固耦合（Fluid–structure interaction）， 

因此包含流固耦合力場之全流體場域之控制方程式(原(2- 5))為： 

𝜌𝑓  
𝐷𝑣𝑖
𝐷𝑡

= 𝜎𝑖𝑗,𝑗
𝑓 + 𝜌𝑓𝑔 + 𝑓𝑖

𝐹𝑆𝐼  𝑥 ∈ 𝛺𝑓 
(3- 25) 

 

𝑓𝑖
𝐹𝑆𝐼 = {

0                                    𝑥 ∈ 𝛺𝑓/𝛺𝑠′

−(𝜌𝑠 − 𝜌𝑓)
𝐷𝑣𝑖
𝐷𝑡

+ 𝜎𝑖𝑗,𝑗
𝑠 − 𝜎𝑖𝑗,𝑗

𝑓   + (𝜌𝑠 − 𝜌𝑓)𝑔𝑖  𝑥 ∈ 𝛺
𝑠′

 
(3- 23) 

(3- 24) 
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3.3.3. 流體控制方程式 

在歐拉空間下空間速度場的材料時間導數可以被分為時間導數項與對流項： 

𝐷𝑣𝑖
𝐷𝑡

= 𝑣𝑖,𝑡 + 𝑣𝑗𝑣𝑖,𝑗 
(3- 26) 

將(3- 26)代入(3- 25)，流體控制方程式可以寫為： 

假設流體為不可壓縮且等向性的牛頓流體，流體的黏滯應力可寫為： 

𝜏𝑖𝑗
𝑓 = 𝜇(𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑗,𝑖) 

(3- 29) 

其中 𝜇  為流體黏滯係數，而連體之柯西應力通常可以被分為靜應力(Hydrostatic 

stress)與偏應力(Deviatoric stress)， σhyd 代表靜應力，只改變材料單元大小、σdev

代表偏應力，只改變材料單元形狀；故流體中壓力 𝑝 與黏滯應力 𝜏𝑖𝑗
𝑓

 分別為其柯

西應力之靜應力與偏應力： 

𝜎𝑖𝑗
𝑓 = σij

hyd
+ σij

dev = −𝑝𝛿𝑖𝑗 + 𝜇(𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑗,𝑖) 
(3- 30) 

由於在二維空間中，偏應力須滿足以下條件： 

𝜎11
𝑑𝑒𝑣 + 𝜎22

𝑑𝑒𝑣 = 0 (3- 31) 

根據(3- 16)式，即可驗證： 

𝜏11
𝑓 + 𝜏22

f = 2𝜇(𝑣1,1 + 𝑣2,2) = 2𝜇(𝑣𝑖,𝑖 ) = 0 (3- 32) 

 

3.3.4. 固體控制方程式 

固體場域Ω𝑠中由於固體亦使用歐拉空間描述，根據(2- 5)式，空間速度場的材

料時間導數可以被分為時間導數項與對流項，故可以將固體內部的力平衡方程式

寫為： 

𝜌𝑠(𝑣𝑖,𝑡 + 𝑣𝑗𝑣𝑖,𝑗) = 𝜎𝑖𝑗,𝑗
𝑠 + 𝜌𝑠g𝑖 (3- 33) 

𝜌𝑓 (𝑣𝑖,𝑡 + 𝑣𝑗𝑣𝑖,𝑗) = 𝜎𝑖𝑗,𝑗
𝑓 + 𝜌𝑓𝑔 + 𝑓𝑖

𝐹𝑆𝐼 (3- 27) 

𝑣𝑖,𝑖 = 0 (3- 28) 
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當為滿足固體不可壓縮的需求，對於線性彈性材料而言，體擴張性 (Dilation) 定義

為單位體積之體積變化 (即為體應變， Volumetric strain)  

𝑒 =
Δ𝑉

𝑉
= 𝜖𝑖𝑖 

(3- 34) 

顧及材料組成律： 

𝜖𝑖𝑖 = 𝐾𝜎𝑠 (3- 35) 

其中 𝐾 為體模數 (Bulk modulus)，且 

𝜎𝑠 =
𝜎𝑖𝑖
𝑠

2
(𝑖 = 1,2 in 2D)或 (3- 36) 

𝜎𝑠 =
𝜎𝑖𝑖
𝑠

3
(𝑖 = 1,3 in 3D) 

(3- 37) 

為固體材料單元平均應力，在滿足固體不可壓縮的設定下，可設置材料泊松比 

(Poisson’s ratio)接近 0.5 之理論值，即： 

𝜈 → 0.5 (𝐾 =
𝐸

3(1 − 2𝜈)
→ ∞) (3- 38) 

抑或是對於柯西靜應力項引致體積變化即不敏感之固體材料，在進行流固耦合運

動力學 (Kinematics) 分析時，可合理地僅考量由固體柯西偏應力項引致之材料變

型狀態。 

 

3.3.5. 參考座標和水平集函數之演進 

本章節建立用以更新參考座標和水平集函數之控制方程式：首先在歐拉系統

中，在由流體控制方程式求解出於某一時間步進 之流場分布後，為準確解析出固

體材料質點之運動或變型過程，藉由追蹤其材料質點之參考座標恆定特性，即各質

點參考座標之材料時間導數始終保持為零： 

𝐷𝜉𝑖
𝐷𝑡

=
𝑑𝜉𝑖
𝑑𝑡

+ 𝑣𝑗𝜉𝑖,𝑗 = 0 
(3- 39) 

可求得次一時間步進之參考映射函數，為隨質座標與對應在運動或變型過程前參

考座標之映射解析技術，對於任意二維歐拉固定計算格點位置 (𝑥1
0, 𝑥2

0) 上，即：

𝑋1 = 𝜉1(𝑥1
0, 𝑥2

0) 且 𝑋2 = 𝜉2(𝑥1
0, 𝑥2

0)，其中 𝜉1 與 𝜉2 為更新至次一時間步進之參考
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映射函數， 𝑋1 與 𝑋2 為此歐拉格點映射之參考座標；再回顧 3.2 節之水平集函

數定義，考慮一固體初始材料分布之輪廓可由水平集函數 𝜙0(𝑥1
0, 𝑥2

0) 描述，在 𝑡 =

0 時，由計算格點位置直接映射至參考座標，即𝜙0(𝑋1, 𝑋2) = 𝜙0(𝑥1
0, 𝑥2

0)；在 𝑡 > 0 

時，由該時刻之參考映射函數可得 

𝜙𝑡(𝑥1
0, 𝑥2

0) = 𝜙0(𝜉1(𝑥1
0, 𝑥2

0), 𝜉2(𝑥1
0, 𝑥2

0)) (3- 40) 

當 𝜉1(𝑥, 𝑦, 𝑡) 與 𝜉2(𝑥, 𝑦, 𝑡) 隨時間演進時，固體輪廓水平集函數 𝜙𝑡(𝑥1
0, 𝑥2

0) 亦可

經由參考映射函數同步逕行演進；當  𝜙𝑡(𝑥1
0, 𝑥2

0) 非為顯式函數，而為離散數值分

布，須以插值運算來估計(3- 40)適中更新之 𝜙𝑡(𝑥1
0, 𝑥2

0) ；為提高計算效率且免去

插值引致之數值誤差，本論文研究提出可透過數值求解此輪廓水平集函數之漢米

爾頓-雅各比 (Hamilton-Jacobi)偏微分方程式： 
𝐷𝜙𝑡

𝐷𝑡
+ 𝑣 ⋅ ∇𝜙𝑡 = 0 ，對應 𝑡 時刻流

體速度場域 𝑣 ，進行一單位時間演進，以求得次一時刻之 𝜙𝑡(𝑥1
0, 𝑥2

0) [17]。綜上

所述，(3- 39) 式與 (3- 40) 式為求解全歐拉式浸潤於流體中可變形固體之流固耦

合問題所仰賴核心控制方程式，得以實現在歐拉系統中解析相互干涉之流場分布

演進與固體運動變形以及精準地追蹤流體與固體材料間邊界位置變化。 

 

3.4. 流體與固體邊界之處理 

第二章的固體變形靜態與擬靜態範例中，尚未針對邊界進行特別處理。但為了

使流固耦合的模擬可以更加精確，本節將介紹兩種方法處理流體與固體的邊界。藉

由這兩種方法，可以將已知的固體內部流固耦合力延展至整個固體場域(包含內部

與邊界)。 

 

3.4.1. 共軛梯度法 

共軛梯度法(conjugate gradient method) 最初由 Hesteness 和 Stiefel 於 1952 年

為求解線性方程組而提出，是一個適用於實對稱正定矩陣的線性方程組數值解法。

共軛梯度法的核心概念為共軛、梯度，其中共軛可以使此方法迅速收斂、梯度則提
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供正交性。在面對龐大的矩陣時往往無法使用直接法求解，然而採用迭代方式計算

的共軛梯度法可以大大的減少計算成本，共軛梯度數值方法如下。 

令 A 為n × n實對稱正定矩陣(AT = A 、∀x ≠ 0  xTAx > 0)、b 為非零向量、

P = [p1⋯pn]為一組相對於 A 正交的集合，線性方程組Ax = b的精確解x∗可以表示

為x∗ = 𝐴−1𝑏令x∗為： 

x∗ = 𝛼1𝑝1 +⋯+αnpn = 𝑃𝛼 (3- 41) 

其中α = [α1, ⋯ , αn]
T，將線性方程組Ax = b的等號兩邊各乘上pT結合上式可以得到： 

PTAPα = PT𝑏 (3- 42) 

由於 P 為相對於 A 正交的集合，上是可以寫為： 

[
P1
TAP1   
 ⋱  
  Pn

TAPn

] [

𝛼1
⋮
𝛼𝑛
] = [

P1
T𝑏
⋮
Pn
T𝑏
] 

(3- 43) 

故α可以寫成 

αi =
Pi
T𝑏

Pi
TAPi

  , 𝑖 = 1,⋯ , n (3- 44) 

假設 x 初始值為x0(可以訂x0為任意數)，如果想要使用迭代方法找出近似解必須將

(3- 41)改寫為： 

x∗ − x0 = 𝛼0𝑝0 + 𝛼1𝑝1 +⋯+αn−1pn−1 (3- 45) 

xj − x0 = 𝛼0𝑝0 + 𝛼1𝑝1 +⋯+αj−1pj−1 , 𝑗 > 0 (3- 46) 

xj+1 = xj + αjpj (3- 47) 

將線性方程組Ax = b的等號兩邊各乘上pT結合上式可以得到： 

Pj
TA(x∗ − xj) = Pj

T𝐴(αjpj +⋯+αn−1pn−1) = αjPj
T𝐴pj (3- 48) 

故α可以寫成： 

αj =
Pj
T𝐴(x∗ − xj)

Pj
TAPj

=
Pj
T(𝑏 − 𝐴xj)

Pj
TAPj

=
Pj
T𝑟𝑗

Pj
TAPj

 (3- 49) 

其中，𝑟𝑗 = 𝑏 − 𝐴𝑥𝑗為殘值。假設𝑃𝑗+1可以寫為𝑟0, ⋯ , 𝑟𝑗+1的線性組合，令： 

𝑃𝑗+1 = 𝑟𝑗+1 + 𝛽𝑗𝑝𝑗 (3- 50) 

將上式轉置在乘上𝐴𝑝𝑗可以得到： 



doi:10.6342/NTU202202455
35 

 

Pj+1
T APj = 0 = 𝑟𝑗+1

𝑇 APj + 𝛽𝑗𝑝𝑗
𝑇APj (3- 51) 

𝛽𝑗 =
−𝑟𝑗+1

𝑇 APj

𝑝𝑗
𝑇APj

=
𝑟𝑗+1
𝑇 rj+1

𝑟𝑗
𝑇rj

 (3- 52) 

同整以上推導，共軛梯度迭代數值方法可以簡化為： 

 

表 3- 1 共軛梯度迭代數值方法 

假設 x 初始值為x0、容許誤差tol = x − x∗ 

(1)  

r0 ≔ b − Ax0 

p0 ≔ r0 

𝑗 = 0 

(2)  

αj =
Pj
T𝑟𝑗

Pj
TAPj

 

xj+1 = xj + αjpj 

𝑟𝑗+1 = 𝑟𝑗 − αj𝐴pj 

如果𝑟𝑗+1小於 tol，則共軛梯度迭代數值方法所得到的近似解為xj+1，並且終止 

𝛽𝑗 =
𝑟𝑗+1
𝑇 rj+1

𝑟𝑗
𝑇rj

 

𝑃𝑗+1 = 𝑟𝑗+1 + 𝛽𝑗𝑝𝑗 

𝑘 = 𝑘 + 1 

(3) 重複步驟二 

 

本技術引用此方法處理固體與流體交界元素上流固耦合力場域的分布。已知

純固體元素(元素四個角落的水平集函數都小於零)的流固耦合力、純流體元素(元

素四個角落的水平集函數都大於零)的流固耦合力，藉由共軛梯度法得到固體流體

邊界元素(元素被固體流體邊界穿越)的流固耦合力，其中純固體元素、純流體元素

與固體流體邊界元素將在 3.4.2 章節中提出詳細的定義。 
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在此使用一個簡單的範例來解說，如(圖 3- 6)所示，假設黑色實線內部元素為

純固體元素、黑色虛線以外之元素為純流體元素、介於黑色實線外部與黑色虛線內

部的元素為固體流體邊界元素，在共軛梯度法處理之前純固體元素上的場域為

𝑓(𝑥, 𝑦) = sin (𝑥)cos (𝑦)、純流體元素上的場域為𝑓(𝑥, 𝑦) = 0、假設固體流體邊界元

素上的場域為負一(圖 3- 7)。經過共軛梯度法處理之後，可以發現純固體元素、純

流體元素上的場域均無變化，而藉由共軛梯度法的幫忙可以計算出固體流體邊界

元素上合理的場域(圖 3- 8)。 

 

3.4.2. 面積比例方法 

面積比例方法藉由水平集函數的物理特性(本技術使用距離函數定義水平集函

數)可以得到材料點目前屬於固體或流體、材料點與流體固體邊界的距離。有了以

上特性，藉由以下方法可以計算出整個場域中各個元素的固體流體面積比例。其中，

As代表固體在元素中佔據的面積比例、Af代表流體在元素中佔據的面積比例，本方

法定義固體、流體在同一元素中佔據的面積比例總和必須為一。 

回顧連體線動量守恆方程式之推導，假設元素在 𝑥 方向與 𝑦 方向上的長度分

別為 𝑑𝑥 、 𝑑𝑦 且元素面積為 𝑑𝑥𝑑𝑦 ，由圖 3- 9 可得元素 𝑥 方向上的力平衡方

程式可以寫為： 

𝜎𝑥𝑥(𝑥 + 𝑑𝑥)𝑑𝑦 − 𝜎𝑥𝑥(𝑥)𝑑𝑦 + 𝜏𝑦𝑥(𝑦 + 𝑑𝑦)𝑑𝑥 − 𝜏𝑦𝑥(𝑦)𝑑𝑥 + 𝜌𝑔𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦

= 𝜌
𝐷𝑣

𝐷𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑦  

(3- 53) 

將上(3- 53)左右同除以 𝑑𝑥𝑑𝑦 可以得到： 

𝜎𝑥𝑥(𝑥 + 𝑑𝑥) − 𝜎𝑥𝑥(𝑥)

𝑑𝑥
+
𝜏𝑦𝑥(𝑦 + 𝑑𝑦) − 𝜏𝑦𝑥(𝑦)

𝑑𝑦
+ 𝜌𝑔𝑥 = 𝜌

𝐷𝑣𝑥
𝐷𝑡

  (3- 54) 

以此類推，可以得到元素在 𝑦 方向上的力平衡方程式可以寫為： 

𝜎𝑦𝑦(𝑦 + 𝑑𝑦) − 𝜎𝑦𝑦(𝑦)

𝑑𝑦
+
𝜏𝑥𝑦(𝑥 + 𝑑𝑥) − 𝜏𝑦𝑥(𝑥)

𝑑𝑥
+ 𝜌𝑔𝑦 = 𝜌

𝐷𝑣𝑦

𝐷𝑡
  (3- 55) 

結合(3- 54)、(3- 55)，可以得到連體方型元素的線動量守恆方程式與(3- 14)相符。 
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 本論文對流固耦合力的定義為：在固體與流體共用的相同格點上，因固體與流

體材料之機械性質相異，使兩材料在格點上具有固有之線動量差異，本論文基於浸

潤式連體理論，以流體與固體線動量差異分佈求得流固耦合力場，即須計算單位元

素內固體與流體材料之線動量差異，方可定義流固耦合力場。由圖 3- 10 可知：左

圖為固體與流體分別佔據面積比例 𝐴𝑠  與 𝐴𝑓 之連體元素，右圖為與連體元素共

用相同格點之純流體元素，綜合上述可知，由左圖固體佔據的三角形區域與右圖相

映的三角形兩者間的線動量差異可以定義該元素之流固耦合力場。其中， 𝑎 、 𝑏 、 

𝑐 、 𝑑 各別代表該線段長度( 𝑎 + 𝑏 = 𝑑𝑦 、 𝑐 + 𝑑 = 𝑑𝑥 )。 

由(3- 53)可得純固體元素 𝑥 方向上的力平衡方程式為： 

𝜎𝑥𝑥(𝑥 + 𝑑𝑥) − 𝜎𝑥𝑥(𝑥)

𝑑𝑥
+
𝜏𝑦𝑥(𝑦 + 𝑑𝑦) − 𝜏𝑦𝑥(𝑦)

𝑑𝑦
+ 𝜌𝑠𝑔𝑥 = 𝜌𝑠

𝐷𝑣𝑥
𝐷𝑡

  (3- 56) 

依照圖 3- 10 將純固體元素分為兩個部分，如圖 3- 11 所示。其中，F 為兩交界面間

之作用力。五角形區域之 𝑥 方向上的力平衡方程式為： 

𝜎𝑥𝑥(𝑥 + 𝑑𝑥)𝑑𝑦 − 𝜎𝑥𝑥(𝑥)𝑏 + 𝜏𝑦𝑥(𝑦 + 𝑑𝑦)𝑑 − 𝜏𝑦𝑥(𝑦)𝑑𝑥 + 𝜌
𝑠𝑔𝑥𝐴

𝑓𝑑𝑥𝑑𝑦

− 𝐹 = 𝜌𝑠
𝐷𝑣

𝐷𝑡
𝐴𝑓𝑑𝑥𝑑𝑦 

(3- 57) 

三角形區域之 𝑥 方向上的力平衡方程式為： 

𝐹 − 𝜎𝑥𝑥(𝑥)𝑎 + 𝜏𝑦𝑥(𝑦 + 𝑑𝑦)𝑐 + 𝜌
𝑠𝑔𝑥𝐴

𝑠𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝜌𝑠
𝐷𝑣

𝐷𝑡
𝐴𝑠𝑑𝑥𝑑𝑦 

(3- 58) 

將(3- 58)乘以 
𝐴𝑓

𝐴𝑠
 減去(3- 57)可以得到： 

𝐹 = 𝐴𝑠𝜎𝑥𝑥(𝑥 + 𝑑𝑥)𝑑𝑦 + 𝐴
𝑓𝜎𝑥𝑥(𝑥)𝑎 − 𝐴

𝑠𝜎𝑥𝑥(𝑥)𝑏 + 𝐴
𝑠𝜏𝑦𝑥(𝑦 + 𝑑𝑦)𝑑

− 𝐴𝑓𝜏𝑦𝑥(𝑦 + 𝑑𝑦)𝑐 − 𝐴
𝑠𝜏𝑦𝑥(𝑦)𝑑𝑥 

(3- 59) 

將(3- 59)代入(3- 58)可以得到純固體元素三角形區域之 𝑥 方向上的力平衡方程式

為： 

𝐴𝑠(𝜎𝑥𝑥(𝑥 + 𝑑𝑥)𝑑𝑦 − 𝜎𝑥𝑥(𝑥)𝑑𝑦 + 𝜏𝑦𝑥(𝑦 + 𝑑𝑦)𝑑𝑥 − 𝜏𝑦𝑥(𝑦 + 𝑑𝑦)𝑑𝑥)

+ 𝜌𝑠𝑔𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦) = 𝜌
𝑠
𝐷𝑣

𝐷𝑡
𝐴𝑠𝑑𝑥𝑑𝑦 

(3- 60) 
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𝐴𝑠 (
𝜎𝑥𝑥(𝑥 + 𝑑𝑥) − 𝜎𝑥𝑥(𝑥)

𝑑𝑥
+
𝜏𝑦𝑥(𝑦 + 𝑑𝑦) − 𝜏𝑦𝑥(𝑦)

𝑑𝑦
+ 𝜌𝑠𝑔𝑥) = 𝐴

𝑠𝜌𝑠
𝐷𝑣𝑥
𝐷𝑡

 (3- 61) 

以此類推可以得到可以得到，純固體元素三角形區域的線動量守恆方程式為： 

𝐴𝑠𝜌𝑠
𝐷𝑣𝑖
𝐷𝑡

= 𝐴𝑠𝜌𝑠𝑔𝑖 + 𝐴
𝑠𝜎𝑖𝑗,𝑗

𝑠  
(3- 62) 

式可以作為圖 3- 10 中左圖三角形區域的線動量守恆方程式，以相同方式推導可以

得到右圖純流體元素三角形區域的線動量守恆方程式為： 

𝐴𝑠𝜌𝑓
𝐷𝑣𝑖
𝐷𝑡

= 𝐴𝑠𝜌𝑓𝑔𝑖 + 𝐴
𝑠𝜎𝑖𝑗,𝑗

𝑓
 

(3- 63) 

綜合上述，元素的流固偶合力場可以定義為(3- 61)與(3- 62)間的動量差異： 

以坐標系U為例，在此坐標系上存放x方向的流固耦合力f𝑥
FSI。如(圖 3- 12)所示，

黑色圓圈表示坐標系𝑈、白色圓圈表示坐標系𝑉，黑色圓圈相鄰的四個白色圓圈組

成一個元素，元素中央所存放的f𝑥
FSI代表此元素的平均 x 方向的流固耦合力，故可

以將f𝑥
FSI定義為： 

接下來介紹，該如何使用水平集函數定義As和Af，由於As和Af被定義在一個元

素內，故假設固體流體邊界跨越元素時為直線。可以將所有元素分為三種情況，第

一種為純固體元素(圖 3- 13)，元素所有角落點的水平集函數均小於零，故純固體元

素所有角落點均被判定為固體材料點，而純固體元素的固體面積比例As被定義為

一、流體面積比例Af被定義為零。 

第二種元素為純流體元素(圖 3- 14)，元素所有角落點的水平集函數均大於零，

故純流體元素所有角落點均被判定為流體材料點，而純流體元素的面積比例As被

定義為零、Af被定義為一。 

𝑓𝑖
𝐹𝑆𝐼 = 𝐴𝑠 (−(𝜌𝑠 − 𝜌𝑓)

𝐷𝑣𝑖
𝐷𝑡

+ 𝜎𝑖𝑗,𝑗
𝑠 − 𝜎𝑖𝑗,𝑗

𝑓   + (𝜌𝑠 − 𝜌𝑓)𝑔𝑖) (3- 64) 

f𝑥
FSI = 𝐴𝑠 (−(𝜌𝑠 − 𝜌𝑓)

𝐷𝑣𝑥
𝐷𝑡

+ 𝜎𝑥𝑦,𝑦
𝑠 − 𝜎𝑥𝑦,𝑦

𝑓   + (𝜌𝑠 − 𝜌𝑓)𝑔𝑥) 
(3- 65) 

As = 1 (3- 66) 

Af = 0 (3- 67) 
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第三種為固體流體邊界元素，元素角落點的水平集函數不全大於零也不全小

於零。固體流體邊界元素又可分為兩個種類，其一為固體流體邊界跨越相鄰的邊

(圖 3- 15)，計算面積比例的方法如下，假設ϕ1 < 0，且ϕ2、𝜙3、𝜙4 > 0由三角形

相似形概念可以得知： 

|ϕ1|：|ϕ2| = 𝑐：𝑑 (3- 70) 

|ϕ1|：|ϕ3| = 𝑎：𝑏 (3- 71) 

假設元素的水平長度與垂直長度均為一、單位元素面積為一，則(圖 3- 15)中左上三

角形面積所占比例(固體面積比例)可以寫為： 

As =
𝑎𝑐

2(𝐴𝑠 + 𝐴𝑓)
 (3- 72) 

A𝑓 = 1 − As (3- 73) 

已知元素邊長為一由(3- 70)、(3- 71)可以得到 

a =
|𝜙1|

|𝜙1| + |𝜙3|
 (3- 74) 

c =
|𝜙1|

|𝜙1| + |𝜙2|
 (3- 75) 

將(3- 74)、(3- 75)帶入(3- 72)即可得到面積比例As、Af。其二為固體流體邊界跨越相

對的邊(圖 3- 16)，計算面積比例的方法如下，假設ϕ1、ϕ2 < 0且𝜙3、𝜙4 > 0，由

三角形相似形概念可以得知： 

|ϕ1|：|ϕ3| = 𝑒：𝑓 (3- 76) 

|ϕ2|：|ϕ4| = 𝑔：ℎ (3- 77) 

由於ϕ1、ϕ2 < 0(圖 3- 16)中左邊的梯形為固體，右邊的梯形為流體，故固體、流

體面積比例可以寫為： 

As =
(𝑒 + 𝑔)

2(𝐴𝑠 + 𝐴𝑓)
 (3- 78) 

As = 0 (3- 68) 

Af = 1 (3- 69) 
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A𝑓 =
(𝑓 + ℎ)

2(𝐴𝑠 + 𝐴𝑓)
 (3- 79) 

由(3- 76) 、(3- 77)可以得到 

e =
|𝜙1|

|𝜙1| + |𝜙3|
 (3- 80) 

f =
|𝜙3|

|𝜙1| + |𝜙3|
 (3- 81) 

g =
|𝜙2|

|𝜙2| + |𝜙4|
 (3- 82) 

h =
|𝜙4|

|𝜙2| + |𝜙4|
 (3- 83) 

將(3- 80)、(3- 81)、(3- 82)、(3- 83)帶入(3- 78)、(3- 79)即可得到面積比例As、Af。 

 

3.5. 數值方法 

本節結合了 2.3.2.節所介紹的不考慮邊界處理的參考映射技術數值方法、RBF

插值函數、有限差分法以及有限元素法，建立了一個適用於流固耦合問題的浸潤式

參考坐標技術數值方法，並在其中介紹以上各個數值工具的原理與用途，本數值方

法更添加了固體流體邊界的處理使得流體控制方程式的外力項場域更加平順。 

 

3.5.1. 場域分布 

在浸潤式參考映射技術中，延續了第二章參考映射技術時的場域定義，並增加

了兩個新的場域(水平集函數與流固藕合力)。如(圖 3- 17)所示，座標系 {𝑈} 與{𝑉} 

格點各自存放了水平集函數𝜙𝑈、𝜙𝑉，而𝑥方向與𝑦方向的流固耦合力則各別存放於

座標系 {𝑈} 與座標系 {𝑉} 格點中。 

 

3.5.2. 基本步驟 

本節提出一套浸潤式參考映射技術之流固耦合解析與計算方法，已知在時間

步數𝑛時的𝑣𝑛、𝜉𝑛、𝜌𝑠、𝜌𝑓、𝜙𝑛，此方法將建立一系列的歐拉控制方程式為以上
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場域更新至下一個時間步數(𝑛 + 1)。其中應力場、密度場也會在每個時間步數中被

更新。表 3- 2 列出了浸潤式參考映射技術在計算流固耦合問題時的步驟，其中所

有的散度與梯度運算子均使用中心差分法(2.3.2.節介紹過)完成。 

 

表 3- 2 浸潤式參考映射技術之流固耦合數值方法概要 

已知： 𝑣𝑛、𝜉𝑛、𝜌𝑠、𝜌𝑓、𝜙𝑛 

目標： 𝑣𝑛+1、𝜉𝑛+1、𝜌𝑛+1、𝜙𝑛+1 

(1) 計算參考座標的梯度，藉由參考座標的梯度可以得到變形梯度場 

𝐹 = (𝜉𝑖,𝑗)
−1

 
(3- 84) 

 

(2) 計算固體與流體應力場 

 如果𝝓𝒏(𝒙) < 𝟎 

𝜎 = 𝜎𝑠 = 𝜎𝑠̂(𝐹) (3- 85) 

 如果𝝓𝒏(𝒙) > 𝟎 

𝜎 = 𝜎𝑖𝑗
𝑓 = 𝜇(𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑗,𝑖) 

(3- 86) 

 

(3) 流固耦合力與邊界處理 

𝑓𝑖
𝐹𝑆𝐼 = {

0                                        𝑥 ∈ 𝛺𝑓/𝛺𝑠′

−(𝜌𝑠 − 𝜌𝑓)
𝐷𝑣𝑖
𝐷𝑡

+ 𝜎𝑖𝑗,𝑗
𝑠 − 𝜎𝑖𝑗,𝑗

𝑓   + (𝜌𝑠 − 𝜌𝑓)𝑔𝑖      𝑥 ∈ 𝛺
𝑠′

 
(3- 87)  

(3- 88) 

(3- 87)、(3- 88)得知純固體元素、純流體元素上的流固耦合力，藉由 3.4 節所介

紹之流體與固體邊界處理方法即可得到整體流場的流固耦合力。 

(4) 更新速度場 

𝜌𝑓 (
𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛

Δ𝑡
+ 𝑣𝑗

𝑛𝑣𝑖,𝑗
𝑛 ) = 𝜎𝑖𝑗,𝑗

𝑓 + 𝑓𝑖
𝐹𝑆𝐼 + 𝜌𝑓𝑔𝑖 

(3- 89) 

 

(5) 速度場外插 

由於有限差分法的計算流體力學求解器得到的速度場並不完整，藉由 RBF 插值

函數的幫忙可議使速度場更加完整。 
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(6) 更新參考座標 

𝜉𝑛+1 − 𝜉𝑛

Δt
+ 𝑣𝑗

𝑛𝜉𝑖,𝑗
𝑛 = 0 

(3- 90) 

 

(7) 更新水平集函數 

𝝓𝒏+𝟏 = √((𝜉𝑥
𝑛+1 − 𝑥𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟)2 + (𝜉𝑦

𝑛 − 𝑦𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟)
2
) − 𝑟 

(3- 91) 

 

(8) 更新密度場 

 如果𝝓𝒏(𝒙) < 𝟎 

𝛒𝐧+𝟏 = 𝝆𝒔 (3- 92) 

 如果𝝓𝒏(𝒙) > 𝟎 

𝛒𝐧+𝟏 = 𝝆𝒇 (3- 93) 
 

 

3.5.3. 徑向基函數插值 

徑向基函數插值 (Radial Base Functions Interpolation)為一高精準度且已知資料

點位於非結構化網格的插值演算法[4]，本論文研究以 MATLAB (Mathworks, Inc.) 

語言實作分析程式，運用其曲線擬合工具箱 (Curve fitting toolbox) ，並採用雙諧 

(Biharmonic) 模組，於標記與單元式 (Marker-and-cell，簡記為 MAC)歐拉格點，將

基於有限差分運算出流場資訊精確且平滑地插值至參考映射技術之座標系統格點 

({𝑈} 、{𝑉} 與{𝑋})上。 

 

3.5.4. 有限元素法 

在本節與 3.5.5.節中，將分別介紹有限元素法的計算流體力學求解器與有限差

分法的計算流體力學求解器。首先在有限元素法中使用的統御方程式可以寫為： 

vi,i = 0 (3- 94) 

𝜌 (𝑣𝑗𝑣𝑖,𝑗) = −𝑝,𝑗 + 𝜇(𝑣𝑖,𝑗𝑗) + 𝑓𝑖 (3- 95) 

其中，(3- 94)代表不可壓縮、(3- 95)代表線動量守恆方程式。而在流體力學中，無
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因次化是一項普遍會使用的技術，可以透過減少自由參數的數量來簡化問題的分

析，故接下來需要先對(3- 95)進行無因次化，藉由選擇固定的特徵長度與特徵速度，

可以將無因次的參數定義為(表 3- 3)： 

 

表 3- 3 無因次化參數 

𝑥1̅̅̅ =
𝑥1
𝑙∗

 𝑥2̅̅ ̅ =
𝑥2
𝑙∗

 

𝑣1̅̅ ̅ =
𝑣1
𝑣∗

 𝑣2̅̅ ̅ =
𝑣2
𝑣∗

 

𝑓1̅ =
𝑓1𝑙

∗

𝜌𝑣∗
2 𝑓2̅ =

𝑓2𝑙
∗

𝜌𝑣∗
2 

𝑝̅ =
𝑝

𝜌𝑣∗
2  

 

藉由以上無因次化參數的協助，(3- 94)、(3- 95)可以被寫為無因次化的形式 

vi,i = 0 (3- 96) 

𝑣𝑗𝑣𝑖,𝑗 = −𝑝,𝑖 +
1

𝑅𝑒
(𝑣𝑖,𝑗𝑗) + 𝑓𝑖 

(3- 97) 

其中，𝑅𝑒 =
𝜌𝑣∗𝑙∗

𝜇
代表雷諾數。 

在有限元素法的計算流體力學求解器中，使用八個點的方形元素進行模擬，在

這元素中的每個點上都具有速度分量vx、𝑣𝑦，而壓力場只被分配在元素的四個角落

如(圖 3- 18)所示，元素的形狀函數以局部坐標系(ξ1, 𝜉2)表示，而局部坐標系(ξ1, 𝜉2)

與全域坐標系(x1, x2)之間的轉換如下： 

ξi =
2(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖

𝑐)

𝑙𝑖
 (3- 98) 

其中，(x1
c, x2

c)代表元素的質心座標、𝑙1、𝑙2代表元素在x、y方向的長度。(圖 3- 18)

點1~8的局部座標為(−1,−1), (0,−1), (1,−1), (1,0), (1,1), (0,1), (−1,1), (−1,0)。藉

由形狀函數的特性我們可以將四個點的形狀函數與八個點的形狀函數定義為

M(ξ1, ξ2)、N(ξ1, ξ2)詳細內容請見(表 3- 4)： 
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表 3- 4 無因次化參數 

M1(ξ1, ξ2) =
1

4
(1 − 𝜉1 − 𝜉2 + 𝜉1𝜉2) M2(ξ1, ξ2) =

1

4
(1 + 𝜉1 − 𝜉2 − 𝜉1𝜉2) 

M3(ξ1, ξ2) =
1

4
(1 + 𝜉1 + 𝜉2 + 𝜉1𝜉2) M4(ξ1, ξ2) =

1

4
(1 − 𝜉1 + 𝜉2 − 𝜉1𝜉2) 

N1(ξ1, ξ2) = −
1

4
(1 − 𝜉1)(1 − 𝜉2)(1

+ 𝜉1 + 𝜉2) 

N2(ξ1, ξ2) =
1

2
(1 − 𝜉1

2)(1 − 𝜉2) 

N3(ξ1, ξ2) = −
1

4
(1 + 𝜉1)(1 − 𝜉2)(1

− 𝜉1 + 𝜉2) 

N4(ξ1, ξ2) =
1

2
(1 − 𝜉2

2)(1 + 𝜉1) 

N5(ξ1, ξ2) = −
1

4
(1 + 𝜉1)(1 + 𝜉2)(1

− 𝜉1 − 𝜉2) 

N6(ξ1, ξ2) =
1

2
(1 − 𝜉1

2)(1 + 𝜉2) 

N7(ξ1, ξ2) = −
1

4
(1 − 𝜉1)(1 + 𝜉2)(1

+ 𝜉1 − 𝜉2) 

N6(ξ1, ξ2) =
1

2
(1 − 𝜉2

2)(1 − 𝜉1) 

 

以上函數中，雙線性插質函數Ma為壓力場所需，而二次插值函數Na則為速度場所

需，故在每個元素中都會有二十個未知的參數(vi十六個、p四個)： 

p = ∑Ma𝑝𝑎
4

𝑎=1

 

(3- 99) 

vi =∑Na𝑣𝑖
𝑎

8

𝑎=1

 

(3- 100) 

在推導弱形式的統御方程式之前需要先介紹兩個定理，假設f(x1, x2)、g(x1, x2)為

二維空間中的兩個純量場、h(x1, x2)為R場域中的向量場： 

∇ ⋅ (f∇g) = f∇2𝑔 + ∇𝑓 ⋅ ∇𝑔 (3- 101) 

∫ ∇ ⋅ ℎ 𝑑𝐴 = ∮ ℎ ⋅ 𝑛 𝑑𝑆
𝜕𝑅𝑅

 (3- 102) 
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將以上定理應用到動量守恆方程式中的拉普拉斯項，虛加速度場被使用在對整個

場域的積分中： 

∫𝛿𝑎1
𝑅

(
𝜕2𝑣1
𝜕𝑥1

2 +
𝜕2𝑣1
𝜕𝑥2

2 )  𝑑𝐴 

= ∫𝛿𝑎1
𝑅

∇2𝑣1 𝑑 

= ∫ ∇ ⋅ (𝛿𝑎1∇𝑣1) 𝑑𝐴 − ∫∇𝛿𝑎1 ⋅
𝑅𝑅

∇𝑣1 𝑑𝐴 

= ∮ ∇𝛿𝑎1 ⋅ ∇𝑣1𝑑𝑆
𝜕𝑅

−∫∇𝛿𝑎1 ⋅
𝑅

∇𝑣1 𝑑𝐴 

= −∫∇𝛿𝑎1 ⋅
𝑅

∇𝑣1 𝑑𝐴 

(3- 103) 

其中𝛿𝑎1 = 0，因為v1在𝜕𝑅中為已知。同理： 

∫𝛿𝑎2
𝑅

(
𝜕2𝑣2
𝜕𝑥1

2 +
𝜕2𝑣2
𝜕𝑥2

2 )  𝑑𝐴 = −∫∇𝛿𝑎2 ⋅
𝑅

∇𝑣2 𝑑𝐴 (3- 104) 

先忽略外力場f1、f2 ，(3- 97)可以寫成： 

∫ 𝛿𝑎1𝑣1
𝜕𝑣1
𝜕𝑥1

+ 𝛿𝑎1𝑣2
𝜕𝑣1
𝜕𝑥2

+ 𝛿𝑎1
𝜕𝑝

𝜕𝑥1
+
1

𝑅𝑒
∇𝛿𝑎1 ⋅ ∇𝑣1

𝑅

 𝑑𝐴 = 0 (3- 105) 

∫ 𝛿𝑎2𝑣1
𝜕𝑣2
𝜕𝑥1

+ 𝛿𝑎2𝑣2
𝜕𝑣2
𝜕𝑥2

+ 𝛿𝑎2
𝜕𝑝

𝜕𝑥2
+
1

𝑅𝑒
∇𝛿𝑎2 ⋅ ∇𝑣2

𝑅

 𝑑𝐴 = 0 (3- 106) 

虛壓力場被使用在對整個場域的積分中，(3- 96)可以寫成： 

∫𝛿𝑝
𝑅

(
𝜕𝑣1
𝜕𝑥1

+
𝜕𝑣2
𝜕𝑥2

)  𝑑𝐴 = 0 (3- 107) 

(3- 105)、(3- 106)、(3- 107)可以以形狀函數與節點的數值再改寫為： 

𝛿𝑎1 =∑Na𝛿𝑎1
𝑎

8

𝑎=1

 

(3- 108) 

𝛿𝑎2 =∑Na𝛿𝑎2
𝑎

8

𝑎=1

 

(3- 109) 

𝛿𝑝 = ∑𝑀a𝛿𝑝𝑎
4

𝑎=1

 

(3- 110) 
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[∫ Na𝑣1̅̅ ̅
𝜕Nb

𝜕𝑥1
v1
b + Na𝑣2̅̅ ̅

𝜕Nb

𝜕𝑥2
v1
b + Na

𝜕Md

𝜕𝑥1
pd

𝑅

+
1

𝑅𝑒
(
𝜕Na

𝜕𝑥1

𝜕Nb

𝜕𝑥1
v1
b +

𝜕Na

𝜕𝑥2

𝜕Nb

𝜕𝑥2
v1
b)𝑑𝐴] 𝛿𝑎1

a = 0 

(3- 111) 

[∫ Na𝑣1̅̅ ̅
𝜕Nb

𝜕𝑥1
v2
b + Na𝑣2̅̅ ̅

𝜕Nb

𝜕𝑥2
v2
b + Na

𝜕Md

𝜕𝑥2
pd

𝑅

+
1

𝑅𝑒
(
𝜕Na

𝜕𝑥1

𝜕Nb

𝜕𝑥1
v2
b +

𝜕Na

𝜕𝑥2

𝜕Nb

𝜕𝑥2
v2
b)𝑑𝐴] 𝛿𝑎2

a = 0 

(3- 112) 

[∫ 𝑀𝑐
𝜕Nb

𝜕𝑥1
v1
b +Mc

𝜕Nb

𝜕𝑥2
v2
b

𝑅

𝑑𝐴]𝛿𝑝𝑐 = 0 (3- 113) 

其中𝑣1̅̅ ̅ = Nbv1
b、𝑣2̅̅ ̅ = N

bv2
b，由於在任意的𝛿𝑎1

a、𝛿𝑎2
a、𝛿𝑝𝑐情況下(3- 111)、(3- 112)、

(3- 113)均為零，故又可以簡化為： 

∫ Na𝑣1̅̅ ̅
𝜕Nb

𝜕𝑥1
v1
b + Na𝑣2̅̅ ̅

𝜕Nb

𝜕𝑥2
v1
b + Na

𝜕Md

𝜕𝑥1
pd

𝑅

+
1

𝑅𝑒
(
𝜕Na

𝜕𝑥1

𝜕Nb

𝜕𝑥1
v1
b +

𝜕Na

𝜕𝑥2

𝜕Nb

𝜕𝑥2
v1
b)𝑑𝐴 = 0 

(3- 114) 

∫ Na𝑣1̅̅ ̅
𝜕Nb

𝜕𝑥1
v2
b + Na𝑣2̅̅ ̅

𝜕Nb

𝜕𝑥2
v2
b + Na

𝜕Md

𝜕𝑥2
pd

𝑅

+
1

𝑅𝑒
(
𝜕Na

𝜕𝑥1

𝜕Nb

𝜕𝑥1
v2
b +

𝜕Na

𝜕𝑥2

𝜕Nb

𝜕𝑥2
v2
b)𝑑𝐴 = 0 

(3- 115) 

∫ 𝑀𝑐
𝜕Nb

𝜕𝑥1
v1
b +Mc

𝜕Nb

𝜕𝑥2
v2
b

𝑅

𝑑𝐴 = 0 (3- 116) 

由(3- 114)、(3- 115)、(3- 116)，可以組合出一個元素的勁度矩陣A(20 ∗ 20)需滿足： 

Ah = b 

h 代表自由度矩陣由於一個元素具有 20 個自由度所以h 的大小為(20*1)，b 代表外

力矩陣在忽略外力的情況下h 為(20*1)的零矩陣。 

藉由連接性的幫助可以將所有勁度矩陣串成一個大的全域勁度矩陣配合正確

的外力矩陣即可完成整個場域的流場計算，由於上式推導的線動量守恆方程式中

與時間無關，故有限元素法的計算流體力學求解器只適用於靜態與準靜態問題無

法處理動態的問題。 
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3.5.5. 有限差分法 

在有限差分法中使用的統御方程式可以寫為： 

vi,i = 0 (3- 117) 

𝑣1,𝑡 + 𝑝,1 = −𝑣1𝑣1,1 − 𝑣2𝑣1,2 +
1

𝑅𝑒
(𝑣1,11 + 𝑣1,22) + 𝑓1 

(3- 118) 

𝑣2,𝑡 + 𝑝,2 = −𝑣1𝑣2,1 − 𝑣2𝑣2,2 +
1

𝑅𝑒
(𝑣2,11 + 𝑣2,22) + 𝑓2 

(3- 119) 

其中，(3- 117)代表連續體方程式、(3- 118)、(3- 119)代表線動量守恆方程式。跟 3.5.4

節中介紹的方法一樣，以上三條方程式已經經過無因次化的處理(𝑅𝑒 =
𝜌𝑣∗𝑙∗

𝜇
)。 

 假設𝑈𝑛、𝑉𝑛分別代表在時間步數為𝑛時的x方向速度場與 y 方向速度場。可以

藉由以下三個步驟計算出時間步數為𝑛 + 1時的𝑈𝑛+1、𝑉𝑛+1(表 3- 5)： 

 

表 3- 5 有限差分數值方法 

1. 非線性項 

由於在處理非線性的系統上顯式方法會比隱式方法簡單許多，所以在這個方法

中使用顯式方法來處理非線性項。但由於使用顯式方法，需要遵守 CFL 的條件

(
Δ𝑡

Δ𝑥
≤ 1)才能使數值方法穩定。加上此條件的目的是，防止流體質點在一個時間

步階Δ𝑡內，流過一個空間大於網格的距離Δ𝑥 

𝑈∗ − 𝑈𝑛

Δ𝑡
= −𝑈𝑛

𝜕𝑈𝑛

𝜕𝑥
− 𝑉𝑛

𝜕𝑈𝑛

𝜕𝑦
 (3- 120) 

𝑉∗ − 𝑉𝑛

Δ𝑡
= −𝑈𝑛

𝜕𝑉𝑛

𝜕𝑥
− 𝑉𝑛

𝜕𝑉𝑛

𝜕𝑦
 (3- 121) 

 

2. 黏滯項 

黏滯項如果也使用顯式方法處理，將需要一個更加嚴格的限制(
Δ𝑡

Δ𝑥2 
≤ 1 )，而使

用隱式方法只需在每個時間步內多處理兩個線性系統，故在黏滯項部分選擇隱

式方法 
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𝑈∗∗ − 𝑈∗

Δ𝑡
=
1

𝑅𝑒
(
𝜕2𝑈∗∗

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑈∗∗

𝜕𝑦2
) (3- 122) 

𝑉∗∗ − 𝑉∗

Δ𝑡
=
1

𝑅𝑒
(
𝜕2𝑉∗∗

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑉∗∗

𝜕𝑦2
) (3- 123) 

 

3. 壓力項 

藉由壓力場(𝑝𝑛+1)的梯度，校正速度場(𝑈∗∗, 𝑉∗∗)以保證不可壓縮的特性 

𝑈𝑛+1 − 𝑈∗∗

Δ𝑡
= −

𝜕(𝑝𝑛+1)

𝜕𝑥
 

(3- 124) 

𝑉𝑛+1 − 𝑉∗∗

Δ𝑡
= −

𝜕(𝑝𝑛+1)

𝜕𝑦
 (3- 125) 

可以將以上兩式寫成向量型式： 

1

Δ𝑡
𝑈𝑛+1 −

1

Δ𝑡
𝑈𝑛 = −∇𝑝𝑛+1 (3- 126) 

將上式的左右邊都進行散度： 

−∇2𝑝𝑛+1 = −
1

Δ𝑡
∇ ⋅ 𝑈𝑛 

(3- 127) 

因此修正步驟為： 

(1) 計算 𝐹 = ∇ ⋅ 𝑈𝑛 

(2) 求解帕松方程式−∇2𝑝𝑛+1 = −
1

Δ𝑡
𝐹𝑛 

(3) 計算 𝐺𝑛+1 = ∇𝑝𝑛+1 

(4) 更新速度場𝑈𝑛+1 = 𝑈𝑛 − Δ𝑡𝐺𝑛+1 

值得一提的是，場域的分布如(圖 3- 19)所示，水平速度場𝑣𝑥與水平外力場𝑓𝑥在

此求解器中只分布在坐標系𝑈上、垂直速度場𝑣𝑦與垂直外力場𝑓𝑦在此求解器中只分

布在坐標系𝑉上、壓力場則分布在元素的中心處，由於這些場域的需求，在 2.3.1.

節中可設定相應浸潤式參考映射技術的場域，可免去許多不必要的場域轉換。 
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圖 3- 1  歐拉網格場域Ω定義+ 

 

 

圖 3- 2  早期流固耦合問題場域定義 

 

 

 

 

Ω 

Ω𝑓 

Ω𝑠 
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圖 3- 3 浸潤式邊界方法流固耦合力分布 

 

 

 

 

 

圖 3- 4  (左)浸潤式參考映射技術場域定義、(右)流固耦合力分布 

 

𝛺𝑓 

𝛺𝑠 
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圖 3- 5  (左)水平集函數與高度為零的平面相切、(右) 相應平面封閉曲線 𝐿 

 

 

圖 3- 6  元素分布示意圖 
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圖 3- 7  共軛梯度法處理之前的場域分布圖 

 

 

圖 3- 8  共軛梯度法處理之後的場域分布圖 
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圖 3- 9  單位元素 𝑥 方向力平衡圖 

 

圖 3- 10(左)連體元素示意圖(右)與連體元素共用節點之流體元素示意圖 

 

 

𝐴𝑓 

𝐴𝑠 

a 

b 

c d 

Ω𝑓 

𝑑𝑥 

𝑑
𝑦

 

𝜎𝑥𝑥(𝑥 + 𝑑𝑥) 𝜎𝑥𝑥(𝑥) 

𝜏𝑦𝑥(𝑦 + 𝑑𝑦) 

𝜏𝑦𝑥(𝑦) 
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圖 3- 11 單位元素依照圖 3- 10 分成兩區域之 𝑥 方向力平衡圖 
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圖 3- 12  (左) 坐標系U、V分布圖、(右) 坐標系𝑈之元素定義 

 

 

 

圖 3- 13  純固體元素 

 

 

 

 

ϕ(𝑖,𝑗) < 0 

ϕ(𝑖+1,𝑗+1) < 0 ϕ(𝑖+1) < 0 

ϕ(𝑖,𝑗+1) < 0 
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圖 3- 14  純流體元素 

 

 

 

 

 

 

圖 3- 15  固體流體邊界元素(固體流體邊界跨越相鄰的邊) 

 

 

ϕ(𝑖,𝑗) > 0 

ϕ(𝑖+1,𝑗+1) > 0 ϕ(𝑖+1,𝑗) > 0 

ϕ(𝑖,𝑗+1) > 0 

ϕ(i, j) = ϕ1 

ϕ(i + 1, j) = ϕ2 

ϕ(i, j + 1) = ϕ3 

ϕ(i + 1, j + 1) = ϕ4 

a 

b 

c 

d 
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圖 3- 16  固體流體邊界元素(固體流體邊界跨越相對的邊) 

 

 

圖 3- 17  浸潤式參考映射技術場域分布 

 

ϕ(i, j) = ϕ1 

ϕ(i + 1, j) = ϕ2 

ϕ(i, j + 1) = ϕ3 

ϕ(i + 1, j + 1) = ϕ4 

e 

g 

h 

f 

⟹ 𝜉𝑈𝑥、𝜉𝑈𝑦、𝑣𝑈𝑥、𝑣𝑈𝑦、𝜙𝑈、𝑓𝑥
𝑒𝑥𝑡 

⟹ 𝜉𝑉𝑥、𝜉𝑉𝑦、𝑣𝑉𝑥、𝑣𝑉𝑦、𝜙𝑉、𝑓𝑦
𝑒𝑥𝑡 

⟹ 𝜎、F                           
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圖 3- 18  單一元素場域定義 

 

圖 3- 19  有限差分法流場求解器之場域分布圖 

 

 

⟹ 𝑣y、𝑓y 

⟹ 𝑣𝑥、𝑓𝑥  

⟹ 𝑃                           
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第四章 應用浸潤式參考映射技術於流固耦合解析 

由本論文第二章靜態與擬靜態算例之驗證結果，得以確認以本研究開發之參考

映射技術數值方法進行計算分析為正確且穩定收斂的，在本章節中將基於第三章

中提出的新穎浸潤式映射座標技術理論，實作前述參考映射技術與相關應用數學

方法，建立出全歐拉式（Full-Eulerian）流固耦合力學解析與計算架構，以進行流

固耦合問題解析計算與模擬，探討流體與固體各材料參數對於流場分布與固體運

動變形相互干涉的影響。 

 

4.1. 流固耦合計算例設定 

在本章節建立一系列之計算例，所有參數均經過無因次化處理，具有無因次單

位，假設流體場域為 [−2,2] × [−2,2] 之二維空間，格點間距大小 ℎ 為 0.04，在

此流體場域中置放一圓心座標為 (0,0)、半徑為 0.5 之圓形固體，並設定場域邊界

無任何流體通量，即邊界水平與垂直流速分量皆為零，流場受重力外力刺激 𝑔 =

981，由於使用面積比例法與共軛梯度法所得到的模擬結果差距甚小，其中面積比

例法可以大幅減少計算成本，故在邊界場域處理上採用面積比例法。如圖 4- 1 所

示，藍色與黃色區域分別為流體與固體實際佔據之場域空間，且藍色區域與黃色區

域之聯集為流體計算場域 Ωf、黃色區域為流固耦合力分布場域 Ωs′、紅色線條為

流場的邊界。基於以上假設，本節將各別針對流固耦合力場之三要素：包含 (1) 環

境重力、(2) 物質慣性與 (3) 材料剛性一一進行解析計算、模擬與結果討論。 

 

4.2. 流固耦合力之環境重力要素 

本範例將探究流固耦合力場之環境重力要素對於流場分布與固體運動變形相

互干涉的影響，由於流體計算場域佈滿全二維空間，因而可忽略由環境重力引致之

流體靜壓力之影響，故考慮流固耦合力場為： 
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材料參數方面，設定控制變因為：流體密度(𝜌f = 1)；操縱變因為：固體密度 (𝜌s =

0.5、𝜌s = 1.5、𝜌s = 2)、雷諾數(RE = 0.1、RE = 0.5、RE = 1)，本例題將探究在

不同的雷諾數與不同的固體密度的情況下，環境重力要素對於動態流體與固體相

互干涉的影響，故本計算例共實作九種不同參數組合的計算模擬。如圖 4- 2 至圖

4- 10 所示，模擬結果將以兩不同類型圖做呈現，第一類型之圖主要提供流場資訊 

(左圖)，其中背景顏色代表壓力分布、藍色封閉曲線代表流體與固體的交界 (即固

體邊界)、黑色箭頭代表流速方向與相對大小 (即箭頭愈大代表速度愈大)；第二類

型之圖提供固體變形狀態 (右圖)，藉由第二章所述參考映射函數與距離函數之特

性，可得於任何時間步進之材料質點初始座標位置，其中背景顏色代表水平集函數

值，設定深藍色封閉曲線代表於該時間步進之固體邊界、固體邊界外區域 (即流體

分布區域) 之水平集函數值皆為零以及淺藍色封閉曲線代表固體在變形與運動前 

(𝑡 = 0) 之初始邊界。圖 4- 2 至圖 4- 10 分別演示了在不同的固體密度、雷諾數參

數組合下，探究環境重力要素之流固耦合力場引致流場分布與固體運動變形相互

干涉情況，故將以上九組解析結果於時間步進 𝑡 = 1 時的情形進行比較。 

由圖 4- 11 可得，當固體密度小於流體密度時(𝜌𝑠 = 0.5)固體最終位置相對於變

形前向 Y 軸的正方向移動，反之當固體密度大於流體密度時(𝜌𝑠 = 1.5、𝜌𝑠 = 2) 固

體最終位置相對於變形前向 Y 軸的負方向移動，比較固體密度(𝜌𝑠 = 1.5、𝜌𝑠 = 2)

的結果可以看出固體密度越大固體的位移量越大、從圖中亦可以發現固體的圓心

(在此處由於假設固體等向性、均質可以視圓心為重心(水平集函數𝜙 = −0.5的部

分))隨著密度越大往 Y 軸的負方向偏移的越多。 

雷諾數方面，本範例討論三種不同的雷諾數(𝑅𝐸 = 0.1、𝑅𝐸 = 0.5、𝑅𝐸 = 1)對

流固耦合問題所造成的影響，在本範例將雷諾數定義為: 

𝑅𝑒 =
𝜌𝑣∗𝑙∗

𝜇
 (4- 3) 

𝑓𝑖
𝐹𝑆𝐼 = {

0                           𝑥 ∈ 𝛺𝑓/𝛺𝑠′

(𝜌𝑠 − 𝜌𝑓)𝑔𝑖               𝑥 ∈ 𝛺
𝑠′  (4- 1) 

(4- 2) 
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其中 𝜌 代表流體密度(在本範例中假設𝜌 = 1 )、𝑣∗代表特徵速度(在本範例中假設

𝑣∗ = 1)、𝑙∗代表特徵長度(在本範例中假設𝑙∗ = 1)、𝜇代表流體的黏滯係數(在本範例

中隨著雷諾數改變而改變)。由雷諾數的定義可以知道雷諾數與黏滯係數呈反比，

雷諾數越小代表流體越黏，由結果可以觀察到在同樣的時間步數下𝑅𝐸 = 1的固體

偏移、變形量較𝑅𝐸 = 0.1大，可以將其原因歸於流體控制方程式的黏滯項所造成，

由於流體較黏導致固體較不易變形與偏移。 

 

4.3. 流固耦合力之固體慣性要素 

本範例將探究流固耦合力場之物質慣性要素對於流場分布與固體運動變形相

互干涉的影響，故考慮流固耦合力場為: 

如果依照原本的流場設置，因為本例題中流固耦合力只有慣性項，流場在只受到

重力與慣性項作用時，流速會相當小導致固體變形不明顯不便於觀察。為了使慣

性項對於流固耦合問題的影響更加容易觀察，本範例更動了流場的設定如(圖 4- 

12)所示，固體與流體的配置均不改變、假設流場的外力項只有流固耦合力項(將

重力拿掉)、左右邊界(紅色線條) 水平流速與垂直流速皆為零、上下邊界(綠色線

條)水平流速為零而垂直流速為 0.5 向上，其餘條件皆與 4.1 節所介紹的一致。 

材料參數方面，設定控制變因為：流體密度(ρf = 1)；操縱變因為：固體密度 

(ρs = 0.5、ρs = 1、ρs = 2) 、雷諾數 (RE = 1、RE = 50、RE = 100)，本例題將

探究在不同的雷諾數與不同的固體密度的情況下，物質慣性要素對於動態流體與

固體相互干涉的影響，故本計算例共實作九種不同參數組合的計算模擬。圖 4- 13

至圖 4- 21 分別演示了在不同的固體密度、雷諾數參數組合下，探究物質慣性要

素之流固耦合力場引致流場分布與固體運動變形相互干涉情況，故將以上九組解

析結果於時間步進 t=1 時的情形進行比較。 

𝑓𝑖
𝐹𝑆𝐼 = {

0                        𝑥 ∈ 𝛺𝑓/𝛺𝑠′

−(𝜌𝑠 − 𝜌𝑓)
𝐷𝑣𝑖
𝐷𝑡

               𝑥 ∈ 𝛺𝑠′
 

(4- 4) 

(4- 5) 
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圖 4- 22 可得，以固體密度ρs = 1為基準，在此情況中因固體密度與流體密度

相同，可以視為固體材料不提供任何慣性特性給流體，而在ρs = 0.5、ρs = 2時固

體密度分別小於、大於固體密度，藉由慣性項將固體慣性特性提供給流體，可以

發現固體密度越大，固體質心的偏移量越少這代表材料的慣性特性較為顯著，固

體具有較大抵抗變形的能力。 

本範例選用了三種不同的雷諾數(RE = 1、RE = 50、RE = 100))，根據雷諾

數的定義(4- 3)在不改變特徵長度與特徵速度的前提下，雷諾數可以視為慣性項與

黏滯項的比值(
ρ

𝜇
)，表示雷諾數的大小可以影響流場的統御方程式中慣性項與黏滯

項的比重，雷諾數大代表慣性項影響大，反之雷諾數小代表慣性項影響小。由結

果可發現使用雷諾數RE = 100時的流固耦合動態模擬結果物質慣性要素對於流固

耦合問題的影響較RE = 1時顯著。 

 

4.4. 流固耦合力之材料剛性要素  

本範例將探究流固耦合力場之固體剛性要素對於流場分布與固體運動變形相

互干涉的影響，為了更方便看出固體剛性要素的影響，考慮流固耦合力場為：  

本範例假設流固耦合力場包含環境重力要素、物質慣性要素和材料剛性要素，若

假設流固耦合力場只有材料剛性要素，則材料剛性要素對於流場分布與固體運動

變形相互干涉的影響並不明顯，故作此假設。材料參數方面，設定控制變因為：

流體密度(ρf = 1)、固體密度 (ρs = 2)、普松比(𝜐 = 0.3)；操縱變因為：楊式係數

(𝐸 = 0、𝐸 = 500、𝐸 = 1000) 、雷諾數 (RE = 0.1、RE = 0.5、RE = 1)。本例題

使用線彈性、均質、等向性的固體材料，固體的應力𝜎𝑖𝑗
𝑠應滿足虎克定律: 

𝜎11
𝑠 =

𝐸

(1 + 𝜐)(1 − 2𝜐)
((1 − 𝜐)𝜖11 + 𝜐𝜖22) 

(4- 8) 

𝑓𝑖
𝐹𝑆𝐼 = {

0                                    𝑥 ∈ 𝛺𝑓/𝛺𝑠′

−(𝜌𝑠 − 𝜌𝑓)
𝐷𝑣𝑖
𝐷𝑡

+ 𝜎𝑖𝑗,𝑗
𝑠 − 𝜎𝑖𝑗,𝑗

𝑓   + (𝜌𝑠 − 𝜌𝑓)𝑔𝑖 𝑥 ∈ 𝛺
𝑠′

 
(4- 6) 

(4- 7) 
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𝜎21
𝑠 =

𝐸

(1 + 𝜐)
𝜖21 

(4- 9) 

𝜎12
𝑠 =

𝐸

(1 + 𝜐)
𝜖12 (4- 10) 

𝜎22
𝑠 =

𝐸

(1 + 𝜐)(1 − 2𝜐)
(𝜐𝜖11 + (1 − 𝜐)𝜖22) 

(4- 11) 

為了滿足不可壓縮的特性固體應力應經過 3.3.4.節所介紹的方法將固體應力轉換

為固體的偏斜應力。圖 4- 23 至圖 4- 31 分別演示了在不同的楊式係數和雷諾數組

合下，流固耦合力場引致流場分布與固體運動變形相互干涉情況，故將以上九組

解析結果於時間步進 t=1 時的情形進行比較。 

由(4- 32)可以發現，楊式係數越大固體的變形量越小、質心的偏移量也會越

少。可能原因為，楊式係數越大表示固體材料越硬，具有較大抵抗變形的能力，

藉由流體統御方程式中的固體剛性項可以將固體的特性傳遞至流體場域進而影響

流體速度使的固體的變形量、質心的偏移量較小。而不同雷諾數的結果趨勢和前

兩個例題的結果相似，雷諾數越大則固體越不喜歡變形與偏移。 
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圖 4- 1  流固耦合問題模型架構圖 
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圖 4- 2  組合一，Re = 0.1、ρs = 0.5 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 3  組合二，Re = 0.1、ρs = 1.5 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 

 

 



doi:10.6342/NTU202202455
67 

 

圖 4- 4  組合三，Re = 0.1、ρs = 2 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 5  組合四，Re = 0.5、ρs = 0.5 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 6  組合五，Re = 0.5、ρs = 1.5 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 7  組合六，Re = 0.5、ρs = 2 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 8  組合七，Re = 1、ρs = 0.5 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 9  組合八，Re = 1、ρs = 1.5 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 10  組合九，Re = 1、ρs = 2 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 11  重力項影響比較圖表 
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圖 4- 12  流固耦合問題(慣性項)模型架構圖 
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圖 4- 13  組合一，Re = 1、ρs = 0.5 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 14  組合二，Re = 1、ρs = 1 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 15  組合三，Re = 1、ρs = 2 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 16  組合四，Re = 50、ρs = 0.5 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 17  組合五，Re = 50、ρs = 1 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 18  組合六，Re = 50、ρs = 2 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 19  組合七，Re = 100、ρs = 0.5 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 

 



doi:10.6342/NTU202202455
83 

 

圖 4- 20  組合八，Re = 100、ρs = 1 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 21  組合九，Re = 100、ρs = 2 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 22  慣性項影響比較圖表 
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圖 4- 23  組合一，Re = 0.1、E = 0 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 24  組合二，Re = 0.1、E = 500 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 25  組合三，Re = 0.1、E = 1000 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 26  組合四，Re = 0.5、E = 0 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 27  組合五，Re = 0.5、E = 500 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 28  組合六，Re = 0.5、E = 1000 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 29  組合七，Re = 1、E = 0 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 30  組合八，Re = 1、E = 500 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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圖 4- 31  組合九，Re = 1、E = 1000 (左)流場分布圖、(右)水平集函數分布圖 
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4- 32  剛性項影響比較圖表 
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第五章 結論與未來展望 

5.1. 結論 

本論文以參考映射技術與浸潤式有限元素法為基礎，基於以上兩理論進行解

析公式推導，以及輔以相應應用數學方法實作，成功建立了一個全歐拉式全歐拉式

流固耦合力學解析與計算架構─「浸潤式參考映射法」。此一新穎浸潤式參考映射

法高度適合用以處理浸潤於流體中巨量變形或運動固體之流固耦合力學問題，且

由本論文成果可得知，提出的浸潤式參考映射法具有一定的穩定性與計算效率，解

析所得流固耦合力場，更是完整地扮演在流場分布與固體變形或運動相互干涉的

過程中，在兩者間相互傳達資訊的橋樑。 

透過本研究採用之參考映射技術，由於固體場域與流體場域同在歐拉固定格

點上進行分析，可免去固體拉格朗日描述因巨量變形或運動而引致網格高度扭曲

的問題，並藉由水平集函數精準判定固體與流體材料邊界位置，故一方面固體與流

體材料質點彼此與相互間運動力學連續特性，與另一方面固體與流體耦合力場之

生成，皆分別能以顯式型式準確地滿足與傳遞；本論文亦應用此新式流固耦合力學

理論與計算方法，透過一系列的計算例，系統性地探討流固耦合力場組成要素：包

含環境重力、物質慣性與材料剛性對於流體場域與固體變形分佈相互牽制的影響。 

 

5.2. 未來展望 

本研究開發了新穎浸潤式參考映射法之力學理論基礎與計算分析架構，未來

可推廣至包含氣相與液相之流體與固體場域耦合問題中，例如考量單一固體浸潤

於兩種以上流體或是兩種以上固體浸潤單一流體之分析，其中除固體與流體邊界

位置判定外，亦須顧及固體與固體接觸面以及流體與流體交界面問題。除此之外，

並可進一步應用於浸潤於流場環境之固體材料幾何配置最佳設計研究，透過融合

各式設計理論，依照不同設計需求產出最佳效能之固體系統產品。 
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附錄 

附錄一 共軛梯度法與面積比例法之比較 

本論文在處理固體流體邊界元素上之流固耦合力場使用了兩種不同的方法：

雙諧方程式擬和之共軛梯度法；本論文結合水平集函數所提出之面積比例法。在

此以變形量最可觀的範例：環境重力要素中參數配置 𝑅𝑒 = 1、𝜌𝑠 = 2 ，分別以

兩種的方法進行模擬，並且比較兩種方法的計算時間與模擬結果。 

在計算效率上，由表一可以發現面積比例法的計算效率明顯比共軛梯度法

高，且隨著網格密度提高，效率有顯著的差距。 

表一  計算時間 

格點數目 2500 10000 40000 

共軛梯度法 38(秒) 183(秒) 979(秒) 

面積比例法 30(秒) 135(秒) 580(秒) 

最後，雙諧方程式利用龐大的已知資訊擬和小範圍的未知資訊在[]中已驗證

過其可行性，而本論文所提出之面積比例法在如此巨量變形的範例中所得到的結

果與共軛梯度法近乎相同(圖一)，故可驗證面積比例法是一具計算效率與正確性

之方法。  
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圖一  結果比較 


