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中文摘要 

    在一油滴抽取的過程中，在多孔隙介質內的油滴因為毛細作用的抗力而被困

在毛細管中不能輕易被抽出，因此在抽取過程中會額外施加一振動頻率，使油滴

產生共振抵抗毛細作用的抗力，因此提升油滴抽取的效率。而本研究即以在抽取

過程中最低能量消耗為目標建構一最佳化控制問題，並調整額外施加之振動頻率

與外力以達使油滴可抽出之最小距離。 

    為解決此一最佳化控制問題，本研究使用擬譜法最佳化控制解決。擬譜法最

佳化控制為一數值分析方法，其過程首先為離散化原函數簡化原函數的複雜度，

並選取適當之節點逼近，其後在加入微分轉換與積分轉換處理函數中的微分積分

項，最後再加入可容許誤差值彌補離散化過程後的微小偏差，再經過一連串的轉

換後，便能使原問題轉變為一非線性問題，再利用 GAMS、MATLAB 等軟體便

能得到此一問題之解答。 

 

關鍵字：油滴抽取、毛細作用、擬譜法、最佳化分析 
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ABSTRACT 

     In the process of extracting oil, it is common that there is still a large amount of 

oil remaining in the crust because of the tension force and resistance caused by the 

capillary in the porous media. To eliminate the trapped oil in the porous media, a 

excitation frequency is applied and causes oil blobs resonance. Because of the 

resonance, oil blobs can easily cancel out the resistance of capillarity and tension force. 

In this research, an optimal control problem is constructed in order to minimize the 

energy consumption by adjusting the excitation frequency and extracting force. 

Pseudospectral method, which is a numerical method specializing in solving partial 

differential equation, is applied to simplify the origin function and transforms the origin 

optimal control problem into a nonlinear program. Therefore, this problem can 

eventually be solved by GAMS. 

 

Key words: pseudospectral method, trapped oil, capillarity, optimal control 
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Chapter1 緒論 

1.1 研究動機 

    現今抽取原油的過程共分成三個階段。在第一階段中利用自然氣的擴張、溶

解在原油中的氣體擴張、重力洩油……等自然的機制使原油自然的溢出，或在一

壓力足夠大的存油處建立一人工抽取裝置(類似油泵千斤頂)。第二階段則是注入

水、氮氣或是二氧化碳至井的底部置換地殼中的原油並驅使他到表面。第三階段

又稱 EOR，在這階段會利用熱能降低原油的黏滯力藉此增強他的流動力，或是加

入化學活性劑去降低原油的表面張力使油從孔隙中分解出來。 

    然而經過統計，上述三個步驟大約只能抽出 75%的原油量，其原因是因為原

油在形成的過程中主要是儲存在砂岩或石灰岩中，而這些岩石就如同海綿具有細

小的孔洞但不可被壓縮，此特性稱之為多孔性，在抽取多孔隙介質中的不可溶油

滴時，孔洞裡的油滴會因表面張力或毛細作用的抗力困在孔洞中導致儲存在孔洞

中的油滴難以被抽出。  

1.2 研究目的 

    為解決油滴被困在孔洞中的問題，在抽取油滴的過程中會額外施加一振動頻

率使油滴產生共振抵抗毛細作用的抗力，此類的問題也可以被用在清除多孔隙介

質中的汙染物或是去除水體裡的氣泡。而本研究是以抽取者的立場考量如何以最

小的能量消耗控制所施的外力以及振動頻率以滿足油滴的抽出條件。 

    模型設計主要是參考 Shao-Yiu Hsu(2007)油滴位移與施加外力及振動頻率之

常微分方程關係式，並引入能量的概念，探討在一段時間中如何控制力與頻率的

大小使消耗的能量最小，並利用 MATLAB 軟體操作擬譜法(Pseudospectral 

method)中的計算過程，最終在以 GAMS 軟體求解經過擬譜法離散過後的最佳化

問題。 
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1.3 章節說明 

    本研究以第二章回顧有關油滴在毛細管中運動的相關研究，並綜觀擬譜法的

歷史演進與重要性。第三章介紹本研究的主要理論方法—擬譜法並簡述其計算的

步驟。第四章介紹本研究設計之兩種毛細管模型，並詳列所有在運算過程中所運

用的代號、變數，並在最後呈現轉換後模型之改動。第五章則呈現帶入參數後所

得出之結果。最後在第六章提出研究結論。 
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Chapter2 文獻回顧 

2.1 油滴運動 

    Shao-Yiu Hsu(2012)在研究中利用平面激光可視化油滴在多孔隙介質中的運動

情況，透過觀察的結果利用 Navier-Stokes 極座標方程式建構出一簡單的油滴在毛

細管中反應外在振動的模型，並假設兩端壓力差足夠小可使液面可以密合，而後

展示油滴共振的現象。 

    Markus Hilpert(2006)根據油滴困在多孔隙介質中的模型，利用 Lattice–

Boltzmann (LB)模擬假設從外在施予一振動頻率使油滴達共振，擴大其振幅並使

油滴可以脫困之情形，並利用數值分析檢視所作的假設是否與現實情況相同。 

    Shao-Yiu Hsu(2007)提出利用一和諧振盪器代表其所施加之振盪頻率，並把油

滴運動反應於外力與施加頻率關係式透過最大共振頻率相同連結修改關係式，並

在後面加入時間變數，簡化原方程式的複雜度並使運動方程式呈現為一常微分方

程式。 

2.2 擬譜法 

2.2.1 譜方法 

    石賢棟(2013)提出混和 Jacobi-Fourier 的譜方法，其目的主要是處理區域中心

的奇異性，並參考 Jacobi 和 Fourier 地逼近結果，得出混和逼近的結果。在結論

的數值分值中說明了此方法能提升解決此問題之效率，使用廣義的 Jacobi 逼近能

避免問題的奇異性，簡化了理論分析的困難度。並闡明此數值解在空間方向上具

有譜方法之精度。 

    馬石莊(2011)認為擬譜法能快速處理高維度非線性問題和頻譜迭代之穩態問

題，且在實際應用中，擬譜法比譜方法更有效率，但擬譜法容易產生 Gibbs 型振
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盪現象，在端點處容易振盪並產生誤差，引起能量的反常增長。黃奕安(2012)提

出對 Gibbs 現象的解決方法，藉由加寬資料點間距，與降低系統空間頻率，盡量

減少誤差。ˋ 

2.2.2 運用擬譜法於最佳化控制問題 

    Qi gong, I. Michael Ross and Fariba Fahroo(2009)在研究中說明了除了用一般擬

譜法所運用的 Chebyshev 多項式節點或是 LGL 節點，擬譜法可以透過任何一種節

點模擬原始函數，並推導出各個節點所繁衍出來的公式，而再利用各種不同的節

點比較各種方法之優劣，選出最適之節點，並在後段講解了擬譜法之對偶性並以

KKT 解之。 

    I. M. Ross and M. Karpenko(2012)認為最佳化控制問題必須擁有三個特性，目

標函數、控制系統的動態微分方程以及邊界的約束條件。解決問題的過程必須利

用到正交函數集，且此函數集與插值函數的配合影響到未來解之精度。陳佑航

(2008)以擬譜法為解決光電類的最佳化控制問題，且成功達到多變數系統下的時

變目標，並應用共軛梯度法大幅減少數值迭代所需的次數。 

    Qi Gong, Wei Kang and I. Michael Ross(2006)對同一最佳化問題利用三種不同

的離散化方法解決，發現利用擬譜法模擬函數具有較高的精確度且其誤差在選取

的節點增加後具有指數型下降的趨勢。其後又證明了利用 LGL 點在節點增加後

具有收斂性與唯一性。 
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Chapter3 研究方法 

3.1 擬譜法(Pseudospectral method) 

    擬譜法又稱為離散變數表示法(discrete variable representation methods，

DVR)，為一種解決偏微分方程式的數值分析方法，其步驟首先先利用內插多項

式離散化原函數，再以正交函數的節點為內插多項式的插值點以逼近原函數特

性，其後再用已知的內插多項式與節點導出微分矩陣與積分權重解決離散化中微

分及積分的問題，最後再加入可容許誤差滿足此方法的存在性與收斂性，圖 3-1

為其流程圖。 

 

 

圖 3-1 擬譜法流程 

 

    此研究即為利用擬譜法的特性解決在一連續時間間距中具有狀態變數及容許

控制的最佳化問題。 
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3.1.1 離散化原函數 

    在離散化原函數的階段，利用圖形的疊加即為離散函數的方法。舉例來說，

首先假設一函數為y = f(t)且通過三個點(t0, f(t0))、(t1, f(t1))、(t2, f(t2))，其圖形

為: 

 

圖 3-2 原函數 y = f(t) 
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    定義內插多項式li(tj)其性質為當i = j時，li(tj) = 1；當i ≠ j時，li(tj) = 0，

則l0(t)、l1(t)、l2(t)的圖形可由圖 3-3 表示： 

 

 
圖 3-3 內插多項式 li(t) 
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    分別對l0(t)、l1(t)、l2(t)乘上f(t0)、f(t1)、f(t2)，其特性即為當i = j時，

f(ti)li(tj) = f(ti)；當i ≠ j時，li(tj) = 0。以圖形來說，即為將圖 3-3 的振幅放大

(縮小)且仍然能使其值為 0的點維持其值，如圖 3-4 所示： 

 
圖 3-4 調整振幅之內插多項式 f(ti)li(t) 
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    根據上述的概念，對f(t0)l0(t)、f(t1)l1(t)、f(t2)l2(t)此三個函數疊加，可得

到離散方程式P(t) = f(t0)l0(t) + f(t1)l1(t) + f(t2)l2(t)且在已選定的點t0、t1、t2上

原函數與離散化方程式的值完全相等，如圖 3-5 所示： 

  

 

圖 3-5 比較 f(t)與 P(t) 

    因此當選取點的數目趨近無限大時，所做出來的離散化方程式便更能代表原

始函數，離散化過程中所造成的誤差也能更小，即離散化方程式PN(t) =

∑ f(ti)li(t)
N
i=0 越能趨近於原函數f(t)，其中 N 代表總共選取N + 1個點。在這個研

究中利用 Lagrange 多項式為內插多項式，其定義為 

 

li(t) =
(t − t0)(t − t1)(t − t2)⋯ (t − ti−1)(t − ti+1)⋯ (t − tN)

(ti − t0)(ti − t1)(ti − t2)⋯ (ti − ti−1)(ti − ti+1)⋯ (ti − tN)
 

 

    而通式為li(t) =
gN(t)

gN
′
(ti)(t−ti)

，其中gN(t) = ∏ (t − ti)
N
i=0 。 

    在此最佳化問題中以調整的振幅為決定變數，乘上各自的內插多項式並找出

所需的最佳化函數。 
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3.1.2 選取節點 

    根據 3.1.1 的概念，一個函數須由一組內插多項式為基底，改變其振幅再組

合而成，而一組內插多項式是由選取的節點而決定的，因此所選取的節點決定了

利用內插值多項式模擬原函數的準確度。 

    舉例來說，假設一函數f(t) =
1

(1+16t2)
，在[−1,1]區間內利用均勻點與

Legendre-Gauss-Lobatto (LGL)點產生內插多項式並模擬原函數f(t)，如圖 3-6 所示

可以知道利用均勻點的模擬法在接近邊界的區域時無法有效的反應出原函數的趨

勢，而在節點數一樣的情況下利用 LGL 點較能呈現原函數的趨勢。 

 

圖 3-6 比較利用均勻點與 LGL 點模擬之情形 
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    而在 Qi Gong, Wei Kan and I. Michael Ross(2006)證明了令 LGL 點為節點可使

離散化後的函數具有收斂性以及唯一性，因此此研究中利用 LGL 點為選取的節

點。LGL 點是由 n 階 Legendre 多項式Ln(x) =
1

2nn!

dn

dxn
[(x2 − 1)n] 微分後的N − 1

個根再加上−1、1兩點所組成的一組節點。 

    假設所取的間距不為[−1,1]，可以利用映射使[−1,1]中的節點轉換到所需的

間距上，如圖 3-7 所示: 

 

 

圖 3-7 從區間[−1,1]映射到區間[a, b] 

    在x軸上間距[−1,1]的點均可利用t =  
1

2
[(b − a)x + a + b]映射到一間距為

[a, b]的t軸上，產生在間距[a, b]裡的節點。 

 

3.1.3 產生微分矩陣與積分權重 

    透過 3.1.1 和 3.1.2 選擇使用何種內插多項式以及選取節點後，此小節說明了

如何解決離散微分函數以及積分函數的問題。 
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    由 3.1.1 可知一函數可經由離散化方程式表示 

f(t) ≈ PN(t) =∑f(ti)li(t)

N

i=0

 

    在解決微分函數問題時，對兩側同時微分，可得 

f ′(t) ≈ PN
′
(t) = [∑f(ti)li(t)]′

N

i=0

 

    從右側可知f(ti)為一常數，因此在右側只須對li(t)微分 

f ′(t) ≈ PN
′
(t) =∑f(ti)li′(t)

N

i=0

 

    而在往後的計算中只須計算節點上的微分值，因此上式可改寫為f ′(t)|ti =

∑ Dij
N
j=0 f(tj)，其中Dij為微分矩陣且 

 

Dij =

{
 
 

 
 g

N′(ti)

gN
′
(ti)

1

(ti − ti)
, i ≠ j  

gN
′′
(ti)

2gN
′
(ti)

,   i = j

 

 

    同理在解決積分問題時，對兩側同時積分可得 

∫ f(t)dt
b

a

≈ ∫ PN(t)dt
b

a

=∑f(ti)∫ li(t)dt
b

a

N

i=0

 

 

    因此可得積分權重wi(t) = ∫ li(t)dt
b

a
，則上式可改寫為 

∫ f(t)dt
b

a

≈ ∫ PN(t)dt
b

a

=∑f(ti)wi(t)

N

i=0
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3.1.4 加入容許誤差 

    假設一最佳化問題為 

 

    目標函數(Objective function) 

min    J[x(. ), u(. )] = E(x(−1), x(1)) + ∫ F(x(t), u(t))dt
1

−1
 

    限制式(Constraints) 

     ẋ = f(x(t), u(t)) 

             e(x(−1), x(1)) = 0 

             h(x(t), u(t)) ≤ 0  

 

    經由上述離散化過程轉變為 

 

    目標函數(Objective function) 

min    JN[x, u] = E(x0, xN) + ∑ F(xi, ui)
N
i=0 wi 

    限制式(Constraints) 

     ∑ Dijxj
N
i=0 − f(xi,  ui) = 0 

           e(x0, xN) = 0 

           h(xi, ui) ≤ 0 

 

    但由於在利用離散化模擬函數的過程中一定存在誤差，而此誤差在某些條件

下會造成當選取的節點增加時所得到的解無法收斂到某個值或是不存在，因此在

Qi Gong, Michael Ross and Fariba Fahroo(2009) 中提到加入一微小容許誤差值δN

彌補誤差所帶來的影響，利用δN = (N − 1)−
1

2表示當所選取的節點越多可容許的

誤差越小，代表模擬出的函數越能趨近原函數。因此離散化的結果可改寫為 
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    目標函數(Objective function) 

min    JN[x, u] = E(x0, xN) + ∑ F(xi, ui)
N
i=0 wi 

    限制式(Constraints) 

     ‖∑ Dijxj
N
i=0 − f(xi,  ui)‖∞

≤ δN 

           ‖e(x0, xN)‖∞ ≤ δN 

           h(xi, ui) ≤ δN ∙ 1 
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Chapter4 模型介紹 

    本研究參考 Shao-Yiu Hsu(2007)的油滴移動位置與所施外力和振動頻率的常

微分關係式。以所施的外力與振動頻率為控制變數、油的的移動位置為狀態決定

變數。建立均勻管與漸變管兩種不同情況下的模式。 

    以下將先以 4.1 節介紹在模型中各個變數意義，4.2 節介紹均勻管之最佳化模

式，4.3 節介紹漸變管之最佳化模式，4.4 節則利用擬譜法轉換原問題並簡單利用

GAMS 軟體求得最佳解。 

 

4.1 最佳化問題變數意義 

J[a0, ω]：目標函數，即為在滿足限制式的條件下所能達到的最佳結果，本研究為

在抽取過程中所消耗的能量(N ∙ m)。 

a0：控制變數，本研究為所施外力之加速度(m s2⁄ )。 

ω：控制變數，本研究為提供之振動頻率(rad/s)。 

t：任意時間(s)。 

ρn：油滴密度(kg/m3)。 

Ln：油滴長度(m)。 

R：均勻管管徑(m)。 

Θ：油滴與管接觸面之夾角(rad)。 

xN：在時間tN時油滴的位置(m)。 

tN：最終時間(s)。 

x(t)：油滴在任一時間之平均位置(m)。 

pw(L, t) − pw(0, t)：為油滴兩端之壓力差(Pa)。 

ω0：共振頻率(rad/s)，算法為√
4σ

(Lnρn+Lwρw)R
2
sin θ (1 + sin θ)2，其中σ為表面張

力(N/m)，Lw與ρw分別為管徑中不與油滴互溶液體之長度與密度。 
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ωc：特徵頻率(rad/s)，算法為
ƞn

ρnR
2(x)

，ƞ
n
為油滴之動力黏滯係數(Pa s)。 

x̅：可使油滴被抽出之最小位置(m)。 

Lw
−：為初始時之左油滴面平均位置(m)。 

xL(t)：在任意時間左油滴面的平均位置(m)。 

xR(t)：在任意時間右油滴面的平均位置(m)。 

V：在漸變管中之油滴體積(m3)。 

R̅(t)：在任意時間之平均管徑(m)。 

R(x)：漸變管之管徑函數(m)。 

 

4.2 均勻管之最佳化模式 

目標函數(Objective function) 

min J[a0, ω] = ∫ ρn(πR
2Ln +

2

3

xN

0
R3

cosθ (2+sinθ)

(1+sinθ)2
)a0 cos(ωt) dx 

                  = ∫ ρn(πR
2Ln +

2

3

tN

0
R3

cosθ (2+sinθ)

(1+sinθ)2
)a0 cos(ωt)

dx(t)

dt
dt     ( 1 ) 

限制式(Constraints) 

−ae(t) = −(a0 +
pw(L, t) − pw(0, t)

ρnLn
) cos(ωt) 

                       =
d2x(t)

dt2
+√2ω0ωc

dx(t)

dt
+ω0

2x(t)              ( 2 ) 

                                 x(0) = 0                      ( 3 ) 

                                 x′(0) = 0                         ( 4 ) 

                          且在時間tN內 x(t)需大於x̅              ( 5 ) 

 

    式( 1 )為均勻管之目標函數，代表油滴在時間tN內在均勻管抽取過程中所

消耗的總能量，此處著眼於此油滴的平均位置，且由於油滴在均勻管運動中並

不會改變油滴左右兩端液面之半徑，因此利用油滴之平均移動距離即可代表左
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右液面之移動距離。πR2Ln為油滴在均勻管中之圓柱體積而
2

3
R3

cosθ (2+sinθ)

(1+sinθ)2
為

油滴在均勻管中兩端半月型之體積，而在移動的過程中需滿足油滴振動位置和

所施外力與頻率之關係式( 2 )，其中微分二次項代表的是油滴的運動加速度，

微分一次項代表油滴在運動過程中所受到的摩擦阻力，而微分零次項代表油滴

受表面張力影響之力，式( 3 )式( 4 )則假設此研究的初始條件為油滴的初始位置

在 0 且初始速度也為 0，且在式( 5 )中代表在選取的時間間距[0, T]內需達到可

最小油滴可抽出之距離，也就是在此過程中至少要使油滴移動距離大於最小油

滴可抽出之距離才可抽出被困在多孔隙介質中的油滴。 

 
圖 4-1 均勻管示意圖 

 

4.3 漸變管之最佳化模式 

目標函數(Objective function) 

min J[a0, ω] = ∫ ρn(πR
2Ln +

2

3

xN

0
R(x)3

cosθ (2+sinθ)

(1+sinθ)2
)a0 cos(ωt) dx 

             = ∫ ρn(πR̅(t)
2Ln +

2

3

tN

0
R̅(t)3

cosθ (2+sinθ)

(1+sinθ)2
)a0 cos(ωt)

dx(t)

dt
dt  ( 6 ) 
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限制式(Constraints) 

−ae(t) = −(a0 +
pw(L, t) − pw(0, t)

ρnLn
)cos (ωt) 

                       =
d2x(t)

dt2
+√2ω0ωc

dx(t)

dt
+ω0

2x(t)              ( 7 ) 

                   V = ∫ πR(x)2dx
Lw

−+Ln

Lw
− = ∫ πR(x)2dx

xR(t)

xL(t)
          ( 8 ) 

                        R̅(t) = ∫
R(x)

xR(t)−xL(t)
dx

xR(t)

xL(t)
= R(x)              ( 9 ) 

                                 xL(0) = 0                     ( 10 ) 

                                 x′(0) = 0                     ( 11 ) 

                          且在時間tN內xL(t)需大於x̅             ( 12 ) 

 

    式( 6 )為漸變管之最佳化模式，代表油滴在時間tN內在漸變管中透過抽取所消

耗的能量，此處由於油滴在漸變管運動中會改變油滴左右兩端液面之半徑，因此此

處需另令左液面與右液面之位置函數，且在式( 10 )中的初始條件需調整為左油滴

液面的初始位置為 0，而為滿足目標函數與式( 7 )中以平均位置計算，因此利用式

( 8 )中體積固定得出左液面與右液面關係式，並利用式( 9 )連結兩液面位置與平均

位置的關係。 

 

 

圖 4-2 漸變管示意圖 
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4.4 以擬譜法最佳化控制分析問題 

    首先模擬目標函數及限制式，以 N 為 20 為例，利用階層 20 之 Legendre 多項

式微分的根並加入(−1,1)找到 LGL 點，如圖 4-3 所示 

 

 
圖 4-3  20 階 Legendre 多項式微分 

 

    假設時間間距為[0,10]，把上述的 LGL 點映射到間距內並用 MATLAB 計算出

各點的值，如圖 4-4：  
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圖 4-4  20 階 Legendre 多項式微分在 0-10 區間內 

 

    根據這些節點決定各點之內插多項式與微分矩陣(圖 4-5)與積分權重(圖 4-6) 

 

li(t) =
(t − 0)(t − 0.087139)(t − 0.290119)⋯ (t − ti−1)(t − ti+1)⋯ (t − 10)

(ti − 0)(ti − 0.087139)(ti − 0.290119)⋯ (ti − ti−1)(ti − ti+1)⋯ (ti − 10)
 

    

 

圖 4-5  21 × 21之微分矩陣 D 
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圖 4-6  積分權重 

 

    透過上述的推導，均勻管與漸變管的最佳化模式可轉變為： 

 

均勻管 

目標函數(Objective function) 

min J[a0, ω] = ∑ ρn(πR
2Ln +

2

3
R3

cosθ (2+sinθ)

(1+sinθ)2
20
i=0 )a0 cos(ωti)Dx(ti)w(ti) 

限制式(Constraints) 

‖∑DDx(ti) + √2ω0ωc

20

i=0

Dx(ti) + ω0
2x(ti) + (a0 +

pw(Ln, ti) − pw(0, ti)

ρnLn
)cos (ωti)‖ ≤ δ

20 

x(t0) = 0 

x′(t0) = 0 

且在時間tN內 x(ti)需大於x̅ 
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漸變管 

目標函數(Objective function) 

min J[a0, ω] = ∑ ρn(πR
2Ln +

20
𝑖=0

2

3
R̅(ti)

3 cosθ (2+sinθ)

(1+sinθ)2
)a0 cos(ωti)Dx(ti)w(ti) 

限制式(Constraints) 

‖∑DDx(ti) + √2ω0ωc

20

i=0

Dx(ti) + ω0
2x(ti) + (a0 +

pw(Ln, ti) − pw(0, ti)

ρnLn
)cos (ωti)‖ ≤ δ

20 

V = ∫ πR(x)2dx
Lw

−+Ln

Lw
−

= ∫ πR(x)2dx
xR(t)

xL(t)

 

R̅(t) = ∫
R(x)

xR(t) − xL(t)
dx

xR(t)

xL(t)

= R(x) 

xL(t0) = 0 

x′(t0) = 0 

且在時間tN內xL(ti)需大於x̅ 

    轉換完成後，即可利用 GAMS 軟體進行最佳化運算並顯示出最佳化狀態時的

各項變數結果。 
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Chapter5 結果與討論 

5.1 參數設定 

    假設溫度維持在25℃，其個別資料如表 5-1 所示: 

 

 油 水 

密度ρ(kg/m3) 915 997.1 

長度L(m) 0.001 0.009 

動力黏滯係數(Pa ∙ s) 0.081 0.00894 

均勻管管徑(m) 0.001 

接觸面之夾角(rad) π/6 

油滴兩端之壓力差(Pa) -100 

表面張力(N/m) 0.03668 

可使油滴被抽出之最小位置(m) 0.1 

表 5-1 設定之參數 
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5.2 結果 

    首先為測試假設模型的正確性，固定所施加之外力與振動頻率並忽略一次微

分項不考慮摩擦力所造成之影響，以 31 個節點為例利用 GAMS 軟體求得油滴振

動的振動位置與時間的關係並以一施加外力更大之參數與原來的軌跡做比較，透

過圖形(圖 5-1)可看出在振動頻率不變的條件下，油滴振動的軌跡且在施力較大

的狀態下振幅亦會增加，且不影響油滴的振動趨勢，因此可預期在施力較大的條

件下，油滴有更能被抽取出的趨勢。 

 

 
圖 5-1 不同外力下油滴之振動軌跡 

 

    確定限制式的正確性後，即可以所施外力與振動頻率為控制變數，以消耗能

量最小為目標函數，並加入管壁對油滴造成摩擦力之能量損耗，選取 51 個節點

模擬此運動過程如圖 5-2、圖 5-3 所示，並求出在某個時間下之最佳施加外力與

振動頻率以及最少的能量消耗如表 5-2。 
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圖 5-2 在 5 秒內通過油滴可被抽出之最小位置之軌跡 

 
圖 5-3 在 10 秒內通過油滴可被抽出之最小位置之軌跡 
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 在 5秒內通過 在 10 秒內通過 

最佳所施外力(N) 102.164 99.834 

最佳振動頻率(rad/s) 202.719 99.975 

最低能量消耗(N ∙ m) 2.633× 10−5 7.754× 10−6 

表 5-2 通過時間 5 秒與 10 秒時之最佳解 

 

Chapter6 結論與建議 

    在使用擬譜法離散原函數的過程中，假使選取的節點不足，便會在兩端端點

附近產生振盪現象因此較容易產生誤差，而在模擬一運動過程為振動的情況下，

此誤差更容易被隱藏在所模擬之運動過程中而錯估了實際運動的位置，因此往後

所選之原函數期望以趨勢較為穩定之函數較合適，又或者在訂定區間時選擇尺度

較小的間隔，才較能反映原函數的走向。 

 

圖 6-1 N=30 與 N=50 之比較 

    而在此研究模擬之油滴在毛細管之運動過程只僅限在單一毛細管，在實際案

例裡振動的方向更會從不同角度影響油滴的運動，因此在往後是否能套用到一三

維模型模擬真實情況之抽取情形是未來研究的首要目標。 
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