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摘要 
在梁的分析模型中，通常使用尤拉－伯努力梁方程理論，在正算尤拉梁問題

其解決方法則不計其數。然而當問題的待求項變為系統參數之一時，其複雜度則

非一般正算問題可比擬。本論文介紹了解決非齊性的尤拉梁方程反問題的一種數

值方法，其目的為在梁上找回其外力(源識別問題)。本篇論文將邊界積分方程方

法應用至尤拉梁上，以其振態作為伴隨測試函數，再以我們假設的試解帶入積分

方程，以數值方法解此代數方程組，即可得到外力源之數值解。在論文中將以數

值算例實際求解尤拉梁的反問題，其中包含四種不同邊界條件的梁以及使用傅立

葉級數與振型函數兩種試解之基底，並分析其數值結果。 

 

關鍵字：尤拉梁、邊界積分方程方法、反問題、源識別問題，格林第二定理。 
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ABSTRACT 
    Euler-Bernoulli beam theory is a typical beam theory when discussing the 

behavior of beams. There are several methods to obtain the behaviors of the Euler-

Bernoulli beam under an external force, but without knowing the external force, the 

problem becomes an inverse source problem which is the subject of this thesis.  

Different from the direct problems, the inverse problems are considered more ill-posed. 

In this thesis, the boundary integral equations method will be adopted to solve the Euler-

Bernoulli beam problem, with its mode shape as an adjoint test function. Then, we 

assume the trail solution of the integral equation. Finally, we can obtain the numerical 

solution of the external force. Six examples of Euler beam are used to test the 

performance of the present method. 

 

Keywords: Euler-Bernoulli beam, Boundary integral equations method, Inverse 

problem, Source identification problem, Green's second identity 
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第一章 緒論 
 

1.1 前言 

土木工程其涵蓋的範疇甚廣，舉凡一切與水、土、民生議題相關的基礎建設包

括，道路、橋梁、房屋、交通以及水利之規劃階段、建造到維修，均脫離不出其框

架。由於其包含之內容廣泛，加上隨著時間演進，工程理論與科技也隨之完善、複

雜，並且各自獨立成科。雖然土木學門已分為眾多分支，但其旨仍在提高人類之生

活品質，跨領域結合各自的專業，使我們更具深度與廣度，以期能發展出獨特且創

新的概念，以利應付與解決對於未知的各種問題。 

 在研究工程問題當中，因為對於現實中，無論來自人為、天災或是資訊的不充

足，以及真實情況的複雜性等等因素造成研究、分析的困難，因此我們常會設想其

為一理想的情況，或是加上合理的假設及前提，例如：尤拉梁(Euler–Bernoulli beam)，

其關鍵在於假設為梁的法線是保持筆直且與梁的中線垂直的，考慮線彈性理論，而

梁內部的剪力變形則很小且可忽略的，接著切割取其元素做力平衡即可得到尤拉

梁的控制方程式。而隨著邊界條件或初始條件的變動，又可分為邊界值問題或初值

問題，問題不僅多元化，其定義域也隨之複雜，對於解析解的求得也隨之更加困難，

此時，數值分析方法就將會是一個相當重要的工具。於是許多學者發展出了如有限

元素法(FEM, Finite element method)、有限差分法(FDM, Finite difference method)、

邊界元素法(BEM, Boundary element method)等等。而有限元素法的快速發展不僅

僅在結構分析上廣泛使用，在熱傳導及電磁波等現象的描述也有不錯的表現，有限

元結合了變分原理 (variational principle)和差分格式，利用假設形函數 (shape 

function)，加上節點(node)的設置，進而求得變位場(displacement field)，從而建立

整體力學系統之關係，即解出節點上未知場量後，可以由內插法(interpolation)求出

場內任何位置的未知變量。而邊界元素法則主要利用散度定理(divergence theorem)

降低了原問題的維度，使我們僅需對邊界作離散化(discretization)，意即可以將區域

問題轉化為邊界問題，藉著只需在邊界上做處理，即可得到原問題之解。 

而傳統的邊界積分方程(BIE, Boundary integral equation)其解析之方式乃將其
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邊界條件離散化，並利用格林函數(Green functions)作為其基本解，組合而成積分方

程式，沿邊界積分並得知定義域內的變化情形，獲得域內任何一點之場量。而本論

文將其應用至尤拉梁上，使用尤拉梁之振型函數(mode shape)作為其基本解的型式，

並稱之為邊界積分方程方法(Boundary integral equations method)。 

 

1.2 文獻回顧 

在工程結構當中，梁是一個相當重要的基本元件之一，對於邊界條件、初始條

件、外力與系統參數等等皆已知的情況下，解出系統之位移、速度與加速度，即為

外力振動之正算問題，此方面已有相當豐碩的研究成果。而反過來當位移、速度與

加速度為已知，其它參數有任何一項為未知的情形，則稱為反算問題。 

而最為常用的梁模型則是基於經典的尤拉－伯努力梁方程理論，即我們所廣

泛使用的尤拉梁，且其為工程各大領域的基本模型，對於非齊性的動態尤拉梁，其

振動由 ( , ) ( , ) ( ) ( )tt xxxxu x t u x t H x G tα+ = 決定。這裡 ( , )u x t 為位移函數，取決於空間

(0, )x∈  和時間 (0, )ft t∈ 的變量， ( )H x 和 ( )G t 為在空間和時間的外力分佈，

/ ( )EI Aα ρ= 為常數，由彈性模數 E、轉動慣量 I、斷面積 A與材料密度 ρ 所決定。 

而在偏微分方程的控制理論中，有許多在尤拉梁的控制方程上進行參數辨識

的問題獲得了相當多的關注，如 Lagnese[16]、郭[8]，Krstic 等人[14]，Krstic 與

Smyshlyaev [13]、張與郭[4]，劉[21]等等諸多研究。而尤拉梁的參數識別問題大致

可分為兩類：第一類為反頻譜問題[2][7]，其方法主要仰賴頻譜數據得到梁的物理

參數而得以進行，然而在實際應用上測得之數據，很難獲得其頻譜數據的部分。第

二類則是基於觀察的方法[4,17,18]，由邊界輸入和觀測來探討尤拉梁方程在可變空

間係數的識別。 

而在源識別問題的部分則有一維熱傳導方程的熱源問題[3,5,6,15,20,26]、振動

懸臂梁的未知源識別問題[9]，以及學者劉[21]結合了李群自適應法(LGAM, Lie-

group adaptive method)與微分求積法(DQM, Differential quadrature method)來求解在

尤拉梁振動方程的恢復未知外力問題。另外，劉[22]利用全域邊界積分方程方法，

透過選擇適當的 Trefftz 測試函數(Trefftz test function)，對於求解未知的邊界條件的



doi:10.6342/NTU201601667

 

 

 

3 

柯西反問題(inverse Cauchy problems)效果非常好，且在帕松方程(Poisson equation)

的逆源問題(inverse source problems)中，即使是非常病態或在數據中加入了大量噪

音的情況下，仍能得到相當穩定且有效的數值解。而從以上結果也表明，力源識別

問題是一種高度病態問題，即若量測數據中有一小擾動，可能導致對外力的估計產

生巨大的錯誤。 

縱上所觀，雖然參數識別問題的研究已然相當全面，但在尤拉梁的源識別問題

[9,10,12,17,21]部分結果並不多。而由前述的文獻中可發現對於尤拉梁方程式中的

反問題，邊界積分方程方法應能有效地解決問題，且具有相當的可靠性。 

 

1.3 研究動機與目的 

在工程上我們常以尤拉梁作為真實橋梁的簡化模型，而在尤拉梁正算的部分，

此方面已經有相當多的研究成果[1,11,13,25,27]。而系統參數未知的問題統稱反問

題，然而反問題又可依據其未知參數的類型分為五大類，此部分將於後續說明。對

於尤拉梁的力源問題，學者劉[21]則以李群自適應法搭配微分求積法得到解決。 

依據學者劉提出的邊界積分方程方法 (BIEM, Boundary integral equations 

method)，其能夠有效解決各類偏微分方程問題，且也能取得誤差很小之數值解，

在 2015 年的柯西反問題與帕松方程[22]中，已然得到相當穩定的結果。 

於是本論文嘗試將邊界積分方程方法應用至尤拉梁的力源反算問題，並且以

選取特定之伴隨測試函數來消除尤拉梁的未知邊界條件，最後則以不同之試解基

底測試不同基底對於求解結果的精度與穩定性的影響。 

 

1.4 論文架構 

本文共計分為五個章節，各章的簡述如下： 

第一章為緒論，講述為了求解尤拉梁之控制方程式的數值解，多種數值方法的

發展與演進，以及回顧過去文獻中的諸多成果，且經由這些文獻促使我們發展新的

研究方向，也就是將邊界積分方程方法應用到尤拉梁的力源識別問題，再嘗試以不

同的試解基底使求解結果更加完善。 
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第二章主要介紹本篇論文之核心－邊界積分方程方法所需要的理論基礎，包

括自我伴隨運算子、Trefftz 方法與廣義格林定理等；而在數值計算的部分，有常見

的數值積分方法，如尤拉法、辛普森法、高斯－克朗羅德法等，另外還有求解初值

問題最為泛用的四階龍格－庫塔法，且因其具有四階精度，我們將其作為一個積分

精度的參考標準；還包括用以求解線性代數方程組的共軛梯度法、以及劉教授於

2008 年發展的一套用以解非線性代數方程的方法─擬時間積分法[19]。 

第三章將以第二章的理論基礎，發展本篇論文的核心，推導尤拉梁的邊界積分

方程，並列舉了邊界積分方程應用於數種不同支承類型的梁之情形，由邊界條件推

導其各自的特徵方程式、振態與伴隨測試函數等。 

 第四章為數值算例驗證，從簡支梁、懸臂梁開始，對於以傅立葉級數作為試解

之基底的反求外力是否有其可行性，分析與檢討其結果成功與不足的地方，並針對

不足的地方加以改善，再討論試解之基底的選擇對於數值解的反應與影響，確認其

是否仍保有精確性。 

第五章為結論與未來工作，對於數值算例所得到之結果進行討論，分析其成功

與失敗、不足的地方，提出可能改善的空間以及對於未來能得以繼續研究的方向，

並期望能有更好的發展。 
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第二章 理論基礎 
 

2.1 自我伴隨運算子(Self-Adjoint Operator) 

定義一運算子 L，當其作用在一函數u 時，會產生另一函數 f ，數學型式表示

為 

 Lu f=  (2.1) 

若存在某一數學型式 

 *( , )vLudx J u v uL vdx
β β

α α
= +∫ ∫  (2.2) 

則稱 *L 是伴隨運算子(adjoint operator)，其中若 *L L= 時，則 L稱之為自我伴隨運算

子。 

 舉一維拉普拉斯算符(Laplacian)為例，定義
2

2

d uLu
dx

= ，可以得到 

 
2

2

d uvLudx v dx
dx

β β

α α
=∫ ∫  (2.3) 

經由分部積分法(integration by parts)可以得到 

 
2

2

d u du dv duv dx v dx
dx dx dx dx

β
β β

α α
α

= −∫ ∫  (2.4) 

再進行一次分部積分可以得到 

 
2 2

2 2

d u du dv d vv dx v u udx
dx dx dx dx

β
β ββ

αα α
α

 
= − − 

 
∫ ∫  (2.5) 

經過整理得到 

 
2 2

2 2

d u du dv d vv dx v u udx
dx dx dx dx

β
β β

α α
α

 = − +  ∫ ∫  (2.6) 

表示為 

 *( , )vLudx J u v uL vdx
β β

α α
= +∫ ∫  (2.7) 

其中
2

*
2

dL L
dx

= = ，即 L為自我伴隨運算子。 
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2.2 Trefftz 方法(Trefftz Method) 

Trefftz 方法(Trefftz, 1926)是用來解決線性偏微分方程式的數值方法，其方法是

以數個同樣滿足控制方程式的基底函數(basis function)之線性組合來近似方程式的

解，基底推導的過程不需理會初始條件與邊界條件。而其基底的係數是由邊界條件

來確定，進而構成一代數方程組(system of algebraic equations)，以這樣近似求解的

方法來處理正算或反算問題。 

學者劉於 2012 年將其發展為尤拉梁的來源識別(source identification)問題，並

於 2016 年找到一函數不僅能滿足伴隨控制方程式，也滿足邊界條件，即結合 Trefftz

方法與伴隨函數的特性，並稱其為伴隨測試函數(adjoint test function)。其中伴隨函

數的性質為其滿足的邊界條件與待求函數u 一致，使得方程式中含有未知邊界條件

的項將會消失，藉由消去多餘的未知項，使方程式具有唯一解。 

對於不同邊界條件的梁的類型，其伴隨測試函數也不盡相同。此部分將於第三

章針對不同邊界條件的狀況推導其各自的伴隨測試函數。 

 

2.3 廣義格林第二定理(General Green's Second Identity) 

格林定理給予了在封閉區間Ω的雙重積分與沿其封閉曲線上Γ的線積分之間

的關係。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2-1 格林定理定義區間示意圖 
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格林定理的內容如下：若函數 ( , )M x y 與 ( , )N x y 在定義在區間Ω且具有連續

偏導數，則 

 ( ) ( )N M dxdy Mdx Ndy
x yΩ Γ

∂ ∂
− = +

∂ ∂∫∫ ∫  (2.8) 

再來將其推廣到梁的方程式上，定義梁運算子(beam operator)為，即 

 ( , ) tt xxxxu x y u uα= +  (2.9) 

假設Ω為一於 ( , )x t 平面上的有界區域，且由一逆時針方向的環線Γ包圍，而此環

線由數段光滑曲線組成。令函數 ( , )u x t 與 ( , )v x t 在Ω上可微且於Ω上連續，並結合

自我伴隨運算子與伴隨測試函數的概念，可以得到 

 ( ) ( )v u u v dxdt Mdx Ndt
Ω Γ

− = +∫∫ ∫ 



 (2.10) 

其中u 即為梁的位移函數、v為上節提到的伴隨測試函數、M 與 N 是與梁的邊界條

件有關，接下來推導(2.10)式。 

考慮梁運算子的部分 

 ( )v u dxdt∫∫   (2.11) 

展開可以得到 

 tt xxxxvu dxdt vu dxdtα+∫∫ ∫∫  (2.12) 

分成 

 ttvu dxdt∫∫  (2.13a) 

 xxxxvu dxdt∫∫  (2.13b) 

兩個部分來進行處理。 

首先處理(2.13a)式的部分，先考慮一數學式 

 t tuv vu−  (2.14a) 

由分部積分法可以得到 

 
( ) ( )

             

t t t t tt t t tt

tt tt

uv vu u v dt uv dt v u dt vu dt

uv dt vu dt

− = + − +

= −

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫

 (2.14b) 

將(2.14b)式經過移項後再對 x積分可以得到 
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( )

                ( )

tt tt t t

tt t t

vu dtdx uv dtdx uv vu dx

uv dxdt uv vu dx

= − −

= − − −

∫∫ ∫∫ ∫
∫∫ ∫

 (2.14c) 

由(2.14c)式可以得到(2.13a)式表示為 

                 ( ( ) )

                ( )

tt tt

tt t t

tt t t

vu dxdt vu dtdx

uv dxdt uv vu dx

uv dxdt uv vu dx

= −

= − − − −

= + −

∫∫ ∫∫
∫∫ ∫

∫∫ ∫

 (2.15) 

而同樣的(2.13b)式可經由分部積分法得到 

 ( )xxxx xxxx xxx x xx xx x xxxvu dxdt uv dxdt vu v u v u v u dt= + − + −∫∫ ∫∫ ∫  (2.16) 

將(2.15)與(2.16)式代入(2.12)式，得到 

 

 
( ( ) ) ( ( ) )

tt xxxx

tt t t xxxx xxx x xx xx x xxx

vu dxdt vu dxdt

uv dxdt uv vu dx uv dxdt vu v u v u v u dt

α

α

+

= + − + + − + −

∫∫ ∫∫
∫∫ ∫ ∫∫ ∫

 

  (2.17) 

經移項整理後得到 

 
( ) ( )

( ) ( )

tt xxxx tt xxxx

t t xxx x xx xx x xxx

v u u u v v dxdt

uv vu dx vu v u v u v u dt

α α

α

+ − +

= − + − + −

∫∫
∫ ∫

 (2.18) 

最後得到 

 ( ) ( ) ( )t t xxx x xx xx x xxxv u u v dxdt uv vu dx vu v u v u v u dtα
Ω Γ

− = − + − + −∫∫ ∫ 



 (2.19) 

(2.19)式為之後推導邊界積分方程的基礎。 

 

2.4 尤拉法(Euler Method) 

尤拉法是一種求解已知初始值的常微分方程問題的方法，其為一階方法，是解

決常微分方程問題中最為簡單的一種，其方法為將時間部分細分，再利用初值與微

分項進行求解。 

以一階常微分方程為例，並給定初始值 

 0 0 0( , ) ,   ( )  ,   ny f t y y t y t t t′ = = ≤ ≤  (2.20) 
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將區間[ ]0 , nt t 切割成 N 個子區間，則每一子區間 

 0nt th
N
−

=  (2.21) 

其中 h稱為積分間距(step size)，且 

 0 , 0,1, 2, ,it t ih i N= + = ⋅⋅⋅  (2.22) 
並經過計算能得微分方程之近似解 

 

0 0

1 1 0 0 0

2 2 1 1 1

1 1 1

( )
( ) : ( , )
( ) : ( , )

 
( ) : ( , )n n n n n

y t y
y t y y hF t y
y t y y hF t y

y t y y hF t y− − −

=
= ≈ +
= ≈ +

= ≈ +
　　　

 (2.23) 

 
圖 2-2 尤拉法示意圖 

 

2.5 辛普森法(Simpson’s Rule) 

辛普森法是一種求解定積分的數值方法，利用二次曲線去逼近，以求得定積分

的數值解。 

考慮定積分型式 

 ( )  ,   
b

a
f x dx a x b≤ ≤∫  (2.24) 

 

 

 

  

預測值 

實際值 
誤差 
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將區間[ ],a b 切割為偶數個子區間，則每一子區間 

 
2

b ah
N
−

=  (2.25) 

故(2.24)式可寫為 

 2 4

0 2 2

( ) ( ) ( ) ( )n

n

b x x x

a x x x
f x dx f x dx f x dx f x dx

−

= + + +∫ ∫ ∫ ∫  (2.26) 

對於 

 2

0

( )
x

x
f x dx∫  (2.27) 

考慮過 0 0 1 1 2 2( , ( )), ( , ( )), ( , ( ))x f x x f x x f x 三點之二階多項式 ( )P x ，即 

 0 0 1 1 2 2( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )P x f x P x f x P x f x= = =  (2.28) 
則(2.27)式可寫為 

 
[ ]

[ ]

2 2

0 0

2 0 0 2
0 2

0 1 2

0 1 2

( ) ( )

                ( ) 4 ( ) ( )
6 2

2                ( ) 4 ( ) ( )
6

                ( ) 4 ( ) ( )
3

x x

x x
f x dx P x dx

x x x xP x P P x

h P x P x P x

h f x f x f x

≈

− + = + +  

= + +

= + +

∫ ∫

 (2.29) 

同理可得 

 

[ ]

[ ]

4

2

2

2 3 4

2 1

( ) ( ) 4 ( ) ( )
3

 

( ) ( ) 4 ( ) ( )
3

n

n

x

x

x

n n nx

hf x dx f x f x f x

hf x dx f x f x f x
−

− −

≈ + +

≈ + +

∫

∫


 (2.30) 

由(2.29)與(2.30)式代入(2.26)式可得 

 0 1 2 3 4

2 1

( ) [ ( ) 4 ( ) 2 ( ) 4 ( ) ( )
3

                          ( ) 4 ( ) ( )]

b

a

n n n

hf x dx f x f x f x f x f x

f x f x f x− −

≈ + + + +

+ + + +

∫


 (2.31) 

(2.31)式即為辛普森法計算定積分的近似解。 
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圖 2-3 辛普森積分法示意圖 

 

2.6 龍格－庫塔法(Runge-Kutta Method) 

龍格－庫塔法是德國數學家卡爾•龍格(Carl Runge)和馬丁•威爾海姆•庫塔

(Martin Wilhelm Kutta)於 1900 年左右發展用以求解已知初值的非線性常微分方程

的數值方法，其與尤拉法最大的不同點是其於一時間段之中再細分數個時間點取

得斜率，並給予相對應的權重加以平均，以得到較精確的平均斜率。 

 龍格－庫塔法依其精度可區分為三類，二階精度的中點法(Midpoint method)、

三階精度的尤恩法(Heun’s method)或稱修正尤拉法(modified Euler method)以及四

階精度的四階精度龍格－庫塔法(4th order Runge-Kutta method)，其中四階龍格庫塔

法即廣為人知的 RK4 法。 

 考慮一階常微分方程，且已知初始值 

 0 0 0( , ) ,   ( )  ,   ny f t y y t y t t t′ = = ≤ ≤  (2.32) 
將區間[ ]0 , nt t 分為 N 等分，則每一子區間 

 0nt th
N
−

=  (2.33) 

則 RK4 的表示型為 
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 1 1 2 3 4( 2 2 ), 0,1, 2, ,
6i i
hy y k k k k i n+ = + + + + =   (2.34) 

其中 

 

( )

( )

1

1
2

2
3

4 1 3

,

,
2 2

,
2 2

,

i i

i i

i i

i i

k f t y

khk f t y

khk f t y

k f t y k+

=

 = + + 
 
 = + + 
 

= +

 (2.35) 

1k 是時間段開始時的斜率； 2k 是用尤拉法以斜率 1k 算得時間段中點的斜率；而 3k

同為時間段中點的斜率，但是是以斜率 2k 決定其值； 4k 為時間段終點的斜率，其值

由斜率 3k 決定。最後，再將此四個斜率加權平均得到此時間段之平均斜率。 

 
圖 2-4 RK4 法示意圖 

 

2.7 高 斯 － 克 朗 羅 德 法 (Gauss–Kronrod Quadrature 

Formula) 
高斯－克朗羅德法為高斯積分之變種，是由數學家卡爾•弗里德里希•高斯

(Carl Friedrich Gauss)發展的一種用以計算定積分的數值方法，而後亞歷山大•克朗
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羅德(Aleksandr Semenovich Kronrod)針對同一組函數，提出兩套積分規則，一組高

階而另一組低階，並以兩近似值之差用以估算積分函數的數值誤差。 

高斯積分之規則通常表示為加權和的型式，且僅在積分區間[ ]1,1− 才能獲得準

確的近似解，但不適合具有奇異點的函數，其數學型式為 

 
1

1
1

( ) ( )
gpn

i i
i

f x dx W f x
−

=

=∑∫  (2.36) 

其中 gpn 為高斯點的數目、 ix 為高斯點、 iW 為高斯點對應之權重。而對於一般積分

區間[ ],a b 之定積分，則需將其定義域作線性映射至[ ]1,1− ，才能使用高斯積分。 

 考慮定積分型式 

 ( )
b

a
I f x dx= ∫  (2.37) 

做變數變換將[ ],a b 轉換至[ ]1,1− 上，令 

 
2

2
a bx

b a
ξ

+ − 
 =

−
 (2.38) 

其中當 x a= 時， 1ξ = − ；當
2

a bx +
= 時， 0ξ = ；當 x b= 時， 1ξ = 。 

因此 

 1 ,  ( )
2 2 2

a b b ax dx b a d Jdξ ξ ξ+ −
= + = − =  (2.39) 

其中
1 ( )
2

J b a= − ，則(2.37)式可寫為 

 
1

1
ˆ( ) ( )  

b

a
I f x dx J f d J Iξ ξ

−
= = =∫ ∫  (2.40) 

其中
1

1
ˆ ( )I f dξ ξ

−
= ∫ ，而 Î 已然符合高斯積分的型式，套入高斯點 iξ 與其權重 iW 得到 

 1 1 2 2
1

ˆ ( ) ( ) ( ) ( )
gpn

n n i i
i

I W f W f W f W fξ ξ ξ ξ
=

= + + + =∑  (2.41) 

將(2.41)式代入(2.40)式得到 

 
1

( ) ( )
gpn

b

i ia
i

I f x dx J W f ξ
=

= = ∑∫  (2.42) 

(2.42)式即為高斯積分的一般型式。 
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表 2-1 高斯點的數目與其位置、權重列表 

高斯點的數目 gpn  高斯點位置 iξ  權重 iW  

1 0.0 2.0 

2 1/ 3 0.5773502692± = ±  1.0 

3 
0.7745966692±  

0.0 

0.555 555 5556 

0.888 888 8889 

4 
0.3399810436±  

0.8611363116±  

0.652 145 1549 

0.347 854 8451 

5 

0.9061798459±  

0.5384693101±  

0.0 

0.236 926 8854 

0.478 628 6705 

0.568 888 8889 

 

若高斯積分使用 n個高斯點，則高斯－克朗羅德法增加至 (2 1)n + 個積分點，同

時以低階與高階去計算同一函數值，並以兩結果之差做為估計數值誤差的依據。以

一經典例子說明如下。 

以 7 個高斯點與15個克朗羅德點同時做數值計算，以下列出 ( 7, 15)G K 的位置

與權重。 

表 2-2 G7 高斯點位置與權重 

7G 高斯點位置 iξ  權重 iW  

0.94910 79123 42759±  0.12948 49661 68870 

0.74153 11855 99394±  0.27970 53914 89277 

0.40584 51513 77397±  0.38183 00505 05119 

0.0 0.41795 91836 73469 

 

表 2-3 K15 克朗羅德點位置與權重 

15K 克朗羅德點位置 iξ  權重 iW  

0.99145 53711 20813±  0.02293 53220 10529 

0.94910 79123 42759±  0.06309 20926 29979 



doi:10.6342/NTU201601667

 

 

 

15 

0.86486 44233 59769±  0.10479 00103 22250 

0.74153 11855 99394±  0.14065 32597 15525 

0.58608 72354 67691±  0.16900 47266 39267 

0.40584 51513 77397±  0.19035 05780 64785 

0.20778 49550 07898±  0.20443 29400 75298 

0.0 0.20948 21410 84728 

 

並給予一容許誤差ε ，以兩種方法計算一定積分並得到其差值 7 15G K− ，若

7 15G K ε− < ，則此積分結果是可接受的。反之若 7 15G K ε− > ，則需在原有定積

分區間[ ],a b 作切割，例如區間[ ]a,c 與區間[ ]c,b ，分別以兩種數值積分方法並得到

兩種積分方法結果之差 ac
G Kε = −1 7 15 與 cb

G Kε = −2 7 15 ，並比較若ε ε ε+ <1 2 則

接受此數值積分結果，若ε ε ε+ >1 2 ，則繼續切割積分區間，直至總誤差小於容許

誤差為止。 

 

2.8 擬時間積分法(Fictitious Time Integration Method) 

擬時間積分法是學者劉與 Atluri 提出的一套用以解非線性代數方程問題的數

值方法，且具有相當高的精確度。其方法概念是藉由引入擬時間的觀念，將原本n

維空間的問題，增廣為 1n + 維空間，藉由多一個維度而使得原先的問題得以改善。 

接著介紹擬時間積分法求解非線性代數方程的流程，考慮一個非線性代數方

程如下 

 ( ) 0F x =  (2.43) 
(2.43)式中只有一單變數 x，因此引入擬時間變數 t，接著建立其關係式 

 ( ) (1 )y t t x= +  (2.44) 
其中 t與 x為獨立變數，因此 

 dyy x
dt

′ = =  (2.45) 

另外將(2.43)式乘上ㄧ常數 c，其中 0c ≠ ，得到 

 0 ( )cF x= −  (2.46) 
將(2.45)式加入(2.46)式得到 
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 ( )y x cF x′ = −  (2.47) 
把(2.44)式的條件代入(2.47)式 

 ( )
1 1

y yy cF
t t

′ = −
+ +

 (2.48) 

如此(2.48)式為一階常微分方程，且由(2.44)式可得初始條件為 

 (0)y x=  (2.49) 
但(2.49)式為未知的初始條件，仍需要初始猜值： 

將(2.48)式同時乘上積分因子(integrating factor) 1
1 t+

得到 

 
( )2 ( )

1 1 11
y y c yF

t t tt
′
− = −

+ + ++
 (2.50) 

合併之後可以得到 

 ( )
( )2

1
( )

1 11
t y y c yF

t tt

′+ −
= −

+ ++
 (2.51) 

由除法定則(quotient rule)可得 

 ( )
1 1 1

d y c yF
dx t t t

  = − + + + 
 (2.52) 

將
1

y x
t
=

+
代入(2.52)式可得 

 ( )
1

dx cx F x
dt t

′= = −
+

 (2.53) 

上式可由 0x′ = 得到 ( ) 0F x = 之解，並由初始值 0x 開始，應用尤拉法求得 x 的迭代

公式 

 1 ( )
1k k k

k

hcx x F x
t+ = −

+
 (2.54) 

其中 h為積分間距，當時間為 kt 時，可得 ( )k kx x t= 。 

 

2.9 共軛梯度法(Conjugate Gradient Method) 

共軛梯度法是由馬格努斯•海斯納斯(Magnus Hestenes)與愛德華•施蒂費爾

(Eduard Stiefel)於 1950 年代提出的一套用以解線性方程組的數值方法，為一種迭

代方法，較適用於稀疏 (sparse)系統，但僅限於正定 (positive-definite)且對稱

(symmetric)的矩陣；因此對於一般任意的線性方程組，需先做處理轉換為正定且對
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稱的矩陣，如此方可利用共軛梯度法求解。 

 以任意線性代數方程組求解過程為例，其型式為 

 =Ax e  (2.55) 
為將(2.55)式轉換成正定且對稱的型式，等號兩邊同乘 TA 得到 

 = 1Dx b  (2.56) 
其中 T

1b = A e、且 0>TD = A A ，已然符合使用共軛梯度法的條件，接著給定一初

始猜值 0x (一般通常取 0=0x ，除非有其它原因而改變其值)，並求得初始殘差

(residual) 0 0 1r = Dx - b 並令 0 0p = r ，而得以進行以下迭代過程 

 

2

1

1 1 1
2

1
1 2

1 1 1

k
k

k k

k k k k

k k

k
k

k

k k k k

η

η

α

α

+

+ +

+
+

+ + +

=

= −
= −

=

= +

T

r
p Dp

x x p
r Dx b

r
r

p p r

 (2.57) 

其中 0,1,2,...k = ，並給予其收斂誤差ε，且當 1k ε+ <r 時，則 1k+x 收斂，否則繼續進

行(2.57)式之迭代過程。圖 2-5 為共軛梯度法之流程圖。 
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圖 2-5 共軛梯度法流程圖 

任意方程組 

 

 

( ) 

同乘 ，使其轉

變為對稱且正定 

給予初始猜值  

收斂條件  

迭代開始，求得初始殘差  

令 ，  

 

 

 

 

修正長度 

修正向量長度 

新的位置 

新的殘差 

判斷 

新的修正向量 

是 

否 

 

得到 即為所

求代數方程之解 
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2.10 傅立葉級數(Fourier Series) 

傅立葉級數是由數學家約瑟夫•傅立葉(Joseph Fourier)所提出，其是由一連串

的正弦函數與餘弦函數項組合而成，用以表示出一般的週期函數；或者說任意之週

期函數可以分解成數個正弦函數與餘弦函數。因此假設任意函數可以表示為以下

型式 

 0
1

( ) cos( ) sin( ),   k k
k

f x b b kx d kx xπ π
∞

=

≈ + + − < <∑  (2.58) 

(2.58)式即為傅立葉級數的型式，若 ( )f x 為已知，則對(2.58)式進行積分可以得到 

 ( )0
1

( ) cos( ) sin( )k k
k

f x dx b dx b kx dx d kx dx
π π π π

π π π π

∞

− − − −
=

= + +∑∫ ∫ ∫ ∫  (2.59) 

其中由 cos( )kx 與 sin( )kx 之週期性可以得到 

 
cos( ) 0,   0

sin( ) 0

kx dx k

kx dx

π

π

π

π

−

−

= ≠

=

∫
∫

 (2.60) 

因此可以得到常數項 0b  

 0
1 ( )

2
b f x dx

π

ππ −
= ∫  (2.61) 

同理若將(2.58)式分別乘上 cos( )nx 與 sin( )nx 並進行積分得到 

 
( )
( )

1

1

( ) cos( ) cos( ) cos( ) sin( ) cos( )

( )sin( ) cos( )sin( ) sin( )sin( )

k k
k

k k
k

f x nx dx b kx nx dx d kx nx dx

f x nx dx b kx nx dx d kx nx dx

π π π

π π π

π π π

π π π

∞

− − −
=

∞

− − −
=

= +

= +

∑∫ ∫ ∫

∑∫ ∫ ∫
 (2.62) 

接著由積分公式得到以下性質 

 

0,   n k
cos( )cos( ) sin( )sin( )

,   n = k

cos( )sin( ) sin( ) cos( ) 0

kx nx dx kx nx dx

kx nx dx kx nx dx

π π

π π

π π

π π

π− −

− −

≠
= = 



= =

∫ ∫

∫ ∫
 (2.63) 

由(2.62)式與(2.63)式的性質可得到正弦函數與餘弦函數之係數 ,k kb d  

 

1 ( ) cos( )

1 ( )sin( )

k

k

b f x kx dx

d f x kx dx

π

π

π

π

π

π

−

−

=

=

∫

∫
 (2.64) 

因此當 ( )f x 為已知時，可由(2.61)式與(2.64)式將其展開為傅立葉級數。反之若當傅
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立葉級數之係數 0 , ,k kb b d 為已知時，也可將其組合為目標函數 ( )f x 。 

值得一提的是，傅立葉級數常會出現吉布斯現象(Gibbs phenomenon)，即對於

不連續函數展開之傅立葉級數，在其斷點或不連續點的地方，會產生過射

(overshooting)的現象，也就是對於其不連續點的位置會產生振盪，較無法準確的擬

合。關於此部分的理論與相關證明相當複雜，故不在本論文作詳細說明。 
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 第三章  尤拉梁的邊界積分方程 
 

3.1 反問題 

    反問題即為在正問題中，有一條件不滿足或是未知時，即稱為反問題，於反問

題的探討中，依其未知的條件常分類為以下五種 

1. 初始條件未知，缺少初始條件之問題 

2. 邊界問題未知，缺少邊界條件之問題。 

3. 源類型未知，為力源識別問題。 

4. 物性未知，為系統識別或參數識別問題。 

5. 定義域未知，為缺乏場域的反問題。 

於本文將以邊界積分方程方法探討尤拉梁的外力反算問題，為缺少力源或消耗源

的反算問題。 

3.2 尤拉梁的邊界積分方程推導 

    我們將格林定理與自伴隨運算子的概念運用在梁運算子上，得到 

 ( ) ( ) ( )t t xxx x xx xx x xxxv u u v dxdt uv vu dx vu v u v u v u dtα
Ω Γ

− = − + − + −∫∫ ∫ 



 (3.1) 

(3.1)式之推導過程已於 2.3 節闡述說明過，接著考慮梁長度為 ，計算時間為 ft ，

將其展開得到 

 
[ ]

[ ]

0 0 0 0

0 0

0

( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

(0, ) (0, ) (0, )

f f

f

t t

t t f t f f t f

t

xxx x xx xx x xxx

xxx x

v udxdt u vdxdt

u x v x v x u x dx u x t v x t v x t u x t dx

v t u t v t u t v t u t v t u t dt

v t u t v t u

α

α

−

 = − − − 

+ − + −

− −

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫
∫

 

 

 

       

[ ]
0

(0, ) (0, ) (0, ) (0, ) (0, )ft

xx xx x xxxt v t u t v t u t dt+ −∫

 

  (3.2) 
其中若能找到一伴隨測試函數 ( , )v x t ，使得其自動滿足 ( , ) 0v x t = ，則可以簡化(3.2)

式使得
0 0

0ft
u vdxdt =∫ ∫


 ，意即 

 0tt xxxxv v vα= + =  (3.3) 
而(3.3)式即為考慮自由振動下的尤拉梁，為求解此偏微分方程的邊界條件問題，可
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採用分離變數法將其轉變為常微分方程問題，因此假設方程式之解可表示為 

 ( , ) ( ) ( )v x t X x Y t=  (3.4) 
將(3.4)式代入(3.3)式中可得到 

 
2 4

2 4

( ) ( ) ( ) ( ) 0X x Y t X x Y t
t x

α∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (3.5) 

變數分離後移項得到 

 
4 2

4 2

1 1d X d Y
X dx Y dtα

= −  (3.6) 

上式為兩個相等的不同變數之函數，因此其結果必等於常數，因此令其結果為 4a ，

即 

 
4 2

4
4 2

1 1d X d Y a
X dx Y dtα

= − =  (3.7) 

接著可以得到兩條方程式為 

 4 0X a X′′′′ − =  (3.8a) 
 2 0Y Yω′′ + =  (3.8b) 
其中 2 4aω α= 。而(3.8a)式為四階齊性常微分方程，解其特徵值為  ,  a iaλ = ± ± ，得

(3.8a)式之解為 

 1 2 3 4( )
cos( ) sin( ) cosh( ) sinh( )

iax iax ax axX x c e c e c e c e
A ax B ax C ax D ax

− −= + + +
= + + +

 (3.9) 

(3.8b)式為二階齊性常微分方程，解其特徵值為  iaλ = ± ，得(3.8b)式之解為 

 5 6

1 2

( )
cos( ) sin( )

i t i tY t c e c e
C t C t

ω ω

ω ω

−= +
= +

 (3.10) 

因此可得其通解為 

 [ ][ ]1 2

( , ) ( ) ( )
cos( ) sin( ) cosh( ) sinh( ) cos( ) sin( )

v x t X x Y t
A ax B ax C ax D ax C t C tω ω

=

= + + + +
 (3.11) 

其中我們關注的是 ( )X x 的部分，此部分將隨著梁的邊界條件的不同而去調整其相

對應的邊界條件，進而確定 ( )X x 之係數。而 ( )Y t 的部分，由於係數 1 2,C C 為任意常

數，因此令 1 2(1 ),C R C R= − = ，並將其平移 ft 相位，使得我們可以更方便計算在任

何時間當 ft t= 之位移函數，因此可以得到伴隨測試函數 ( , )v x t 為 

 ( )( ) ( )( )( , ) (1 )cos sin ( )f fv x t R t t R t t X xω ω = − − + −   (3.12) 

接著將(3.2)式改寫為 
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[ ]

[ ]

0

0 0 0

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0)

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

(0, ) (0, ) (0, ) (0, ) (0,

f

f

f t f f t f

t

t t

t

xxx x xx xx x xxx

xxx x xx xx

u x t v x t v x t u x t dx

u x v x v x u x dx v udxdt

v t u t v t u t v t u t v t u t dt

v t u t v t u t v t

α

α

 − 

= − −

+ − + −

− − +

∫
∫ ∫ ∫
∫



 



       

[ ]
0

) (0, ) (0, ) (0, )ft

x xxxu t v t u t dt−∫

 (3.13) 

將(3.12)式的伴隨測試函數 ( , )v x t 代入上式可以得到 

 
[ ]

[ ]

0

0 0 0

0

( ) ( , ) (1 ) ( ) ( , )

( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0)

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

(0, ) (0, ) (0, ) (0, ) (0,

f

f

f t f

t

t t

t

xxx x xx xx x xxx

xxx x xx xx

R X x u x t R X x u x t dx

u x v x v x u x dx v udxdt

v t u t v t u t v t u t v t u t dt

v t u t v t u t v t

ω

α

α

 − − 

= − −

+ − + −

− − +

∫
∫ ∫ ∫
∫



 



       

[ ]
0

) (0, ) (0, ) (0, )ft

x xxxu t v t u t dt−∫

 (3.14) 

(3.14)式即為正算所求尤拉梁之位移與速度之型式，當 1R = 時可由(3.14)式求得時

間 ft t= 時尤拉梁之位移 ( , )fu x t ，同理當 0R = 時可求得其速度 ( , )t fu x t ，不過後續

推導求解部分非本文探討的內容，故不在此多做著墨。 

而當 0tt xxxxu u uα= + = 時為尤拉梁之自由振動，非本文考慮之問題，本文考慮

的部份為包含外力之尤拉梁振動，即當 ( , )tt xxxxu u u F x tα= + = 時，因此將(3.13)式

改寫為 

[ ]

[ ]

0 0

0 0

0

( , ) ( , )

( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

(0, ) (0, ) (0, ) (0,

f

f

t

t t f t f f t f

t

xxx x xx xx x xxx

xxx x xx

v x t F x t dxdt

u x v x v x u x dx u x t v x t v x t u x t dx

v t u t v t u t v t u t v t u t dt

v t u t v t u t

α

α

 = − − − 

+ − + −

− −

∫ ∫
∫ ∫
∫



 

       

[ ]
0

) (0, ) (0, ) (0, ) (0, )ft

xx x xxxv t u t v t u t dt+ −∫

 

  (3.15) 
上式即為本文所使用之尤拉梁的邊界方程，當一尤拉梁之位移或速度為已知時，我

們即可配合其邊界條件求得之特定伴隨測試函數 ( , )v x t ，進而反求得到外力函數

( , )F x t 。在接下來的章節將介紹尤拉梁對於其不同型式的邊界條件所調整的伴隨

測試函數。 
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3.3 簡支梁分析 

    上ㄧ節已推導出伴隨測試函數與尤拉梁之邊界積分方程之通式，因此在這節

我們首先選用簡支梁(simple beam)來討論邊界條件對於伴隨測試函數之影響。 

 
圖 3-1 簡支梁示意圖 

 

對於一長度為 之簡支梁，其邊界條件如下 

 (0, ) 0u t =  (3.16a) 
 (0, ) 0xxu t =  (3.16b) 
 ( , ) 0u t =  (3.16c) 
 ( , ) 0xxu t =  (3.16d) 
將以上條件代入(3.15)式，可以得到 

 [ ]

[ ] [ ]

0 0

0 0

0 0

( , ) ( , )

( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (0, ) (0, ) (0, ) (0, )

f

f f

t

t t f t f f t f

t t

xxx xx x xxx xx x

v x t F x t dxdt

u x v x v x u x dx u x t v x t v x t u x t dx

v t u t v t u t dt v t u t v t u t dtα α

 = − − − 

+ + − +

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫



 

   

 

  (3.17) 
由於邊界條件 (0, ), (0, ), ( , ), ( , )xxx x xxx xu t u t u t u t  仍為未知，因此我們對於 ( , )v x t 給予以

下邊界條件 

0 
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 (0, ) 0v t =  (3.18a) 
 (0, ) 0xxv t =  (3.18b) 
 ( , ) 0v t =  (3.18c) 
 ( , ) 0xxv t =  (3.18d) 
並將以上條件代入(3.11)式，只考慮 ( )X x 部分即得到 

 (0) 0X =  (3.19a) 
 (0) 0X ′′ =  (3.19b) 
 ( ) 0X =  (3.19c) 
 ( ) 0X ′′ =  (3.19d) 
由(3.19a)可以得到 0A C+ = ，且由(3.19b)可以得到 0A C− = ，故有 

 0A C= =  (3.20) 
接著由(3.19c)與(3.19d)得到 

 
sin( ) sinh( ) 0

sin( ) sinh( ) 0
B a D a

B a D a
+ =

− + =
 

 

 (3.21) 

其中當 0a ≠ 時， sinh( ) 0a ≠ ，因此得到 0D = 。於是得到簡支梁的特徵方程式為 

 sin( ) 0a =  (3.22) 
並得到其特徵值為 

 , 1, 2,3,...n
na nπ

= =


 (3.23) 

且其頻率為 

 2 , 1, 2,3,...n na nω α= =  (3.24) 
因此其對應之振型函數為 

 ( ) sin , 1, 2,3,...n
n xX x nπ = = 

 

 (3.25) 

其中取 1B = ，且可以得到簡支梁之伴隨測試函數為 

 ( )( ) ( )( )( , ) (1 )cos sin sin , 1,2,3,...n f f
n xv x t R t t R t t nπω ω   = − − + − =    

 (3.26) 

將伴隨測試函數 ( , )nv x t 代入(3.17)式即可得到簡支梁的邊界積分方程為 

 
( )( ) ( )( )0 0

, ,0

(1 )cos sin sin ( , )

( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

ft

f f

n t n t f n t f n f t f

n xR t t R t t F x t dxdt

u x v x v x u x u x t v x t v x t u x t dx

πω ω   − − + −     

 = − − + 

∫ ∫

∫





  

  (3.27) 
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3.4 懸臂梁分析 

    在這節我們考慮懸臂梁(cantilever beam)之情況。 

 
圖 3-2 懸臂梁示意圖 

 

對於一長度為 之懸臂梁，取其固定端作為坐標系之原點 ( 0)x = ，故得到其邊界條

件如下 

 (0, ) 0u t =  (3.28a) 
 (0, ) 0xu t =  (3.28b) 
 ( , ) 0xxu t =  (3.28c) 
 ( , ) 0xxxu t =  (3.28d) 
將以上條件代入(3.15)式，可以得到 

 [ ]

[ ] [ ]

0 0

0 0

0 0

( , ) ( , )

( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (0, ) (0, ) (0, ) (0, )

f

f f

t

t t f t f f t f

t t

xx x xxx xxx x xx

v x t F x t dxdt

u x v x v x u x dx u x t v x t v x t u x t dx

v t u t v t u t dt v t u t v t u t dtα α

 = − − − 

+ − − −

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫



 

   

 

  (3.29) 
由於邊界條件 (0, ), (0, ), ( , ), ( , )xxx xx xu t u t u t u t  仍為未知，因此我們對於懸臂梁之伴隨

測試函數 ( , )v x t 給予以下邊界條件 

0 
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 (0, ) 0v t =  (3.30a) 
 (0, ) 0xv t =  (3.30b) 
 ( , ) 0xxv t =  (3.30c) 
 ( , ) 0xxxv t =  (3.30d) 
並將以上條件代入(3.11)式，只考慮 ( )X x 部分即得到 

 (0) 0X =  (3.31a) 
 (0) 0X ′ =  (3.31b) 
 ( ) 0X ′′ =  (3.31c) 
 ( ) 0X ′′′ =  (3.31d) 
由(3.31a)得到 0A C+ = ，並由(3.31b)得到 0B D+ = ，故有 

 A C
B D
= −
= −

 (3.32) 

接著由(3.31c)式與(3.31d)式與(3.32)式得到 

 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( ) 0

sin( ) sinh( ) cos( ) cosh( ) 0

A a a B a a

A a a B a a

+ + + =

− + − − =

   

   

 (3.33) 

於(3.33)式中，欲使 ,A B具有非零解的充分必要條件為 

 
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

0
sin( ) sinh( ) cos( ) cosh( )

a a a a
a a a a

+ +
=

− − −
   

   

 (3.34) 

將(3.34)式展開並經過整理後即可得到懸臂梁的特徵方程式為 

 cos( ) cosh( ) 1 0a a + =   (3.35) 
(3.35)式為超越方程式，無法由一般方法求得其特徵值之解析解，其特徵值可由數

值 方 法 求 得 ， 得 到 其 特 徵 值 為 ( ), 1, 2,3,...na n = ， 且 得 到 其 頻 率 為

2 , 1, 2,3,...n na nω α= = ，求得其特徵值後可由(3.33)式得到係數 ,A B之比值為 

 cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )
sin( ) sinh( ) cos( ) cosh( )

n n n n

n n n n

a a a aB
A a a a a

+ −
= − =

+ +
   

   

 (3.36) 

由(3.36)式，我們取第一組的部分，令 

 1 1,
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )n n n n

A B
a a a a

= = −
+ +   

 (3.37) 

由(3.32)式與(3.37)式代入(3.9)式可得懸臂梁之振態為 

 cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )( )
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

n n n n
n

n n n n

a x a x a x a xX x
a a a a

− −
= −

+ +   

 (3.38) 

接著就可得到懸臂梁之伴隨測試函數為 
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( )( ) ( )( )( , ) (1 )cos sin

cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )                                                                   
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

n f f

n n n n

n n n n

v x t R t t R t t

a x a x a x a x
a a a a

ω ω = − − + − 
 − −

− + +    

 

  (3.39) 
將伴隨測試函數 ( , )nv x t 代入(3.29)式即可得到懸臂梁的邊界積分方程為 

 

( )( ) ( )( )0 0

, ,

(1 ) cos sin

cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )        ( , )
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

ft

f f

n n n n

n n n n

n t n t f n t f n f t f

R t t R t t

a x a x a x a x F x t dxdt
a a a a

u x v x v x u x u x t v x t v x t u x t

ω ω − − + − 
 − −

− + + 

 = − − +

∫ ∫


   

0
dx∫



 

  (3.40) 
 

3.5 兩端固定梁分析 

    於此節我們討論兩端固定梁(fixed beam)之部分。 

 
圖 3-3 兩端固定梁示意圖 

 

考慮一長度為 之兩端固定梁，取其左端固定端作為坐標系之原點 ( 0)x = ，故得到

其邊界條件如下 

0 
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 (0, ) 0u t =  (3.41a) 
 (0, ) 0xu t =  (3.41b) 
 ( , ) 0u t =  (3.41c) 
 ( , ) 0xu t =  (3.41d) 
將以上條件代入(3.15)式，可以得到 

 [ ]

[ ] [ ]

0 0

0 0

0 0

( , ) ( , )

( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (0, ) (0, ) (0, ) (0, )

f

f f

t

t t f t f f t f

t t

xxx x xx xxx x xx

v x t F x t dxdt

u x v x v x u x dx u x t v x t v x t u x t dx

v t u t v t u t dt v t u t v t u t dtα α

 = − − − 

+ − − −

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫



 

   

 

  (3.42) 
由於邊界條件 (0, ), (0, ), ( , ), ( , )xxx xx xxx xxu t u t u t u t  仍為未知，因此我們對於兩端固定梁

之伴隨測試函數 ( , )v x t 給予以下邊界條件 

 (0, ) 0v t =  (3.43a) 
 (0, ) 0xv t =  (3.43b) 
 ( , ) 0v t =  (3.43c) 
 ( , ) 0xv t =  (3.43d) 
並將以上條件代入(3.11)式，且只考慮 ( )X x 部分即得到 

 (0) 0X =  (3.44a) 
 (0) 0X ′ =  (3.44b) 
 ( ) 0X =  (3.44c) 
 ( ) 0X ′ =  (3.44d) 
由(3.44a)得到 0A C+ = ，並由(3.44b)得到 0B D+ = ，故有 

 A C
B D
= −
= −

 (3.45) 

接著由(3.44c)式與(3.44d)式與(3.45)式得到 

 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( ) 0

sin( ) sinh( ) cos( ) cosh( ) 0

A a a B a a

A a a B a a

− + − =

− − + − =

   

   

 (3.46) 

欲使(3.46)式中之係數 ,A B具有非零解的充分必要條件為 

 
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

0
sin( ) sinh( ) cos( ) cosh( )

a a a a
a a a a

− −
=

− − −
   

   

 (3.47) 

將(3.47)式展開並經過整理後即可得到兩端固定梁之特徵方程式為 

 1 cos( ) cosh( ) 0a a− =   (3.48) 
(3.48)式也仍為超越方程式，只能透過數值方法求得其特徵值，求解得到其特徵值
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為 ( ), 1, 2,3,...na n = ，得到其頻率為 2 , 1, 2,3,...n na nω α= = ，接著可由(3.46)式得到

係數 ,A B之比值為 

 cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )
sin( ) sinh( ) cos( ) cosh( )

n n n n

n n n n

a a a aB
A a a a a

− +
= − =

− −
   

   

 (3.49) 

由(3.49)式，令 

 1 1,
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )n n n n

A B
a a a a

= = −
− −   

 (3.50) 

由(3.45)式與(3.50)式代入(3.9)式可得 

 cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )( )
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

n n n n
n

n n n n

a x a x a x a xX x
a a a a

− −
= −

− −   

 (3.51) 

接著就可得到兩端固定梁之伴隨測試函數 ( , )nv x t 為 

( )( ) ( )( )( , ) (1 )cos sin

cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )                                                                    
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

n f f

n n n n

n n n n

v x t R t t R t t

a x a x a x a x
a a a a

ω ω = − − + − 
 − −

− − −    

  (3.52) 
將(3.52)式得到之伴隨測試函數代入(3.42)式即可得到兩端固定梁的邊界積分方程

為 

 

( )( ) ( )( )0 0

, ,

(1 ) cos sin

cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )        ( , )
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

ft

f f

n n n n

n n n n

n t n t f n t f n f t f

R t t R t t

a x a x a x a x F x t dxdt
a a a a

u x v x v x u x u x t v x t v x t u x t

ω ω − − + − 
 − −

− − − 

 = − − +

∫ ∫


   

0
dx∫



 

  (3.53) 
 

3.6 一端固定與一端簡支梁 

    再來我們考慮到一端固定與一端簡支梁(clamped-pinned beam)。 
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圖 3-4 一端固定與一端簡支梁示意圖 

考慮一長度為 之一端固定與一端簡支梁，令其固定端於左端，並以其作為坐標系

之原點 ( 0)x = ，故得到其邊界條件如下 

 (0, ) 0u t =  (3.54a) 
 (0, ) 0xu t =  (3.54b) 
 ( , ) 0u t =  (3.54c) 
 ( , ) 0xxu t =  (3.54d) 
將以上條件代入尤拉梁之邊界積分方程，可以得到 

 [ ]

[ ]

0 0

0 0

0

( , ) ( , )

( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (0, ) (0, ) (0, ) (0, )

f

f

t

t t f t f f t f

t

xxx xx x xxx x xx

v x t F x t dxdt

u x v x v x u x dx u x t v x t v x t u x t dx

v t u t v t u t v t u t v t u t dtα

 = − − − 

+ + − +

∫ ∫
∫ ∫
∫



 

   

 

  (3.55) 
由於邊界條件 (0, ), (0, ), ( , ), ( , )xxx xx xxx xu t u t u t u t  仍為未知，因此我們對於此例的梁之

伴隨測試函數 ( , )v x t 給予以下邊界條件 

 (0, ) 0v t =  (3.56a) 
 (0, ) 0xv t =  (3.56b) 
 ( , ) 0v t =  (3.56c) 
 ( , ) 0xxv t =  (3.56d) 
並將以上條件代入(3.11)式，且只考慮 ( )X x 部分可以得到 

 (0) 0X =  (3.57a) 
 (0) 0X ′ =  (3.57b) 
 ( ) 0X =  (3.57c) 

0 
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 ( ) 0X ′′ =  (3.57d) 
由(3.57a)得到 0A C+ = ，並由(3.57b)得到 0B D+ = ，故有 

 A C
B D
= −
= −

 (3.58) 

由(3.57c)式與(3.57d)式與(3.58)式的條件得到 

 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( ) 0

cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( ) 0

A a a B a a

A a a B a a

− + − =

− − + − − =

   

   

 (3.59) 

欲使(3.59)式中之係數 ,A B具有非零解的充分必要條件為 

 
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

0
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

a a a a
a a a a

− −
=

− − − −
   

   

 (3.60) 

將上式展開並整理後得到一端固定與一端簡支梁的特徵方程式為 

 tan( ) tanh( ) 0a a− =   (3.61) 
將 (3.61) 式 由 數 值 方 法 求 得 其 特 徵 值 為 為 ( ), 1, 2,3,...na n = ， 其 頻 率 為

2 , 1, 2,3,...n na nω α= = ，接著由(3.59)式可得到係數 ,A B之比值為 

 cos( ) cosh( ) cos( ) cosh( )
sin( ) sinh( ) sin( ) sinh( )

n n n n

n n n n

a a a aB
A a a a a

− +
= − = −

− +
   

   

 (3.62) 

由(3.62)式，取 

 1 1,
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )n n n n

A B
a a a a

= = −
− −   

 (3.63) 

將(3.58)式與(3.63)式代入(3.9)式可得一端固定與一端簡支梁的振態為 

 cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )( )
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

n n n n
n

n n n n

a x a x a x a xX x
a a a a

− −
= −

− −   

 (3.64) 

可發現其與兩端固定梁有相同之振態，差別在於特徵方程式的不同，接著將其代入

(3.12)式可得一端固定與一端簡支梁之伴隨測試函數 ( , )nv x t 為 

( )( ) ( )( )( , ) (1 )cos sin

cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )                                                                   
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

n f f

n n n n

n n n n

v x t R t t R t t

a x a x a x a x
a a a a

ω ω = − − + − 
 − −

− − −    

 

  (3.65) 
將伴隨測試函數代入(3.42)式即可得到一端固定與一端簡支梁的邊界積分方程為 
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( )( ) ( )( )0 0

, ,

(1 ) cos sin

cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )        ( , )
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

ft

f f

n n n n

n n n n

n t n t f n t f n f t f

R t t R t t

a x a x a x a x F x t dxdt
a a a a

u x v x v x u x u x t v x t v x t u x t

ω ω − − + − 
 − −

− − − 

 = − − +

∫ ∫


   

0
dx∫



 

  (3.66) 
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 第四章  數值算例 
 

4.1 數值算例一 

第一個算例將以簡支梁為例，以由其邊界條件得出之簡支梁邊界積分方程與

已知位移函數反求其外力型式之數值解，並用尤拉梁的梁運算子，配合已知位移函

數可得到外力之解析解( ( , )tt xxxx exactu u u F x tα= + = )，並以兩者間作比較。 

簡支梁的邊界積分方程為以下型式 

 
( )( ) ( )( )0 0

, ,0

(1 )cos sin sin ( , )

( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) :

ft

f f

n t n t f n t f n f t f n

n xR t t R t t F x t dxdt

u x v x v x u x u x t v x t v x t u x t dx e

πω ω   − − + −     

 = − − + = 

∫ ∫

∫





  

  (4.1) 
其中(4.1)式之 R.H.S.之積分結果令其為 ne ，而 1,2,3,...n = 共可產生出 n條方程式。 

接著考慮位移之解析解(analytical solution)為 

 3 2 3( , ) ( 2 )sin( ),  0 ,  0 fu x t x x x t x t t= − + < < < <    (4.2) 
其中 (0, ) 0,  (0, ) 0,  ( , ) 0,  ( , ) 0u t u t u t u t′ ′= = = =  ，令參數 1α = ，則可得到外力之解

析解 ( )4 3 3( , ) 2 24 sin( )exactF x t x x x t= − − + −  ，我們令梁長 π= 、結束時間 1.0ft = 秒，

取 1R = ，數值積分方法選用辛普森積分法、容許誤差為 1010ε −= 。 

在此我們假設 ( , )F x t 為變數可分離之型式，因此令 ( , ) ( ) ( )F x t H x G t= ，且因

( , )nv x t 也可分離為 1 2( , ) ( ) ( )n n nv x t v x v t= ，則邊界積分方程之雙重積分可轉變為兩個

一維積分，其目的為方便計算且一維積分在數值計算上也較雙重積分快速省時，可

以得到(4.1)式之結果為 

 ,1 ,20 0
( ) ( ) ( ) ( )ft

n n nv x H x dx v t G t dt e=∫ ∫


 (4.3) 

如簡支梁之 ( , )v x t 為 

 ( )( ) ( )( )( , ) (1 )cos sin sinn f f
n xv x t R t t R t t πω ω   = − − + −     

 (4.4) 

則可分離為 
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( )( ) ( )( )

,1

,2

( ) sin

( ) (1 )cos sin

n

n f f

n xv x

v t R t t R t t

π

ω ω

 =  
 

 = − − + − 

  (4.5) 

接著假設 ( ) sin( )G t t= 為已知，將 ( )H x 取傅立葉級數作為試解(trial solution)，即令 

 0
1

( ) cos( ) sin( )
m

j j
j

H x b b jx d jx
=

= + +∑  (4.6) 

代入可得到 

 ( )( )00 0
1

sin cos( ) sin( ) sin sin( )f
m t

j j f n
j

n x b b jx d jx dx t t t dt eπ ω
=

   + + − =  
  

∑∫ ∫




 (4.7) 

我們於此算例取 4m = ，因此共有 0 , ,j jb b d 共 2 1 9m + = 個未知數，令 2 1k m= + ，接

著取 10n = ( 9n k> = )，因此共有 10 條方程式，將數值積分之結果寫成矩陣型式為 

 

11 12 1 0 1

21 22 2 2

31 32 3

1 2 1 1

k

k

m

n n nk m nn k k n

c c c b e
c c c e
c c b e

c c c d e
× × ×

     
     
     
     =
     
     
          



 

 

     



 (4.8) 

(4.6)式即為 =Ax e 的代數方程組型式，其中A 矩陣之階數為 n k× ，因此將其轉換

為正交且對稱的型式後使用共軛梯度法求解其係數 0 , ,j jb b d ，接著可以得到復原後

的外力函數之數值解 0
1

( ) cos( ) sin( )
n

j j
j

H x b b jx d jx
=

= + +∑ 。 

在圖 4-1 中可以看出當外力函數之試解選用傅立葉級數算出的數值解與解析

解相當吻合，代表邊界積分方程方法在求解尤拉梁外力反算的精度也相當良好，而

在圖 4-2 中數值解之誤差均在 310− 之數量級的範圍，而兩端之誤差稍大應是因傅立

葉級數對於端點這種不連續點所產生的吉布斯現象，而其梁中央之誤差均在

4 610 ~ 10− − 之間，表現出相當高的精度。 

而圖 4-3 則是外力函數加入時間參數後之數值解與解析解之誤差，可看出梁中

段的誤差相當小且穩定，而端點的誤差雖隨著時間而增大，不過仍保持在 310− 之數

量級，代表邊界積分方程方法(BIEM)在求解簡支梁的外力反算問題能得到相當高

的精度。 
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4.2 數值算例二 

第二個算例將以懸臂梁為例，而其邊界積分方程為如下型式 

 
( )( ) ( )( )0 0

(1 )cos sin

cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )        ( , )
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

ft

f f

n

R t t R t t

ax ax ax ax F x t dxdt e
a a a a

ω ω − − + − 
 − −

− = + + 

∫ ∫


   

 (4.9) 

其中懸臂梁之特徵方程式為 

 cos( ) cosh( ) 1 0a a + =   (4.10) 
於本文選用擬時間積分法(FTIM)求得前其幾個特徵值為 

 

1

2

3

4

5

1.8751
4.6941
7.8548
10.9955
14.1372

     

n

a
a
a
a
a

a

=
=
=
=
=

=













 

 (4.11) 

其中對應於 3n ≥ 之特徵值可以以
1 , 3,4,5,...
2na n nπ = − = 

 
 來相當準確的近似，圖

4-4 為 FTIM 數值解求得之特徵值與上式求得之近似值之差值，而圖 4-5 為將特徵

值代入特徵方程之殘差，由圖中的結果看來以 FTIM 求解非線性代數方程的結果

相當精確，相當符合理想之結果。 

接著考慮此例之懸臂梁的位移解析解為 

 2 4( , ) ( ) ,  0 ,  0t
fu x t x x e x t t−= − < < < <   (4.12) 

其中 (0, ) 0,  (0, ) 0,  ( , ) 0,  ( , ) 0u t u t u t u t′ ′′ ′′′= = = =  ，且參數 1α = ，則可得到外力之解

析解 36 5 2 4 23 4 24 480 1( 44, ) ( 4 6 ( 360) ) t
exact xF x t x x x x x e−= − + +− − ++     ，接著我們

令梁長 1.0= 、結束時間 1.0ft = 秒，取 0R = ，數值積分方法選用辛普森積分法、

容許誤差為 1010ε −= 。 

於邊界積分方程中，假設 ( ) tG t e−= 為已知，將 ( )H x 取傅立葉級數作為試解

(trial solution)，即 
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 0
1

( ) cos( ) sin( )
m

j j
j

H x b b jx d jx
=

= + +∑  (4.13) 

將上式代入(4.3)式之形式可得到 

 ,1 0 ,20 0
1

( ) cos( ) sin( ) ( )f
m t t

n j j n n
j

v x b b jx d jx dx v t e dt e−

=

 
+ + = 

 
∑∫ ∫



 (4.14) 

其中 ,1
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )( )
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

n n n n
n

n n n n

a x a x a x a xv x
a a a a

 − −
= − + +    

、 ( )( ),2 ( ) cosn fv t t tω= − ，接

著我們取參數 4m = ， 2 1 9k m= + = ，取 10n = ，將其數值積分之結果寫成矩陣型式

並用共軛梯度法求解其係數 0 , ,j jb b d ，可以得到復原後的外力函數之數值解

0
1

( ) cos( ) sin( )
n

j j
j

H x b b jx d jx
=

= + +∑ 。 

在圖 4-6 中可以看出以傅立葉級數求得之數值解仍能得到與解析解相同的趨

勢，唯在端點處有較大之誤差，顯示其依然保有一定的精度，而從圖 4-7 中可知其

在距離梁固定端 0.2 後的數值解誤差均在 2.0 以下，而固定端之誤差為最大已超過

25，可看出其在端點的地方誤差已然相當大。 

而圖 4-8 為外力函數加入時間項函數 ( )G t 之數值解與解析解的誤差，因誤差是

從 ( )H x 的數值解產生的，而 ( ) tG t e−= 為隨著時間 t增加而減少，因此在圖中端點

0x = 的地方其誤差也隨著時間而降低。 

接著我們嘗試以改變共軛梯度法之初值選擇，改善求解傅立葉級數之係數，由

圖 4-9 中可看出藉由改變初值 0x 能夠改變復原後之外力函數 ( )H x 的最大誤差，在

初值為-155.34 時，能使得數值解之誤差為最小。由圖 4-10 與圖 4-6 中可看出經過

調整初值能夠有效的影響回復的外力函數結果，並降低其誤差，而在圖 4-11 誤差

圖部分可以看出梁中段的誤差仍維持在 2.0 以下，顯示其依然保有其穩定度，而端

點的地方其誤差已由原先的 25 降低到 4.0 以下。 

圖 4-12 為將經過調整後的 ( )H x 加入時間項之數值解與解析解之誤差，其誤差

之函數圖形與圖 4-11 相同；而圖 4-13 與圖 4-12 為同一張圖，只是將其座標軸範

圍拉至與圖 4-8 相同以方便做比較，可看出這樣的嘗試對於改善求解精度是相當有

效且明顯的。 
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4.3 數值算例三 

算例三為使用與算例二相同的懸臂梁，梁長 1.0= 、結束時間 1.0ft = 秒，取

0R = ，數值積分方法選用辛普森積分法、容許誤差為 1010ε −= 。不同的是在此算例

是 假 設 外 力 函 數 ( , ) ( ) ( )F x t H x G t= 中 的 時 間 項 函 數 ( )G t 為 未 知 ， 即

2 4 2 2( ) ( ) (36 4800 )144H xx x x x= − + − +  為已知函數，因此將 ( )G t 作傅立葉級數展

開，即 

 0
1

( ) cos( ) sin( )
m

j j
j

G t b b jt d jt
=

= + +∑  (4.15) 

將上式代入(4.3)式之形式可得到 

 ,1 ,2 00 0
1

( ) ( ) ( ) cos( ) sin( )f
mt

n n j j n
j

v x H x dx v t b b jt d jt dt e
=

 
+ + = 

 
∑∫ ∫



 (4.16) 

其中 ,1
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )( )
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

n n n n
n

n n n n

a x a x a x a xv x
a a a a

 − −
= − + +    

、 ( )( ),2 ( ) cosn fv t t tω= − ，參

數取 2m = ， 2 1 5k m= + = ，取 6n = ，將其結果求解後可得時間項函數之數值解

0
1

( ) cos( ) sin( )
n

j j
j

G t b b jt d jt
=

= + +∑ 。 

在圖 4-14 中可以看出於時間項之復原函數對於共軛梯度法之初值 0x 並無需刻

意要求，當其為預設值 0 時求得之解的誤差為最小，已然相當符合要求，刻意改變

其初值反而增加其誤差，影響求解之精度。圖 4-15 表現出時間函數的復原結果相

當良好，得到之函數曲線與解析解相當吻合，而在圖 4-16 中的誤差部分，可得到

其誤差均在 0.002 以下，代表著即使改變外力函數的已知項，也仍能得到不錯的精

度。圖 4-17 與圖 4-18 分別為反算外力之數值解與解析解，可看出其具有相同的形

狀，而圖 4-19 為兩者間之誤差，可看出其誤差最大也僅為 0.245，顯示其復原的結

果相當好。 

 接著在此固定 2 4 2 2( ) ( ) (36 4800 )144H xx x x x= − + − +  為已知項，變更 ( )G t 部

分，另外使用了 sin( )t 與 2(1 )t− 做為解析解型式，以傅立葉級數復原之。圖 4-20 與

圖 4-21 為復原 ( ) sin( )G t t= 之結果，圖中可看到其曲線相當吻合、且其誤差僅至 410−
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數量級。圖 4-22 與 4-23 則為復原 2( ) (1 )G t t= − 之結果，由比較圖也能得到相近的

趨勢，而在誤差圖則得到最大約為 0.06，結果也還不錯。從整體來看，算例三復原

( )G t 的結果相比算例二復原 ( )H x 的結果是準確地多，考慮其可能的原因為 ( )G t 的

函數較 ( )H x 簡單的多，以致其復原誤差均較小。 

 

4.4 數值算例四 

第四個算例將以兩端固定梁為例，其邊界積分方程為如下型式 

 
( )( ) ( )( )0 0

(1 )cos sin

cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )        ( , )
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

ft

f f

n

R t t R t t

ax ax ax ax F x t dxdt e
a a a a

ω ω − − + − 
 − −

− = − − 

∫ ∫


   

 (4.17) 

而其特徵方程式為 

 1 cos( ) cosh( ) 0a a− =   (4.18) 
使用 FTIM 可求得前其幾個特徵值。接著考慮此兩端固定梁的位移為 

 2 2( , ) ( ) ,  0 ,  0t
fu x t x x e x t t−= − < < < <   (4.19) 

其中 (0, ) 0,  (0, ) 0,  ( , ) 0,  ( , ) 0u t u t u t u t′ ′= = = =  ，參數 1α = ，則可得到外力之解析

解 ( )2 2( , 24) ( ) t
exactF x t x x e−= − + ，梁長 1.0= 、結束時間 1.0ft = 秒，取 0R = ，數

值積分方法選用辛普森積分法及容許誤差為 1010ε −= 。 

於邊界積分方程中，假設 ( ) tG t e−= 為已知，將 ( )H x 取傅立葉級數作為試解

(trial solution) 

 0
1

( ) cos( ) sin( )
m

j j
j

H x b b jx d jx
=

= + +∑  (4.20) 

將上式代入(4.3)式之形式可得到 

 ,1 0 ,20 0
1

( ) cos( ) sin( ) ( )f
m t t

n j j n n
j

v x b b jx d jx dx v t e dt e−

=

 
+ + = 

 
∑∫ ∫



 (4.21) 

其中 ,1
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )( )
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

n n n n
n

n n n n

a x a x a x a xv x
a a a a

 − −
= − − −    

、 ( )( )2 ( ) cos fv t t tω= − ，接

著我們取參數 2m = ， 2 1 5k m= + = ，取 6n = ，求解後可得到兩端固定梁之反算外

力函數之數值解 0
1

( ) cos( ) sin( )
m

j j
j

H x b b jx d jx
=

= + +∑ 。 



doi:10.6342/NTU201601667

 

 

 

40 

 由圖 4-24 中可得其解在初值 0x 為-54.62 時誤差為最小。而由圖 4-26 中的數值

解與解析解的誤差比較可看到其誤差均在 2.0 以下，其結果看似還不錯，不過從圖

4-25 的數值解與解析解之比較中可看出數值解的曲線趨勢與圖形與解析解相差甚

大，僅僅是曲線數值相近造成誤差較小之結果。因此兩端固定梁之反算外力函數的

試解選取傅立葉級數的結果並不理想，雖能找到最小誤差解，但函數曲線並無法準

確與解析解吻合。 

 

4.5 數值算例五 

算例五將接續算例四的兩端固定梁，使用傅立葉級數作為試解展開得到之復

原外力的結果不甚良好，又因任何具有完備性之函數均可拿來展開作為試解，而形

函數即為具備完備性之函數之一，因此此例將改用兩端固定梁之振態作為測試函

數之基底。 

以兩端固定梁之振型函數
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )( )
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

ax ax ax axX x
a a a a

− −
= −

− −   

當作基

底，且重新令其為 ( )w x 以避免混淆，即 

 cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )( )
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

ax ax ax axw x
a a a a

− −
= −

− −   

 (4.22) 

接著令試解 

 [ ]
1

( ) ( ) (0) ( ) (0)
n

k k
k

xH x b w x H H H
=

= + + −∑ 



 (4.23) 

其中 

 
[ ]

[ ]
1

1

0(0) (0) (0) ( ) (0) (0)

( ) ( ) (0) ( ) (0) ( )

n

k k
k
n

k k
k

H b w H H H H

H b w H H H H

=

=

= + + − =

= + + − =

∑

∑







   



 (4.24) 

因振態之性質為 (0) 0, ( ) 0k kw w= = ，無法滿足外力在端點不為零的情況，因此假設

已知其在端點之值 (0), ( )H H  ，需另外加上 [ ](0) ( ) (0)xH H H+ −


此項使其能夠滿

足邊界條件。 

將兩端固定梁之試解(4.23)式代入(4.3)式之形式可得到 
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 [ ],1 ,20 0
1

( ) ( ) (0) ( ) (0) ( ) ( )f
n t

n k k n n
k

xv x b w x H H H dx v t G t dt e
=

 + + − = 
 
∑∫ ∫







 (4.25) 

其中 ,1
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )( )
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

n n n n
n

n n n n

a x a x a x a xv x
a a a a

 − −
= − − −    

, 

( )( ) ( )( ),2 ( ) (1 )cos sinn f fv t R t t R t tω ω= − − + − 接著將(4.25)式經過展開可得 

 [ ],1 ,1 ,20 0 0
1

( ) ( ) ( ) (0) ( ) (0) ( ) ( )f
n t

n k k n n n
k

xv x b w x dx v x H H H dx v t G t dt e
=

  + + − =    
∑∫ ∫ ∫

 





 

  (4.26) 
其中在不同的模態之間，因其具有互相正交之特性，即 

 
0, if 

( ) ( )
0, if i j

i j
v x w x

i j
= ≠
≠ =

 (4.27) 

因此(4.26)式可寫為 

 [ ],1 ,1 ,20 0 0
( ) ( ) ( ) (0) ( ) (0) ( ) ( )ft

k n k n n n
xb v x w x dx v x H H H dx v t G t dt e  + + − =    

∫ ∫ ∫
 





 

  (4.28) 
因此若寫為先前之 =Ax e 的代數方程組型式，則會發現係數矩陣 A 為對角矩陣

(diagonal matrix)，故可以不用透過共軛梯度法求代數方程組之解。接著將(4.28)式

之積分項結果分別表示為 

 ,1 10
( ) ( )n kv x w x dx C≡∫



 (4.29) 

 [ ],1 20
( ) (0) ( ) (0)n

xv x H H H dx C + − ≡ 
 ∫







 (4.30) 

 ,2 30
( ) ( )ft

nv t G t dt C≡∫  (4.31) 

將(4.29)、(4.30)、(4.31)之結果代入(4.28)式，則(4.28)式可簡化為 

 1 2 3( )k kb C C C e+ =  (4.32) 
則即可得到其係數 kb 為 

 2 3

1 3

k
k

e C Cb
C C
−

=  (4.33) 

將係數 kb 帶回(4.23)式即可得到復原的外力函數

[ ]
1

( ) ( ) (0) ( ) (0)
n

k k
k

xH x b w x H H H
=

= + + −∑ 



。 

參數部分我們取 4k = 代表著選取到第四組振態，且我們在同一組振態分別取
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0R = ，可以得到一條位移之方程式，與取 1R = 可得到另一條速度之方程式，因此

共有 2 8k = 組方程式，數值積分方法則總共選用辛普森積分法(Simpson's rule)、高

斯－克朗羅德法(Gauss-Kronrod)、龍格－庫塔法(RK4)總共三種積分方法並比較之，

容許誤差為 1010ε −= 。 

 將以上計算過程分別使用三種積分方法後可得到三組外力數值解。圖 4-27 為

使用辛普森積分法得到之數值解與解析解之比較，可看出其數量級相差相當大，是

為一個失敗的結果。而圖 4-28 則是使用高斯－克朗羅德法與龍格－庫塔法得到之

數值解與解析解的比較，由圖中可看出其結果與解析解的曲線十分吻合，表現相當

令人滿意。圖 4-29 與圖 4-30 則分別為使用高斯－克朗羅德法與龍格－庫塔法得到

之數值解的誤差圖，由兩張圖中可知其誤差均在 410− 之數量級內，顯示其復原的外

力函數相當準確，並且由於這兩種積分方法得到之誤差結果差不多且曲線類似，可

說明此兩種積分方法均帶有相當高的精度。 

 由於係數 2 3

1 3

k
k

e C Cb
C C
−

= ，影響其結果的因素即為帶有積分項的 2 3 1 3, ,ke C C C C 這

三項，因此圖 4-31、圖 4-32 與圖 4-33 分別表示 ke 、 2 3C C 、 1 3C C 由辛普森積分法、

高斯－克朗羅德法與龍格－庫塔法之積分結果比較。由三張圖中可看出辛普森積

分法能夠準確的算得 1010ε −= 以上的值，除了在圖 4-31 有幾個值之數量級相差較

大之外，其它數值積分結果雖說並無相差太多。將圖 4-33 之數據列表為表 4-1，可

看出它們均能求至同一數量級，大多僅為幾個位數的差別，但在其相當小的數量級

之下，對於最終結果的影響甚鉅；而高斯－克朗羅德法與龍格－庫塔法之數值積分

結果曲線重合，表示其具有可信的積分精度。 

此算例為選取形函數作為試解之基底，而最後得到之外力函數數值解與解析

解相當吻合，從其表現來看可知其帶有很高的精度，由此結果來看是相當令人滿意

的。而選用不同的數值積分方法的部分，其目的為由數值積分結果的精度來看對於

求解結果的影響；由圖 4-31、圖 4-32 與圖 4-33 可看出隨著 k 變大，其數量級也愈

來愈小，其中在圖 4-33 的 1 3C C 代表的相當於代數方程組Ax = e中的對角矩陣A，

最小可達 2710− 之數量級，可判斷此為一個相當病態的系統、其條件數非常大，因
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此可知若有微小擾動(積分精度不佳、或其它外在因素引影響)，則對數值解造成相

當大的影響。 

 

表 4-1 以不同積分法求得 1 3C C× 之比較表 

1 3C C×  1k =  2k =  3k =  4k =  

辛普森法 -1.78E-05 -8.96E-09 -2.78E-12 -1.17E-14 

高斯－克朗羅德

法 
-1.78E-05 -8.96E-09 -3.06E-12 -9.81E-15 

龍格－庫塔法 -1.78E-05 -8.96E-09 -3.06E-12 -9.81E-15 

1 3C C×  5k =  6k =  7k =  8k =  

辛普森法 -1.25E-17 1.21E-20 -3.44E-23 1.68E-27 

高斯－克朗羅德

法 
-1.79E-17 1.31E-20 -2.45E-23 2.17E-27 

龍格－庫塔法 -1.79E-17 1.31E-20 -2.45E-23 2.17E-27 

 

4.6 數值算例六 

在算例六將以一端固定與一端簡支梁為例，且選用其振態作為測試函數之基

底， 而其邊界積分方程為以下形式 

 
( )( ) ( )( )0 0

(1 )cos sin

cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )        ( , )
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

ft

f f

k

R t t R t t

ax ax ax ax F x t dxdt e
a a a a

ω ω − − + − 
 − −

− = − − 

∫ ∫


   

 (4.34) 

且其特徵方程式為 

 tan( ) tanh( ) 0a a− =   (4.35) 
使用擬時間積分法(FTIM)可求得其特徵值，接著即可得到振態為 

 cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )( )
cos( ) cosh( ) sin( ) sinh( )

ax ax ax axw x
a a a a

− −
= −

− −   

 (4.36) 

考慮此梁的位移為 

 2 3( , ) ( ) ,  0 ,  0t
fu x t x x e x t t−= − < < < <   (4.xx) 
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參數 1α = ，則可得到外力之解析解 ( )2 3( ) 120 7, 2( ) t
exact x xF x t ex −− += −  ，其中假

設 ( ) tG t e−= 為已知。接著給定梁之參數，梁長 1.0= 、結束時間 1.0ft = 秒，數值積

分方法選用高斯－克朗羅德法，容許誤差為 1010ε −= ，振態取到第四組 4k = 。 

於圖 4-34 的數值解與解析解比較中，可以清楚的觀察到兩者的曲線是十分吻

合的，在圖 4-35 的數值解誤差圖中，可看出其誤差僅在 510− 之數量級範圍，仍具

有相當高的精度。 
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圖 4-1 算例一，簡支梁外力之數值解與解析解之比較 

 

 

 

 

 

圖 4-2 算例一，簡支梁外力之數值解與解析解之誤差 
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圖 4-3 算例一，簡支梁外力函數 ( , )F x t 之數值解與解析解之誤差 

 

 

 

 

 

圖 4-4 算例二，FTIM 於求解懸臂梁之特徵值與近似解之差值 
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圖 4-5 算例二，FTIM 求解懸臂梁之特徵值之殘差 

 

 

 

 

 

圖 4-6 算例二，懸臂梁外力之數值解與解析解之比較 
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圖 4-7 算例二，懸臂梁外力之數值解與解析解之誤差 

 

 

 

 

 

圖 4-8 算例二，懸臂梁外力函數 ( , )F x t 之數值解與解析解之誤差 
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圖 4-9 算例二，共軛梯度法之初值選擇對於外力反算之影響 

 

 

 

 

 

圖 4-10 算例二，選取最佳 CGM 之初值後，外力之數值解與解析解之比較 
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圖 4-11 算例二，選取最佳 CGM 之初值後，外力之數值解與解析解之誤差 

 

 

 

 

 

圖 4-12 算例二，懸臂梁外力函數 ( , )F x t 之數值解與解析解之誤差 
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圖 4-13 算例二，懸臂梁外力函數 ( , )F x t 之數值解與解析解之誤差 

 

 

 

 

 

圖 4-14 算例三， ( )G t 之共軛梯度法初值選擇之影響 

 

 

-50 0 50
0

2

4

6

8

10

共軛梯度法初值 x
0

G
(x

)之
最
大
誤
差

共軛梯度法之初值最佳化選擇



doi:10.6342/NTU201601667

 

 

 

52 

 

 

 

圖 4-15 算例三， ( )G t 之數值解與解析解之比較 

 

 

 

 

 

圖 4-16 算例三， ( )G t 之數值解與解析解之誤差 
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圖 4-17 算例三，懸臂梁外力函數 ( , )F x t 之數值解 

 

 

 

 

 

圖 4-18 算例三，懸臂梁外力函數 ( , )F x t 之解析解 
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圖 4-19 算例三，懸臂梁外力函數 ( , )F x t 之數值解與解析解之誤差 

 

 

 

 

 

圖 4-20 算例三， ( ) sin( )G t t 的數值解與正解之比較 
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圖 4-21 算例三， ( ) sin( )G t t 的數值解與正解之誤差 

 

 

 

 

 

圖 4-22 算例三， 2( ) (1 )G t t  的數值解與正解之比較 

 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

2

4

6

8
x 10

-4 數值解與正解之誤差

x

G
(t

)之
誤
差

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.5

0

0.5

1

1.5

x

G
(x

)

數值解與正解的比較

 

 

數值解

正解



doi:10.6342/NTU201601667

 

 

 

56 

 

 

 

圖 4-23 算例三， 2( ) (1 )G t t  的數值解與正解之誤差 

 

 

 

 

 

圖 4-24 算例四，兩端固定梁共軛梯度法初值選擇之影響 
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圖 4-25 算例四，兩端固定梁外力之數值解與解析解比較 

 

 

 

 

 

圖 4-26 算例四，兩端固定梁外力之數值解與解析解之誤差 
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圖 4-27 算例五，外力之數值解(辛普森法)與解析解比較 

 

 

 

 

 

圖 4-28 算例五，外力之數值解(高斯－克朗羅德法與 RK4)與解析解比較 
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圖 4-29 算例五，外力之數值解(高斯－克朗羅德法)與解析解之誤差 

 

 

 

 

 

圖 4-30 算例五，外力之數值解(RK4)與解析解之誤差 
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圖 4-31 算例五，不同數值積分方法求得之 ke 之比較 

 

 

 

 

 

圖 4-32 算例五，不同數值積分方法求得之 2 3C C 之比較 
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圖 4-33 算例五，不同數值積分方法求得之 1 3C C 之比較 

 

 

 

 

 

圖 4-34 算例六，外力之數值解與解析解比較 
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圖 4-35 算例六，外力之數值解與解析解之誤差 
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 第五章  結論與未來工作 

 

在第一章節與第二章節，我們完整地介紹了邊界積分方程方法的理論基礎，其

中包括了自我伴隨運算子、Trefftz 方法、廣義格林定理，都是為了推導邊界積分方

程做準備。而為了方便我們進行數值計算，介紹了在數值分析中常見的尤拉法、

RK4 法與數值積分方法中的辛普森法與高斯－克朗羅德法等等。而傅立葉級數則

能展開作為試解之基底，讓我們對於未知的函數能表示為傅立葉級數之形式，提供

了一個參考性的解，無論其結果正確與否，均為不錯的嘗試與參考。接著由邊界積

分方程所形成的線性代數方程組，可以利用共軛梯度法來有效求解之，則能得到外

力函數的數值解。以及學者劉提出的擬時間積分法，提供了一個快速有效且精確的

解非線性代數方程的方法，提高了我們找特徵值的準確度與穩定性，這些方法都是

讓我們求解尤拉梁的反算問題的計算基礎。 

 在第三章節中，首先簡單介紹了何謂反問題以及反問題的種類，接著使用第二

章節介紹的理論基礎，由廣義格林定理與自我伴隨運算子運用在梁運算子為引，以

分離變數法分別求二階與四階常微分方程式，得到核心的伴隨測試函數之形式，完

整地推導尤拉梁的邊界積分方程之一般式。接著分別詳細介紹了不同支承類型的

梁運用在邊界積分方程的情況，其中包括簡支梁、懸臂梁、兩端固定梁與一端固定

與一端簡支梁的情形，並列舉且推導其邊界條件、特徵方程式、振型函數與伴隨測

試函數等等在邊界積分方程方法所需之函數。而在其它形式的梁的情況，由於其它

支承之梁的求解過程大同小異，故只列舉以上形式之梁的條件做為參考。 

 在第四章節中，為了驗證邊界積分方程方法用於求解各種邊界條件之尤拉梁

的外力反算問題之可行性以及其準確度，我們列舉了六個算例。算例一為簡支梁情

形，我們假設特定函數為已知項，並利用其伴隨測試函數與選取適當之傅立葉級數

的有限項代入邊界積分方程所形成之線性代數方程組，再以共軛梯度法求解之，而

在共軛梯度法之迭代過程中發現其收斂次數較少，使得分析過程簡易且收斂速度

快，且由其最終誤差最大為 310 、最小可小至 610 ，可推論此法具有相當高的準確

度。 
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而算例二與算例三為懸臂梁情形，除簡支梁之外的特徵方程式均為超越方程，

無法求得其特徵值之解析解，我們使用了擬時間積分法分析之，透過選定適當之參

數，能夠快速且準確的得到其數值解。由分析結果中發現，數值解在固定端這種不

連續點的誤差較大，約是其它梁段的平均誤差的十倍以上，但所幸此結果可藉由改

變共軛梯度法之初始值來影響最大誤差，透過最佳化可將誤差降至平均值之範圍，

且不論外力函數 ( , ) ( ) ( )F x t H x G t 中的已知項為何者，雖然數值解的誤差有大有小、

精度有所差異，但仍在可接受的範圍內，均能得到不錯的復原結果。 

算例四與算例五則為兩端固定梁情形，原先使用傅立葉級數作為試解之基底

在簡支梁與懸臂梁均能得到不錯的結果，不過在兩端固定梁的部分卻無法得到理

想的結果，因此改用了其振態函數作為試解之基底，且利用其不同振態間相互正交

的性質，免去了先前需透過共軛梯度法中迭代運算與初值影響的因素，對於求解的

過程顯得更為簡潔與快速。由積分結果可以看到其數量級最大約 510 、最小則為

2710 ，由此判斷為病態之系統，對於精度有相當高的要求，因而在數值積分之部

分則是以辛普森積分法、高斯－克朗羅德法、龍格－庫塔法做比較，其中因龍格－

庫塔法能有效地求解微分方程且其具有四階精度，所以其求出的結果是令人信賴

的，因此藉由高斯－克朗羅德法與龍格－庫塔法求得之解來比較而得到相同的結

果，可以得知高斯－克朗羅德法的精確度與穩定性。且由最終外力之數值解與解析

解的比較及誤差中，證明此種方法之準確度較先前的傅立葉級數有顯著提升。 

算例六則是一端固定與一端簡支梁情形，鑒於算例五使用振態函數作為基底

的成功，在此也使用其振態函數作為嘗試，且其結果之誤差也能精確至 510 ，是個

相當滿意的結果。由算例五與算例六可知，以梁之振態函數作為其試解之基底，其

對於反算求解外力函數的效果非常好，其誤差也能夠穩定地維持相當高的精度，當

然，前提是要確保其數值積分的高精度。 

在本論文的研究範圍說明邊界積分方程方法對於求解尤拉梁的外力反算問題

是可行的，不過其求解結果與試解的型態選擇有很密切的關係，且本文所提到的理

論與算例，皆是以理想的情況為出發點，如尤拉梁本身就是一理想的線彈性梁以及

在算例中為了方便我們求解而設的諸多假設與已知項，在實際的梁上是很難實現
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的，因此推導出來的結果雖然仍有其參考的價值，但其實還是需要仰賴諸多數值軟

體。因此在未來工作方面，希望能夠將其推廣至現實的梁，實際應用如位移函數使

用偵測到的位移訊號，或許其會帶有噪音或雜訊等，這都是值得去討論克服的；或

是考慮非齊性之問題，如梁之支承遭遇沉陷或因地震波影響而使得原梁之支承端

發生相對位移等等改變原梁之邊界條件的情況。因此其實際應用仍需要更多後續

的嘗試與研究，相信在未來會有不錯的發展，以期能提高邊界積分方程方法的使用

性。 
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