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偏移正交-正交相位鍵移調變訊號之研究 

研究生：林毅穎           指導教授：鐘嘉德 博士 

 

國立台灣大學電信工程學研究所碩士班 

中文摘要 
 

    本篇論文提出一對較為平滑（smoother）且相互正交的資料成形脈波（data 

shaping pulse），使偏移正交-正交相位鍵移調變（offset quadrature-quadrature phase 

shift keying, OQ2PSK）訊號具備頻譜旁波（spectral sidelobe）快速衰減的特性，能

達到比 Saha 和 Chung 的正交-正交相位鍵移調變更高的頻譜緊密度與頻譜效率

（spectral efficiency），且可確保頻譜旁波以 2( ) 2N Mf − + − 以上的速度在衰減，其中 N 和

M 為與訊號的資料成形脈波有關。在論文中將與 Saha 及 Chung 的系統就頻帶外

功率比例（fractional out-of-band power）與峰值對平均功率比（peak-to-average power 

ratio, PAPR）來互相比較。 

    同時我們在論文中探討偏移正交-正交相位鍵移調變訊號在通過加成性白高斯

雜訊（addictive white Gaussian noise，AWGN）通道及多重路徑雷力衰減（multipath 

Rayleigh fading）通道下之效能分析。在多重路徑雷力衰減通道下中，偏移正交-

正交相位鍵移調變訊號將會引起碼際戶擾（inter-symbol interference, ISI）及相互碼

際戶擾（cross-symbol interference, CSI）而影響系統效能，這些效應的大小與訊號

的資料成形脈波有關，在論文最後將與 Chung 的系統比較位元錯誤率（bit error 

probability）。 

 

 

 

 

關鍵字： 

資料成形脈波、偏移正交-正交相位鍵移調變、正交-正交相位鍵移調變、頻譜效率、

碼際戶擾、相互碼際戶擾 
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Research on Offset Quadrature-Quadrature 

Phase Shift Keying Signal 

Student: Yi-Ying Lin    Advisor: Dr. Char-Dir Chung 

Abstract 

 

In this thesis, we propose a much smoother data shaping pulse pairs for offset 

quadrature-quadrature phase shift keying. Thus, offset quadrature-quadrature phase shift 

keying provides higher spectral compactness and spectral efficiency than CL-Q2PSK 

and SB-Q2PSK. Because offset quadrature-quadrature phase shift keying meets the fast 

sidelobe-decaying constraint, it ensures the power spectral sidelobe decaying 

asymptotically with f -2(N+M)-2 as f → ∞. We compare the fractional out-of-band power 

and peak-to-average power ratio with SB-Q2PSK and CL-Q2PSK in the thesis. 

  Meanwhile, the error performance over additive white Gaussian noise channel and 

multipath Rayleigh fading channel will be analyzed in this thesis. In the multipath 

fading channel, the error performance of offset quadrature-quadrature phase shift keying 

will be influenced by inter-symbol interference and cross-symbol interference related to 

the data shaping pulse. We will compare the error performance with CL-Q2PSK in the 

end. 

 

 

Keywords: 

data shaping pulse, offset quadrature-quadrature phase shift keying, quadrature- 

quadrature phase shift keying, spectral efficiency, inter-symbol interference, 

cross-symbol interference 
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第一章 緒論 

 

    頻譜效率（spectral efficiency）的定義為資料傳輸率（data transmission rate）

對通道頻寬（channel bandwidth）的比值，具較高的頻譜效率之調變方法（spectrally 

efficient modulation scheme），意指在固定的頻寬下有較高的傳輸資料量，更具體來

說，有較高頻譜效率之調變方式就是能有效率的利用訊號空間維度（signal space 

dimensions）的調變方式，更有效率的來使用可用的訊號維度來增加傳輸的資料

量，就具有較高的頻譜效率。 

頻譜效率主要受兩個因素影響：第一，用來載送訊號的資料成形脈波（data 

shaping pulse）；第二，對訊號空間維度的使用情況，例如：因為使用餘弦波

（cosinusoidal pulse）作為資料成形脈波，使最小頻鍵移（minimum shift keying, 

MSK）調變比四位元相位鍵移（quadrature phase shift keying, QPSK）調變有較高

的頻譜效率；而因為較有效率的利用訊號空間維度，所以四位元相位鍵移調變比

二位元相位鍵移（binary phase shift keying, BPSK）調變有較高的頻譜效率。 

    為了達到更高的頻譜效率，在[1]中由 Saha 和 Birdsall 首先提出一種新的調變

方式稱為正交-正交相位鍵移調變（quadrature-quadrature phase shift keying, Q2PSK）

訊號，在此篇論文中我們稱此調變訊號為 SB-Q2PSK，此調變訊號是由兩個互相獨

立的四位元相位鍵移訊號，分別乘上相互正交的資料成形脈波，並載在相同的載

波頻率上，所構成一個訊號空間維度為四的一種調變訊號，所建構出的四維訊號

空間中，有兩個維度來自於四位元相位鍵移訊號中的正交成份（quadrature 

component）和同相成份（in-phase component），另外兩個則來自於彼此正交的資

料成形脈波，所以使得它比四位元相位鍵移訊號有較高的頻譜效率，也就是說在

幾乎相同的頻寬和符元區間（symbol duration）的乘積下，它的資料傳輸率是四位

元相位鍵移的兩倍。 

    雖然這兩個互相獨立的四位元相位鍵移訊號彼此重疊在一起，但因為分別乘

上的資料成形脈波彼此正交的特性，使得在理想的加成性白高斯雜訊（additive 

white Gaussian noise, AWGN）通道下具有和傳統四位元相位鍵移訊號一樣的位元

錯誤率，但是正交-正交相位鍵移調變訊號的振幅不再是固定的，使得在通過非線
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性放大器時，系統效能較差，然而在論文[1]中有提到可以利用一個簡單的編碼方

式，讓 SB-Q2PSK 訊號能保持固定振幅的特性，但同時卻也損失了一些資訊傳輸

率（information transmission rate），造成頻譜效率下降。 

    正交-正交相位鍵移訊號是一種有較佳頻譜效率的調變方式，之後陸續有許多

文獻分別就各種不同的議題去做更進一步的探討，其中包含訊號的同步[1, 8, 9]；

在有限頻寬通道[1, 3, 4]、非線性衛星通道[5, 6]、訊號經過通道編碼[6, 7]和差分同

調通道下[7, 10]的效能分析；其中在[2]中，藉由設計調變訊號中的資料成形脈波，

作者 Chung 提出一種新的正交-正交相位鍵移的訊號形式，在此篇論文中我們稱此

調變訊號為 CL-Q2PSK，而此訊號形式跟傳統正交-正交相位鍵移訊號相比有較密

集的頻譜（higher spectral compactness），所以使得它的頻譜效率更高。根據論文[11]

中提到，當我們考慮差分正交-正交相位鍵移訊號（differential quadrature-quadrature 

phase shift keying, DQ2PSK）時，利用[2]中所提的資料成形脈波，比利用傳統正交

-正交相位鍵移中的脈波，有較好的頻譜效率，而且當我們考慮訊號通過多重路徑

衰減通道時，CL- DQ2PSK 也具有較佳的位元錯誤率。 

    為了得到更高的頻譜效率，我們在這篇論文中新提出一種適用於正交-正交相

位鍵移訊號中的資料成形脈波，並且讓此訊號中的正交成份和同相成份有一個一

半符元時間（symbol time）的延遲，利用此時間延遲來降低訊號的峰值對平均功

率比（peak-to-average power ratio, PAPR），藉由如此的訊號設計，提出了一種新的

正交-正交相位鍵移調變訊號，在論文中把它稱為偏移正交-正交相位鍵移（offset 

quadrature-quadrature phase shift keying, OQ2PSK）調變訊號。在論文中將就我們所

提出的偏移正交-正交相位鍵移訊號針對頻帶外功率比例（fractional out-of-band 

power）以及峰值對平均功率比來和 SB-Q2PSK 還有 CL-Q2PSK 來互相比較，之後

會就偏移正交-正交相位鍵移調變訊號在理想的加成性白高斯雜訊通道下，還有通

過多重路徑雷力衰減通道（multipath Rayleigh fading channel）的情形下去分析錯誤

率，偏移正交-正交相位鍵移調變訊號在多重路徑衰減通道的影響下會造成碼際戶

擾（inter-symbol interference, ISI）和相互碼際戶擾（cross-symbol interference, CSI）

進而影響系統的效能也在這篇論文中一併討論。 

    這篇論文的架構如下：第一章為緒論；第二章將介紹正交-正交相位鍵移訊號

的訊號數學模型，並去比較 SB-Q2PSK 和 CL-Q2PSK 他們的資料成形脈波和頻譜
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上的特性；第三章將介紹我們所提出的偏移正交-正交相位鍵移調變訊號，針對所

提出的訊號模型以及頻譜上的特性去做一些分析和討論，並與 SB-Q2PSK 和

CL-Q2PSK 訊號相互比較；第四章將探討偏移正交-正交相位鍵移調變訊號在經過

加成性白高斯雜訊通道和多重路徑雷力衰減通道下的位元錯誤率；第五章為結論。 

 

符號定義： 

在這篇論文中我們所使用的數學符號定義如下，表示所有的非負整數所形

成的集合； + 表示所有的正整數所形成的集合； ,  KK ∈  表示一個

{ }0,1,  2,  ,  -1K 所形成的有限集合，且 0 ∅  。 
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第二章 正交-正交相位鍵移訊號 
 

 正交-正交相位鍵移（quadrature-quadrature phase shift keying）訊號是由兩個相

互獨立的四位元相位鍵移（quadrature phase shift keying, QPSK）訊號分別乘上一個

相互正交的資料成形脈波（data shaping pulse）所形成的一個擁有四個維度的調變

訊號，這種調變訊號擁有較高的頻譜效率（spectral efficiency），而依據不同的資料

成形脈波設計，可以使得訊號達到更高的頻譜效率[1]。 

    在 SB-Q2PSK 訊號中兩個相互正交的資料成形脈波分別為一個半週期的正弦

（sine）和餘弦波（cosine），其中正弦波在時間 0.5t T= − 和 0.5t T= 是不連續的，

而這訊號不連續的特性也使得 SB-Q2PSK 訊號在頻譜上的衰減速度較為緩慢；而

在 CL-Q2PSK 訊號中使用一個較平緩（smoother）的資料成形脈波，讓訊號在時間

0.5t T= − 和 0.5t T= 時值都為零，確保訊號的相位是連續的，使得訊號的頻譜衰減

速度較快，相對的頻譜較為密集以達到更高的頻譜效率[2]。以下在第二章中我們

就要來探討 SB-Q2PSK 調變和 CL-Q2PSK 調變的訊號模型以及其頻譜上的特性。 

 

 

第一節 SB-Q2PSK 調變訊號之訊號模型 

 

    正交-正交相位鍵移（quadrature-quadrature phase shift keying）訊號是由兩個相

互獨立的四位元相位鍵移訊號所組合而成，它的等效低通訊號可以表示成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 1 2, 2exp expk k
k

s t j p t kT j p t kTθ θ
∞

=−∞

= − + −         （2.1） 

其中T 為符元時間（symbol time）， 1,kθ 和 2,kθ 為在時間 { }0.5 ,0.5t T kT T kT∈ − + + 的

相位調變（phase modulation）訊號， ( )1p t 和 ( )2p t 分別為在 SB-或 CL-Q2PSK 訊號

中互相正交的資料成形脈波（data shaping pulse）。傳送端的資訊序列（information 

sequence） { },i i k k
I

∞

=−∞
=I ，其中每一個資訊序列的元素，都包含兩個位元資訊，也

就是說 { }, 0,1, ,3i kI ∈  ，經過調變後變為相位 ,i kθ ，其中 { }1, 2i ∈ 。由（2.1）可看出
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正交-正交相位鍵移訊號分布於一個四維的訊號空間（signal space dimensions），跟

四位元相位鍵移（quadrature phase shift keying）訊號相比，在相同的訊號頻寬和訊

號區間的乘積下，它多了另外兩個維度，所以跟四位元相位鍵移訊號比起來正交-

正交相位鍵移訊號擁有較佳的頻譜效率（spectral efficiency）。 

    在 SB-Q2PSK 訊號中的互相正交的資料成形脈波 ( )1p t 和 ( )2p t ，分別為兩個只

有一半最小週期的正弦和餘弦波，分別可以表示為 

( ) ( )

( ) ( )

1

2

2
cos

2
sin

p t t u t
T T

p t t u t
T T

π

π

 =  
 

 =  
 

                  （2.2） 

其中 ( ) 1u t = 在時間 [ ] 0.5 ,0.5t T T∈ − ，其他時間則 ( ) 0u t = 。因為 ( )1p t 和 ( )2p t 必須

滿足正交的特性，所以我們可以得到 

( ) ( )0.5

1 20.5
0

T

T
p t p t dt

−
=                    （2.3） 

     

    ( )1p t 和 ( )2p t 這兩個資料成形脈波如圖 2.1 所示，由圖我們可以發現 ( )1p t 在

 

圖 2. 1：SB-Q2PSK 訊號中互相正交的資料成形脈波 ( )1p t 和 ( )2p t  

0.5T− 0.5T  

1( )p t

2 ( )p t
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符元時間的兩端也就是 0.5t T= − 和 0.5t T= 時值都為零，但是 ( )2p t 在 0.5t T= − 和

0.5t T= 時值都不為零，造成訊號不連續，而這不連續的特性嚴重地降低了訊號 ( )s t

在功率頻譜密度（power spectrum density, PSD）中頻譜的衰減速度。 

    訊號 ( )s t 的功率頻譜密度，用 ( )S f 來表示，可以表示成 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )

2 2

1 2

2

2 2

2 2

1

2

cos
4 1 4

1 4

S f P f P f

Tf
T f T

T f

π
π

= +

 
 = +

−  

            （2.4） 

其中 ( )1P f 和 ( )2P f 分別為 ( )1p t 和 ( )2p t 經過傅立葉轉換（Fourier transform）所得

的結果，可以表示成 

( ) ( )
( )1 2 2

cos
4

2 1 4

TfT
P f

T f

π
π

=
−

                 （2.5） 

( ) ( )
( )2 2 2

cos
8

2 1 4

fT TfT
P f j

T f

π
π

= −
−

               （2.6） 

藉由觀察（2.4）式可以發現當 f 趨近於無窮大時， ( )S f 將以漸進於 2f − 的速度在

衰減，而原因為在（2.6）式中分子的 f 降低了 ( )2P f 的衰減速度，同時也影響到

了 ( )S f 的頻譜衰減率。在下一節中，我們將看到 CL-Q2PSK 訊號就是藉由設計

( )1p t 和 ( )2p t 來改善訊號不連續的問題，而使得訊號有較密集的功率頻譜密度。 
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第二節 CL-Q2PSK 調變訊號之訊號模型 

 

 在 CL-Q2PSK 訊號中的資料成形脈波（data shaping pulse）[2]分別為 

( ) ( )

( ) ( )

1
0

2
1

2
2 cos

2
2 sin

N
N
n

n

N
N
n

n

n
p t C t u t

T

n
p t C t u t

T

πα

πβ

=

=

 =  
 
 =  
 




             （2.7） 

其中 N +∈ 為波形階數（pulse order），
( )

!

! !
N
n

n
C

n N n−
 ， ( )u t 的定義與在（2.2）

式中相同， ( ) 1/ 2
2 1N
NT Cα

−
 = +  和 ( ) 1/ 2

2 1N
NT Cβ

−
 = −  用來讓每個資料成形脈波的能

量正規化為一。由（2.7）式我們可以發現，對於每一個資料成形脈波在符元時間

（symbol time）的兩端其值都等於零，也就是 ( )/ 2 0ip T± = ，且更進一步發現經過

第 ( )1N − 次的微分後在符元時間的端點其值仍然等於零， ( )1p t 經過第 k 次微分後

在 / 2t T= ± 的值可以被表示為 

( )
( )

1( )
1

1

sin ,    

2 1 ,           

N N k
k nnk

N nN k
k nn

a C n n kT
p

a C n k

π
=

=

± ± =  
  −




當 為奇數

當 為偶數
       （2.8） 

其中 ka 為常數在此可忽略，很明顯的可以看出在（2.8）中 ( )
1 0

2
k T

p
 ± = 
 

當

{ }1, 2, , 1k N∈ − ；而 ( )2p t 也有相同的特性，因此 ( )ip t 和 ( ) ( )k
ip t 在 { }1, 2i ∈ 且

{ }1, 2, , 1k N∈ − 時訊號都為連續，其中 ( ) ( )k
ip t 表示 ( )ip t 的第 k 次微分。圖 2.2 中

為資料成形脈波 ( )1p t 和 ( )2p t 在波形階數 4N = 時的情況。 
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    CL-Q2PSK 的功率頻譜密度（power spectrum density, PSD），可以表示成 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )

2 2

1 2

2
12 2

2
2 2 2 2

0

212
2

2 2
1

1

2

sin
1 1

1
 1 1

N
nN

n
n

N
nN

n
n

S f P f P f

fT n
C

f f T

n
nC

fT f T

π
α

π

β

−

=

−

=

= +

  = − −  
 

  + − −  
  





            （2.9） 

其中 ( )1P f 和 ( )2P f 分別為在（2.7）式中的 ( )1p t 和 ( )2p t 經過傅立葉轉換（Fourier 

transform）所得的結果。利用幾何級數[12, equation 1.112.1]展開（2.9）式並利用[12, 

equation 0.154.3]可推得 

( ) ( ) ( )

( )

2
22

2
2 2

0 ( 1)/2

2
2 1

2

1 ( 2)/2

sin
1

1

l
N

nN
n

n l N

l
N

nN
n

n l N

fT n
S f C

f fT

n
C

fT

π
α

π

β

∞

= = −  

+∞

= = −  

      = −     
      

     + −     
       

 

 

   （2.10） 

由（2.10）式可知當 f → ∞ ， ( )S f 將以漸進於 2 2Nf − − 的速度在衰減，故可知在

 

圖 2. 2：CL-Q2PSK 訊號在波形階數 4N = 時的資料成形脈波 ( )1p t 和 ( )2p t  

1( )p t

2 ( )p t
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CL-Q2PSK 訊號中的波形階數 N 與頻譜的衰減速度有關。圖 2.3 中為 SB-Q2PSK 和

CL-Q2PSK 訊號的功率頻譜密度，由圖可以發現當波形階數 N 變大時 CL-Q2PSK 訊

號頻譜的旁波（sidelobe）衰減的速度也跟著變快，但同時主波（mainlobe）的寬

度也隨之增大，相較之下，SB-Q2PSK 訊號有較小的主波寬度，但其旁波衰減的速

度比較慢。 

 

頻帶外功率比例： 

    在這篇論文中，我們將利用頻帶外功率比例（fractional out-of-band power）來

描述不同調變訊號間頻譜的緊密程度（spectral compactness），頻帶外功率比例其

定義為，在給定的頻寬範圍[ ]/ 2, / 2B B− 外所佔的功率與訊號總功率的一個比值，

可以被表示為 

( )
( )

0.5

0.51

B

B
S f df

S f df
η −

∞

−∞

= − 


                    （2.11） 

 

圖 2. 3：SB-Q2PSK 和 CL-Q2PSK 訊號的功率頻譜密度 
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我們針對每一個已正規化的頻寬（normalized bandwidth） bBT 去計算出一個η，其

中 bT 為一個位元時間（bit time），所以可以讓我們在相同的資料傳輸率（data 

transmission rate）下去比較不同訊號間的頻譜效率，而根據我們定義的η，可知在

給定η 下，所對應的 bBT 越小，訊號就有越高的頻譜效率。在圖 2.4 中我們將去比

較最小頻鍵移（minimum shift keying, MSK）訊號、SB-Q2PSK 訊號和 1N = 時的

CL-Q2PSK 訊號間頻帶外功率比例，由圖我們可以發現當 4bBT = 時，  

 

SB-Q2PSK、最小頻鍵移和 CL-Q2PSK 訊號分別下降-19dB、-36dB 和-42dB，且

CL-Q2PSK 訊號在 N 越大時η 下降越快，這結果跟在圖 2.3 中的功率頻譜密度所得

到的結果相符，隨著 N 變大 CL-Q2PSK 的頻譜也越緊密，且無論在 N 為多少的情

況下 CL-Q2PSK 訊號的頻譜緊密程度都比最小頻鍵移訊號和 SB-Q2PSK 訊號要

高，故和 SB-Q2PSK 訊號相比雖有相同的資料傳送率，但 CL-Q2PSK 訊號的頻譜

較為密集，所以我們說它的頻譜效率比 SB-Q2PSK 訊號要高。 

 

 

圖 2. 4：不同調變訊號間頻帶外功率比例比較 
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第三節 正交-正交相位鍵移訊號的資料成形脈波設計 

 

 在[2]中所探討的 CL-Q2PSK 訊號是假設在當兩個所載的四位元相位鍵移

（quadrature phase shift keying, QPSK）訊號彼此為獨立的情形下，推導出當 f → ∞

大時，訊號的功率頻譜密度（power spectrum density, PSD）會以 2 2Nf − − 的速率做衰

減，而在此節中我們假設正交-正交相位鍵移（quadrature-quadrature phase shift 

keying）訊號中所載的輸入資料並沒有任何統計上的限制，也就是在（2.1）式中

的傳送端的資訊序列 iI 可以有任何統計上的特性（any arbitrary statistics），在此情

況下我們去設計正交-正交相位鍵移訊號的資料成形脈波（data shaping pulse），並

去探討它在頻譜上的衰減特性。 

    首先我們考慮在第 k 個符元時間（symbol time）的正交-正交相位鍵移訊號，

可以表示為 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 1 2, 2exp expk
k ks t j p t j p tθ θ= +             （2.12） 

其中 ( )1,exp kjθ 和 ( )2,exp kjθ 為在時間 { }0.5 ,0.5t T kT T kT∈ − + + 時的四位元相位鍵

移訊號，他們彼此間可以存在任何統計特性，在此我們假設正交-正交相位鍵移訊

號的兩個相互正交的資料成形脈波分別為 

( ) ( )

( ) ( )

1
0

2
1

2
cos

2
sin

N

n
n

M

n
m

n
p t a t u t

T

m
p t b t u t

T

π

π
=

=

 =  
 
 =  
 




               （2.13） 

其中 ( )1p t 由 1N + 個餘弦波分別乘上各自的係數 na 所累加而成， ( )2p t 由M 個正弦

波分別乘上各自的係數 mb 所累加而成的波形。 

    訊號 ( ) ( )ks t 的低通等效功率頻譜密度為可表示為[14] 

( ) ( ) ( ){ } ( )
22 11

lim exp 2
2 2

R
k

R
k R

S f E F s t j kTf
RT

ρ π
−

→∞ =−

  = − 
  
        （2.14） 

其中 F 為對時間 t 做傅立葉轉換（ Fourier transform ）， E 為在時間區間

/ 2 / 2T t T− ≤ < 內取期望值， ρ 為跟訊號振幅有關的常數。接下來對（2.14）式中
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的 ( ) ( ){ }kF s t 可以利用在[13]中的部分積分方法，展開成一無窮級數，可以表示為 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

/ 2

1, 1 2, 2

/ 2

1, 1 2, 21

0

/ 2

/ 2

exp exp exp 2

exp exp
2

  exp 2

T
k

k k

T

k k

T

t T

F s t j p t j p t j ft dt

d j p t j p t
j f

dt

j ft

β
β

β
β

θ θ π

θ θ
π

π

−

∞
− −

=

=−

= + −

 + = − −

−



 　 （2.15） 

其中對 ( ) ( ) ( ) ( )1, 1 2, 2exp expk kj p t j p tθ θ+ 微分的部份可以進一步的推導如下 

( ) ( )
( )

( ) ( )
/ 2

1

2
1

0

2
1 1

0t T

N
n

n
n

d p t a n
T

dt

β
β β

β

π β

β=±

=

 − − =  



  ，當 為偶數

，其他

   （2.16） 

( ) ( )
( )

( )
/ 2

2
1

2
1  

0    t T

M
m

m
m

d p t b m
T

dt

β
β β

β

π β

β=±

=

 − − =  



 ，當 為奇數

，其他

    （2.17） 

由上述推導可知，在沒有任何限制下 ( )1,exp kjθ 和 ( )2,exp kjθ  前的係數並不一定等

於零，除非 na 和 mb 有經過設計，否則（2.14）式中的 ( )S f 隨著 f → ∞，將會以漸

進於 2f − 的速度逐漸衰減，而當我們適當的給定 na 和 mb 時， ( )S f 將會以 2 2Jf − − 的

速度來衰減，其中 J 為事先給定一個正整數。 

    以下我們將討論當 na 和 mb 滿足旁波快速衰減條件（fast sidelobe-decaying 

constraint） 1 時， ( )S f 將以較快的速度衰減，為了簡化符號我們先假設

( )1

0

1
N

n k
k n

n

a nχ
=

= − ， ( )2

1

1
M

m k
k m

m

b mχ
=

= − 。 

旁波快速衰減條件 1： 

在給定一個 J +∈ 的情況下, 1 0kχ = , 2 0kχ = 當 Jk ∈ 且 1 0Jχ ≠ , 2 0Jχ ≠ 。 

 

若能找到一組滿足旁波快速衰減條件 1 的 na 和 mb ，則（2.15）式中的 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

/ 2

1, 1 2, 2

/ 2

exp exp
0

T

k k

t T

d j p t j p t

dt

β

β

θ θ

=−

 +  = 當 Jβ ∈ ，故（2.15）式中 
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( )1,exp kjθ 和 ( )2,exp kjθ  前的係數將從 Jβ = 才開始有值，所以我們可以得到，當

f → ∞ 時， ( )S f 將會以 2 2Jf − − 的速度來衰減。 

    在論文中我們找到這樣一組 na 和 mb 確實能符合旁波快速衰減條件 1，這一組

係數即為 N
n na C= 和 N

m mb C= ，其中 1, Nn m +∈ ，且此時的 N J= ，利用這一組係數

能使得 ( )S f 以 2 2Nf − − 的速度來衰減，而這個結果能簡單的利用[12, equation 0.154.3]

中的恒等式來加以證明。將推出的係數代回（2.13）式，可得 

( ) ( )

( ) ( )

1
0

2
1

2
cos

2
sin

N
N
n

n

N
N
n

n

n
p t C t u t

T

n
p t C t u t

T

π

π
=

=

 =  
 
 =  
 




           （2.18） 

經過正規化後可以發現其結果和 CL-Q2PSK 訊號所得到的結果一樣。 

    所以經由此節的推導我們可以得知，CL-Q2PSK 訊號中頻譜旁波快速衰減的特

性，和所載的兩個四位元相位鍵移訊號的統計特性無關。 
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第三章 偏移正交-正交相位鍵移調變訊號  
 

    經 由 前 面 兩 章 的 討 論 ， 我 們 已 知 道 正 交 - 正 交 相 位 鍵 移 調 變

（quadrature-quadrature phase shift keying, Q2PSK）訊號是一種有較佳頻譜效率

（spectral efficiency）的一種調變方式，在第二章中我們也提到，可以進一步藉由

設計較為平滑（smoother）的資料成形脈波（data shaping pulse）來提高頻譜的緊

密程度（spectral compactness），故可達到更高的頻譜效率，例如 CL-Q2PSK 訊號，

而在論文的第三章中我們提出一種新的調變訊號，偏移正交-正交相位鍵移調變訊

號（offset quadrature-quadrature phase shift keying, OQ2PSK），藉由頻譜的推導，我

們設計出一個更為平滑的資料成形脈波，能達到比 CL-Q2PSK 訊號更高的頻譜緊

密程度，同時也達到降低峰值對平均功率比（peak-to-average power ratio, PAPR）

的目的。 

 

 

第一節 偏移正交-正交相位鍵移調變訊號之訊號模型 

 

 偏移正交 -正交相位鍵移（offset quadrature-quadrature phase shift keying, 

OQ2PSK）訊號是由兩個相互獨立的偏移四位元相位鍵移（offset quadrature phase 

shift keying, OQPSK）訊號分別乘上兩個相互正交的資料成形脈波（data shaping 

pulse）所組合而成，它仍然為一個具四個維度的一種調變訊號，而它的等效低通

訊號可以表示成 

( ) ( )

( )

1,2 1 1,2 1 1

2,2 2 2,2 1 2

2

2

k k
k

k k
k

T
s t I h t kT jI h t kT

T
I h t kT jI h t kT

∞

+
=−∞

∞

+
=−∞

  = − − − −    
  + − − − −    




         （3.1） 

其中T 為符元時間（symbol time），現在新的資料成形脈波分別為 ( )1h t 及 ( )2h t ，

{ }1 1,k k
I

∞

=−∞
=I 和 { }2 2,k k

I
∞

=−∞
=I 為分別載在 ( )1h t 和 ( )2h t 上相互獨立的傳送端資訊序

列（information sequence），其中 1,kI ， 2,kI { }1, 1∈ − + ，其傳送端的低通等效系統架
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構如圖 3.1 所示。 

 

     

    在 （ 3.1 ） 式 中 的 資 料 成 形 脈 波 分 別 設 計 為 ( ) ( ) ( )1 1h t g t p tα= 和

( ) ( ) ( )2 2h t g t p tβ= ，其中α 和 β 用來使訊號 ( )s t 的能量正規化為一，可以分別表

示為， 

1 2 1 2

1 2 1 2

1/21

1 2 +1 1 2 1 1 2 1 2

4 8

, , , ,  , , ,   

N N M M
n n m m

n n m m

N M

T T
C C C C

n n m m n n m m

α
−

+

   =   
   

∈ ∈ ∈ Ψ



 其中 且

 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

0 or 0 or 0 or

0 or 0 or 0 or

0 or 0

m m n n m m n n m m n n

m m n n m m n n m m n n

m m n n m m n n

+ + + = − + + = + − + = 
 Ψ ∈ + + − = − − + = − + − = 
 + − − = − − − = 

 

{ }1 1,k k
I

∞

=−∞
=I

{ }2 2,k k
I

∞

=−∞
=I

1( )h t

1( )h t

2 ( )h t

2 ( )h t

j−

j−

( )s t

{ }1,2k k
I

∞

=−∞

{ }1,2 1k k
I

∞

+ =−∞

{ }2,2k k
I

∞

=−∞

{ }2,2 1k k
I

∞

+ =−∞

 

圖 3. 1：偏移正交-正交相位鍵移訊號的傳送端低通等效架構圖 
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1 2 1 2 3 4 3 4

1 2 1 2 3 4 3 4

1/21

1 2 3 4 +1 1 2 3 4 1 1 2 1 2 3 4 3 4

4 8 8

, , , , , , , ,  , , , , , , ,    

N N M M N N M M
n n m m n n m m

n n m m n n m m

N M

T T T
C C C C C C C C

n n n n m m m m n n m m n n m m

β
−

+

   = −  
   

∈ ∈ ∈Ω ∈Γ

 

 其中 且

 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

3 4 3 4 3 4 3 4

3 4 3 4 3 4 3 4

0 or 0 or 

0 or 0 

0 or 0 or 

0 or 0 

m m n n m m n n

m m n n m m n n

m m n n m m n n

m m n n m m n n

+ + − = + − + = 
Ω∈ − + − = − − + = 

+ + + = − + + = 
Γ ∈ + − − = − − − = 

 

；而 ( )1p t 和 ( )2p t 我們利用在 CL-Q2PSK 中的資料成形脈波，根據前面的（2.7）

式分別可以表示為 

( ) ( )

( ) ( )

1
0

2
1

2
cos

2
sin

N
N
n

n

N
N
n

n

n
p t C t u t

T

n
p t C t u t

T

π

π
=

=

 =  
 
 =  
 




                （3.2） 

，其中 N 為 ( )1p t 和 ( )2p t 的波形階數且 +N ∈ ；最後我們假設 ( )g t 為 1M + 個餘弦

波分別乘上係數 ma 所累加而成，可表示為  

( )
0

2
cos

M

m
m

m
g t a t

T

π
=

 =  
 

                   （3.3） 

，其中M 為 ( )g t 的波形階數且M ∈， ma 為我們所要去設計的波形係數。同傳統

正交-正交相位鍵移訊號，我們所新設計的兩個資料成形脈波 ( )1h t 和 ( )2h t 仍然滿足

相互正交的特性，也就是 

( ) ( )
0.5

1 2

0.5

0
T

T

h t h t dt
−

=                    （3.4） 

所以我們所設計的 ( )1h t 和 ( )2h t 確實能被拿來當作資料成形脈波，（3.4）式可以被

簡單的證明，見附錄（A），所以無論 ma 為何，我們新設計的偏移正交-正交相位鍵

移訊號在接收端能夠被正確的解調回原來的資訊序列，我們將在下一章中詳細說

明偏移正交-正交相位鍵移訊號的接收端設計及其系統效能，接下來我們將接著探

討偏移正交-正交相位鍵移訊號的功率頻譜密度（power spectrum density, PSD）。 
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偏移正交-正交相位鍵移訊號的功率頻譜密度： 

    偏移正交-正交相位鍵移訊號的功率頻譜密度（power spectrum density, PSD）

可以被寫為[14] 

( ) ( ){ },S f F R t τ=                       （3.5） 

其中 F 為對時間 t做傅立葉轉換（Fourier transform）， R 為訊號 ( )s t 的自相關函數

（autocorrelation function）， ( ),R t τ 為對 t取 ( ),R t τ 的時間平均（time average）。

將訊號 ( )s t 代入（3.5）式中可推得 

( ) ( )

( )

( )

( )

1,2 1 1,2 1 1

2,2 2 2,2 1 2

1,2 1 1,2 1 1

2,2 2 2,2 1 2

2

2

2

2

k k
l k

k k

l l

l l

T
S f F E I h t kT jI h t kT

T
I h t kT jI h t kT

T
I h t lT jI h t lT

T
I h t lT jI h t lT

τ τ

τ τ

∞ ∞

+
=−∞ =−∞

+

+

+

    = − − − −      
  + − − − −     

  + − + + − −     

  + + − + + − − 
 

 

 
  

  

     （3.6） 

因為輸入的資訊序列， { }1 1,k k
I

∞

=−∞
=I 和 { }2 2,k k

I
∞

=−∞
=I 彼此為獨立同分佈（independent 

and identically-distributed），所以經由化簡後可以得到 

( )

( ) ( ){

( ) ( )

1,2 1 1,2 1

1,2 1 1 1,2 1 1

2,2 2 2,2 2

2,2 1 2 2,2 1 2

2 2

2 2

k l
l k

k l

k l

k l

S f

F E I h t kT I h t kT

T T
I h t kT I h t lT

I h t kT I h t lT

T T
I h t kT I h t lT

τ

τ

τ

τ

∞ ∞

=−∞ =−∞

+ +

+ +


= − × + − 


   + − − × + − −      

+ − × + −
    + − − × + − −     

    

 

      （3.7） 

接下來我們僅考慮（3.7）式中的第一項，可以推得[14] 

( ) ( ){ }

( )

1,2 1 1,2 1

2

1

1

k l
l k

F E I h t kT I h t kT

H f
T

τ
∞ ∞

=−∞ =−∞

 
− × + − 

 

=

 
     （3.8） 
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，其中 ( )1H f 為 ( )1h t 對時間 t做傅立葉轉換，可以表示為 

( )
0.5

2 2
1

0 00.5

2 2
cos cos

T M N
N j ft

m n
m nT

m t n t
H f a C e dt

T T
ππ πα −

= =−

      =             
     （3.9） 

接著將（3.9）式代入（3.8）式中可以推得 

( ) ( ){ }

( ) ( ) ( )

1,2 1 1,2 1

2
1 12 22

2
2 2

0 0

sin1
1 1 1 1

4

k l
l k

N M
n m n mN

m n
n m

F E I h t kT I h t kT

fT n m n m
a C

T f fT fT

τ

π
α

π

∞ ∞

=−∞ =−∞

− −

+ −

= =

 
− × + − 

 

       + − = − − + − −       
           

 



（3.10） 

接著處理（3.7）式中的第三項，利用（3.8）~（3.10）式的方法可以推得， 

( ) ( ){ }

( ) ( )( )

( )( )

2,2 2 2,2 2

122
2

2 2
1 0

2
12

sin1 1
1 1

4

1 1

k l
l k

N M
n mN

m n
n m

n m

F E I h t kT I h t lT

fT n m
a C n m

T f fT fT

n m
n m

fT

τ

π
β

π

∞ ∞

=−∞ =−∞

−

+

= =

−

−

 
− × + − 

 

   += + − −   
    

  − + − − −   
     

 

   （3.11） 

同樣的（3.7）式中的第二項，利用同樣的方法可以得到， 

( ) ( ){ }

1,2 1 1 1,2 1 1

1,2 1 1,2 1

2 2k l
l k

k l
l k

T T
F E I h t kT I h t lT

F E I h t kT I h t kT

τ

τ

∞ ∞

+ +
=−∞ =−∞

∞ ∞

=−∞ =−∞

      − − × + − −      
      

 
= − × + − 

 

 

 
     （3.12） 

從（3.12）式中所得到的結果發現，訊號的正交成份（quadrature component）和同

相成份（in-phase component）有 / 2T 的時間延遲，並不影響其頻譜的結果；同理，

（3.7）式中的第四項，經過推導所得到的結果和沒有時間延遲的第三項所得的結

果相同，最後由（3.10）~（3.12）可以得到偏移正交-正交相位鍵移訊號的功率頻

譜密度為 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( )( )

2 2

1 2

122
2

2 2
0 0

2
1 12 2

2

1 0

2

sin1
1 1

2

1
1 1 1 1

1 1

N M
n mN

m n
n m

N M
n m n mN

m n
n m

n m

S f H f H f
T

fT n m
a C

T f fT

n m n m
a C n m

fT fT fT

n m
n m

fT

π
α

π

β

−

+

= =

− −

− +

= =

−

 = +
 

    + = − −    
     

       − + + − − + + − −       
           

 −+ − − −





2
12 −       

       
（3.13） 
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第二節 資料成形脈波設計與旁波快速衰減特性 

 

    上一節的最後我們推導出偏移正交-正交相位鍵移（offset quadrature-quadrature 

phase shift keying, OQ2PSK）訊號的功率頻譜密度（power spectrum density, PSD），

接著在這一節中，我們要從功率頻譜密度去探討其頻譜旁波（sidelobe）衰減的特

性與設計資料成形脈波（data shaping pulse）以達到旁波快速衰減的目的。 

    當 fT N M> + ，我們可以將（3.13）式中的

12

1
n m

fT

−
  +−  
   

和

12

1
n m

fT

−
  −−  
   

利用幾何級數[12, equation 1.112.1]展開，可以表示成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2
2 22

2
22 2

0 0 0

2
2 1 2 1

2
2 1

1 0 0

sin1
1

2

1

l lN M
n mN

m n l
n m l

l lN M
n mN

m n l
n m l

fT n m n m
S f a C

T f fT

n m n m
a C

fT

π
α

π

β

∞
+

= = =

+ +∞
+

+
= = =

   + + −  = −    
     

  + + −  + −    
      

 

 

（3.14） 

在（3.14）式中，可以由兩個絕對值來分為兩部份，其中第一個絕對值內的n 從零

開始，且中括號裡的項目都為偶數次方，而第二個絕對值內的 n 則從一開始，且中

括號裡的項目都為奇數次方，利用在參考資料[12, equation 0.154.3]中的恒等式 

( ) ( )
0

1 0,
N

n pN
n N

n

C n x p
=

− + = ∈  ， x 為任意數    （3.15） 

可以推得 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1 0,  
M N

m n p pN
m n N

m n

a C n m n m p
= =

   − − + + − = ∈     
      （3.16） 

( ) ( ) ( ) ( ) / 2
0 1

1 1 0,  2 1 and 
M N

m n p pN
m n N

m n

a C n m n m p m m   
= =

   − − + + − = = + ∈     
  

（3.17） 

在（3.16）式中，無論 p 為奇數或偶數只要  Np ∈ 就會成立，將結果代入（3.14）

式 中 的 第 一 個 絕 對 值 內 ， 將 會 使 得 在 ( ) 2
fT

− 
前 的 係 數 ， 也 就 是

( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 0

1 1
M N

m n N
m n

m n

a C n m n m
= =

   − − + + −     
   

，只要是 2小於 N ，其係數就會
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等於零；而在（3.17）式中的 p 必須為奇數，且滿足 2 1p m= + , / 2Nm   
∈ ，則（3.17）

式才會成立，我們將此結果代入到（3.14）式中的第二個絕對值內，這將會使得在

( ) 2 1
fT

− +
前的係數  ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1

0 1

1 1
M N

m n N
m n

m n

a C n m n m
+ +

= =

   − − + + −     
   

，只要是

2 1+ 小於 N ，其係數就會等於零，綜合上述所討論，我們可以進一步將（3.14）

式表示成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )
( )( )

2
2 22

2
22 2

0 0 1 / 2

2
2 1 2 1

2
2 1

1 0 2 / 2

sin1
1

2

1

N M
n mN

m n
n m N

N M
n mN

m n
n m N

fT n m n m
S f a C

T f fT

n m n m
a C

fT

π
α

π

β

∞
+

= = = −  

+ +∞
+

+
= = = −  

   + + −  = −    
     

  + + −  + −    
      

 

 

 




 




（3.18） 

（3.18）的表示方法類似在 CL-Q2PSK 的（2.10），所以可以知道，在沒有給予特

定 ma 的情況下，當 f → ∞ 時， ( )S f 將至少會以漸進於 2 2Nf − − 的速度衰減，而在此

篇論文中，我們希望藉由去設計 ma ，讓 ma 在滿足某些限制條件下以得到更快的衰

減速度。 

    在設計 ma 之前，我們首先假設 ( )kΔ a 為 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1
M N

m n k kN
k m n

m n

a C n m n m
= =

   Δ = − − + + −     
 a     （3.19） 

其中 0 1[ ]Ma a a=a  為一個 ( )1 1M× + 的列向量，向量裡的每一個元素

,ma 1Mm +∈ 分別為脈波 ( )g t 中每個餘弦波前的係數。同時我們發現 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 1

1 1

        1 1 ,  

M N
m n k kN

k m n
m n

M N
m n k kN

m n
m n

a C n m n m

a C n m n m k

= =

= =

   Δ = − − + + −     
   = − − + + −     

 

 

a

當 為奇數

 （3.20） 

雖然在（3.18）式中的兩個絕對值內，第一個的n從零開始，而第二個的n從一開

始，但剛好第二個絕對值裡中括號內的項目，其次方數2 1+ 都為奇數，所以雖然

它的n 從一開始，但利用（3.20）式所得到的結果，依然可以只用 ( )kΔ a 來代入（3.18）

式中化簡，可以進一步將 ( )S f 化簡為 
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( ) ( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

2 2
2

2 2 12 2
2 2 12 2

1 / 2 2 / 2

sin1

2 N N

fT
S f

T f fT fT

π
α β

π

∞ ∞
+

+
= − = −      

    Δ Δ = +    
        
 

a a 
 

 
 （3.21） 

    為了要設計 a以達到 ( )S f 快速衰減的目的，我們提出旁波快速衰減條件 2，

假設能找到 a滿足下列的旁波快速衰減條件 2，將使得偏移正交-正交相位鍵移訊號

的功率頻譜密度能達到比 2 2Nf − − 更快的衰減速度。 

旁波快速衰減條件（fast sidelobe-decaying constraint）2： 

在給定K N> , K +∈ 的情況下, ( ) 0kΔ =a 當 Kk ∈ 且 ( ) 0KΔ ≠a  

，其中我們稱K 為係數 a的旁波衰減階數（sidelobe-decaying order） 

 

，假設在給定一個正整數K 的情況下，係數 a能滿足此旁波快速衰減條件 2，那

（3.21）式中，絕對值裡 fT 的次方數將從K 開始，也就表示說當 f → ∞ 時， ( )S f

就會以漸進於 2 2Kf − − 的速度衰減，其中K N> ，故 ( )S f 將以更快的速度衰減。 

    根據前面所提的旁波快速衰減條件 2，我們定義波形階數（pulse order）為M

的脈波 ( )g t 中，每個餘弦波前的係數 ma 所形成的向量 0 1[ ]Ma a a=a  為 

 1,   M
m m Ma C m M+= ∈ ∈ 且              （3.22） 

（3.22）式中我們所提出用來當作脈波 ( )g t 中的係數所構成的向量 a確實能符合旁

波快速衰減條件 2，且此時的旁波衰減階數 K N M= + ，也就是說當 f → ∞ 時，

( )S f 將會以漸進於 ( )2 2N Mf − + −
的速度衰減。在論文中我們有去證明所提出的係數 a

確實能符合旁波快速衰減條件 2，且此時的旁波衰減階數K N M= + ，即要証明 

( ) 0kΔ =a 當 N Mk +∈ 且 ( ) 0N M+Δ ≠a          （3.23） 

詳細證明過程附於附錄（B）中。 

    值得注意的是，當脈波 ( )g t 的波形階數M 為奇數時，可以進一步得到 

1 1( ) 0    ( ) 0k N M N Mk + + + +Δ = ∈ Δ ≠a a當 且         （3.24） 

故此時的旁波衰減階數 +1K N M= + ，也就是說當 f → ∞ 時， ( )S f 會以漸進於

( )2 4N Mf − + − 的速度衰減，能夠達到更快的旁波衰減速度，達到更高的頻譜效率。因

為（3.23）式成立，所以欲證明（3.24）式我們只需證明下列式子即可 
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( ) ( ) ( ){ }
0

( ) 1 0
M

mM
N M m M M

m

C m mα β+
=

Δ = − + =  a      （3.25） 

而詳細的証明過程附於論文的附錄（C）中。 

    經由上面的討論，我們能得到一個結論，在論文中我們所設計用於偏移正交-

正交相位鍵移調變訊號上的資料成形脈波，將使得在 f → ∞ 時， ( )S f 的衰減速度

為 

( )

( )

2 2

2 4

N M

N M

f M

f M

− + −

− + −





，當 為偶數

，當 為奇數
               （3.26） 

 

 

在圖 3.2 中為偏移正交-正交相位鍵移訊號在不同的 N 和 M 時的功率頻譜密度

比較，圖中三條線分別為 N=1, M=1、N=1, M=2 和 N=2, M=3，其功率頻譜密度衰

減的速度依照（3.26）式可得分別為 8f − 、 8f − 和 14f − ，所以 N=1，M=1 這條曲線

在 f 比較大時它的旁波衰減趨勢和 N=1, M=2 幾乎是相同的，而 N=2, M=3 這條曲

 

圖 3. 2：偏移正交-正交相位鍵移訊號在不同的 N 和 M 時的功率頻譜密度 



 

 24

線的旁波衰減速度最快，但同時我們也看到，當 N M+ 越大時雖然可以使得旁波

的衰減速度變快，但同時頻譜的主波（mainlobe）寬度也跟著變大。在圖 3.3 中分

別為 N=1, M=1 和 N=2, M=2 時的偏移正交-正交相位鍵移訊號、SB-Q2PSK 訊號和

N=3 時的 CL-Q2PSK 訊號的功率頻譜密度比較，其功率頻譜密度衰減的速度依序

為 8f − 、 10f − 、 2f − 和 8f − ，所以由圖中我們可以看到 N=1, M=1 時的偏移正交-正交

相位鍵移訊號與 N=3 的 CL-Q2PSK 訊號有一樣的旁波衰減速度，但前者的主波寬

度較小，也就是說偏移正交-正交相位鍵移訊號可以以較小的主波寬度，達到與

CL-Q2PSK 訊號一樣的旁波衰減速度。在下一節中我們將以頻帶外功率比例

（fractional out-of-band power）為指標來說明偏移正交-正交相位鍵移訊號的頻譜特

性與說明 N 和 M 要如何選取，以達到最佳的頻譜效率。 

 

 

 

圖 3. 3：偏移正交-正交相位鍵移訊號、SB-Q2PSK 和 CL-Q2PSK 訊號的功率頻譜密

度比較 
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接下來，看到論文中我們所設計用於偏移正交-正交相位鍵移調變訊號上的資

料成形脈波 1( )h t 和 2 ( )h t 分別為 

( ) ( )

( ) ( )

1
0 0

2
0 1

2 2
cos cos

2 2
cos sin

M N
M N
m n

m n

M N
M N
m n

m n

m n
h t C t C t u t

T T

m n
h t C t C t u t

T T

π πα

π πβ

= =

= =

      =             
      =             

 

 
  （3.27） 

可以發現， ( )/ 2 0ih t T= ± = ，也就是在一個符元時間（symbol time）的兩端， 1( )h t

和 2 ( )h t 的值都為零，確保訊號在不同符元間相位是連續的，如圖 3.4 為偏移正交-

正交相位鍵移訊號在 1N = , 3M = 時的 1( )h t 和 2 ( )h t 。更進一步發現經過第

1N M+ − 次的微分後，在符元時間的端點其值等於零，且當M 為奇數時，則經過

第 N M+ 次的微分後，在符元時間的端點其值仍然等於零， ( )1h t 和 ( )2h t 經過第 k

次微分後在 / 2t T= ± 的值可以分別被表示為 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
1

0 0

( )
0 02

0

1 12

1 1

2
0

k M N
k n m k n mM N

k m n
m n

M N
k n m k n mM N

k m nk
m n

k
T

h
q C C n m n m k

q C C n m n m kT
h

k

+ −

= =

+ −

= =


 ± =    + − + − −    
  + − + − −   ± =  

  





，當 為奇數

，當 為偶數

，當 為奇數

，當 為偶數

     

            （3.28） 

其中 kq 為常數在此可忽略，利用（3.23）和（3.24）所得的結果，可以看出在（3.28）

式中 ( )
1 0

2
k T

h
 ± = 
 

且 ( )
2 0

2
k T

h
 ± = 
 

當 { }1, 2, , 1k K∈ − ，其中，當 M 為偶數時，

K N M= + ，而當 M 為奇數時， 1K N M= + + ；因此 ( )ih t 和 ( ) ( )k
ih t 在 { }1, 2i ∈ 且

{ }1, 2, , 1k K∈ − 時訊號都為連續，其中 ( ) ( )k
ih t 表示 ( )ih t 的第 k 次微分，這個結果

表示我們所設計的資料成形脈波比 CL-Q2PSK 訊號的更為平滑，也呼應了偏移正

交-正交相位鍵移訊號在頻譜上更為密集的特性。 
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而我們也注意到，當 0M = 時，資料成形脈波 ( )1h t 和 ( )2h t 可化簡為 

( ) ( )

( ) ( )

1
0

2
1

2
cos

2
sin

N
N
n

n

N
N
n

n

n
h t C t u t

T

n
h t C t u t

T

π

π
=

=

 =  
 
 =  
 




              （3.29） 

，其結果與 CL-Q2PSK 的資料成形脈波 ( )1p t 和 ( )2p t 相同，所以 CL-Q2PSK 的資料

成形脈波可視為 ( )1h t 和 ( )2h t 中的特例，當 0M = 時，偏移正交-正交相位鍵移訊號

可以化簡為偏移 CL-Q2PSK 訊號。 

 

 

 

圖 3. 4：偏移正交-正交相位鍵移在 N=1, M=3 時的資料成形脈波 1( )h t 和 2 ( )h t  
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第三節 頻帶外功率比例與峰值對平均功率比分析 

 

頻帶外功率比例： 

    在前面第二章的（2.11）式中，曾經定義過頻帶外功率比例（ fractional 

out-of-band power），並利用頻帶外功率比例來描述不同訊號間頻譜的緊密程度與

頻譜效率（spectral efficiency），在這一節中，我們將利用頻帶外功率比例來比較偏

移正交-正交相位鍵移（offset quadrature-quadrature phase shift keying, OQ2PSK）、

最小頻鍵移（minimum shift keying, MSK）訊號、SB-Q2PSK 與 CL-Q2PSK 訊號的

頻譜效率。 

    在圖 3.5中為偏移正交-正交相位鍵移訊號在不同的 N 和M 時的頻帶外功率比

例，由圖可以看出在不同的 N 和M 情況下，其頻帶外功率比例中，旁波（sidelobe）

的衰減趨勢和我們在（3.26）式中所推出的結論相同，即當波形階數 N=1, M=1、

N=1, M=2 時旁波衰減速度為 8f − ；而 N=2, M=1、N=2, M=2 時旁波衰減速度為 10f − ；

而 N=3, M=1、N=3, M=2、N=1, M=3 時旁波衰減速度為 12f − ；而 N=4, M=1 時旁波

衰減速度為 14f − 。同時隨著 N M+ 越大，其所對應的頻譜主波（mainlobe）寬度也

隨之增大，這是因為 N M+ 越大時代表構成資料成形脈波（data shaping pulse）的

弦波頻率也越高，造成主波寬度越大，例如： 2N = ， 1M = 的主波寬度一定會大

於 1N = ， 1M = 的主波寬度，而 2N = ， 2M = 的主波寬度一定會大於 2N = ， 1M =

的主波寬度。 

    接著圖 3.6 為不同調變訊號頻帶外功率比例的比較，由圖我們可以得知，相較

於最小頻鍵移與 SB-Q2PSK 訊號，CL-Q2PSK 與偏移正交-正交相位鍵移訊號可以

藉由不同 N 和M 的選擇（在 CL-Q2PSK 中 0M = ），來達到較高的頻譜效率，更進

一步來比較 CL-Q2PSK 和偏移正交-正交相位鍵移訊號我們發現，偏移正交-正交相

位鍵移訊號可以以較小的主波寬度，來達到和 CL-Q2PSK 相同的頻譜旁波衰減速

度，如圖 3.6 中 3N = 的 CL-Q2PSK 和 1N = , 1M = 的偏移正交-正交相位鍵移訊號

有一樣的旁波衰減速度 8f − ，但因為 CL-Q2PSK 訊號的 3N M+ = 大於偏移正交-正

交相位鍵移訊號的 2N M+ = ，所以偏移正交-正交相位鍵移訊號的主波寬度會小於

CL-Q2PSK 訊號的，同理 4N = 的 CL-Q2PSK 訊號和 2N = ， 1M = 以及 5N = 的
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CL-Q2PSK 和 3N = ， 1M = 也有相同的結果，所以偏移正交-正交相位鍵移訊號的

頻譜效率高於 CL-Q2PSK 訊號。 

 

 

    當兩個訊號的旁波衰減速率都一樣時，我們可以利用功率頻譜密度支配項

（dominant term）的係數更進一步來檢視當 f 很大時頻譜旁波的行為，功率頻譜密

度的支配項，以 ( )DS f 來表示為 

( ) ( )
( )

2
2

2
2 21

sin1
( ) ( )

2
K

D KfT

fT
S f S f

T f fT

π
λ

π>>

 Δ ≈
 
 

a
         （3.30） 

其中當旁波衰減階數（sidelobe-decaying order）K 為奇數時λ β= ，而當K 為偶數

 

圖 3. 5：偏移正交-正交相位鍵移訊號在不同的 N 和M 時的頻帶外功率比例 
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時λ α= ，如我們所預期的， ( )DS f 的衰減速度仍然為 2 2Kf − − ，若當兩個訊號的旁

波衰減速率都一樣， 此時 ( )DS f 的係數為
( ) 22

22
K

KT T

λ
π

Δ a
，此係數越小時，他的旁

波衰減速度就越快，這是因為在傳送訊號的功率都正規化為一的情況下， ( )DS f 的

係數越小就表示在 ( )S f 中，其他衰減速度較快的項（ f 的次方數小於 K− 的項）

所佔的功率越高，導致其衰減速度較快，所以我們可以利用 ( )DS f 的係數來更進一

步比較 ( )S f 的旁波衰減速度。 

 

 

    在圖 3.7 中， 3N = 時 CL-Q2PSK 訊號頻譜的旁波衰減速度和 1N = ， 1M = 的 

偏移正交-正交相位鍵移訊號相同都為 8f − ，而另外三條偏移正交-正交相位鍵移訊

 

圖 3. 6：不同訊號間的頻帶外功率比例比較 
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號的曲線也都有一樣的旁潑衰減速度，為了更進一步比較旁波衰減速度，在表 3.1

中，我們列出了他們所對應的功率頻譜密度支配項的係數及旁波衰減速率， 

 

 

CL-Q2PSK 

N=3 

OQ2PSK

N=1, M=1

OQ2PSK

N=3, M=1

OQ2PSK

N=3, M=2

OQ2PSK 

N=1, M=3 

0.1920 0.7295 7.0484 13.1740 875.4150 

8f −  8f −  12f −  12f −  12f −  

表 3. 1：不同訊號間功率頻譜密度支配項的係數及旁波衰減速率 

 

根據表 3.1， 3N = 時 CL-Q2PSK 與 1N = , 1M = 的偏移正交-正交相位鍵移訊號在

f → ∞ 時有相同的旁波衰減速度，但 CL-Q2PSK 的功率頻譜密度支配項的係數較

 

圖 3. 7：不同訊號間的頻帶外功率比例比較 
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小，所以在 f 較大時他的衰減速度比偏移正交-正交相位鍵移訊號要快，同理，另

外三個偏移正交-正交相位鍵移訊號的衰減速度都為 12f − ，但在 N=3, M=1 時係數最

小，而 N=1, M=3 係數最大，所以在 f 較大時 N=3, M=1 的衰減速度最快而 N=1, M=3

最慢。 

經由上面種種的討論後，希望能建立一個準則，讓我們在使用一樣多的正弦

波與餘弦波個數去組合出資料成形脈波，也就是在固定 N M+ 的情況下，去選取

適當的M 和 N ，讓偏移正交-正交相位鍵移訊號能夠達到最佳的頻譜效率。經由模

擬發現，若 20N M+ < 且 M 為奇數，則偏移正交-正交相位鍵移訊號在同樣的

N M+ 的情況下，M 越小時，他所對應的 ( )DS f 的係數也會越小，圖 3.8 為在不

同的 N M+ 時分別所對應的功率頻譜密度支配項係數，如圖所示在固定的 N M+

下，M 越小所對應的係數也會越小。所以我們可以得知在 20N M+ < 時，固定的

N M+ 下，首先選擇 M 為奇數，這將會使得頻譜的旁波衰減速度較快，可達到

( )2 4N Mf − + − 的衰減，接著所選擇的M 要越小越好，以確保他所對應的 ( )DS f 係數較

小，也就是選擇 M=1 可以使訊號達到最高的頻譜效率。而此現象可以由前面圖 3.5

來加以驗證，圖中無論當 N+M 固定為 3、4 或 5 時，選擇 M=1 時的偏移正交-正交

相位鍵移訊號都能夠達到最佳的頻譜效率。 
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峰值對平均功率比： 

    在討論完偏移正交-正交相位鍵移訊號的頻譜特性後，接下來我們看到訊號的

峰值對平均功率比（peak-to-average power ratio, PAPR），所謂的峰值對平均功率比

即 

[ ]
2

0.5 0.5
max ( )

PAPR ( ) T t T

av

s t
s t

P
− ≤ ≤

 
 =                （3.31） 

其中 avP 為訊號的平均功率，在通訊系統的傳送端中，會有一功率放大器將欲傳送

出去的信號功率放大，而為了使得信號經由放大後不失真，一般都會讓輸入訊號

操作於功率放大器的線性區域，此時若訊號的峰值對平均功率比越大，將造成功

率放大器必須擁有較大動態範圍的線性區域，那將會造成功率放大器的設計成本

增加，所以我們希望峰值對平均功率比越小越好，而我們常用互補累積分佈函數

 

圖 3. 8：在相同 N+M 下，不同的 M 所對應的功率頻譜密度支配項係數 
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（Complementary Cumulative Distribution Function, CCDF），來描述峰值對平均功率

比的特性。 

    前面我們有提到過正交-正交相位鍵移訊號他雖然有較佳的頻譜效率，但他卻

犧牲了訊號振幅固定的特性，使得峰值對平均功率比變大，所以在論文中所提的

偏移正交-正交相位鍵移訊號，我們刻意讓此訊號中的正交成份（quadrature 

component）和同相成份（in-phase component）有一個一半符元時間（symbol time）

的延遲，藉由此時間延遲讓各弦波間的峰值不會都重疊在一起，使訊號的偏移正

交-正交相位鍵移訊號的峰值較小，在此們每間隔一個一半符元時間來計算訊號的

峰值對平均功率比，在圖 3.8 中的實線部分為在不同的 N 和 M 時的偏移正交-正交

相位鍵移訊號的互補累積分佈函數；而虛線部分則為在相對應的 N 與 M 下，此時

訊號的正交成份和同相成份並沒有相差一個一半符元時間延遲，由圖中我們可以

看出，在相同的 N 與 M 下，實線部分的峰值對平均功率比都比虛線部分的峰值對

平均功率比要小，所以我們可以得知藉由使訊號的正交成份和同相成份有一個時

間偏移確實可以降低訊號的峰值對平均功率比。接著在圖 3.9 中為 SB-Q2PSK 訊

號、CL-Q2PSK 訊號、和偏移正交-正交相位鍵移訊號的互補累積分佈函數比較圖，

由圖我們可以看出 SB-Q2PSK 訊號的峰值對平均功率比最小，但若在相同的旁波

衰減速度下，就先前所討論的我們選擇頻譜效率最高的偏移正交-正交相位鍵移訊

號，也就是選擇 M=1，則他的峰值對平均功率比會比 CL-Q2PSK 訊號要小，例如：

N=3 時的 CL-Q2PSK 與 N=1, M=1 的偏移正交-正交相位鍵移訊號的旁波衰減速度

都為 8f − ，但偏移正交-正交相位鍵移訊號的峰值對平均功率比較小。 

    所以由這一章的討論我們發現，偏移正交-正交相位鍵移訊號能達到比

CL-Q2PSK 訊號要高的頻譜效率以及較小的峰值對平均功率比。 
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 圖 3. 9：偏移正交-正交相位鍵移訊號的互補累積分佈函數比較 
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圖 3. 10：不同訊號間的互補累積分佈函數比較 
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第四章 偏移正交-正交相位鍵移調變訊號之效能

分析 
 

 在介紹完偏移正交-正交相位鍵移（offset quadrature-quadrature phase shift 

keying, OQ2PSK）訊號的數學模型與頻譜的特性後，我們得知偏移正交-正交相位

鍵移訊號是一種高頻譜效率（spectral efficiency）的調變訊號，接著在本章中將探

討訊號經過加成性白高斯雜訊（addictive white Gaussian noise, AWGN）通道與多重

路徑雷力衰減通道（multipath Rayleigh fading channel）下之效能分析，在多重路徑

下傳輸，必須考慮到碼際戶擾（inter-symbol interference, ISI）和相互碼際戶擾

（cross-symbol interference, CSI）對系統效能的影響，我們將考慮這兩種不同的干

擾對系統效能所造成的影響。 

 

 

第一節 偏移正交-正交相位鍵移調變系統架構與解調 

    偏移正交-正交相位鍵移調變（offset quadrature-quadrature phase shift keying, 

OQ2PSK）訊號的等效低通系統架構如圖 4.1 所示，傳送訊號是由兩個相互獨立的

偏移四位元相位鍵移（offset QPSK）訊號分別乘上兩個相互正交的資料成形脈波

（data shaping pulse）所組合而成，而它的等效低通訊號可以表示成 

( ) ( )

( )

1,2 1 1,2 1 1

2,2 2 2,2 1 2

2

2

k k
k

k k
k

T
s t I h t kT jI h t kT

T
I h t kT jI h t kT

∞

+
=−∞

∞

+
=−∞

  = − − − −    
  + − − − −    




         （4.1） 

其中T 為符元時間（symbol time）， ( )1h t 和 ( )2h t 為兩個互相正交的資料成形脈波，

{ }1 1,k k
I

∞

=−∞
=I 和 { }2 2,k k

I
∞

=−∞
=I 為分別載在 ( )1h t 和 ( )2h t 上相互獨立的傳送端的資訊

序列（information sequence），其中 1,kI ， 2,kI { }1, 1∈ − + 。 

    在加成性白高斯雜訊（additive white Gaussian noise, AWGN）通道下的通道響

應 ( ) ( )h t tδ= ，所以訊號在經過通道後的接收訊號可以表示為 



 

 37

( ) ( ) ( )r t Ps t n t= +                    （4.2） 

其中 P 為訊號的平均功率， ( )n t 為複數、期望值等於零且單邊功率頻譜密度

（one-sided power spectral density）為 0N 的白高斯雜訊。 

    在理想的加成性白高斯雜訊通道下，訊號的實部和虛部不會互相干擾，所以

在接收端，我們可以將實部和虛部分開來解調，並且可以用 1( )tφ 和 2 ( )tφ 這兩個訊

號當成基底來將訊號的實部和虛部展開，這兩個基底分別為 

    ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2,t h t t h tφ φ= =              （4.3） 

而 1( )tφ 和 2 ( )tφ 會滿足以下特性 

( ) ( )
/ 2

, , ,

/ 2

,  1  0  
4

T

m n n m n n n m

T

T
t t dt n mφ φ δ δ δ

−

= = = ≠ 其中 且 當       （4.4） 

所以可以將（4.1）式中訊號的實部和虛部分別用（4.3）式這兩個基底來展開可

以得到 

( ) ( )

( )

1,2 1 1,2 1 1

2,2 2 2,2 1 2

2

2

k k
k

k k
k

T
s t I t kT jI t kT

T
I t kT jI t kT

φ φ

φ φ

∞

+
=−∞

∞

+
=−∞

  = − − − −    
  + − − − −    




        （4.5） 

根據訊號的特性以及（4.4）式，我們可以來設計接收端，假設在時間和相位上完

美同步的情況下，首先接收訊號先經過 { }Re 和 { }Im 將訊號的實部和虛部分開，

之後再分別經過相關器（correlator），利用（4.4）式的特性就可以將原本的資訊序

列解調回來，完成訊號的解調，如圖 4.1 所示。 
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圖 4. 1：偏移正交-正交相位鍵移調變訊號的等效低通系統架構圖 
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第二節 訊號通過加成性白高斯雜訊通道之錯誤率分析 

 

    在上一節中我們已討論了如何在接收端對訊號做解調，但受到雜訊影響會造

成訊號解調錯誤，在這一節中，我們將去分析偏移正交-正交相位鍵移調變訊號在 

加成性白高斯雜訊（additive white Gaussian noise, AWGN）通道下的位元錯誤率。 

   如圖 4.1 所示，因為訊號的實部和虛部有一個一半符元時間（symbol time）的

偏移，所以我們將接收訊號的實部和虛部分開解調，在這裡我們僅就訊號的實數

部份去分析它的位元錯誤率，假定在第 k 個時間區間時， ,2 1i kI = − 時為假設

（hypothesis） 1H ，而 ,2 1i kI = 時為假設（hypothesis） 0H ，其中 { }1, 2i ∈ 分別為載

在 ( )1h t 與 ( )2h t 上的資訊位元。 

    為解調出 ,2i kI ，接收端在收到訊號 ( )r t 後，先經過 { }Re 取出訊號的實數部

份，接著經過相關器（correlator）後得到訊號 ir ，訊號 ir 可以被表示為 

( ){ } ( )
/ 2

,2

/ 2

Re
4

T kT

i i k i

T kT

T P
r I n t t dtφ

+

− +

= +                （4.6） 

由（4.6）式可以看成一個二元的訊號受到高斯雜訊影響，而此高斯雜訊的期望值

為零，變異數（variance）為 ( ){ } ( )
/ 2

2
0

/ 2

var Re / 8
T kT

i i

T kT

n t t dt TNφ σ
+

− +

 
= = 

 
 ，所以 ir 也為

一個高斯隨機變數，為達到最低位元錯誤率，我們根據最大可能決定原則

（maximum likelihood decision rule），可以得到 

  

 
><ir 0

0H

1H
                      

由（4.8）式，可以推出 ,2i kI 的位元錯誤率 bP 為 

（4.8） 
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   

             （4.9） 

最後我們發現由（4.9）式所推導出的位元錯誤率與傳統的四位元相位鍵移

（quadrature phase shift keying, QPSK）調變有一樣的結果，所以不管是 SB-Q2PSK

訊號、CL-Q2PSK 訊號，亦或偏移正交-正交相位鍵移調變訊號在加成性白高斯雜

訊通道下的位元錯誤率都與傳統的四位元相位鍵移相同。 
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第三節 多重路徑雷力衰減通道模型 

 

    在這一節中，我們先介紹一下常見的多重路徑衰減通道（multipath fading 

channel）模型，與在此篇論文中我們所使用的通道模型。 

    傳統的加成性白高斯雜訊（additive white Gaussian noise, AWGN）只能對應到

較為理想的通道模型，也就是整體的傳輸過程只有考慮加入高斯白雜訊的影響，

但在現實的狀況之中，如圖 4.2 所示，信號從傳送端發出的時候，會遭遇到建築

物或是其他障礙物的屏蔽而造成反射、折射，由於信號的傳送程序具有時間性，

經過反射、折射後到達接收端所經過的路徑較長，也因此會對之後時間點到達的

信號造成干涉，此一通道效應稱之為多重路徑衰減通道，我們不能忽略這樣的效

應對通訊品質造成的衝擊，故現今的無線通訊之通道環境皆採用多重路徑衰減通

道來做探討。 

 

圖 4. 2：多重路徑衰減通道示意圖 

 

直接路徑 

其他延遲路徑 



 

 42

  根據前面的敘述得知，無論是在室內或是室外的環境下，無線訊號在傳輸的

過程之中很容易受到週遭的干擾：在室內較短距離的傳輸情況下，牆壁、家俱或

各種屋內的擺設物品都會對訊號造成反射、折射的效果；另一方面，系統於室外

使用時，在較為長距離的傳輸過程，也很容易有高樓大廈或天然障礙物會造成信

號的破壞，如此一來，接收端會同時收到直接路徑與前一個至多個時間點因反射、

折射而延遲的傳送信號所合成之相互干擾的合併信號，這增加了之後要解調的困

難度，也提高了錯誤率的發生。除了以上的部份，如果在傳輸的過程中，傳送端

與接收端有相對運動的話，訊號會在頻率上有所偏移，我們稱之為都卜勒效應 

（Doppler effect），而且在自然環境的限制之下，訊號本身的強度就會隨著傳遞距

離的增加而逐漸減弱，上述的所有因素是我們在設計無線通訊系統時皆必須考慮

到的問題，否則會大大地削弱通訊的正確性與完整性。 

  根據文獻[14]，無線通道大致可分為四個種類，而分類的依據是採用幾個參數

來定義，分別是同調時間（Coherence Time, cT ）、同調頻寬（Coherence Bandwidth, 

cf ）、都卜勒延展（Doppler Spread, df ）與最大之延遲擴散（Maximum Delay Spread, 

maxτ ）。同調時間通常定義為：在時域上兩個不同時間相同頻率的訊號要維持一個

已經決定的相關係數所允許之時間差；而同調頻寬則定義為：在頻域上兩個不同

頻率相同時間的訊號維持在一已決定的相關係數所允許的頻率差，而都卜勒延展

與延遲最大之延展則分別與同調時間跟同調頻寬成一倒數關係，亦即： 

                             
1

c
d

T
f

                             （4.10） 

                             
max

1
cf τ
                            （4.11） 

參考圖 4.3，利用上述的參數定義與傳輸訊號之符元時間（Symbol Time, sT ）還有

其頻寬 sB 的關係，多重路徑衰減通道的四個型態分別為： 

1. 快速衰減通道（fast fading channel）：通道在時間上的變化迅速，訊號在  

一個符元時間中遭受不同的衰減變化，因此稱為快速衰減通道，條件為 s cT T> 。 

2. 慢速衰減通道 （slow fading channel）：相較於快速衰減通道，因為變化較    

為緩慢，訊號在一個符元時間會遭受相同的衰減效應，故稱之為慢速衰減通 
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  道，條件為 s cT T< 。 

3. 平坦衰減通道（flat fading channel）：從頻率的角度來看，傳送的訊號每 

個成分均遭受相同的衰減或偏移，因此稱為平坦衰減通道，成立的條件為

s cB f< 。 

4. 頻率選擇性衰減通道（frequency selective fading channel）：相對於平 

坦衰減道，訊號的每個頻率成分會遭受到不同的衰減或是偏移，稱之為頻率

選擇性衰減通道，條件為 s cB f> 。 

 

 

圖 4. 3：多重路徑衰減通道的型態示意圖 

 

在此論文中，我們假設通道為慢速衰減通道，也就在一個符元時間（symbol 

time）內，路徑增益固定不變，因此就可以將通道視為是一個非時變的系統

（Time-Invariant System）。此時多重路徑干擾將是影響系統效能的重要因素，因

此在此假設下，通道響應 ( )h t 可表示成 

( ) ( )
1

0

L

l l
l

h t h t dδ
−

=

= −                    （4.12） 

cf

cT  

頻寬 sB  

符元時間 sT  

   慢速衰減通道 

 

頻率選擇性衰減通道

   快速衰減通道 

 

頻率選擇性衰減通道

   慢速衰減通道 

 

平坦衰減通道

   快速衰減通道 

 

平坦衰減通道
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其中 L是多重路徑的數目， lh 是第 l條路徑的增益， ld 是每條路徑的相對延遲時間。 

我們假設第一條路徑 0h 的相位可以被完美的估測出來，並假定在不同路徑延遲下

的增益大小和相位彼此都為不相關的（uncorrelated），故對不同的散射路徑而言為

非相關性散射（uncorrelated scattering），同時我們也將路徑增益的大小作正規化，

即
1 2

0
1

L

ll
σ−

=
= ，其中 { }2 2

l lE hσ = 。而通道的功率延遲概觀（power delay profile）給

定為 

( ) ( )
1

2

0

exp 10 / exp 10
l

L

l j
j

d dσ
−

=

= − −             （4.13） 

為了簡化我們的分析，我們假設通道路徑的最大延遲時間為 10 / 2Ld T−< < ，則多

重路徑所造成的干擾只會跟鄰近的下一個符元有關。在下一節的效能分析中我們

假設通道響應 ( )h t 中的每一條路徑，其增益 lh 都為期望值等於零的高斯隨機變數，

則此時通道為多重路徑雷力衰減通道（multipath Rayleigh fading channel）。 
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第四節 訊號通過多重路徑雷力衰減通道下的效能分析 

 

 偏移正交 -正交相位鍵移（offset quadrature-quadrature phase shift keying, 

OQ2PSK）訊號在多重路徑雷力衰減通道（multipath Rayleigh fading channel）下，

因為不同的路徑經由不同的延遲時間到達，在解調時會受到其他符元時間的訊號

干擾，造成系統效能下降。 

    而正交-正交相位鍵移訊號是由兩個彼此正交的資料成形脈波（data shaping 

pulse）所構成，我們在第二節中曾經討論過在加成性白高斯雜訊通道下，可以利

用此正交的特性，分別將載在這兩個資料成形脈波上的資訊位元分開不會互相干

擾，但在多重路徑衰減通道下，這兩個互相正交的資料成形脈波會因為通道的原

因造成時間上不同步而產生相互干擾，而這干擾可以分為兩種類型，第一種為碼

際戶擾（inter-symbol interference, ISI），為在其他符元時間（symbol time）的同一

個資料成形脈波所造成的干擾；而第二種稱為相互碼際戶擾（cross-symbol 

interference, CSI），為在其他符元時間的不同資料成形脈波所造成的干擾。 

    因為偏移正交-正交相位鍵移訊號中的兩個資料成形脈波有不同的頻寬，所以

由不同的資料成形脈波所送的資訊序列（information sequence）在多重路徑衰減通

道下會遭受到不同程度的碼際戶擾與相互碼際戶擾，而造成不同的位元錯誤機

率，在論文[11]中，CL-DQ2PSK 訊號在不同的波形階數（pulse order）時會造成系

統效能不同，所以我們在這一節中將分析偏移正交-正交相位鍵移訊號在不同波形

階數的情形下，受到碼際戶擾與相互碼際戶擾影響的效能結果並與 CL-Q2PSK 訊

號比較。 

    系統架構如同圖 4.1 所示，傳送訊號如（4.5）式所示，而為了簡化分析在這

裡我們考慮第 0k = 個符元時間，訊號經過通道後接收端收到的訊號 ( )r t 在假設第

一條路徑 0h 的相位可以被完美的估測出來的情況下，可以表示成 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

0
1

L

l l
l

r t Ps t h d n t

Ps t h P s t d h n t

τ τ τ
∞

−∞

−

=

= − +

= + − +




         （4.14） 

其中 P 為訊號的平均功率， ( )n t 為複數、期望值等於零且單邊功率頻譜密度
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（one-sided power spectral density）為 0N 的白高斯雜訊，並且與通道的路徑增益互

相獨立。接著如同前面第二節，因為訊號的實部和虛部有一個一半符元時間的偏

移，所以我們將接收訊號的實部和虛部分開解調，在這裡我們僅就訊號的實數部

份去分析它的位元錯誤率，訊號經過 { }Re 後再經過相關器（correlator），可以表

示成 

( ) ( )

( ){ } ( )

{ }

/ 2

/ 2

/ 2
,0

0

/ 24

, 1, 2

T

i real i

T

T kT
i

i i

T kT

i i i

r r t t dt

I
PT h Re n t t dt

s n i

φ

ψ φ

ψ

−

+

− +

=

= + +

= + + ∈



       （4.15） 

當 1i = 時表示欲解調 1,0I ，此資訊位元利用資料成形脈波 ( )1h t 傳輸，我們把它稱為

transmission 1，反之當 2i = 時表示欲解調 2,0I ，此資訊位元利用資料成形脈波 ( )2h t

傳輸，我們把它稱為 transmission 2，因為我們假設 10 / 2Ld T−< < ，所以 ( )realr t 僅

跟 ( 1, 2I −Φ = , 1, 1I − , 1,0I , 1,1I , 2, 2I − , 2, 1I − , 2,0I , )2,1I 有關，且可以表示成 

( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) }

1

0 1,0 1 2,0 2 1, 2 1 1,0 1
1

2, 2 2 2,0 2 , 1, 1 1

1,1 1 2, 1 2 2,1 2 ,

Re

/ 2

/ 2 / 2 / 2

real

L

l l
l

l l l real l

l l l l im

r t s t

P h I t I t P I t T d I t d

I t T d I t d h I t T d

I t T d I t T d I t T d h

φ φ φ φ

φ φ φ

φ φ φ

−

−
=

− −

−

=

  = + + + − + −  

 + + − + − + + − 

+ − − + + − + − − 


  （4.16）  

其中 ,l realh 與 ,l imh 分別表示路徑增益 lh 的實數部分和虛數部分。而 iψ 為多重路徑所

造成的干擾可以表示成 

[ ]ISI ICIi i iPψ = +                   （4.17） 

其中 ISIi 為碼際戶擾、 ICIi 為相互碼際戶擾分別可以被表示成 

若 1i = 則 
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( ) ( ){
( ) ( ) }

( ) ( ){
( ) ( ) }

1

1 1, 2 11 1,0 11 ,
1

1, 1 11 1,1 11 ,

1

1 2, 2 21 2,0 21 ,
1

2, 1 21 2,1 21 ,

ISI

/ 2 / 2

ICI

/ 2 / 2

L

l l l real
l

l l l im

L

l l l real
l

l l l im

P I p d T I p d h

I p d T I p d T h

P I p d T I p d h

I p d T I p d T h

−

−
=

−

−

−
=

−

 = − + 

 + − + + 

 = − + 

 + − + + 




      （4.18） 

若 2i = 則 

( ) ( ){
( ) ( ) }

( ) ( ){
( ) ( ) }

1

2 2, 2 22 2,0 22 ,
1

2, 1 22 2,1 22 ,

1

2 1, 2 12 1,0 12 ,
1

1, 1 12 1,1 12 ,

ISI

/ 2 / 2

ICI

/ 2 / 2

L

l l l real
l

l l l im

L

l l l real
l

l l l im

P I p d T I p d h

I p d T I p d T h

P I p d T I p d h

I p d T I p d T h

−

−
=

−

−

−
=

−

 = − + 

 + − + + 

 = − + 

 + − + + 




     （4.19） 

其中 ( ) { }
/ 2

/ 2

( ) ( ) , , 1, 2
T

ji l j l i

T

p d t d t dt i jφ φ
−

= − ∈ 。由（4.18）和（4.19）式可以知道

transmission 1 和 transmission 2 分別會受到不同程度的碼際戶擾與相互碼際戶擾，

造成不同的效能影響。因為 ,l realh 與 ,l imh 分別為高斯隨機變數，在此我們將 iψ 視為

一期望值為零的高斯隨機變數，而且僅跟 ( 1, 2I −Φ = , 1, 1I − , 1,0I , 1,1I , 2, 2I − , 2, 1I − , 2,0I , )2,1I

有關，其中Φ 總共有 82U = 種不同的情形，為了方便表示每一種不同的Φ ，我們

先定義 

( ),1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8,  , , , ,  , , u u u u u u u u uI I I I I I I I=x        （4.20） 

其中 { }, 1, 1u iI ∈ − + 且 { }1, 2, ,u U∈  。所以在給定 uΦ = x 的情況下可以求出 iψ 的變異

數（variance）為 

[ ]i u uVar PDψ Φ = =x                 （4.21） 

其中 

( ) ( ){ ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) }

21

,1 1 ,3 1 ,5 2
1

2

,7 2 ,2 1 ,4 1

2

,6 2 ,8 2

2

/ 2 / 2

/ 2 / 2

L
l

u u i l u i l u i l
l

u i l u i l u i l

u i l u i l

D I p d T I p d I p d T

I p d I p d T I p d T

I p d T I p d T

σ−

=

= − + + −

 + + − + + 

+ − + + 



   （4.22）  
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最後在（4.15）式中的 in 為一個期望值為零，變異數為 0 / 8TN 的高斯隨機變數，所

以我們可以得知訊號 ir 為一個高斯隨機變數，根據最大可能決定原則（maximum 

likelihood decision rule）可以推得 

ir

                     

利用（4.23）式所推導出的決定原則（decision rule）我們可以推出偏移正交-正交

相位鍵移訊號的位元錯誤率為 

( )

1

,0 ,0
1 00

1 0

1

1 1 ˆ( , , ) ( )
2

1
2 ( )

1 1
1

2 1

U

b r i i k u u u u
u k

U

u u u
u

U
u

u u

P P I I H p d
U

Q p d
U

U

γ γ γ

γ γ γ

γ
γ

∞

= =

∞

=

=

 = ≠ Φ =  

=

 
= −  + 

 





x

 （4.24） 

其中

2

0

01 32
b

u
u

h E

D N
γ =

+
，

2
0

01 32
b

u
u

E

D N

σγ =
+

。 

    偏移正交-正交相位鍵移訊號在多重路徑衰減通道下主要受到 ISI以及 ICI也就

是碼際戶擾與相互碼際戶擾的影響，所以（4.24）式中訊號的位元錯誤率的大小主

要受限於 ISI 和 ICI 的功率大小，在（4.18）和（4.19）式中分別為在 transmission 1

和 transmission 2 時 的 ISI 和 ICI ， 因 為 ISI 與 ICI 僅 與 資 料 位 元

( 1, 2I −Φ = , 1, 1I − , 1,0I , 1,1I , 2, 2I − , 2, 1I − , 2,0I , )2,1I 有關，且Φ中的每一個位元彼此都是獨立

的，所以我們可以定義平均干擾（average interference, AI）為 

21
2 2 2 2
1 1 2 2

1

2 2 2 2
1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
2

( / 2) ( / 2) ( / 2) ( / 2)

L
l

i i l i l i l i l
l

i l i l i l i l

AI p d T p d p d T p d

p d T p d T p d T p d T

σ−

=

= − + + − +

+ − + + + − + + 


 （4.25） 

其中 { }1, 2i ∈ 。利用平均干擾我們可以用來作為系統效能好壞的指標，在

transmission i 的情況下， ( ) 1

iAI
−
越大，則能達到越低的位元錯誤率。 

圖 4.4 為當 L=2 且 ( ) ( )0 1, / 0,1/ 4d d T = ，在 transmission 1 時位元錯誤率對不同

 （4.23） （4.23）
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0/bE N 所得到的結果，其中在圖 4.4 中打叉的點為我們經由模擬後所得到的結果，

可以看到模擬結果與分析結果非常接近；相同的在圖 4.5 中為當 L=2 且

( ) ( )0 1, / 0,1/ 4d d T = ，在 transmission 2 時位元錯誤率對不同 0/bE N 所得到的結果。

其位元錯誤率結果可以對照表 4.1 中我們所定義的平均干擾，可以看出在

transmission 1 的情況下，偏移正交-正交相位鍵移訊號在 N=3, M=2 時 AI 最小，所

以有最佳的位元錯誤率，在其他不同的 N 與 M 下也都有符合 AI 越小，錯誤率越

低的情況； 在 transmission 2 時，N=3, M=3 時 AI 最小，有最佳的位元錯誤率。圖

4.6 為在上述通道下的平均位元錯誤率對不同 0/bE N 時所得到的結果，所謂的平均

位元錯誤率即對 transmission 1 和 transmission 2 所得到的位元錯誤率取平均。 

 

 

圖 4. 4：transmission 1：在 ( ) ( )0 1, / 0,1/ 4d d T = 的多重路徑雷力衰減通道下 

，位元錯誤率對 0/bE N  
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表 4. 1：在 ( ) ( )0 1, / 0,1/ 4d d T = 的多重路徑雷力衰減通道下的平均干擾 

 

 

圖 4. 5：transmission 2：在 ( ) ( )0 1, / 0,1/ 4d d T = 的多重路徑雷力衰減通道下 

，位元錯誤率對 0/bE N  

（×10-4） 
N=1, 

M=1 

N=2, 

M=1 

N=3, 

M=1

N=1, 

M=2

N=2, 

M=2

N=3,

M=2

N=1, 

M=3 

N=2, 

M=3 

N=3,

M=3

Transmission 

1 
29 15 5.51 4.19 2.73 0.66 8.47 3.05 1.00

Transmission 

2 
19 20 15 24 14 7.72 9.08 3.33 0.5 
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接著在圖 4.7 到圖 4.8 分別為 transmission 1、transmission 2 在 L=3 且

( ) ( )0 1 2, , / 0,1/ 4,1/ 3d d d T = 的多重路徑雷力衰減通道下的位元錯誤率對 0/bE N 的結

果，在表 4.2 中為在此通道下的平均干擾，仍然可以看到當 AI 越小則錯誤率越低，

而圖 4.9 為平均位元錯誤率，跟圖 4.6 的結果比較起來，因為受到越多延遲路徑的

影響，所以整體的系統效能變差。 

 

 

 

 

 

圖 4. 6：在 ( ) ( )0 1, / 0,1/ 4d d T = 的多重路徑雷力衰減通道下，平均位元錯誤率對

0/bE N  
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圖 4. 7：transmission 1：在 ( ) ( )0 1 2, , / 0,1/ 4,1/ 3d d d T = 的多重路徑雷力衰減通道

下，位元錯誤率對 0/bE N  
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表 4. 2：在 ( ) ( )0 1 2, , / 0,1/ 4,1/ 3d d d T = 的多重路徑雷力衰減通道下的平均干擾 

 

 

 

圖 4. 8：transmission 2：在 ( ) ( )0 1 2, , / 0,1/ 4,1/ 3d d d T = 的多重路徑雷力衰減通道

下，位元錯誤率對 0/bE N  

（×10-4） 
N=1, 

M=1 

N=2, 

M=1 

N=3, 

M=1

N=1, 

M=2

N=2, 

M=2

N=3,

M=2

N=1, 

M=3 

N=2, 

M=3 

N=3,

M=3

Transmission 

1 
39 22 10.4 9.32 7.09 3.5 10.1 3.76 1.55

Transmission 

2 
28 27 21 29 19 12 18 11 5.04
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    接著我們來比較 CL-Q2PSK 訊號與 OQ2PSK 訊號的平均位元錯誤率，在圖 4.10

中為 ( ) ( )0 1, / 0,1/ 4d d T = 的多重路徑雷力衰減通道下，CL-Q2PSK 訊號與 OQ2PSK

訊號的平均位元錯誤率對 0/bE N 比較圖，圖中在相同的頻譜旁波衰減速度為 8f − 的

情況下，N=3 的 CL-Q2PSK 訊號與 N=1, M=2 的 OQ2PSK 訊號有幾乎一樣的平均位

元錯誤率；而在頻譜旁波衰減速度都為 10f − 的情況下，N=2, M=2 的 OQ2PSK 訊號

可以達到比 N=4 的 CL-Q2PSK 訊號還要低的平均位元錯誤率；同樣在頻譜旁波衰

減速度都為 12f − 的情況下，N=3, M=2的OQ2PSK訊號可以達到比N=5的CL-Q2PSK

訊號還要低的平均位元錯誤率。在相同頻譜旁波衰減速度下，偏移正交-正交相位

鍵移訊號可以藉由選擇不同的 N, M 來達到比 CL-Q2PSK 訊號要低的平均位元錯誤

 

圖 4. 9：在 ( ) ( )0 1 2, , / 0,1/ 4,1/ 3d d d T = 的多重路徑雷力衰減通道下，平均位元錯

誤率對 0/bE N  



 

 55

率，這時候就要在訊號頻譜效率與錯誤率間，來選擇最合適的 N 與 M。 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4. 10：在 ( ) ( )0 1, / 0,1/ 4d d T = 的多重路徑雷力衰減通道下，CL-Q2PSK 訊號與

OQ2PSK 訊號的平均位元錯誤率對 0/bE N 比較 
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第五章 結論 
 

    在本篇論文中，我們提出了一種新的調變方法，偏移正交-正交相位鍵移（offset 

quadrature-quadrature phase shift keying, OQ2PSK），藉由設計一組更為平滑

（smoother）且正交的資料成形脈波（data shaping pulse）使得訊號頻譜的旁波

（sidelobe）在 f → ∞ 時可以達到 ( )2 2N Mf − + − 以上的衰減速度，且在波形階數（pulse 

order）M 為奇數時，將會加快旁波的衰減而達到 ( )2 4N Mf − + − 的速度。在和 CL-Q2PSK

相比較時，我們發現偏移正交-正交相位鍵移可以以較小的主波（mainlobe）寬度

達到與 CL-Q2PSK 相同的旁波衰減速度，也就是說偏移正交-正交相位鍵移有較高

的頻譜效率（spectral efficiency）。在第三章中我們有討論到，在相同的 N M+ 且

20N M+ < 的情況下，欲達到最高的頻譜效率，首先要選擇M 為奇數，且M 越小

時頻譜越密集，頻譜效率越高。經由模擬我們發現藉由讓此訊號中的正交成份

（quadrature component）和同相成份（in-phase component）有一個一半符元時間

（symbol time）的延遲，則在相同的衰減速度下，偏移正交-正交相位鍵移的峰值

對平均功率比（peak-to-average power ratio, PAPR）將會比 CL-Q2PSK 還要小。 

    在加成性白高斯雜訊（addictive white Gaussian noise，AWGN）通道下，偏移

正交-正交相位鍵移的位元錯誤率與傳統的四位元相位鍵移（quadrature-quadrature 

phase shift keying, Q2PSK）相同。而在多重路徑雷力衰減（multipath Rayleigh fading）

通道下，偏移正交-正交相位鍵移的位元錯誤率將隨著波形階數 N 與M 的不同，而

造成不同大小的碼際戶擾（ inter-symbol interference, ISI）和相互碼際戶擾

（cross-symbol interference, CSI）影響，進而影響效能的好壞，而我們藉由定義平

均干擾（average interference, AI）來作為判斷系統效能好壞的指標。最後比較與

CL-Q2PSK 在多重路徑雷力衰減通道下的位元錯誤率時我們發現在相同的頻譜旁

波衰減速度下，偏移正交-正交相位鍵移可以藉由選取適當的 N 與M ，達到較低的

位元錯誤率。 

    在相同的 N M+ 下，選擇 1M = ，可以達到最佳的頻譜效率，但在多重路徑雷

力衰減通道下，此訊號可能有較高的位元錯誤率，所以必須在頻譜效率與位元錯

誤率間有所取捨，選擇最適當的 N 與 M。 
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附錄 
 

(A) 

    證明偏移正交-正交相位鍵移（offset quadrature-quadrature phase shift keying, 

OQ2PSK）的兩個資料成形脈波（data shaping pulse） ( )1h t 和 ( )2h t 仍然滿足相互正

交的特性，也就是 

( ) ( )
0.5

1 2

0.5

0
T

T

h t h t dt
−

=                      （A.1） 

證明： 

    將 ( ) ( ) ( )1 1h t g t p t= ， ( ) ( ) ( )2 2h t g t p t= 代入（A.1）式中，可得 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

2 2

2 2

1

2

0.5

1 2

0.5

0.5
1 1 1 1

0 00.5

2 2 2 2

0 1

1

2( ) 2( )1
cos cos

2

2( ) 2( )1
sin sin

2

1

8

T

T

T M N
N

m n
m nT

M N
N

m n
m n

m
n

g t p t g t p t dt

m n t m n t
a C

T T

m n t m n t
a C dt

T T

a

π π

π π

−

= =−

= =

=

      

  + −     = +          
 + −    × −          

=



 

 

2 1 2

1 2 1

0.5
1 1 2 2

0 0 0 0.5

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

2( )
sin

2( ) 2( )
sin sin

2( ) 2( )
sin sin

2( )
sin

TM M N N
N N
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m m n T

m n m n t
a C C

T

m n m n t m n m n t

T T

m n m n t m n m n t

T T

m n m n t

T

π

π π

π π

π

= = = −

 + + + 
  

 
+ − − + + −   − −   

   
+ − + − + +   + +   

   
− − −−

  

1 1 2 2

1 1 2 2

2( )
sin

2( )
sin

m n m n t

T

m n m n t
dt

T

π

π

− + −  −   
   

− − +  +  
 

 （A.2） 

由（A.2）式中的第一項積分可以推得 

( ) ( )

0.5
1 1 2 2

0.5

1 1 2 2 1 1 2 2

2( )
sin

cos ( ) cos ( )

0

T

T

m n m n t
dt

T

m n m n m n m n

π

π π
−

+ + + 
 
 

= − + + + + + + +
=


  （A.3） 
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同理可得其他積分項也都為零，所以無論係數 ma 為何 ( ) ( )
0.5

1 2

0.5

0
T

T

h t h t dt
−

= 必成立。 

 

 

（B） 

    以下我們將證明在論文中所提出的係數 a 能符合旁波快速衰減條件（fast 

sidelobe-decaying constraint）2，且此時的旁波衰減階數（sidelobe-decaying order）

為K N M= + ，即須証明 

( ) 0kΔ =a 當 N Mk +∈ 且 ( ) 0N M+Δ ≠a         （B.1） 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1
M N

m n k kN
k m n

m n

a C n m n m
= =

   Δ = − − + + −     
 a 。 

證明： 

    我們定義波形階數（pulse order）為M 的脈波 ( )g t 中，每個餘弦波前的係數 ma

所形成的向量 0 1[ ]Ma a a=a  為 

1,   M
m m Ma C m M+= ∈ ∈ 且               （B.2） 

將（B.2）式代入（B.1）中，則此時的 ( )kΔ a 可以表示成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1
M N

m n k kM N
k m n

m n

C C n m n m
= =

   Δ = − − + + −     
 a    （B.3） 

由前面（3.18）式可以知道，無論 a 為何， ( ) 0kΔ =a ，當 Nk ∈ ，而當 k N≥ 時

( ) 0kΔ ≠a ，也就是在（B.3）式中，我們只需要考慮 N M Nk +∈ −  時 ( )kΔ a 是否

會等於零，也就是只要證明 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1 0,
M N

m n N j N jM N
N j m n M

m n

C C n m n m j
+ +

+
= =

   Δ = − − + + − = ∈     
 a  （B.4） 

接下來我們再假設下列兩個變數 ( )j mα 及 ( )j mβ 以方便證明， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0

1 1

1 1

N
m n N jN

j n
n

N
m n N jN

j n
n

m C n m

m C n m

α

β

+

=

+

=

 = − − +  
 = − − −  




          （B.5） 

由（B.5）式，我們可以將（B.4）寫成 
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( ) ( ) ( ) ( ){ }
0

1 0,
M

mM
N j m j j M

m

C m m jα β+
=

 Δ = − + = ∈ a       （B.6） 

而（B.6）式欲成立，即下列（B.7）和（B.8）兩式需同時成立， 

( ) ( )
0

1 0,
M

mM
m j M

m

C m jα
=

 − = ∈               （B.7） 

( ) ( )
0

1 0,
M

mM
m j M

m

C m jβ
=

 − = ∈               （B.8） 

首先我們先證明（B.7）式， 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

0 0

1

1 1

M
mM

m j
m

M N
m n N jM N

m n
m n

C m

C C n m

α
=

+

= =

 − 

 = − − +  



 
 

接著利用二項式定理將 ( )N j
n m

++ 展開可得 

( )

( ) ( )
0 0 0

0 0 0

1

1 1

N jM N
n m M N N j l N j l

m n l
m n l

N jM N
m nM N j N j l N l
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m l n

C C C n m

C C m C n
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= = =

+
+ + −

= = =

−

 = − −  

 

  
 

接著利用[12, equation 0.154.3]中的恒等式，所以 ( )
0

1 0
N

n N l
n

n

C n
=

− = , Nl ∈ ，可以得

到 

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0

1 1

1 1

N jM N
m nM N j N j l N l

m l n
m l N n

N jN M
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  

  
 

最後因為 Mj ∈ ，所以0 1N j l M≤ + − ≤ − ，在一次利用[12, equation 0.154.3]中的

恒等式，可得 ( )
0

1 0
M

m M N j l
m

m

C m + −

=

− = ，故 ( ) ( )
0

1 0,
M

mM
m j M

m

C m jα
=

 − = ∈   得證。同

理（B.8）式也可以利用相同的方法證明，所以我們所提出的係數 a確實能符合旁

波快速衰減條件 2，且旁波衰減階數K N M= + ，使 ( )S f 以 ( )2 2N Mf − + − 的速度衰減。 
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（C） 

證明當波形階數M 為奇數時，則下列式子會成立 

( ) ( ) ( ){ }
0

( ) 1 0
M

mM
N M m M M

m

C m mα β+
=

Δ = − + =  a       （C.1） 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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   Δ = − − + + −     
 a ，且 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0

1 1

1 1

N
m n N MN

M n
n

N
m n N MN

M n
n

m C n m

m C n m

α

β

+

=

+

=

 = − − +  
 = − − −  




 

證明： 

首先利用二項式定理將 ( )M mβ 中的 ( )N M
n m

+− 展開 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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接著利用[12, equation 0.154.3]中的恒等式， ( )
0

1 0
N

n N j
n

n

C n
=

− = 當 Nj ∈ ，可以得到 
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最後，因為0 N M j N M≤ + − ≤ + ，在一次利用[12, equation 0.154.3]中的恒等式，

可以推得  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

1 1 1 1
M N M

m M n mM N N N M M M
m M n N m

m n m

C m C n C C mβ +

= = =

 − = − − −  
      （C.2） 

同理，我們可以得到 

( ) ( )
0 0 0

1 ( 1) ( 1)
M N M

mM n N m M
m M

m n m

N N M M
C m n m

n N m
α

= = =

+       
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      
     （C.3） 

從（C.2）式和（C.3）式，我們可以得到 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0

1 1

1 1

M M
m mM M

m M m M
m m

M M
m mM M

m M m M
m m

C m C m M

C m C m M

α β

α β

= =

= =

 − = −

 − = − −


 

 

，如果 為偶數

，如果 為奇數

 （C.4） 

由（C.4）式可得到，當M 為奇數時，將使得（C.1）式確實會成立。 


