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中文摘要

本文中, 對於二維靜態異向性彈性問題, 提出利用座標轉換的觀點, 只要取得適當的

座標轉換, 使得通解能明顯的顯現出來, 並且不只一種座標轉換能使通解顯現出來, 而有

三種座標轉換能使通解顯現出來, 每一種座標轉換可以得到一組共軛向量場, 因此二維異

向性彈性力學統御方程式之通解, 經由此方法可得到通解型式為三組共軛向量相加, 此結

果與 Stroh 方法所求得結果相同, 此外在推導過程中可以發現, 兩個方法所需求解之二次

特徵值問題相同, 但此方法受到二維問題之限制。

對於靜態異向性彈性問題, 本文又提出了另一個方法, 對於四階模數張量作兩次特

徵值問題, 並且在第二次特徵值問題中會發現正交性, 利用此正交性即可挑選出適當的通

解型式。 此方法之優點在於不再受到維度之限制, 因此對於動態異向性彈性問題或是電磁

彈異向性彈性問題, 只要將其統御方程式改寫, 即可對其改寫後的四階模數張量先進行奇

異值分解, 之後再進行一次特徵值問題, 同樣可以發現正交性, 並利用其正交性即可挑選

出適當的通解型式。

關鍵字: 異向性彈性力學、電磁彈異向性彈性力學、 克氏分析、 複變分析、四元數分析、Stroh

方法、 二次特徵值問題

ii



Abstract

For the two dimentional problem of static anisotropic elasticity, we use a view-

point of coordinate transformation. As long as we take appropriate coordinate

transformation. The general solution will be appear, and not only a coordinate

transformation can let general solution appear. In generality, there exist three co-

ordinate transformation which can let general solution appear. Each coordinae

transformation get a pair conjugate vector field. Therefore, the general solution of

the anisotropic elastic governing equation will be summation of three pair conjugate

vector feild. And then we compare above result and Stroh formalism. It is the same.

Besides, we can prove the quadratic eigenvalue problem of two method. it is the

same. But the method is restricted by two dimentional problem.

For the static anisotropic elastic problem, we propose other method. We do

twice eigenvalue problem for the fourth order tensor of elastic modulus. And then

we can find the orthogonal property in second eigenvalue problem. According to

the orthogonal property, we can choose appropriate the form of general solution.

The advantage of second method is not restricted by two dimentional problem. For

the problem of dynamic anisotropic elasticity or static anisotropic magneto-electro-

elasticity, we only rewrite the governing equation. And then, we do singular value

decomposition for new fourth order tensor. And then, we do eigenvalue decompo-

sition again. The orthogonal property will be appear. Therefore, we can choose

appropriate the form of general solution of dynamic anisotropic elasticity or static

anisotropic magneto-electro-elasticity according to the orthogonal property.

Keyword:anisotropic elasticity,anisotropic magneto-electro-elasticity,clifford analy-

sis,complex analysis,quaternion analysis,Stroh formalism,quadratic eigenvalue prob-

lem
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第 1 章 導論

1.1 文獻回顧

在異向性彈性力學中, 組成律 (constitutive law) 根據異向性強弱程度, 最複雜的情

況下, 會有二十一個材料常數。 幾種有系統的解題方法, 往往限制應力與位移只與三維空

間座標其中二維相關, 即只解二維問題。 例如 Muskhelishvili [1, 2, 3]針對二維等向性彈

力問題, 推導出了雙調和方程式 (biharmonic equation) , 並經過推廣可根據根據邊界條

件選擇適當之 Airy 應力函數之雙調和函數 (biharmonic function) 即可求解出應力分布。

Stroh[7, 8]提出可以解出二維異向性彈性之統御方程式之通解, 其中位移向量為三對共軛

複變向量場, 每個複變向量場方向處處相一致, 但其大小與函數 f(x1+px2) 相關。 特別需

要注意的是, 該解題方法利用了複變分析, 不論是最複雜的異向性材料或是最簡單的等向

性材料, 其解均必須利用到複變分析。Lekhntitskii[5, 6]提出滿足力平衡方程式之應力函

數, 並推導出協調條件可以被分解為六個一階微分算子。 Stevenson 利用複變、 應力平衡

及變位諧和條件, 提出複變勢函數, 並且可運用複變勢函數直接描述位移函數。 Ting[4]等

人利用應力函數, 將 Stroh 方法改寫為六維特徵值問題, 洪[18]等人利用克氏代數分析了

二維彈力問題。 至於三維異向性彈力問題, 目前也有許多成果, 例如 Wu[10]利用 Radon

轉換, 使得 Stroh 方法能推廣至三維異向性彈力問題。Piltner[11, 12, 13]利用複變函數描

述三維彈力問題。Barber,Ting[14]提供部分異向性彈力問題之通解型式, 並且此通解型式

可利用 Stroh 方法求解, 使得 Stroh 方法能夠推廣至三維問題。

1.2 研究動機與目的

根據文獻回顧可以發現, 由於廣義異向性彈性力學之統御方程式解題困難, 導致目前為止

主要之解題貢獻在於二維問題, 即將三維問題簡化至二維問題, 再以二維問題來求解。 因

此如何直接求解三維彈力問題, 就變成一相當具有挑戰性的問題。 在文獻中很容易注意到

在解二維異向性彈性問題時, 複變分析的地位不可或缺 ,並且在二維問題中,通解之型式通

常為全純函數 (holomorphic function) 及反全純函數 (anti-holomorphic funciotn) 。 此

外在複變分析中全純函數既滿足 Navier-Cauchy 方程式又是調和函數, 具有相當良好之

性質。 故此主要目的便是如何將異向性彈性之統御方程式推導為含有 Laplace 方程式之

型式, 如此一來即可簡單利用滿足Laplace 方程式之通解, 即可得到一組全純函數 (holo-
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morphic function) 及反全純函數 (anti-holomorphic funciotn) , 並試圖將其推廣至三維

問題。 一但突破在維度上之限制, 如此一來在不論是三維靜態電磁異向性彈性問題或是動

態異向性彈性問題, 均能獲得突破。

第 2 章 數學基礎

在此先簡介一些在本文中所需的數學基礎,一開始先簡單介紹標準特徵值問題 (stan-

dard eigenvalue problem) 、 廣義特徵值問題 (generalized eigenvalue problem) 及二次

特徵值問題 (quadratic eigenvalue problem) 。 接著再簡介 Stroh 方法及其與二次特徵值

問題 (quadratic eigenvalue problem) 之關係。 最後簡介各種克氏代數 (Clifford algebra)

及克式分析 (Clifford analysis) 與 Laplace 算子之間的關係。

2.1 特徵分解

在二階張量中, 特徵值與特徵向量是非常重要的性質, 其為一任意二階張量均含有

其特定的特徵值與特徵向量, 並且與座標無關。 也就是對於同一二階張量進行不同的座標

轉換, 其特徵值不變而其特徵向量雖然分量不同, 但其方向仍然相同。 並且此結果一方面

也落實了張量之特質, 不同的座標描述出來的張量形式雖然不同, 但是不影響張量之本質。

首先考慮
∑
j

Aijxj = yi , 倘若 xj 與 yi 方向相同, 彼此只相差一比例關係, 此方向

即可稱作該系統的特徵方向, 因此特徵值問題可直接寫為:

n∑
j=1

Aijxj = ξxi

n∑
j=1

(Aij − ξδij)xj = 0 (1)

其中 Aij 為二階張量,xj 為向量, ξ 為純量, (i = 1, 2, ..., n)

由於 xj = 0 為平庸解 (trivial solution) , 所以需要的是 xj ̸= 0 , 接著求解特徵多

項式 (Characteristic polynomial) 即可得到特徵值。

P (ξ) = det[Aij − ξδij] = 0

其中 P (ξ) 為特徵多項式。

2



求得特徵值後, 在代入(1) 式, 由於 det[Aij − ξδij] = 0 , 相應不同特徵值會得到不

同之特徵向量, 當然求解特徵值與特徵向量時會有同根或特徵向量不足等的問題。 但以上

問題並非本文討論範疇, 故在本文就不詳加描述, 僅列下本文所需之特性。

特性 1. 實對稱矩陣其特徵值問題必存在足夠的特徵向量。

特性 2. 實對稱矩陣其特徵值必為實數並且其特徵向量彼此之間必定正交。

以上所討論的特徵值問題, 在文獻[9]中, 被稱為標準特徵值問題 (standard eigen-

value problem) , 為廣義特徵值問題 (generalized eigenvalue problem) 之特例。 而廣義

特徵值問題描述如下。

n∑
j=1

(Aij − ξBij)xj = 0

其中 Aij, Bij 為二階張量, ξ 為特徵值, xj 為特徵向量, (i = 1, 2, .., n) , 此外還有另一種

更廣義之特徵值問題為二次特徵值問題 (quadratic eigenvalue problem)。

n∑
j=1

(Aij − ξBij − ξ2Cij)xj = 0

其中 Aij, Bij, Cij 為二階張量, ξ 為特徵值, xj , (i = 1, 2, .., n) 為特徵向量, 其解法與標

準特徵值問題 (standard eigenvalue problem) 無異, 故在本文就不詳加描述。

2.1.1 譜分解

考慮一實數二階張量 Aij (i, j = 1, 2, ..., n) , 而其必存在一組特徵值及一正交張量

Qir (i, r = 1, 2, ..., n) , 可將 Aij 表達為:

Aij =
n∑

r,s=1

QirΛrsQjs (2)

其中Λrs 為對角方陣, 其對角線上均為特徵值。

此外式(2), 還有另一型式的表達方法,

Aij =
n∑

r=1

ξrQirQjr

其中 ξr 為不同之特徵值, Qir 為二階正交張量。
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2.1.2 奇異值分解

考慮一實數二階張量 Aij (i = 1, 2, ..., n) (j = 1, 2, ..., n) , 而其必存在一組特徵

值、 一正交張量 Uil (i, l = 1, 2, ...,m) 及另一正交張量 Vjk (j, k = 1, 2, ..., n), 可將 Aij

表達為:

Aij =
n∑

l=1

m∑
k=1

UilSlkVjk (3)

其中 Slk 為對角陣, 其對角線上均為特徵值, 並且其特徵值均為正實數。

同樣的, 式(3) 還有另一型式的表達方法,

Aij =

p∑
r=1

ξrUirVjr

其中 ξr 為不同之特徵值, Uir, Vjr 均為正交張量, p = min[n,m]。

2.2 Stroh 方法

結合彈性力學組成律 σij = Cijklϵkl 、 平衡條件 σij,j + ρbj = 0 與機動諧和條

件 ϵij = 1
2
(ui,j + uj,i) , 則可得到以位移表示之統御方程式。 在等向性 (isotropic) 材

料中 Cijkl = µ(δikδjl + δilδjk) + λδijδkl 即為著名之納維柯西方程式 (Navier-Cauchy

equations) 。 此外在本文中不使用愛因斯坦求和約定 (Einstein summation convention)

的符號法則。

σij =
3∑

k,l=1

Cijklϵkl →
3∑

j,k,l=1

Cijkluk,lj = 0 (4)

其中 σij 代表應力張量 Cijkl 代表彈性勁度張量 ϵkl 代表應變張量, uk 代表位移, 逗號表

示微分。

根據應力張量的對稱性與超彈性 (hyperelasticity) 的假設, 可知 Cijkl 具有以下之

對稱性及正定性質,

Cijkl = Cklij (5)

Cijkl = Cjikl (6)

3∑
i,j,k,l=1

Cijklui,juk,l ≥ 0, (7)
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其中式 (5)表示應力張量對稱導致之對稱性 ,式 (6)表示超彈性導致之對稱性, 並且根據熱

力學可知能量恆大於等於零, 因此式 (7) 表示超彈性所需滿足之正定條件。 此外, Cijkl =

Cklij 也稱為主對稱, Cijkl = Cjikl 也稱為次對稱, 並且利用主、 次對稱可以直接得到另一

個次對稱之性質。

在文獻[4, 7, 8]中, 對於二維彈力問題, 先簡化位移場 uk(x1, x2, x3) (k = 1, 2, 3)

使其只與 x1, x2 相關, 即為 uk(x1, x2) (k = 1, 2, 3) 。 並且由於維度已縮減為二維, 所以

j, l = 1, 2 , 因此將式 (4) 之 j, l 展開相加, 可表達為:

3∑
k=1

{Ci1k1
∂2

∂x1
2 + (Ci1k2 + Ci2k1)

∂2

∂x1∂x2
+ Ci2k2

∂2

∂x2
2}uk = 0 (8)

其中 (i = 1, 2, 3)。

並且根據文獻[4],Stroh 提出通解之自變數 x1, x2 應為一線性組合關係 (x1 + px2)

, 因此令 uk 為以下型式:

uk = akf(z), (k = 1, 2, 3) (9)

其中 z = x1 + px2 , f(z) 為一可解析函數 (analytic function) , ak (k = 1, 2, 3) 為純量

常數。 將式(9) 直接帶入式 (8), 可得

3∑
k=1

{Ci1k1 + p(Ci1k2 + Ci2k1) + p2Ci2k2}ak
∂2

∂z2
f(z) = 0,

故可知上式之解有 ak
∂2

∂z2
f(z) = 0 及 ak

∂2

∂z2
f(z) ̸= 0 , 其中 ak

∂2

∂z2
f(z) = 0 為平庸解

(trivial solution), 此外由於 ak
∂2

∂z2
f(z) ̸= 0 因此消去 ∂2

∂z2
f(z) 後, 上式可變為二次特徵

值問題 (quadratic eigenvalue problem)。

3∑
k=1

(Ci1k1 + p(Ci1k2 + Ci2k1) + p2Ci2k2)ak = 0 (10)

3∑
j,k,l=1

Cijkl(δj1 + pδj2)(δl1 + pδl2)ak = 0 (11)

其中 δij 為克羅內克函數 (Kronecker delta)。

δij =

 1 i = j

0 i ̸= j
(12)
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由於滿足超彈性之假設, 因此式(9) 必須滿足式 (7)。

3∑
i,k=1

2∑
j,l=1

Cijklui,juk,l

=
3∑

i,k=1

2∑
j,l=1

Cijkl(δj1 + pδj2)ai(δl1 + pδl2)ak ≥ 0 (13)

但比較式 (11) 後會發現, 若 p ∈ R 會導致能量為零, 故 p ∈ C 。

由於 Cijkl 均為實數, 因此求解二次特徵值問題之特徵多項式 (characteristic poly-

nomial) 必為六次實係數多項式, 並且根據上述結果 p ∈ C , 可以確定式(10) 所求出來的

六個特徵值 p 及其相對應之特徵向量 ak 均為複數, 並且是三組共軛複數根:

a
(α)
k = ā

(α+3)
k p(α) = p̄(α+3) (k = 1, 2, 3)

其中 p(α) 為由 (10) 式所求出之不同 p , a
(α)
k 為由 (10) 式所求出之不同 ak。

由 p(α) 及 a
(α)
k 其相對應的共軛關係, 倘若所有的 p(α) 均不相同, 則通解的型式可

以表達成:

uk =
3∑

α=1

{a(α)k f (α)(z(α)) + ā
(α)
k f̄ (α)(z̄(α))}

= 2Re[
3∑

α=1

a
(α)
k f (α)(z(α))]

其中 Re[ ] 表示取實數部分, z(α) 為 x1 + p(α)x2, f
(α)(z(α)) 為相對應 z(α) 之複變函數,

f
(α)

(z(α)) 為相對應 f (α)(z(α)) 之共軛複變函數。 此外 f (α)(z(α))還可表示為 f (α)(z(α)) =

f
(α)
R (x1, x2)+if

(α)
I (x1, x2) , 其中 f

(α)
R (x1, x2), f

(α)
I (x1, x2) 為實數函數, 並且滿足 Cauchy-

Riemann 條件。

2.3 複變、 四元數及克氏分析

複變分析被視作重要的解題方法, 在彈力、 流體力學中, 運用複變代數的解題方法已為相

當重要之方法, 但其缺點是常常受制於二維之限制。 而本文在此, 將藉由超複變分析或稱

克式分析, 將試圖推廣此優點至高維, 並運用在三維異向性彈性力學之中, 以下為各代數

之簡介。
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2.3.1 複變代數及複變分析

一任意複數 a 均可表達為:

a = a2 + ia1 ∈ C, a1, a2 ∈ R

其中 a2 為複數之實數部分, a1 為複數中虛數部分, i =
√
−1 為虛數單位。 任意複數 a 均

有相對應的共軛 (conjugate) 複數 ā。

a = a2 − ia1 ∈ C

其中, 共軛具有以下之性質:

i = −i

uv = ūv̄ = v̄ū, u, v ∈ C

一任意複變函數且其自變數為 2 維實數 (x ∈ Ω ⊂ R2) 之複數函數, 均可表達為以

下之形式, 在此 Ω 表示領域 (domain)。

f(x) = f2(x) + if1(x) (14)

其中 fi : R2 → R, (i = 1, 2) , f : R2 → C

在以上的討論基礎下, 複數的微分算子 (complex differential operator) 可以表達

為以下之型式:

DC =
∂

∂x2
+ i

∂

∂x1
(15)

此即著名的 Cauchy-Riemann 算子, 而其共軛 (conjugate) 形式為:

DC =
∂

∂x2
− i

∂

∂x1
(16)

且可以證明出以上算子相當於 2 ∂
∂z

及 2 ∂
∂z

。

根據式(15) 及式 (16), 可以表達出複數微分算子 (complex differential operator)

與 2 維 Laplace 算子 之間的關係:

∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
=: △2 = DCDC = DCDC

其中 △2 為 2 維 Laplace 算子。
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倘若 f(x) = f2(x) + if1(x) 滿足 DCf(x) = 0, 則 f(x) 滿足著名的 Cauchy-

Riemann 條件。

∂f2
∂x2

− ∂f1
∂x1

= 0

∂f1
∂x2

+
∂f2
∂x1

= 0

f(x) = f2(x) + if1(x) 為全純函數 (holomorphic function), 在複變分析中全純函數即

為可解析函數 (analytic function) , 此外若 f(x) 滿足 DCf(x) = 0, 則 f(x) 為反全純

函數 (anti-holomorphic function)。

接著討論 f(x) 滿足 2 維 Laplace 算子, 則其通解可以描述為:

f(x) = f(z) + f(z)

其中 z = x1 + ix2 , z = x1 − ix2 , f(x) 為調和函數 (harmonic function) , f(z) 為全

純函數 (holomorphic function), f(z) 為反全純函數 (anti-holomorphic function)。

2.3.2 四元數代數及四元數分析

一任意四元數 a 均可表達為:

a = a4 + e1a1 + e2a2 + e3a3 ∈ H, a1, a2, a3, a4 ∈ R (17)

其中 ekel + elek = −2δkl, (k, l = 1, 2, 3) 且 e1e2 = e3 , e2e3 = e1 , e3e1 = e2 。 文獻上

常見, e1, e2, e3 記成 i, j, k ,而 a4 記成 a0 。 任意四元數 a 均有相對應的共軛 (conjugate)

四元數 a

a = a4 − e1a1 − e2a2 − e3a3 ∈ H (18)

其中, 共軛 (conjugate) 帶有以下之性質:

ek = −ek, k = 1, 2, 3

uv = ūv̄, u, v ∈ H (19)

一任意四元數函數且其自變數為 4 維實數 (x ∈ Ω ⊂ R4) 之, 均可表達為以下之形

式:

f(x) = f4(x) + e1f1(x) + e2f2(x) + e3f3(x)

其中 fi : R4 → R, (i = 1, 2, 3, 4) , f : R4 → H。
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在以上的討論基礎下, 四元數的微分算子 (quaternion differential operator) 可以

表達為以下之型式:

DH =
∂

∂x4
+ e1

∂

∂x1
+ e2

∂

∂x2
+ e3

∂

∂x3
(20)

此算子即為 Fueter operator, 而其共軛 (conjugate) 形式:

DH =
∂

∂x4
− e1

∂

∂x1
− e2

∂

∂x2
− e3

∂

∂x3
(21)

根據式 (20) 及式 (21), 可以表達出四元數微分算子與 4 維 Laplace 算子 (Laplace op-

erator) 及達朗貝爾算子 (d’Alembert operator) 之間的關係。

4∑
i=1

∂2

∂x2i
=: △4 = DHDH = DHDH

� = DHDH

其中 △4 為四維 Laplace 算子 , � 為達朗貝爾算子 (d’Alembert operator)。

倘若 f(x) = f4(x) + e1f1(x) + e2f2(x) + e3f3(x) 滿足 DHf(x) = 0 , 則 f(x) 滿

足 Fueter 條件。

∂f4
∂x4

− ∂f1
∂x1

− ∂f2
∂x2

− ∂f3
∂x3

= 0

∂f1
∂x4

+
∂f4
∂x1

+
∂f3
∂x2

− ∂f2
∂x3

= 0

∂f2
∂x4

− ∂f3
∂x1

+
∂f4
∂x2

+
∂f1
∂x3

= 0

∂f3
∂x4

+
∂f2
∂x1

− ∂f1
∂x2

+
∂f4
∂x3

= 0

f(x) = f4(x) + e1f1(x) + e2f2(x) + e3f3(x) 為四元數全純函數 (H-holomorphic func-

tion), 此外若 f(x) 滿足DHf = 0 , 則稱 f(x) 為四元數反全純函數 (H-antiholomorphic

function), 此外由於滿足 DHf(x) = 0 及 DHf(x) = 0 必滿足四維 Laplace 方程式, 因

此四元數全純函數及四元數反全純函數均為調和函數。

2.3.3 複數四元數

倘若式(17) 中 a1, a2, a3 及 a4 為複數, 此代數系統則稱作複數四元數代數 H(C),

其與三維克利夫代數(Clifford algebra) Cℓ3 同構 (isomorphic)。
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2.3.4 純四元數及 Moisil-Teodorescu 算子

若式(17) 中 a4 = 0 , 即去掉其中純量的部分且自變數定義為 (x ∈ Ω ⊂ R3) , 則四

元數則變成純四元數 (pure quaternion)。 則其微分算子 (differential operator) 為:

∇H = e1
∂

∂x1
+ e2

∂

∂x2
+ e3

∂

∂x3
(22)

此即為 Moisil-Teodorescu 算子 , 而其共軛 (conjugate) 型式為:

∇H = −e1
∂

∂x1
− e2

∂

∂x2
− e3

∂

∂x3
= −∇H (23)

根據式 (22) 及式 (23), 可以表達出純四元數微分算子 (pure quaternion differential op-

erator) 與 3 維 Laplace 算子 △3 之間的關係。

3∑
i=1

∂2

∂x2i
=: △3 = ∇H∇H = ∇H∇H = −∇H∇H

其中 △3 為 3 維 Laplace 算子。

倘若 f(x) = e1f1(x) + e2f2(x) + e3f3(x) 滿足 ∇Hf(x) = 0 , 則 f(x) 滿足

Moisil-Teodorescu 條件。

0 +
∂f1
∂x1

+
∂f2
∂x2

+
∂f3
∂x3

= 0 (24)

∂f4
∂x1

+ 0− ∂f2
∂x3

+
∂f3
∂x2

= 0 (25)

∂f4
∂x2

+
∂f1
∂x3

+ 0− ∂f3
∂x1

= 0 (26)

∂f4
∂x3

− ∂f1
∂x2

+
∂f2
∂x1

+ 0 = 0 (27)

f(x) = e1f1(x) + e2f2(x) + e3f3(x) 稱為單基因函數 (monogenic function), 由於此函

數必滿足 3 維 Laplace 算子, 故又稱作調和函數。

根據文獻[15], 我們可知滿足 3 維 Laplace 算子, 其解表示為:

f = f1 + xf2

其中 f1, f2 為單基因函數 (monogenic function), x = x1e1 + x2e2 + x3e3。
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此外純四元數若應用於三維空間則式(24) 可被解釋散度為零即為 divf = 0 , 而式

(25)、 式 (26) 及式 (27) 則可被解釋為在 x2, x3 平面、 x1, x3 平面及 x1, x2 平面上旋度

為零, 簡而言之式 (24)、 式 (25)、 式 (26) 及式 (27) 描述了此向量場 f(x) 具有不可壓縮

及不可旋轉之性質。

2.3.5 簡化四元數及 Riesz 算子

簡化四元數的集合為四元數代數的子空間, 標記為 Hr , 接著定義其領域 (domain)

也縮減為三維 (x ∈ Ω ⊂ R3) , 則四元數則變成簡化四元數 (reduced quaternion)。 在此

Ω 表示領域 (domain)。

一任意簡化四元數 a 均可表達為:

a = a3 + e1a1 + e2a2 ∈ Hr, a1, a2, a3 ∈ R

其中 ekel + elek = −2δkl, (k, l = 1, 2)。

一任意自變數為三維實數 (Ω ⊂ R3) 之簡化四元數函數 f(x) : Ω ⊂ Hr , 均可表達

為以下之形式:

f(x) = f3(x) + e1f1(x) + e2f2(x)

其中 fi : R3 → R, (i = 1, 2, 3) , f : R3 → Hr。

在以上的討論基礎下,簡化四元數的微分算子 (reduced quaternion differential op-

erator) 可以表達為以下之型式:

DHr =
∂

∂x3
+ e1

∂

∂x1
+ e2

∂

∂x2
(28)

此即 Riesz 算子 , 而其共軛 (conjugate) 形式:

DHr =
∂

∂x3
− e1

∂

∂x1
− e2

∂

∂x2
(29)

根據式(28) 及式 (29), 可以表達出簡化四元數微分算子 (reduced quaternion dif-

ferential operator) 與 3 維 Laplace 算子 之間的關係。

3∑
i=1

∂2

∂x2i
=: △3 = DHrDHr = DHrDHr

其中 △3 為 3 維 Laplace 算子。
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倘若 f(x) = f3(x) + e1f1(x) + e2f2(x) 滿足 DHrf(x) = 0, 則 f(x) 滿足 Riesz

條件。

∂f3
∂x3

− ∂f1
∂x1

− ∂f2
∂x2

= 0

∂f3
∂x1

+
∂f1
∂x1

+ 0 = 0

∂f3
∂x2

+ 0 +
∂f2
∂x3

= 0

0 +
∂f3
∂x3

− ∂f2
∂x1

= 0

f(x) = f3(x) + e1f1(x) + e2f2(x) 稱為單基因方程式 (monogenic function) , 由於函數

必滿足 3 維 Laplace 算子, 因此也稱為調和函數, 但反之不然。

2.3.6 克氏代數及克式分析

考慮一 n 維歐幾里德空間 Rn 及其一組正交單位化之基底向量 e1, e2, ..., en , 而基

底向量之乘法規則定義為:

ekel + elek = 2δkl, k.l = 1, 2, ..., n

接著定義其共軛 (conjugate) 型式:

uv = ūv̄, u, v ∈ Cℓn

ek = −ek, k = 1, 2, ..., n (30)

根據上述的基底向量, 可以建構出克氏代數的基底 {eα}:

eα = eα1eα2 ...eαk
, α1 < α2 < ... < αk, α ∈ 1, 2, ..., n

除此之外仍須定義純量基底 e∅ = e0 =: 1 最後所有克利夫代數均可以上述基底 {eα},

(α = 0, 1, 2, ..., n) 表示之。 此時再討論若係數均為實數, 則此時克利夫代數 Cℓn 稱為實

數克氏代數 Cℓn(R) 可表達為:

a =
∑
α

eαaα

其中 aα ∈ R , 而 a 則為克氏數 (Clifford number), 同樣的若係數擴大為複數, 則為複數

克式代數 Cℓn(C) 可同樣表達為

a =
∑
α

eαaα

其中 aα ∈ C。
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一任意實數克氏函數, 且其自變數為 (x ∈ Ω ⊂ Rn) , 可以表達為:

f(x) =
∑
α

eαfα(x)

其中 f(x) 為實數克氏函數, 且 fα(x) 為實數函數。

現在考慮二維歐幾里得空間, 並令 e1 及 e2 為正交基底向量, 而其乘法規則為:

e21 = e22 = 1, e1e2 = −e2e1

故二維克利夫代數之基底 {eα} 可以構築為:

{eα} = e0, e1, e2, e1e2

在此零級向量 (0-vector) e0 表示純量基底即為 1 , 一級向量 (1-vector) e1, e2 表示二維

歐幾里得空間中一組正交基底向量, 二級向量 (2-vector) e1e2 表示由 e1 及 e2 所構築出

的二為平面空間基底雙向量 (bivector) , 之後將以 e12 表示之。

至此, 一任意二維實數克氏數 (Clifford number) 均可以表達為:

a = a0e0 + a1e1 + a2e2 + a3e12

= a0 + a1e1 + a2e2 + a3e12

其中 a ∈ Cℓ2(R) , 且 a0, a1, a2, a3 ∈ R。

根據上述的基底向量, 可以定義出一階微分算子:

∇ =:
n∑

i=1

ei
∂

∂xi

此算子稱做迪拉克算子 (Dirac operator) , 根據基底向量的乘法規則, n 維度 Laplace 算

子可以表達為:

n∑
i=1

∂2

∂x2i
=: △ = ∇∇ = ∇2

其中 △ 為 n 維 Laplace 算子。
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2.3.7 克氏代數 Cℓ0,n−1 及 Cℓ0,n−1 之克式分析

考慮一 n 維反歐幾里得空間 ((n-1)-dimensional anti-Euclidean space) R0,n−1 及

其一組正交單位化之基底向量 e1, e2, ..., en−1 , 而基底向量之乘法規則為:

ekel + elek = −2δkl, k, l = 1, 2, ..., n− 1

而其共軛型式可定義為:

uv = ūv̄, u, v ∈ Cℓ0,n−1

ek = −ek, k = 1, 2, ..., n− 1

由此可以構築出一組克式代數之基底 {eα} , 如下:

eα = eα1α2...αk
= eα1eα2 ...eαk

, α1 < α2 < ...αk

其中 αi ∈ {1, 2, ..., n− 1}, 此外仍須在定義純量基底 e∅ = e0 =: 1 , 指此一任意實數克

氏代數 Cℓ0,n−1(R) 均可表達為:

a =
∑
α

eαaα

其中 aα ∈ R。 同樣的, 一任意複數克氏代數 Cℓ0,n−1(C) 均可表達為:

a =
∑
α

eαaα

其中 aα ∈ C。

一任意實數克氏函數 Cℓ0,n−1(R) , 且其自變數為 x ∈ Ω ⊂ R0,n−1, 可以表達為:

f(x) =
∑
α

eαfα(x)

根據上述之正交單位化基底向量及純量基底, 可以定義出一階微分算子, 可表達為:

D =:
∂

∂xn
+

n−1∑
i=1

ei
∂

∂xi

此算子稱做 Cauchy-Riemann 算子, 至此 n 維 Laplace 算子可以以此算子表示之。

△ = DD = DD

其中 △ 為 n維 Laplace 算子, D =: ∂
∂xn

−
∑n−1

i=1 ei
∂
∂xi

為柯西-黎曼算子 D 之共軛。
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2.3.8 克氏代數 Cℓ0,n 及在 Cℓ0,n 之克氏分析

考慮一 n 維反歐幾里得空間 (n-dimensional anti-Euclidean space) R0,n 及其一

組正交單位化之基底向量 e1, e2, ..., en , 而基底向量之乘法規則為:

ekel + elek = −2δkl, k, l = 1, 2, ..., n

而其共軛型式可定義為:

uv = ūv̄, u, v ∈ Cℓ0,n

ek = −ek, k = 1, 2, ..., n

由此可以構築出一組克利夫代數之基底 {eα} , 如下:

eα = eα1α2...αk
= eα1eα2 ...eαk

, α1 < α2 < ...αk

其中 αi ∈ {1, 2, ..., n}, 此外仍須在定義一純量基底 e∅ = e0 =: 1 。 至此, 一任意實數克

氏代數 Cℓ0,n(R) 均可表達為:

a =
∑
α

eαaα

其中 aα ∈ R。 同樣的, 一任意複數克利夫代數 Cℓ0,n(C) 均可表達為:

a =
∑
α

eαaα

其中 aα ∈ C。

一任意實數克氏函數 Cℓ0,n(R) , 其自變數為 x ∈ Ω ⊂ R0,n, 可以表達為:

f(x) =
∑
α

eαfα(x)

根據上述之正交單位化基底向量, 可以定義出迪拉克算子 (Dirac operator) , 可表達為:

∇ =:
n∑

i=1

ei
∂

∂xi

至此, n 維 Laplace 算子可以迪拉克算子 (Dirac operator) 表示之:

△ = ∇∇ = ∇∇ = −∇2

其中 △ 為維度 Laplace 算子, ∇ =: −
∑n

i=1 ei
∂
∂xi

為迪拉克算子 ∇ 之共軛。
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第 3 章 異向性材料之分析

3.1 不同觀點下的 Stroh 方法

3.1.1 由座標轉換看 Stroh 方法

在文獻[4]中, 提出了加入應力函數的解法, 並且通解之型式也與 Stroh 相同。 本小

節將從座標轉換的觀點, 提出另一種獲得 2 維異向性彈性問題通解的方法。

首先, 選取一非奇異矩陣 Lij 進行座標轉換。

xi =
∑
j

Lijyj

uk =
∑
p

Lkpvp

∂

∂xj
= Pnj

∂

∂yn

根據上述, 對式(8) 進行座標轉換。

3∑
i,k,p=1

2∑
n,j,q,l=1

CijklPmiPnjLkpPql
∂2

∂yn∂yq
vp = 0 (31)

其中

3∑
i=1

PmiLij = δmj (32)

此時注意式(31) n, q = 1, 1 及 n, q = 2, 2 , 將 j, l 展開相加後, 可推導為

(n, q = 1, 1)

3∑
i,k,p=1

Pmi(Ci1k1 +
P12

P11

(Ci1k2 + Ci2k1) + (
P12

P11

)2Ci2k2)Lkp
∂2

∂y1∂y1
vp (33)

(n, q = 2, 2)

3∑
i,k,p=1

Pmi(Ci1k1 +
P22

P21

(Ci1k2 + Ci2k1) + (
P22

P21

)2Ci2k2)Lkp
∂2

∂y2∂y2
vp (34)
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將式 (33) 及式 (34) 視作二次特徵值問題, 取其行列式值 (determinant) 為零, 並根據式

(32) 之特性, 其推導過程如下:

(n,q = 1, 1)

3∑
i,k=1

{det[Pmi(Ci1k1 +
P12

P11

(Ci1k2 + Ci2k1) + (
P12

P11

)2Ci2k2)Lkp]} = 0

det[Pmi]
3∑

i,k=1

{det[(Ci1k1 +
P12

P11

(Ci1k2 + Ci2k1) + (
P12

P11

)2Ci2k2)]} det[Lkp] = 0

∴ det[(Ci1k1 +
P12

P11

(Ci1k2 + Ci2k1) + (
P12

P11

)2Ci2k2)] = 0 (35)

(n,q = 2, 2)

3∑
i,k=1

{det[Pmi(Ci1k1 +
P22

P21

(Ci1k2 + Ci2k1) + (
P22

P21

)2Ci2k2)Lkp]} = 0

det[Pmi]
3∑

i,k=1

{det[(Ci1k1 +
P22

P21

(Ci1k2 + Ci2k1) + (
P22

P21

)2Ci2k2)]} det[Lkp] = 0

∴ det[(Ci1k1 +
P22

P21

(Ci1k2 + Ci2k1) + (
P22

P21

)2Ci2k2)] = 0 (36)

此時比較式 (35)、 式 (36) 與式 (10),

det[(Ci1k1 +
P12

P11

(Ci1k2 + Ci2k1) + (
P12

P11

)2Ci2k2)] = 0

det[(Ci1k1 +
P22

P21

(Ci1k2 + Ci2k1) + (
P22

P21

)2Ci2k2)] = 0

det[Ci1k1 + p(Ci1k2 + Ci2k1) + p2Ci2k2] = 0

其中可注意到 P12

P11
及 P22

P21
相當於 p , 與因此可知依此方法所求之通解必與 Stroh 方法相

同。

由於求解式(35) 及式 (36) 即為求解六次多項式, 並且根據式 (13) 及其討論, 可知

此六次多項式其根為三組共軛複數根, 並且我們選擇 P12

P11
與 P22

P21
相互共軛,

P12

P11

(α)

=
P 12

P 11

(α+3)

, α = 1, 2, 3

P22

P21

(α)

=
P 12

P 11

(α)

, α = 1, 2, 3

P22

P21

(α)

=
P 22

P 21

(α+3)

, α = 1, 2, 3
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則式 (33) 及式 (34) 互相共軛, 其相對應之特徵向量也相互共軛 ,並且式 (33)=0及式

(34)=0,

(Ci1k1 +
P12

P11

(Ci1k2 + Ci2k1) + (
P12

P11

)2Ci2k2)ak = 0 (37)

(Ci1k1 +
P22

P21

(Ci1k2 + Ci2k1) + (
P22

P21

)2Ci2k2)ak = 0 (38)

其中 ak 為特徵向量, 此外選擇 P12

P11
與 P22

P21
相互共軛,還可確保 Lij 為非奇異矩陣。至此,選

擇其中一組共軛之特徵值與特徵向量及與其共軛之特徵值與特徵向量, 可以選定一組 Pnj

, 即選定了將座標轉至特徵方向的座標轉換矩陣。 因此根據式 (35) 式 (36) 可知通解應具

有特徵向量之特性, 即通解型式為: up = apf(y1, y2) + apg(y1, y2) , 接著代入式 (31) 中,

並利用式 (37) 與式 (38), 可得以下之結果:

3∑
i,k,p=1

2∑
j,l=1

{(CijklPmiP1jLkpP2l + CijklPmiP2jLkpP1l)
∂2

∂y2∂y1
+

CijklPmiP2jLkpP2l
∂2

∂y2∂y2
}apf(y1, y2)+

3∑
i,k,p=1

2∑
j,l=1

{CijklPmiP1jLkpP1l
∂2

∂y1∂y1
+ (CijklPmiP1jLkpP2l+

CijklPmiP2jLkpP1l)
∂2

∂y2∂y1
}apg(y1, y2) = 0

其中可以很簡單的注意到當 f(y1, y2) = f(y1) 及 g(y1, y2) = g(y2) , 上式即可滿足。 此

外 y1 與 y2 互為共軛。

由此已經得到了其中一組通解, 再選定其他組特徵值與特徵向量, 及與其共軛之特

徵值與特徵向量 ,可以得到其他組通解, 將所有的通解疊加起來, 即為完整之通解。

up =
3∑

α=1

a(α)p f (α)(y
(α)
1 ) + a(α)p g(α)(y

(α)
2 )

其中 a
(α)
p 為不同之 ap , f (α)(y

(α)
1 ) 為不同之 f(y1) , g

(α)(y
(α)
1 ) 為不同之 g(y1) , ( ) 為

取其共軛型式。 此外 f (α)(y
(α)
1 ) 與 g(α)(y

(α)
1 ) 互為共軛。

在上述的解釋之中可以發現其實一直在使用複數代數來求解此一微分方程式, 以下

將利用克利夫代數來表達如何求解此一微分方程式。
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3.1.2 由克氏代數 Cℓ0,1 分析 Stroh 方法

根據前文, 在一組正交單位化之基底向量之下, 克氏代數 Cℓ0,1 所構築之基底向量

{eα} 為

{eα} = {e0, e1},

其中 e0 為純量基底, e1 為一級向量 (1-vector)。

若將 Stroh 方法解法之代數系統換成基底為 e0 與 e1 之克利夫代數 Cℓ0,1 , 完全與

複數代數相同, 只需將虛數單位 i 改寫為 e1 即可將式 (10) 改寫為,

3∑
k=1

{Ci1k1 + (p1 + p2e1)(Ci1k2 + Ci2k1) + (p1 + p2e1)
2Ci2k2}akf ′′ = 0,

其中 i = 1, 2, 3 , 也同樣去求二次特徵值問題, 可以得到與特 Stroh 方法相同的通解。

3.1.3 由二維克氏代數 Cℓ0,2 分析 Stroh 方法

根據前述文章可知, 在一組正交單位化之基底向量之下, 二維克氏代數 Cℓ0,2 所構築

之基底向量 {eα} 為

{eα} = {e0, e1, e2, e12},

其中 e0 為純量基底, e1 及 e2 為一級向量 (1-vector) , e12 為二級向量 (2-vector) 或稱

雙向量 (bivector)。

除此之外, 倘若只選用 e0 與 e12 為基底, 仍然為具有封閉性之代數系統, 並且此代

數系統與複數之代數系統同構 (isomorphic) 。 順帶一提, 在 n 維克氏代數系統中, 最高

級的基底向量, 稱為偽純量 (pseudoscalar), 具有以下之特性,

e12e12 = e1e2e1e2 = −e1e1e2e2 = −1.

在 2 維克利夫代數 Cℓ0,2 需要重新定義微分性質,

x1 → z = ax1 + bx2,

x2 → ẑ = âx1 + b̂x2, ∂
∂x1

∂
∂x2

 =

 a â

b b̂


 ∂

∂z

∂
∂ẑ

 ,
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其中

a = a1e1 + a2e2, â = a1e1 − a2e2,

 a â

b b̂

 = Pnj,

代入 Pnj 至式 (31),

3∑
i,k,p=1

Pmi{(a2Ci1k1 + abCi1k2 + baCi2k1 + b2Ci2k2)
∂2

∂z∂ẑ
+

(aâCi1k1 + ab̂Ci1k2 + bâCi2k1 + bb̂Ci2k2)
∂2

∂ẑ∂z
+

(âaCi1k1 + âbCi1k2 + b̂aCi2k1 + b̂bCi2k2)
∂2

∂z∂ẑ
+

(ââCi1k1 + âb̂Ci1k2 + b̂âCi2k1 + b̂b̂Ci2k2)
∂2

∂ẑ∂ẑ
}Lkpvp = 0, (39)

其中 m = 1, 2, 3。

其中獨立的變數其實只有一個, 是故可以先要求

a = 1e1, b = b1e1 + b2e2,

將上述要求代入式 (39) 中,

3∑
i,k,p=1

Pmi{(−Ci1k1 + (−b1 + b2e12)Ci1k2 + (−b1 + b2e21)Ci2k1 + (−b21 − b22)Ci2k2)
∂2

∂z∂ẑ
+

(−Ci1k1 + (−b1 + b2e12)Ci1k2 + (−b1 − b2e21)Ci2k1 + (−b21 + b22 + (2b1b2)e12)Ci2k2)
∂2

∂ẑ∂z
+

(−Ci1k1 + (−b1 − b2e12)Ci1k2 + (−b1 + b2e21)Ci2k1 + (−b21 + b22 − (2b1b2)e12)Ci2k2)
∂2

∂z∂ẑ
+

−Ci1k1 + (−b1 − b2e12)Ci1k2 + (−b1 − b2e21)Ci2k1 + (−b21 − b22)Ci2k2)
∂2

∂ẑ∂ẑ
}Lkpup = 0,

其中 m = 1, 2, 3。

觀察上式中第二項及第三項,∑
i,k,p

Pmi(−Ci1k1 + (−b1 + b2e12)Ci1k2 + (−b1 − b2e21)Ci2k1

+(−b21 + b22 + (2b1b2)e12)Ci2k2)
∂2

∂ẑ∂z
Lkpvp,∑

i,k,p

Pmi(−Ci1k1 + (−b1 − b2e12)Ci1k2 + (−b1 + b2e21)Ci2k1

+(−b21 + b22 − (2b1b2)e12)Ci2k2)
∂2

∂z∂ẑ
Lkpvp,
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會發現上述二式也具有共軛之性質, 也可以視作在 2 維克氏代數 Cℓ2,0 下, 為一組相互共

軛的二次特徵值問題, 首先比較第三項與與式 (10) 之關係,

3∑
k=1

Pmi{−Ci1k1 + (−b1 − b2e12)Ci1k2 + (−b1 + b2e21)Ci2k1

+ (−b21 + b22 − (2b1b2)e12)Ci2k2}Lkpvp

= −
3∑

k=1

Pmi{Ci1k1 + (b1 + b2e12)Ci1k2 + (b1 + b2e12)Ci2k1

+ (b21 − b22 + (2b1b2)e12)Ci2k2}Lkpvp

= −
3∑

k=1

Pmi{Ci1k1 + p′Ci1k2 + p′Ci2k1 + p′
2
Ci2k2}Lkpvp (40)

其中 i = 1, 2, 3 , p′2 = p′p′ , p′ = (b1 + b2e12) , 由於基底為 e0, e12 之代數系統與複數代

數系統同構, 所以式 (10) 之 p 與式 (40) 之 p′ 相同。 接著比較第二項與式 (10) 之關係,

3∑
k=1

Pmi{−Ci1k1 + (−b1 + b2e12)Ci1k2 + (−b1 − b2e21)Ci2k1

+ (−b21 + b22 + (2b1b2)e12)Ci2k2}Lkpvp

= −
3∑

k=1

Pmi{Ci1k1 + (b1 − b2e12)Ci1k2 + (b1 − b2e12)Ci2k1

+ (b21 − b22 − (2b1b2)e12)Ci2k2}Lkpvp

= −
3∑

k=1

Pmi{Ci1k1 + p′′Ci1k2 + p′Ci2k1 + p′′
2
Ci2k2}Lkpvp (41)

其中 i = 1, 2, 3 , p′′2 = p′′p′′ , p′′ = (b1 − b2e12) , 由於基底為 e0, e12 之代數系統與複數

代數系統同構, 所以式 (10) 之 p 與式 (41) 之 p′′ 相同。

此外若將 Stroh 方法解法之代數系統換成基底為 e0 與 e12 之二維克利夫代數 Cℓ0,2

表示, 只需將虛數單位 i 改寫為 e12 , 即可以將式 (10) 改寫成以下之型式:

{Ci1k1 + (p1 + p2e12)(Ci1k2 + Ci2k1) + (p1 + p2e12)
2Ci2k2}akf ′′ = 0

3.1.4 由二維克氏代數 Cℓ2,0 分析 Stroh 方法

根據前文, 在一組正交單位化之基底向量之下, 二維克氏代數 Cℓ2,0 所構築之基底向

量 {eα} 為

{eα} = {e0, e1, e2, e12},
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其中 e0 為純量基底, e1 與 e2 為一級向量 (1-vector) , e12 為二級向量 (2-vector) 或稱

雙向量 (bivector)。

除此之外, 倘若只選用 e0 及 e12 為基底, 仍然為一具有封閉性之代數系統, 並且此

代數系統與複數之代數系統同構。 其中 e12 稱為偽純量 (pseudoscalar), 具有以下之特性,

e12e12 = e1e2e1e2 = −e1e1e2e2 = −1

在二維克氏代數 Cℓ2,0 需要重新定義微分性質,

x1 → z = ax1 + bx2,

x2 → ẑ = âx1 + b̂x2, ∂
∂x1

∂
∂x2

 =

 a â

b b̂


 ∂

∂z

∂
∂ẑ

 ,
其中

a = a1e1 + a2e2, â = a1e1 − a2e2,

 a â

b b̂

 = Pnj.

代入 Pnj 至式 (31),

3∑
i,k,p=1

Pmi{(a2Ci1k1 + abCi1k2 + baCi2k1 + b2Ci2k2)
∂2

∂z∂ẑ
+

(aâCi1k1 + ab̂Ci1k2 + bâCi2k1 + bb̂Ci2k2)
∂2

∂ẑ∂z
+

(âaCi1k1 + âbCi1k2 + b̂aCi2k1 + b̂bCi2k2)
∂2

∂z∂ẑ
+

(ââCi1k1 + âb̂Ci1k2 + b̂âCi2k1 + b̂b̂Ci2k2)
∂2

∂ẑ∂ẑ
}Lkpvp = 0 (42)

其中 m = 1, 2, 3 , 獨立的變數其實只有一個, 是故可以先要求:

a = 1e1, b = b1e1 + b2e2
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將上述要求代入 (42) 式中,

3∑
i,k,p=1

Pmi{(Ci1k1 + (b1 + b2e12)Ci1k2 + (b1 + b2e21)Ci2k1 + (b21 + b22)Ci2k2)
∂2

∂z∂ẑ
+

(Ci1k1 + (b1 + b2e12)Ci1k2 + (b1 − b2e21)Ci2k1 + (b21 − b22 + (2b1b2)e12)Ci2k2)
∂2

∂ẑ∂z
+

(Ci1k1 + (b1 − b2e12)Ci1k2 + (b1 + b2e21)Ci2k1 + (b21 − b22 − (2b1b2)e12)Ci2k2)
∂2

∂z∂ẑ
+

Ci1k1 + (b1 − b2e12)Ci1k2 + (b1 − b2e21)Ci2k1 + (b21 + b22)Ci2k2)
∂2

∂ẑ∂ẑ
}Lkpvp = 0.

觀察上式中

3∑
i,k,p=1

Pmi(Ci1k1 + (b1 + b2e12)Ci1k2 + (b1 − b2e21)Ci2k1

+(b21 − b22 + (2b1b2)e12)Ci2k2)
∂2

∂ẑ∂z
Lkpvp,

3∑
i,k,p=1

Pmi(Ci1k1 + (b1 + b2e12)Ci1k2 + (b1 − b2e21)Ci2k1

+(b21 − b22 + (2b1b2)e12)Ci2k2)
∂2

∂ẑ∂z
Lkpvp,

會發現上述二式也具有共軛之性質, 也可以視作在 2 維克氏代數 Cℓ2,0 下, 為一組相互共

軛的二次特徵值問題, 再者很容易可以注意到上述二式整理後與式 (10) 完全相同。

3∑
i,k,p=1

Pmi(Ci1k1 + (b1 + b2e12)Ci1k2 + (b1 + b2e12)Ci2k1

+ (b21 − b22 + (2b1b2)e12)Ci2k2)Lkpvp

3∑
i,k,p=1

Pmi(Ci1k1 + (b1 − b2e12)Ci1k2 + (b1 − b2e12)Ci2k1

+ (b21 − b22 − (2b1b2)e12)Ci2k2)Lkpvp

=
3∑

i,k,p=1

Pmi(Ci1k1 + pCi1k2 + pCi2k1 + p2Ci2k2)Lkpvp (43)

其中 p2 = pp , p = (b1 + b2e12)

由上述的結果, 所以 (10) 式之 p 完全與 (43) 式之 p, 完全相同。
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若將 Stroh 方法之代數系統換成基底為 e0 與 e12 之二維克氏代數 Cℓ2,0 , 可以將

式 (10) 改寫成以下之型式:

3∑
k=1

{Ci1k1 + (p1 + p2e12)(Ci1k2 + Ci2k1) + (p1 + p2e12)
2Ci2k2}akf ′′ = 0

其中 i = 1, 2, 3。

3.2 靜態異向性線彈性材料之通解

靜態異向性彈性力學中的統御方程式在無徹體力 (body force) 的情形下, 可寫成

∑
j,k,l

Cijkl
∂2

∂xj∂xl
uk = 0, (44)

其中四階模數張量 Cijkl 的特徵值問題定義如下

∑
j,l

Cijklw
[α]
jl = ξ[α]w

[α]
ik (45)

其中 ξ[α] 為第 α 個特徵值, w
[α]
ik 為相對應之特徵二階張量, 當借用矩陣 (二階張量) 特徵

值問題求解式 (45), 會發現因 Cijkl 具有對稱性 Cijkl = Cklij, 故 ξ[α] 必為實數, w
[α]
ik 為

正交單位化 (orthonormal) 之基底, 即

∑
i,k

w
[α]
ik w

[β]
ik = δαβ =

 1 若 α = β

0 若 α ̸= β

而將 Cijkl 改寫為譜分解 (spectral decomposition) 之型式, 並代入式 (44), 可得

∑
α,j,k,l

ξ[α]w
[α]
ik w

[α]
jl

∂2

∂xj∂xl
uk = 0

此外, 此處還須注意二次型 (quadratic form) 的特性。

∵ w
[α]
jl

∂2

∂xj∂xl
= w

[α]
lj

∂2

∂xj∂xl

∴ (w
[α]
jl − w

[α]
lj )

∂2

∂xj∂xl
= 0
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根據以上之特性, 可以發現在二次型中, 反對稱部分會自動相消, 即

∑
j,l

w
[α]
jl

∂2

∂xj∂xl

=
∑
j,l

{1
2
(w

[α]
jl + w

[α]
lj ) +

1

2
(w

[α]
jl − w

[α]
lj )}

∂2

∂xj∂xl

=
∑
j,l

1

2
(w

[α]
jl + w

[α]
lj )

∂2

∂xj∂xl

=
∑
j,l

w̃
[α]
jl

∂2

∂xj∂xl
,

其中 w̃
[α]
jl = 1

2
(w

[α]
jl + w

[α]
lj )。

可以再利用 Cijkl 之主對稱性, 可以注意到 w
[α]
ik 只留下其對稱部分,

∑
j,k,l

Cijkl
∂2

∂xj∂xl
uk

=
∑
j,k,l

1

2
(Cijkl + Cklij)

∂2

∂xj∂xl
uk

=
1

2

∑
α,j,k,l

ξ[α]
∂

∂xj
w

[α]
jl

∂

∂xl
w

[α]
ik uk +

1

2

∑
α,j,k,l

ξ[α]
∂

∂xj
w

[α]
lj

∂

∂xl
w

[α]
ki uk

=
∑
α,j,k,l

ξ[α]
∂

∂xj
w̃

[α]
jl

∂

∂xl

1

2
(w

[α]
ik + w

[α]
ki )uk

=
∑
α,j,k,l

ξ[α]
∂

∂xj
w̃

[α]
jl

∂

∂xl
w̃

[α]
ik uk,

其中 w̃
[α]
ik = 1

2
(w

[α]
ik + w

[α]
ki )。

根據上述的結果, 再次對 w̃
[α]
jl 進行第二次特徵值問題,

w̃
[α]
jl =

∑
r

Q
[α]
jr D

[α]
r Q

[α]
lr ,

其中 D
[α]
r 為第 α 個特徵值且均為實數, Q

[α]
jr 為相對應的正交矩陣。

由於 Q
[α]
jr 是由不同 w̃

[α]
jl 分解出來, 當 α 不同時, Q

[α]
jr 分別處於在不同特徵張量上,

又不同的特徵張量彼此互相獨立, 是故

∑
r

Q
[α]
rj Q

[β]
rl = δαβδjl,

25



根據上述的結果, 我們發現材料體內部除了有關超彈性之對稱性所展開的第一層正交性,

又再發現了根據特徵張量之正交性所展開的第二層正交性, 根據兩層正交性可推導出另一

正交性質,

∑
j

w̃
[α]
ij w̃

[β]
jk

=
∑
m,j,r

Q
[α]
imD

[α]
m Q

[α]
jmQ

[β]
jrD

[β]
r Q

[β]
kr

=
∑
m,j,r

Q
[α]
imD

[α]
m δαβδrmD

[β]
r Q

[β]
kr

=


∑
m

Q
[β]
imD

[β]
m D

[β]
m Q

[β]
km 若 α = β

0 若 α ̸= β

, (46)

此外實對稱矩陣特徵值問題不只能夠展現出正交的性質, 還能夠進行開根號的動作,

w̃
[α]
jl

=
∑
r

Q
[α]
jr D

[α]
r Q

[α]
lr

=
∑
r

Q
[α]
jr

√
D

[α]

r

√
D

[α]

r Q
[α]
lr

=
∑
r

√
w̃

[α]

jr

√
w̃

[α]

lr , (47)

其中
∑
r

√
D

[α]

r

√
D

[α]

r = D
[α]
r ,

√
w̃

[α]

jr =
∑
r

Q
[α]
jr

√
D

[α]

r 。

至此, 可以注意到若通解具有以下之型式, 則可以充分利用對稱性的性質求得通解,

uk =
∑
m

w̃
[β]
kmu

[β]
m
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代入式 (44), 且利用式 (46) 及式 (47) 之性質,

∑
j,k,l,m

Cijkl
∂2

∂xj∂xl
w̃

[β]
kmu

[β]
m

=
∑

α,j,k,l,m

ξ[α]
∂

∂xj
w̃

[α]
jl

∂

∂xl
w̃

[α]
ik w̃

[β]
kmu

[β]
m

=
∑

α,j,l,m,r

ξ[α]
∂

∂xj
w̃

[α]
jl

∂

∂xl
Q

[β]
ir D

[β]
r D[β]

r Q[β]
mrδαβu

[β]
m

=
∑
j,l,m,r

ξ[β]
∂

∂xj
w̃

[β]
jl

∂

∂xl
Q

[β]
ir D

[β]
r D[β]

r Q[β]
mru

[β]
m

=
∑

j,l,m,r,p

ξ[β]
∂

∂xj

√
w̃

[β]

jp

√
w̃

[β]

lp

∂

∂xl
Q

[β]
ir D

[β]
r D[β]

r Q[β]
mru

[β]
m

=
∑
j,m,r

ξ[β]
∂

∂y
[β]
j

∂

∂y
[β]
j

Q
[β]
ir D

[β]
r D[β]

r Q[β]
mru

[β]
m

=
∑
m,r

ξ[β]△[β]Q
[β]
ir D

[β]
r D[β]

r Q[β]
mru

[β]
m

=0,

其中
∑
j

∂
∂xj

√
w̃

[α]

jp = ∂

∂y
[α]
j

, △[β] 為第 β 個 Laplace 算子。

由於 △[β]u
[β]
i = 0 , 可以根據前文所述之複數代數及純四元數代數, 列出符合 Laplace

算子之通解, 並將所有滿足該型式之通解相加, 即為通解。 以下列舉二維等向性材料及三

維等向性材料為例。

3.2.1 二維等向性線彈性通解

根據式(45), 首先要對 Cijkl 進行第一次特徵值問題,

2∑
j,l=1

Cijklw
[α]
jl = ξ[α]w

[α]
ik ,

將上式代入等向性材料的材料係數, 可得

λ+ 2µ µ 0 0

µ λ+ 2µ 0 0

0 0 λ µ

0 0 µ λ





w
[α]
11

w
[α]
22

w
[α]
12

w
[α]
21


= ξ[α]



w
[α]
11

w
[α]
22

w
[α]
12

w
[α]
21


,
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根據上式可求得 ξ[α] 及相對應的 w
[α]
ik 。

ξ[1] = λ+ µ w
[1]
ik =

 0 1√
2

1√
2

0


ξ[2] = λ+ µ w

[2]
ik =

 −1√
2

0

0 1√
2


ξ[3] = λ+ 3µ w

[3]
ik =

 1√
2

0

0 1√
2


ξ[4] = λ− µ w

[4]
ik =

 0 −1√
2

1√
2

0


將上述之特徵值問題以譜分解 (spectral decomposition) 表示並代入式 (44),

4∑
α=1

ξ[α](
∂

∂xj
w

[α]
jl

∂

∂xl
)w

[α]
ik uk

=(λ+ µ)


[

∂
∂x1

∂
∂x2

] 0 1√
2

1√
2

0


 ∂

∂x1

∂
∂x2




 0 1√
2

1√
2

0


 u1

u2

+

(λ+ µ)


[

∂
∂x1

∂
∂x2

] −1√
2

0

0 1√
2


 ∂

∂x1

∂
∂x2




 −1√
2

0

0 1√
2


 u1

u2

+

(λ+ 3µ)


[

∂
∂x1

∂
∂x2

] 1√
2

0

0 1√
2


 ∂

∂x1

∂
∂x2




 1√
2

0

0 1√
2


 u1

u2

+

(λ− µ)


[

∂
∂x1

∂
∂x2

] 0 −1√
2

1√
2

0


 ∂

∂x1

∂
∂x2




 0 −1√
2

1√
2

0


 u1

u2

 =

 0

0


根據上式, 可以發現 w

[4]
ik 為反對稱矩陣, 因此根據二次型之特性,

2∑
i,k=1

w
[4]
ik

∂2

∂xi∂xk
=

[
∂

∂x1

∂
∂x2

] 0 −1√
2

1√
2

0


 ∂

∂x1

∂
∂x2

 = 0

28



根據式 (47) 再進行第二次特徵值問題, 其中 α = 4 由於二次型之特性, 故為零。

(α = 1) 0 1√
2

1√
2

0

 =

 −1√
2

1√
2

1√
2

1√
2


 −1√

2
0

0 1√
2


 −1√

2
1√
2

1√
2

1√
2


(α = 2) −1√

2
0

0 1√
2

 =

 1 0

0 1


 −1√

2
0

0 1√
2


 1 0

0 1


(α = 3) 1√

2
0

0 1√
2

 =

 1 0

0 1


 1√

2
0

0 1√
2


 1 0

0 1


(α = 4)

(none)
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利用矩陣開根號之性質可將各個 ∂
∂Xj

w
[α]
jl

∂
∂Xl
轉變為相對應的 Laplace 算子。

(α = 1)

[
∂

∂x1

∂
∂x2

] −1√
2

1√
2

1√
2

1√
2


 ı̇

4√2
0

0 1
4√2


 ı̇

4√2
0

0 1
4√2


 −1√

2
1√
2

1√
2

1√
2


 ∂

∂x1

∂
∂x2


=

[
∂

∂x1

∂
∂x2

] −1√
2

ı̇
4√2

1√
2

1
4√2

1√
2

ı̇
4√2

1√
2

1
4√2


 −1√

2
ı̇
4√2

1√
2

ı̇
4√2

1√
2

1
4√2

1√
2

1
4√2


 ∂

∂x1

∂
∂x2


=

[
∂

∂y
[1]
1

∂

∂y
[1]
2

] ∂

∂y
[1]
1

∂

∂y
[1]
2


=△[1]

(α = 2)

[
∂

∂x1

∂
∂x2

] 1 0

0 1


 ı̇

4√2
0

0 1
4√2


 ı̇

4√2
0

0 1
4√2


 1 0

0 1


 ∂

∂x1

∂
∂x2


=

[
∂

∂X1

∂
∂X2

] ı̇
4√2

0

0 1
4√2


 ı̇

4√2
0

0 1
4√2


 ∂

∂x1

∂
∂x2


=

[
∂

∂y
[2]
1

∂

∂y
[2]
2

] ∂

∂y
[2]
1

∂

∂y
[2]
2


=△[2]
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(α = 3) ∂
∂x1

∂
∂x2


T  1 0

0 1


 1

4√2
0

0 1
4√2


 1

4√2
0

0 1
4√2


 1 0

0 1


 ∂

∂x1

∂
∂x2


=

 ∂
∂x1

∂
∂x2


T  1

4√2
0

0 1
4√2


 1

4√2
0

0 1
4√2


 ∂

∂x1

∂
∂x2


=

[
∂

∂y
[3]
1

∂

∂y
[3]
2

] ∂

∂y
[3]
1

∂

∂y
[3]
2


=△[3]

(α = 4)

(none)

並根據前文複變分析, 可知滿足上述 △[α]f
[α]
p = 0 , (α = 1, 2, 3) 之 Laplace 方程

式之 f
[α]
p 為

(α = 1)

f [1]
p =

 F
[1]
1 ( 4

√
2ı̇x2) + F

[1]
2 (− 4

√
2ı̇x1)

G
[1]
1 ( 4

√
2ı̇x2) +G

[1]
2 (− 4

√
2ı̇x1)


(α = 2)

f [2]
p =

 F
[2]
1 ( ı̇

4√2
x1 +

ı̇
4√2
x2) + F

[2]
2 ( ı̇

4√2
x1 − ı̇

4√2
x2)

G
[2]
1 ( ı̇

4√2
x1 +

ı̇
4√2
x2) +G

[2]
2 ( ı̇

4√2
x1 − ı̇

4√2
x2)


(α = 3)

f [3]
p =

 F
[3]
1 ( 1

4√2
x1 +

ı̇
4√2
x2) + F

[3]
2 ( 1

4√2
x1 − ı̇

4√2
x2)

G
[3]
1 ( 1

4√2
x1 +

ı̇
4√2
x2) +G

[3]
2 ( 1

4√2
x1 − ı̇

4√2
x2)


(α = 4)

none

其中 F
[α]
1 ,F

[α]
2 ,G

[α]
1 及G

[α]
2 均滿足 △[α]f

[α]
p = 0 , (α = 1, 2, 3)。
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由於通解型式為 uk =
∑
β,m

w
[β]
kmu

[β]
m 並且根據上述之計算結果, 可知:

u[β]q =
∑
β

 w̃
[β]
11 w̃

[β]
12

w̃
[β]
21 w̃

[β]
22


 F

[β]
1 (y

[β]
1 ) + F

[β]
2 (y

[β]
2 )

G
[β]
1 (y

[β]
1 ) +G

[β]
2 (y

[β]
2 )


=

 0 1√
2

1√
2

0


 F

[1]
1 ( 4

√
2ı̇x2) + F

[1]
2 (− 4

√
2ı̇x1)

G
[1]
1 ( 4

√
2ı̇x2) +G

[1]
2 (− 4

√
2ı̇x1)

+

 −1√
2

0

0 1√
2


 F

[2]
1 ( ı̇

4√2
x1 +

ı̇
4√2
x2) + F

[2]
2 ( ı̇

4√2
x1 − ı̇

4√2
x2)

G
[2]
1 ( ı̇

4√2
x1 +

ı̇
4√2
x2) +G

[2]
2 ( ı̇

4√2
x1 − ı̇

4√2
x2)

+

 1√
2

0

0 1√
2


 F

[3]
1 ( 1

4√2
x1 +

ı̇
4√2
x2) + F

[3]
2 ( 1

4√2
x1 − ı̇

4√2
x2)

G
[3]
1 ( 1

4√2
x1 +

ı̇
4√2
x2) +G

[3]
2 ( 1

4√2
x1 − ı̇

4√2
x2)



3.2.2 三維等向性線彈性通解

根據式(45) 可知, 首先要對 Cijkl 進行第一層特徵值問題。

3∑
j,l=1

Cijklw
[α]
jl = ξ[α]w

[α]
ik

將上式代入等向性材料的材料係數。

λ+ 2µ µ µ 0 0 0 0 0 0

µ λ+ 2µ µ 0 0 0 0 0 0

µ µ λ+ 2µ 0 0 0 0 0 0

0 0 0 λ µ 0 0 0 0

0 0 0 µ λ 0 0 0 0

0 0 0 0 0 λ µ 0 0

0 0 0 0 0 µ λ 0 0

0 0 0 0 0 0 0 λ µ

0 0 0 0 0 0 0 µ λ





w
[α]
11

w
[α]
22

w
[α]
33

w
[α]
12

w
[α]
21

w
[α]
23

w
[α]
32

w
[α]
13

w
[α]
31



= ξ[α]



w
[α]
11

w
[α]
22

w
[α]
33

w
[α]
12

w
[α]
21

w
[α]
23

w
[α]
32

w
[α]
13

w
[α]
31


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根據上式可求得 ξ[α] 及相對應的 w
[α]
ik 。

ξ[1] = λ+ µ w
[1]
ik =


0 0 1√

2

0 0 0

1√
2

0 0



ξ[2] = λ+ µ w
[2]
ik =


0 0 0

0 0 1√
2

0 1√
2

0



ξ[3] = λ+ µ w
[3]
ik =


0 1√

2
0

1√
2

0 0

0 0 0



ξ[4] = λ+ µ w
[4]
ik =


−1√
2

0 0

0 0 0

0 0 1√
2



ξ[5] = λ+ µ w
[5]
ik =


−1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 0



ξ[6] = λ+ 4µ w
[6]
ik =


1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 1√
2



ξ[7] = λ− µ w
[7]
ik =


0 0 −1√

2

0 0 0

1√
2

0 0


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ξ[8] = λ− µ w
[8]
ik =


0 0 0

0 0 −1√
2

0 1√
2

0



ξ[9] = λ− µ w
[9]
ik =


0 −1√

2
0

1√
2

0 0

0 0 0


將上述知特徵值問題表達為譜分解 (spectral decomposition) , 並代入式 (44),

9∑
α=1

ξ[α](
∂

∂xj
w

[α]
jl

∂

∂xl
)w

[α]
ik uk = 0

(λ+ µ)


[

∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

]
0 0 1√

2

0 0 0

1√
2

0 0




∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3





0 0 1√

2

0 0 0

1√
2

0 0



u1

u2

u3

+

(λ+ µ)


[

∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

]
0 0 0

0 0 1√
2

0 1√
2

0




∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3





0 0 0

0 0 1√
2

0 1√
2

0



u1

u2

u3

+

(λ+ µ)


[

∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

]
0 1√

2
0

1√
2

0 0

0 0 0




∂
∂X1

∂
∂X2

∂
∂x3





0 1√

2
0

1√
2

0 0

0 0 0



u1

u2

u3

+

(λ+ µ)


[

∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

]
−1√
2

0 0

0 0 0

0 0 1√
2




∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3





−1√
2

0 0

0 0 0

0 0 1√
2



u1

u2

u3

+

(λ+ µ)


[

∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

]
−1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 0




∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3





−1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 0



u1

u2

u3

+
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(λ+ 4µ)


[

∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

]
1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 1√
2




∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3





1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 1√
2



u1

u2

u3

+

(λ− µ)


[

∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

]
0 0 −1√

2

0 0 0

1√
2

0 0




∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3





0 0 −1√

2

0 0 0

1√
2

0 0



u1

u2

u3

+

(λ− µ)


[

∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

]
0 0 0

0 0 −1√
2

0 1√
2

0




∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3





0 0 0

0 0 −1√
2

0 1√
2

0



u1

u2

u3

+

(λ− µ)


[

∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

]
0 −1√

2
0

1√
2

0 0

0 0 0




∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3





0 −1√

2
0

1√
2

0 0

0 0 0



u1

u2

u3

 =


0

0

0


根據上式可以發現 w

[7]
jl , w

[8]
jl , w

[9]
jl 為反對稱矩陣, 因此根據二次型之特性。

w
[7]
jl

∂2

∂xj∂xl
=

[
∂

∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

]
0 0 −1√

2

0 0 0

1√
2

0 0




∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

 = 0

w
[8]
jl

∂2

∂xj∂xl
=

[
∂

∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

]
0 0 0

0 0 −1√
2

0 1√
2

0




∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

 = 0

w
[9]
jl

∂2

∂xj∂xl
=

[
∂

∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

]
0 −1√

2
0

1√
2

0 0

0 0 0




∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

 = 0
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根據前文再進行第二次特徵值問題, 其中 α = 7, 8, 9 由於二次型之特性, 均為零。

(α = 1)
0 0 1√

2

0 0 0

1√
2

0 0

 =


−1√
2

1√
2

0

0 0 1

1√
2

1√
2

0




−1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 0




−1√
2

0 1√
2

1√
2

0 1√
2

0 1 0


(α = 2)

0 0 0

0 0 1√
2

0 1√
2

0

 =


0 0 1

−1√
2

1√
2

0

1√
2

1√
2

0




−1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 0




0 −1√
2

1√
2

0 1√
2

1√
2

1 0 0


(α = 3)

0 1√
2

0

1√
2

0 0

0 0 0

 =


−1√
2

1√
2

0

1√
2

1√
2

0

0 0 1




−1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 0




−1√
2

1√
2

0

1√
2

1√
2

0

0 0 1


(α = 4)

−1√
2

0 0

0 0 0

0 0 1√
2

 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1




−1√
2

0 0

0 0 0

0 0 1√
2




1 0 0

0 1 0

0 0 1


(α = 5)

−1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 0

 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1




−1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 0




1 0 0

0 1 0

0 0 1


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(α = 6)
1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 1√
2

 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1




1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 1√
2




1 0 0

0 1 0

0 0 1


(α = 7)

none

(α = 8)

none

(α = 9)

none

此時發現有特徵值為零的現象, 這是由於各自獨立的對稱面並為三維空間而崩塌至

二維空間, 因此才會出現特徵值為零的現象, 因此需要先將已崩塌的第三維刪掉。

(α = 1) 0 1√
2

1√
2

0

 =
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2

1√
2

1√
2


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2
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0 1√
2


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2
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2

1√
2

1√
2


(α = 2) 0 1√

2

1√
2

0

 =

 −1√
2

1√
2

1√
2

1√
2


 −1√

2
0

0 1√
2


 −1√

2
1√
2

1√
2

1√
2


(α = 3) 0 1√

2

1√
2

0

 =

 −1√
2

1√
2

1√
2

1√
2


 −1√

2
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0 1√
2


 −1√

2
1√
2

1√
2

1√
2



37



(α = 4) −1√
2

0

0 1√
2

 =

 1 0

0 1


 −1√

2
0

0 1√
2


 1 0

0 1


(α = 5) −1√

2
0

0 1√
2

 =

 1 0

0 1


 −1√

2
0

0 1√
2


 1 0

0 1


(α = 6)

1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 1√
2

 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1




1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 1√
2




1 0 0

0 1 0

0 0 1


(α = 7)

none

(α = 8)

none

(α = 9)

none
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利用矩陣開根號之性質, 可將各個 ∂
∂xj
w

[α]
jl

∂
∂xl
轉變為相對應的 Laplace 算子。

(α = 1) ∂
∂x1

∂
∂x3


T  −1√

2
1√
2

1√
2

1√
2


 −1√

2
0

0 1√
2


 −1√

2
1√
2

1√
2

1√
2


 ∂

∂x1

∂
∂x3


=

 ∂
∂x1

∂
∂x3


T  −1√

2
1√
2

1√
2

1√
2


 ı̇

4√2
0

0 1
4√2


 ı̇

4√2
0

0 1
4√2


 −1√

2
1√
2

1√
2

1√
2


 ∂

∂x1

∂
∂x3



=

 ∂

∂y
[1]
1

∂

∂y
[1]
3


T  ∂

∂y
[1]
1

∂

∂y
[1]
3

 = △[1]

(α = 2) ∂
∂x2

∂
∂x3


T  −1√

2
1√
2

1√
2

1√
2


 −1√

2
0

0 1√
2


 −1√

2
1√
2

1√
2

1√
2


 ∂

∂x2

∂
∂x3


=

 ∂
∂x2

∂
∂x3


T  −1√

2
1√
2

1√
2

1√
2


 ı̇

4√2
0

0 1
4√2


 ı̇

4√2
0

0 1
4√2


 −1√

2
1√
2

1√
2

1√
2


 ∂

∂x2

∂
∂x3



=

 ∂

∂y
[2]
2

∂

∂y
[2]
3


T  ∂

∂y
[2]
2

∂

∂y
[2]
3

 = △[2]

(α = 3)

 ∂
∂x1

∂
∂x2


T  −1√

2
1√
2

1√
2

1√
2


 −1√

2
0

0 1√
2


 −1√

2
1√
2

1√
2

1√
2




∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3


=

 ∂
∂x1

∂
∂x2


T  −1√

2
1√
2

1√
2

1√
2


 ı̇

4√2
0

0 1
4√2


 ı̇

4√2
0

0 1
4√2


 −1√

2
1√
2

1√
2

1√
2


 ∂

∂x1

∂
∂x2



=

 ∂

∂y
[3]
1

∂

∂y
[3]
2


T  ∂

∂y
[3]
1

∂

∂y
[3]
2

 = △[3]
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(α = 4) ∂
∂x1

∂
∂x3


T  1 0

0 1


 −1√

2
0

0 1√
2


 1 0

0 1


 ∂

∂x1

∂
∂x3


=

 ∂
∂x1

∂
∂x3


T  1 0

0 1


 ı̇

4√2
0

0 1
4√2


 ı̇

4√2
0

0 1
4√2


 1 0

0 1


 ∂

∂x1

∂
∂x3



=

 ∂

∂y
[4]
1

∂

∂y
[4]
3


T  ∂

∂y
[4]
1

∂

∂y
[4]
3

 = △[4]

(α = 5) ∂
∂x1

∂
∂x2


T  1 0

0 1


 −1√

2
0

0 1√
2


 1 0

0 1


 ∂

∂x1

∂
∂x2


=

 ∂
∂x1

∂
∂x2


T  1 0

0 1


 ı̇

4√2
0

0 1
4√2


 ı̇

4√2
0

0 1
4√2


 1 0

0 1


 ∂

∂x1

∂
∂x2



=

 ∂

∂y
[5]
1

∂

∂y
[5]
2


T  ∂

∂y
[5]
1

∂

∂y
[5]
2

 = △[5]
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(α = 6)
∂

∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3


T 

1 0 0

0 1 0

0 0 1




1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 1√
2




1 0 0

0 1 0

0 0 1




∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3



=


∂

∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3


T 

1 0 0

0 1 0

0 0 1




1
4√2

0 0

0 1
4√2

0

0 0 1
4√2




1
4√2

0 0

0 1
4√2

0

0 0 1
4√2




1 0 0

0 1 0

0 0 1




∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3



=


∂

∂y
[6]
1

∂

∂y
[6]
2

∂

∂y
[6]
3


T 

∂

∂y
[6]
1

∂

∂y
[6]
2

∂

∂y
[6]
3


=△[6]

(α = 7)

none

(α = 8)

none

(α = 9)

none

根據上述 Laplce 算子, 利用複變及純四元數可得通解為:

uk =w̃
[β]
kmu

[β]
m

=


0 0 1√

2

0 0 0

1√
2

0 0



F

[1]
1 ( 4

√
2ix3) + F

[1]
2 (− 4

√
2ix1)

0

H
[1]
1 ( 4

√
2ix3) +H

[1]
2 (− 4

√
2ix1)

+


0 0 0

0 0 1√
2

0 1√
2

0




0

G
[2]
1 ( 4

√
2ix3) +G

[2]
2 (− 4

√
2ix2)

H
[2]
1 ( 4

√
2ix3) +H

[2]
2 (− 4

√
2ix2)

+
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
0 1√

2
0

1√
2

0 0

0 0 0



F

[3]
1 ( 4

√
2ix2) + F

[3]
2 (− 4

√
2ix1)

G
[3]
1 ( 4

√
2ix2) +G

[3]
2 (− 4

√
2ix1)

0

+


− 1√

2
0 0

0 0 0

0 0 1√
2



F

[4]
1 ( i

4√2
x1 +

i
4√2
x3) + F

[4]
2 ( i

4√2
x1 − i

4√2
x3)

0

H
[4]
1 ( i

4√2
x1 +

i
4√2
x3) +H

[4]
2 ( i

4√2
x1 − i

4√2
x3)

+


− 1√

2
0 0

0 1√
2

0

0 0 0



F

[5]
1 ( i

4√2
x1 +

i
4√2
x2) + F

[5]
2 ( i

4√2
x1 − i

4√2
x2)

G
[5]
1 ( i

4√2
x1 +

i
4√2
x2) +G

[5]
2 ( i

4√2
x1 − i

4√2
x2)

0

+


1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 1√
2



F

[6]
1 (Z) + ZF

[6]
2 (Z)

G
[6]
1 (Z) + ZG

[6]
2 (Z)

0


其中 Z = x1e1+x2e2+x3e3 , F

[1]
1 , F

[1]
2 , H

[1]
1 , H

[1]
2 滿足△[1]u

[1]
m = 0 , G

[2]
1 , G

[2]
2 , H

[2]
1 , H

[2]
2

滿足 △[2]u
[2]
m = 0 , F

[3]
1 , F

[3]
2 , G

[3]
1 , G

[3]
2 滿足 △[3]u

[3]
m = 0 , F

[4]
1 , F

[4]
2 , H

[4]
1 , H

[4]
2 滿足

△[4]u
[4]
m = 0 , F

[5]
1 , F

[5]
2 , G

[5]
1 , G

[5]
2 滿足 △[5]u

[5]
m = 0 , F

[6]
1 (Z) + ZF

[6]
2 (Z), G

[6]
1 (Z) +

ZG
[6]
2 (Z) 滿足 △[6]u

[6]
m = 0 。

3.3 動態異向性線彈性材料之通解

動態異向性彈性力學中的統御方程式在無徹體力 (body force) 有慣性力的情形下,

可寫為

∑
j,k,l

Cijkl
∂2

∂xj∂xl
uk = müi (48)

並可進一步將統御方程式改寫為

∑
j,k,l

{Cijkl
∂2

∂xj∂xl
−mδik

∂2

∂t2
}uk = 0

∑
j,k,l

{Cijkl
∂2

∂xj∂xl
− Ci(n+1)k(n+1)

∂2

∂t2
}uk = 0

∑
j′,k,l′

{Fij′kl′
∂2

∂x′j′∂x
′
l′
}uk = 0
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其中 i, j, k, l 表示正常維度的標記 (index) , j′, l′ 表示維度被擴充之後之標記 (index) ,

x′j′ 為 x1, x2, x3, t。

Fij′kl′ =


Cijkl 若 i, j, k, l, j′, l′ = 1, 2, 3

−mδik 若 i, k = 1, 2, 3 且 j′, l′ = 4

0 其他情形

根據上述結果及超彈性之性質, 可知 Fij′kl′ 具有對稱性 Fij′kl′ = Fkl′ij′ 由於選擇將

ik 及 j′l′ 定為一組進行分解, 但根據上述之結果, 會發現指標 (index) ik 及 j′l′ 之數量

不相同, 於是將 Fij′kl′ 之奇異值分解 (singlar value decomposition) 定義如下,∑
ik

Fij′kl′V
[α]
ik = U

[α]
j′l′S

[α]

其中 S[α] 為第 α 個特徵值, U
[α]
j′l′ , V

[α]
ik 均為相對應的左特徵張量與右特徵張量, 並且根據

奇異值分解 (singlar value decomposition) 之性質可知 U
[α]
j′l′ , V

[α]
ik 均為正交單位化 (or-

thogonal)。

∑
j′l′

U
[α]
j′l′U

[β]
j′l′ = δαβ =

 1 若 α = β

0 若 α ̸= β

∑
ik

V
[α]
ik V

[β]
ik = δαβ =

 1 若 α = β

0 若 α ̸= β

將 Fij′kl′ 改寫為另一型式, 並代入 (48) 式。∑
α,j′,k,l′

ξ[α]U
[α]
j′l′V

[α]
ik

∂2

∂x′j′∂x
′
l′
uk = 0

此外, 此處還有二次型 (quadratic form) 的特性。∑
j′l′

U
[α]
j′l′

∂2

∂x′j′∂x
′
l′

=
∑
j′l′

{1
2
(U

[α]
j′l′ + U

[α]
l′j′) +

1

2
(U

[α]
j′l′ − U

[α]
l′j′)}

∂2

∂x′j′∂x
′
l′

=
∑
j′l′

1

2
(U

[α]
j′l′ + U

[α]
l′j′)

∂2

∂x′j′∂x
′
l′

=
∑
j′l′

Ũ
[α]
j′l′

∂2

∂x′j′∂x
′
l′

其中 Ũ
[α]
j′l′ =

1
2
(U

[α]
j′l′ + U

[α]
l′j′)。
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可以再利用 Fij′kl′ 之對稱性可以使得 V
[α]
ik 只留下其對稱部分。

∑
j′,k,l′

Fij′kl′
∂2

∂x′j′∂x
′
l′
uk

=
∑
j′,k,l′

1

2
(Fij′kl′ + Fkl′ij′)

∂2

∂x′j′∂x
′
l′
uk

=
1

2

∑
α,j′,k,l′

ξ[α]
∂

∂x′j′
U

[α]
j′l′

∂

∂x′l′
V

[α]
ik uk +

1

2

∑
α,j′,k,l′

ξ[α]
∂

∂x′j′
U

[α]
l′j′

∂

∂x′l′
V

[α]
ki uk

=
∑

α,j′,k,l′

ξ[α]
∂

∂x′j′
Ũ

[α]
j′l′

∂

∂x′l′

1

2
(V

[α]
ik + V

[α]
ki )uk

=
∑

α,j′,k,l′

ξ[α]
∂

∂x′j′
Ũ

α]
j′l′

∂

∂x′l′
Ṽ

[α]
ik uk

其中 Ṽ
[α]
j′l′ =

1
2
(V

[α]
j′l′ + V

[α]
l′j′ )。

根據上述的結果, 再次對 Ṽ
[α]
ik , Ũ

α]
j′l′ 進行一次特徵值問題, 此外由於此為實對稱矩

陣, 因此特徵值均為實數, 特徵向量均單位正交。

Ṽ
[α]
ik =

∑
m

Q
[α]
imD

[α]
m Q

[α]
km

Ũ
α]
j′l′ =

∑
r

T
[α]
j′rΛ

[α]
r T

[α]
l′r

其中 D
[α]
m ,Λ

[α]
r 為第 α 個特徵值, Q

[α]
im, T

[α]
j′r 為相對應的正交矩陣。

由於 Q
[α]
km 是由不同 Ṽ

[α]
ik 分解出來。 當 α 不同時, Q

[α]
km 分別處於在不同特徵張量

上, 又不同的特徵張量彼此互相獨立, 是故:

∑
k

Q
[α]
knQ

[β]
km = δαβδmn

在此, 發現材料體內部除了有關超彈性之對稱性所展開的第一層對稱性, 根據上述的結果,

又再發現了根據特徵張量之對稱性的第二層對稱性, 根據兩層對稱性推導出另一正交性
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質。

∑
j

Ṽ
[α]
ij Ṽ

[β]
jk

=
∑
j,m,n

Q
[α]
imD

[α]
m Q

[α]
jmQ

[β]
jnD

[β]
n Q

[β]
kn

=
∑
m,n

Q
[α]
imD

[α]
m δαβδmnD

[β]
n Q

[β]
kn

=


∑
m

Q
[β]
imD

[β]
m D

[β]
m Q

[β]
km 若 α = β

0 若 α ̸= β

(49)

此外, 再對 Ũ
[α]
j′l′ 進行開根號之動作。

Ũ
[α]
j′l′

=
∑
r

T
[α]
j′rΛ

[α]
r T

[α]
l′r

=
∑
r

T
[α]
j′r

√
Λ

[α]

r

√
Λ

[α]

r T
[α]
l′r

=
√
Ũ

[α]

j′s

√
Ũ

[α]

l′s (50)

其中
∑
r

√
Λ

[α]

r

√
Λ

[α]

r = Λ
[α]
r ,

√
Ũ

[α]

j′s =
∑
r

T
[α]
j′r

√
Λ

[α]

r 。

至此, 可以注意到若通解具有以下之型式, 則可以充分利用對稱性的性質求得通解。

uk = Ṽ
[β]
kmu

[β]
m
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代入式 (48), 且利用式 (49) 及式 (50) 之性質,

∑
j′,k,l′,m

Fij′kl′
∂2

∂x′j′∂x
′
l′
Ṽ

[β]
kmu

[β]
m

=
∑

α,j′,k,l′,m

ξ[α]
∂

∂x′j′
Ũ

[α]
j′l′

∂

∂x′l′
Ṽ

[α]
ik Ṽ

[β]
kmu

[β]
m

=
∑

α,j′,l′,m,r

ξ[α]
∂

∂x′j′
Ũ

[α]
j′l′

∂

∂x′l′
Q

[β]
ir D

[β]
r D[β]

r Q[β]
mrδαβu

[β]
m

=
∑

j′,l′,m,r

ξ[β]
∂

∂x′j′
Ũ

[β]
j′l′

∂

∂x′l′
Q

[β]
ir D

[β]
r D[β]

r Q[β]
mru

[β]
m

=
∑

j′,l′,m,r,p

ξ[β]
∂

∂x′j′

√
Ũ

[β]

j′p

√
Ũ

[β]

l′p

∂

∂x′l′
Q

[β]
ir D

[β]
r D[β]

r Q[β]
mru

[β]
m

=
∑
j′,m,r

ξ[β]
∂

∂y
[β]
j′

∂

∂y
[β]
j′

Q
[β]
ir D

[β]
r D[β]

r Q[β]
mru

[β]
m

=
∑
m,r

ξ[β]△[β]Q
[β]
ir D

[β]
r D[β]

r Q[β]
mru

[β]
m

=0

其中
∑
j′

∂
∂x′

j′

√
Ũ

[α]

j′p = ∂

∂y
[α]

j′
, △[β] 為第 β 個 Laplace 算子。 由於 △[β]u

[β]
m = 0 , 並根據

克氏代數, 列出符合 Laplace 算子之通解, 並將所有滿足該型式之通解相加, 即為通解。

3.4 異向性電磁彈性材料之通解

根據文獻[16][17], 異向性電磁彈性力學 (electromagnetoelasticity) 中的組成律, 為

以下之型式:

σij = Cijklϵkl − ekijEk − qkijHk (51)

Di = eiklϵkl + κikEk + λkiHk (52)

Bi = qiklϵkl + λikEk + ΓikHk (53)

其中 Di 為電子位移 (electric displacement), Ei 為電場強度 (electric field strength), Bi

為磁流密度 (magnetic flux density), Hi 為磁場強度 (electric field strength), Cijkl 為

彈性常數 (elasticity constants), ekij 為壓電常數 (piezoelectric constants), qkij 為壓磁

常數 (piezomagnetic constants), κik 為介電常數 (dielectric constants), λik 為電磁耦合

常數 (electromagnetic coupling constants), Γik 為磁導率常數 (magnetic permeability
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constants), 並且以上之材料常數具有以下之性質。

Cijkl = Cklij = Cjikl = Cijlk, ekij = ekji, qkij = qkji

κik = κki, λik = λki, Γik = Γki

並且根據位移與應變之關係、 彈力靜力問題、 無徹體力 (bady force) 及在電磁靜力

(static) 問題下之馬克斯威爾方程式, 可知

ϵij =
1

2
(ui,j + uj,i), σij,j = 0, Bi,i = 0, Di,i = 0, Ei = −ϕ,i, Hi = −φ,i

將上述關係代入式(51) 式 (52) 式 (53), 可改寫為

σij,j = Cijkluk,lj + elijϕ,lj + qlijφ,lj = 0

Di,i = ejkluk,lj − κjlϕ,lj − λljφ,lj = 0

Bi,i = qjkluk,lj − λjlϕ,lj − Γjlφ,lj = 0

至此可以將異向性電磁彈性力學中的統御方程式表達為

Li′jk′lµk′,lj = 0 (54)

其中

Li′jk′l =



Eijkl i′, j, k′, l = 1, 2, 3

ekij k′ = 4, i′, j, l = 1, 2, 3

qlij k′ = 5, i′, j, l = 1, 2, 3

ejkl i′ = 4, j, k′, l = 1, 2, 3

−κjl i′ = 4, k′ = 4, j, l = 1, 2, 3

−λlj i′ = 4, k′ = 5, j, l = 1, 2, 3

qjkl i′ = 5, j, k′, l = 1, 2, 3

−λjl i′ = 5, k′ = 4, j, l = 1, 2, 3

−Γjl i′ = 5, k′ = 4, j, l = 1, 2, 3

其中 i, j, k, l 表示正常維度的標記 (index) , i′, k′表示維度被擴充之後的標記 (index)。
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根據上述結果及超彈性之性質, 可知 Lij′kl′ 具有對稱性 Li′jk′l = Lk′li′j , 由於選擇

將 i′k′ 及 jl 定為一組進行分解, 但根據上述之結果, 會發現於 i′k′ 及 jl 數量不相同, 於

是 Li′jk′l 之奇異值分解 (singlar value decomposition) 定義為

Li′jk′lV
[α]
i′k′ = U

[α]
jl S

[α]

其中 S[α] 為第 α 個特徵值, V
[α]
i′k′ , U

[α]
jl 分別為相對應的右特徵張量與左特徵張量。

將 Li′jk′l 改寫另一型式, 並代入 (54) 式,

∑
α,j,k′,l

ξ[α]U
[α]
jl V

[α]
i′k′

∂2

∂x′j′∂x
′
l′
µk′ = 0

並且根據奇異值分解 (singlar value decomposition) 之性質可知左特徵張量與右特徵張

量均為正交單位化 (orthogonal),

∑
jl

U
[α]
jl U

[β]
jl = δαβ =

 1 若 α = β

0 若 α ̸= β

∑
i′,k′

V
[α]
i′k′V

[β]
i′k′ = δαβ =

 1 若 α = β

0 若 α ̸= β

此外, 此處還有二次型 (quadratic form) 的特性,

∑
jl

U
[α]
jl

∂2

∂xj∂xl

=
∑
jl

{1
2
(U

[α]
jl + U

[α]
lj ) +

1

2
(U

[α]
jl − U

[α]
lj )} ∂2

∂xj∂xl

=
∑
jl

1

2
(U

[α]
jl + U

[α]
lj )

∂2

∂xj∂xl

=
∑
jl

Ũ
[α]
jl

∂2

∂xj∂xl

其中 Ũ
[α]
jl = 1

2
(U

[α]
jl + U

[α]
lj )。
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可以再利用 Li′jk′l 之主對稱性, 可以使得 V
[α]
i′k′ 只留下其對稱部分。

∑
j,k′,l

Li′jk′l
∂2

∂xj∂xl
µk′

=
∑
j,k′,l

1

2
(Li′jk′l + Lk′li′j)

∂2

∂xj∂xl
µk′

=
1

2

∑
α,j,k′,l

ξ[α]
∂

∂xj
U

[α]
jl

∂

∂xl
V

[α]
i′k′µk′ +

1

2

∑
α,j,k′,l

ξ[α]
∂

∂xj
U

[α]
lj

∂

∂xl
V

[α]
k′i′µk′

=
∑

α,j,k′,l

ξ[α]
∂

∂xj
Ũ

[α]
jl

∂

∂xl

1

2
(V

[α]
i′k′ + V

[α]
k′i′)µk′

=
∑

α,j,k′,l

ξ[α]
∂

∂xj
Ũ

α]
jl

∂

∂xl
Ṽ

[α]
i′k′µk′

根據上述的結果, 再次對 Ṽ
[α]
i′k′ , Ũ

α]
jl 進行一次特徵值問題, 此外由於此為實對稱矩陣,

因此特徵值均為為實數, 特徵向量均單位正交。

Ṽ
[α]
i′k′ =

∑
m

Q
[α]
i′mD

[α]
m Q

[α]
k′m

Ũ
α]
jl =

∑
m

T
[α]
jr Λ

[α]
r T

[α]
lr

其中 D
[α]
m ,Λ

[α]
r 為第 α 個特徵值, Q

[α]
i′m, T

[α]
jp 為相對應的正交矩陣。

由於 Q
[α]
k′n 是由不同 Ṽ

[α]
i′k′ 分解出來。 當 α 不同時, Q

[α]
k′n 分別處於在不同特徵張量

上, 又不同的特徵張量彼此互相獨立, 是故

∑
k′

Q
[α]
k′nQ

[β]
k′m = δαβδmn (55)

在此發現材料體內部除了有關超彈性 (hyperelasticity) 之對稱性所展開的第一層對稱性,

根據上述的結果, 又再發現了根據特徵張量之對稱性的第二層對稱性, 根據兩層對稱性推
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導出另一正交性質。

∑
j

Ṽ
[α]
i′j Ṽ

[β]
jk′

=
∑
j,m,n

Q
[α]
i′mD

[α]
m Q

[α]
jmQ

[β]
jnD

[β]
n Q

[β]
k′n

=
∑
m,n

Q
[α]
i′mD

[α]
m δαβδmnD

[β]
n Q

[β]
k′n

=


∑
m

Q
[β]
i′mD

[β]
m D

[β]
m Q

[β]
k′m 若 α = β

0 若 α ̸= β

(56)

此外, 再對 Ũ
[α]
jl 進行開根號之動作。

Ũ
[α]
jl

=
∑
r

T
[α]
jr Λ

[α]
r T

[α]
lr

=
∑
r

T
[α]
jr

√
Λ

[α]

r

√
Λ

[α]

r T
[α]
lr

=
∑
r

√
Ũ

[α]

jr

√
Ũ

[α]

lr (57)

其中
∑
r

√
Λ

[α]

r

√
Λ

[α]

r = Λ
[α]
r ,

√
Ũ

[α]

jr =
∑

r T
[α]
jr

√
Λ

[α]

r 。

至此可以注意到若通解具有以下之型式, 則可以充分利用對稱性的性質求得通解。

µk′ =
∑
m

Ṽ
[β]
k′mµ

[β]
m (58)
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代入式 (54), 且利用式 (56) 及式 (57) 之性質

∑
j,k′,l,m

Li′jk′l
∂2

∂xj∂xl
Ṽ

[β]
k′mµ

[β]
m

=
∑

α,j,k′,l,m

ξ[α]
∂

∂xj
Ũ

[α]
jl

∂

∂xl
Ṽ

[α]
i′k′Ṽ

[β]
k′mµ

[β]
m

=
∑

α,j,l,m,r

ξ[α]
∂

∂xj
Ũ

[α]
jl

∂

∂xl
Q

[β]
i′rD

[β]
r D[β]

r Q[β]
mrδαβµ

[β]
m

=
∑
j,l,m,r

ξ[β]
∂

∂xj
Ũ

[β]
jl

∂

∂xl
Q

[β]
i′rD

[β]
r D[β]

r Q[β]
mrµ

[β]
m

=
∑

j,l,m,r,p

ξ[β]
∂

∂xj

√
Ũ

[β]

jp

√
Ũ

[β]

lp

∂

∂xl
Q

[β]
i′rD

[β]
r D[β]

r Q[β]
mrµ

[β]
m

=
∑
j,m,r

ξ[β]
∂

∂y
[β]
j

∂

∂y
[β]
j

Q
[β]
i′rD

[β]
r D[β]

r Q[β]
mrµ

[β]
m

=
∑
m,r

ξ[β]△[β]Q
[β]
i′rD

[β]
r D[β]

r Q[β]
mrµ

[β]
m

=0

其中 ∂
∂xj

√
Ũ

[α]

jp = ∂

∂y
[α]
j

, △[β] 為第 β 個 Laplace 算子, 由於 △[β]u
[β]
m = 0 , 並根據克氏

代數, 列出符合 Laplace 算子之通解, 並將所有滿足該型式之通解相加, 即為通解。

第 4 章 各層異向性材料分析

由前述的計算過程可知, 對於三維靜態異向性彈性問題之特徵值問題會有九個特徵

張量, 每個特徵張量均能得到一項滿足統御方程式的解, 最後將九項滿足統御方程式的解

相加, 即為統御方程式之通解。 但根據對稱面的增加或異向性的減弱, 特徵張量會出現反

對稱二階張量, 對於求解通解時, 反對稱二階張量會由於二次型之特性自動消失, 因此通

解會少掉相對應反對稱部分的解, 簡而言之就是通解項數會隨著對稱面的增加或是異向性

的減弱而減少, 不過最多減少三個。 此外對稱性的增加, 也對導致特徵張量的重複, 對稱面

增加越多特徵張量的重複就越多, 並且重複的特徵張量都與材料係數無關, 此下將對於各

層異向性進行分析。
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Triclinic 材料 (21個獨立之材料常數, 無對稱面) 其特徵張量為
x x x

x x x

x x x



x x x

x x x

x x x



x x x

x x x

x x x



x x x

x x x

x x x



x x x

x x x

x x x



x x x

x x x

x x x



x x x

x x x

x x x



x x x

x x x

x x x



x x x

x x x

x x x


其中 x 代表與材料係數相關的常數

Monoclinic 材料 (13個獨立之材料常數, 對稱面為 θ = 0 ) 其特徵張量為
0 0 0

0 0 −1

0 1 0




0 x x

x 0 0

1 0 0




0 x x

x 0 0

1 0 0




0 x x

x 0 0

1 0 0




0 x x

x 0 0

1 0 0



x 0 0

0 x 1

0 1 x



x 0 0

0 x 1

0 1 x



x 0 0

0 x 1

0 1 x



x 0 0

0 x 1

0 1 x


其中 θ 為對稱面在 x1, x2 平面上與 x1 所夾之角度

Trigonal 材料 (6個獨立之材料常數, 對稱面為 θ = 0 及 θ = ±π
3
) 其特徵張量為

0 −1 0

1 0 0

0 0 0




0 0 −1

0 0 0

1 0 0




0 0 0

0 0 −1

0 1 0




0 x x

x 0 0

1 0 0




0 x x

x 0 0

1 0 0



x 0 0

0 x x

0 1 x



x 0 0

0 x x

0 1 x



x 0 0

0 x 0

0 0 1



x 0 0

0 x 0

0 0 1


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Orthotropic 材料 (9個獨立之材料常數, 對稱面為 θ = 0 、 θ = π
2

及 ψ = π
2
) 其特

徵張量為
0 −1 0

1 0 0

0 0 0




0 0 −1

0 0 0

1 0 0




0 0 0

0 0 −1

0 1 0




0 1 0

1 0 0

0 0 0




0 0 1

0 0 0

1 0 0




0 0 0

0 0 1

0 1 0



x 0 0

0 x 0

0 0 1



x 0 0

0 x 0

0 0 1



x 0 0

0 x 0

0 0 1


Tetragonal 材料 (6個獨立之材料常數, 對稱面為 θ = 0 、 θ = ±π

4
、 θ = π

2
及

ψ = π
2
) 其特徵張量為

0 −1 0

1 0 0

0 0 0




0 0 −1

0 0 0

1 0 0




0 0 0

0 0 −1

0 1 0




0 1 0

1 0 0

0 0 0




0 0 1

0 0 0

1 0 0




0 0 0

0 0 1

0 1 0




−1 0 0

0 1 0

0 0 0



x 0 0

0 x 0

0 0 1



x 0 0

0 x 0

0 0 1


Transversely isotropic 材料 (5個獨立之材料常數, 對稱面為 x3 = 0 及任何包含

x3 軸的平面, 及對稱軸為x3 軸) 其特徵張量為
0 −1 0

1 0 0

0 0 0




0 0 −1

0 0 0

1 0 0




0 0 0

0 0 −1

0 1 0




0 1 0

1 0 0

0 0 0




0 0 1

0 0 0

1 0 0




0 0 0

0 0 1

0 1 0




−1 0 0

0 1 0

0 0 0



x 0 0

0 x 0

0 0 1



x 0 0

0 x 0

0 0 1


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Cubic 材料 (3個獨立之材料常數, 對稱面之法向量為 x1, x2, x3 軸及所有與 x1, x2, x3

軸相夾 π
4

之方向) 其特徵張量為
0 −1 0

1 0 0

0 0 0




0 0 −1

0 0 0

1 0 0




0 0 0

0 0 −1

0 1 0




0 1 0

1 0 0

0 0 0




0 0 1

0 0 0

1 0 0




0 0 0

0 0 1

0 1 0




−1 0 0

0 1 0

0 0 0




−1 0 0

0 0 0

0 0 1




1 0 0

0 1 0

0 0 1


Isotropic 材料 (任意方向均為對稱面之法向) 其特徵張量為

0 −1 0

1 0 0

0 0 0




0 0 −1

0 0 0

1 0 0




0 0 0

0 0 −1

0 1 0




0 1 0

1 0 0

0 0 0




0 0 1

0 0 0

1 0 0




0 0 0

0 0 1

0 1 0




−1 0 0

0 1 0

0 0 0




−1 0 0

0 0 0

0 0 1




1 0 0

0 1 0

0 0 1


我們會發現根據對稱面增加或是異向性的減弱, 相同的部分會越來越多, 並且只要

其中一部分一出現, 則比該異向更弱的之材料也必包含該部分, 也就是說隨著異向性的減

弱, 不同異向性材料之通解型式就會越來越相像。

第 5 章 結論

在本文中介紹了兩種方法, 第一種方法已座標轉換之觀念, 清楚的表現了在二維問

題中, 其通解在各分量間應具有一比例關係, 也就是說具有特徵向量之性質。 並且可在推

導中發現與 Stroh 方法其實殊途同歸。 同時在超複變代數中運用超複變分析二維異向性

材料之統御方程式 ,可以得到類似的結果。 但此方法之缺點在仍然受制於二維問題, 當維

度提高時, 會出現求解的問題

第二種方法, 則是發現了在材料中藏有兩正交性的特性, 利用兩次特徵值問題將兩

層正交正分解出來, 在假設適當的通解型式, 即可得到通解。 此方法之優點在於不受維度
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限制, 故此可將問題擴大至動態異向性彈性問題或電磁異向性彈性問題, 均可用類似的手

法求解。
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