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摘要 
自適應網格精緻化是一個當計算誤差變大時，將網格切得更細密

以達到更高精確度的一個模擬方法。本論文發展一個使用高速圖形計

算核心的自適應網格精緻化的模擬，提供可達一般自適應網格流體模

擬的十倍效能。 

 

 

關鍵字：自適應網格、流體模擬、爆炸波、切變流、震波、顯示卡。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

iii 
 

Abstract 
Adaptive Mesh Refinement is an idea of saving computing resources. 

In many cases the most important flow features occupy only a small region 

in the computation domain. AMR will recursively refine grids when errors 

grow and remove the fine grids where the coarser grids still give an enough 

accuracy. In my thesis, I present a fluid simulation program using the 

graphic processing units which are much powerful than the central 

processing unit in common personal computers. The program offers ten 

times computing efficiency than general fluid simulations before. 

 

 

Keywords: AMR, fluid simulation, GPU, shock, shear flow. 
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1. 緒 論 
在探討天文大小尺度的結構形成與天文動力系統分析的問題，一定不能避免

的會遇到非線性流體的演化。非線性問題大多無法由理論計算完整的解出，目前

最普遍的解決方式，都是使用電腦數值模擬。為了精確的模擬系統的演化，常常

會需要極高的解析度，也就是說流體模擬極為需要計算能力與記憶體大小。但是

在許多流體模擬問題裡，真正重要的精細結構通常只佔模擬空間的小部分。如果

為了要將精細結構模擬出來，而讓整個空間的網格點都切得很細，是件非常浪費

計算資源的事情。 

自適應網格調變(Adaptive Mesh Refinement, AMR)是個可依使用者需求將網

格的精細度做即時地調變(refine)的演算法，是由 M.J.Berger 和 J.Oliger 在 1984 年

[1]所發展出來的。AMR 對於任何使用者感興趣的區域切得十分細密，讓這些區域

能夠以更高的解析度進行精確地運算。而其他平凡無奇的區域則用較粗的網格計

算，節省計算資源與提高程式運算的效能。 

本程式使用 AMR 技術模擬流體的演化，配合上超高速的顯示卡運算核心

(Graphic Processing Units, GPUs)，提供了強大的運算效能，約是使用一般電腦中央

處理器(Central Processing Unit, CPU)運算之 AMR 流體模擬程式的十倍運算效能。

這主要是由於現今顯示卡的計算能力，已經遠遠的超過了電腦的中央處理器。以

現今最快的顯示卡與中央處理器相比，目前(2008/07)市面上銷售的個人電腦中央

處理器最快的是 Intel QX9650，其理論計算能力是 96 GigaFLOPs (FLoating point 

OPerations per second, 每秒可執行的浮點運算個數)。而最新的顯示卡 NVIDIA 

GeForce GTX 280 則擁有 933 GFLOPs 的運算能力，約是 QX9650 的 10 倍。 

以本實驗室所使用的 NVIDIA GeForce 8800 GTX 顯示卡為例，這張卡是 2007

年最強大的顯示卡，擁有 128 個串流處理器(Stream Processors)，每個串流處理器

的運作時脈是 1.35 Ghz。而每個串流處理器可在一個時脈週期裡同時運算一個浮點

數的乘法與一個浮點數的加法，於是這張顯示卡的浮點運算能力是128 1.35
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2 345.6 GFLOPs，仍然擁有現今最快的中央處理器的 3.5 倍運算效能。 

以價格來說，一台插上兩張 NVIDIA GeForce GTX 280 顯示卡的個人電腦售價

約是新台幣五萬元，其擁有的浮點運算能力是 2 Tera-FLOPs，這樣的性價比是以往

任何超級電腦的數百倍以上。顯示卡擁有強大的運算能力與平民化的價格，絕對

是未來建造平行運算電腦叢集的首選。 

在本論文的第二章，我們將介紹這個流體模擬程式的主要架構與重要的細部

資訊。第三章我們將實際模擬兩個常見的流體模擬程式的測試，與流體方程式所

計算出的理論解相比，了解本程式的可信度。並且我們同時測試本程式的效能表

現，了解使用顯示卡運算帶來多少倍的效能增進。第四章我們實地進行切變流

(Shear Flow)的模擬，分析切變流所產生的紊流(Turbulence)系統，並與近期其他研

究團隊的分析結果相比，了解本程式的流體演化核心(Solver)在紊流系統的可靠度。 
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2.  程式內容介紹 

在本章我們將對程式的內容做重點介紹，2.1 節我們介紹程式使用的語言與資

料結構，2.2 節我們介紹程式執行的流程，2.3~2.7 節我們依序講解程式重點函式的

主要內容。 

 

2.1 程式簡介 

本程式使用 C++語言，呼叫顯示卡運算的程式碼使用 NVIDA 提供的 CUDA 

(Compute Unified Device Architecture)[2]介面。CUDA 是一個以 C++語言為基礎的

操作介面，是 NVIDIA 近期為了通用顯示卡運算(General Purpose GPU)市場編寫出

來的。在早期，通用顯示卡運算的發展十分困難，當時顯示卡雖然擁有強大的計

算能力，但由於操作介面複雜與通用性不佳，並沒有受到太多人的重視。當時使

用顯示卡作科學計算的方式，都是想盡辦法讓所有的運算轉型成為繪圖的格式，

讓顯示卡誤認為這些運算都是為了畫圖而做，這使得程式的編寫十分困難且沒有

效率。直到 CUDA 推出，才讓許多使用者注意到通用顯示卡運算發展的可能性。

CUDA 讓使用顯示卡運算變得像是學習一個類似 C++語言一樣方便，對於原本就

精通程式語言的人來說，實在不算是一個門檻。本程式的流體演化核心就是用

CUDA 編寫而成，讓顯示卡取代中央處理器作許多複雜且耗時的運算，大幅地加

速流體模擬的效率。 

本程式的流體演化演算法參考 Hy Trac, Ue-Li Pen, 2002, A Primer on Eulerian 

Computational Fluid Dynamics for Astrophysics [3]，其使用尤拉方程式演化流體並確

保總變化衰減(Total Variation Diminishing, TVD)。 
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尤拉方程式：          ·                0,           ·  0,                  ·     0,         
其中 ρ是流體密度、t 是時間、 是流體的流速、P 是流體壓力、e 是流體的能量密

度，包含了熱動能與流體動能。 

所以空間中每個格點都存有五個變量，分別是 ρ、ρvx、ρvy,、ρvz、與 e。而壓

力可由理想流體的狀態方程式算出，  1 · , 

這裡的 是流體定壓比熱與定容比熱的比值。 

空間總變化(Total Variation)的定義是 

  | |, 
代表著空間中每個格點與相鄰的格點間的差值的絕對值的總合。可以改寫成另一

個形式  ∑ u ∑ u , 

這代表著空間中所有相對極大值之和與相對極小值之和的差。這樣確保所有的數

值誤差不會造成任何非物理的現象，可視為自然的能量消散，由動能轉變為熱能。 

本程式是個三維的流體模擬程式，空間切割方式參考 Paramesh[4]，將空間切

成多個不同大小的長方體，我們稱這些長方體作為小片(Patchs)，每個小片裡都擁

有Nx Ny Nz個格點(Cells)。不同大小的小片差別在於格點更細密，而不是小片

內擁有的格點數不同。我們把不同大小的小片分成不同階級(Level)，階級越大代

表著網格越細密。 

 

 

 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

 
(5) 

(6) 
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                     圖 2.1： 空間網格分佈示意圖 

參考圖 2.1a，這是一個二維的例子，圖中是一個4 4的小片，每一個紅框是

一個網格。首先我們假設整個模擬空間只有這個階級為零(Level = 0)的小片，如果

我們發現圖上灰色格點解析度不足，如圖 2.1b，希望用更高解析度的網格處理。

在本程式的架構下，我們就會產生四個階級一的小片，如圖 2.1c。我們的方法是，

只要整個小片中任何一點被認定為解析度不足，那麼整個小片都會被切細，而不

是只有被判定的那個點，因為本程式以一個小片作為基本的調變結構。同時我們

提高解析度的步驟，是將每個網格點在各個維度都砍半，在二維裡就會產生四個

大小相同的細網格。而不論粗或細的小片裡，都擁有一樣數目的網格點。如果我

們依然覺得灰色區域解析度不夠，把網格繼續切細，就會產生四個階級二的小片，

如圖 2.1c。此時空間中總共有一個階級零的小片、四個階級一的小片、以及四個
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階級二的小片，階級零與階級一的小片並不會因為被切細而被抹除。我們會把這

個階級零的小片稱作階級一小片的父小片，反之階級一的小片就是階級零小片的

子小片。而這些相同階層且相鄰在一起的小片們，則稱作為彼此的鄰小片。鄰小

片間不一定要擁有同樣的父小片，只要大小相同且相鄰就是彼此的鄰小片。 

有時候我們會希望限制程式最粗的解析度，而不是由階級零的小片開始。在

程式裡可以設定最低階級，如果設為三，意味著空間中最粗的小片就是階層三，

且空間中擁有 83 個階級三的小片。如果一個小片大小是 43，那麼代表空間中最粗

的網格總數是8 4 32 。 

由於模擬機器的記憶體大小有限，不能讓網格無止境的切割下去。在程式裡

可以限制總網格的數目，以及最細網格的階級。超過限制就不允許程式繼續切細

產生更多的小片，除非有其他不需要的小片被移除。 
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相同，對於不同的網格寬度必須選用不同的演化時距，否則會因資訊傳遞距離超

過網格寬度造成錯誤的演化。由於空間的長度是以二等分做切割，於是我們也選

用二等分切割演化時距。演化到了最細的網格點，繼續將最細的網格再次推進，

直到跟上一層的網格點同步。粗細網格同步後，我們用細網格的資訊修正粗的網

格，因為我們相信細網格演化具有較高的正確性，這就是圖上的 F 步驟。修正之

後，我們用當下的資訊調變細網格的分佈，將需要精細網格的區域保留或新建、

不需要的移除，這就是圖上的 A 步驟。此時第一、二階級的網格已經同步且重新

整理過，才繼續演化階級一的網格，使其與階級零的網格同步。不過此時並不急

著向上修正，因為最細網格的資訊還未被演化出，直到最細網格也同步後，再一

次向上修正到階級零，並分別調變階級一與階級二的網格分佈。如此我們就完成

了一個 Integration 的函式，將流體演化了∆ 時間。 

當我們在進行細格點演化時，在粗細邊界上我們會對粗格點插分，得到細格

點所需的邊界條件。細格點第二次演化時，這些邊界資料必須由兩個不同時刻的

粗格點作時間的插分得到，所以我們選擇對粗格點先演化。也因此實際上每個小

片裡存有兩組變數的值，分別是演化前後的資訊，以便需要時能夠作時間插分。 
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2.3 模擬初始條件的賦值 

程式的初始化動作由 Initialize 函式完成，內容主要分為兩大部分，第一個是

對空間上每個格點賦予初始值，第二個則是將初始值做網格粗細調變。調變後產

生更細的格點，再賦予新的格點初始值，兩個步驟反覆運行，直到每個階層的網

格調變都完成且都賦予初始值，才進入演化的階段。 

賦予初始值有幾種不同的方式，最簡單的一種是直接定義一個空間函數。不

管粗或細的網格點，都有其相對應於空間的座標，由格點座標決定變量的值。此

時細格點的變數值，是由空間函數決定，而非插分而來。然而有時候我們定義的

初始值，是由先前其他非 AMR 的模擬程式產生，這時候我們有明確定義變量的網

格點，可能只有 2563、5123、或者其他固定的解析度。此時我們就需要用插分來產

生比原來還細的格點上的變數值，或是將格點的值取平均給予較粗的格點。 
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2.4 網格調變 

調變網格粗細(Refinement)是 AMR 程式架構的核心，在每次粗細網格演化同

步時，我們都可以進行網格粗細的調變，隨時都讓程式擁有最適當的網格分布。

不過調變網格需要一些計算量，在重視效率的情況下，我們可以適當的改變調變

網格的頻率，以增進程式的效率。 

每次調變的對象是一整個階級的所有小片，如果我們對階級二的小片調變，

意思是拿階級一小片的資料去尋找誤差較大的區域，然後進行切細動作產生階級

二的小片。每次調變過後會產生全新的階級二的網格分佈，與調變之前階層二的

網格分佈沒有絕對關連性。在新舊的網格重合的區域，則舊網格的資料取代。而

沒有舊資料的區域，我們則用粗一層的資料插分。 

調變網格有兩個重點，調變標準與插分方法，我們將在 2.4.1 節與 2.4.2 節說

明。 

2.4.1   調變標準設定 

如何尋找誤差的來源，是網格調變的重點之一。一般來說，可以藉由相鄰格

點物理量的相對差值來判斷。我們會依照不同的物理問題做特別的處理，如果模

擬爆炸波(Sedov-Taylor Blast Wave)，我們可以簡單的利用流體密度或壓力做為判斷

的依據。當兩個格點之間密度差大於某個標準(Criterion)，就判定這個區塊須要用

更細密的網格處理，並對該小片做個標記。如果是渦流(Vortex)問題，我們可以用 

 作為判斷的依據，或是用相鄰格點的速度方向所夾的角度來判斷是否處於

渦流的中心位置。對於不同的模擬問題，有不同的判斷方式，一般來說，我們可

以先分析誤差的來源會與哪個物理量變化有對應，再寫出相對應的程式碼去做判

定，決定各個區域的網格粗細。 

除了對格點上的物理量做分析外，也有另一種方法可以找出產生誤差的位
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置，就是 Error Estimation[5]。其主要的概念，是利用粗與細網格計算結果的誤差

來判斷。誤差大於設定的標準值時，就將網格切細；反之如果低於某個標準值，

就將細網格移除。 

為了增進程式的效能，判定時所作的計算量要盡量精簡，避免在判定時做太

大的運算。目前判定函式是由中央處理器運算，相較於使用顯示卡運算的流體演

化核心，運算能力差了十倍之多，太複雜的判斷，就會明顯地拖慢程式效率。如

果遇到的判定複雜的問題，我們也可以使用高速的顯示卡進行判定的運算，改善

程式效率。 

被判定為誤差較大的區域，我們除了標記這些區域之外，會在這些區域旁，

再加上幾個網格點的緩衝(Buffer)，如圖 2.4。圖 2.4 是個二維的例子，圖中是一個8 8的小片，每個格子是小片中的網格，紅色區域是被判定為解析度不足的區域，

綠色區域是我們加的緩衝，任何包含紅色或綠色區域的小片都必須被切細。這樣

做的目的是為了避免在下次執行網格調變前，這些誤差大的訊息已經跑到了不夠

細密的區域。 

 

                         圖 2.4： 網格緩衝示意圖 
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(a)                             (b) 

                       圖 2.5：適當網格分佈示意圖 

在 AMR 的程式裡，我們常會要求粗細的網格分布必須滿足適當網狀結構

(Proper Nesting)。適當網狀結構的目的是，不希望粗細界面的解析度差距太大。在

本程式裡，我們不容許階級差超過兩層的粗細界面。實作上的判別方式是，任何

一個小片的父小片必須完整的擁有每個鄰小片。在三維裡，包含所有對角線方向

上的鄰小片，總共有 26 個。除了階層為零或是與真實物理邊界有接觸的小片外，

所有小片都必須要滿足這個條件。如圖 2.5a 與圖 2.5b，灰色區域是最粗網格的區

域，方格狀區域是次細網格的區域，黑色區域則是最細網格所在區域，而圖 2.5a

是滿足適當網狀結構的例子，反之圖 2.5b 則因為最細區域與最粗區域在對角線方

向上有接觸，所以不滿足適當網狀結構。 

滿足適當網格結構的目的有兩個，第一是為了避免產生太多因為網格粗細差

異太大的邊界而造成的計算誤差，因為適當網狀結構只允許粗細交界面階層只差

一層的情況。第二個目的是減少粗細網格界面插分所造成的誤差與程式複雜度，

因為所有小片的邊界，只有兩種可能，一個是與自己一樣粗細，另一個是與父小

片同樣粗細。 

為了滿足適當網狀結構，我們必須檢查所有小片的是否都有 26 個鄰小片，如

果沒有，那麼就必須抹除之前需要切細的判定，不能讓沒有鄰小片的小片繼續往
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下切細。這部分會造成程式的不理想，因為被判定為需要切細的區域並未被切細。

不過在本程式的架構下，我們可以藉由判定標準和緩衝大小的改變來盡量避免這

部分產生的計算誤差。 

另外在 2.2 節討論到的流程裡，我們注意到在模擬中網格調變的順序先是細格

點調變再來才是粗格點調變。有時候在細格點處判斷仍需要更加切細的區域，再

粗格點會因為解析度不足的關係並未被判定，這時我們必須要特別為這些擁有更

細結構的區塊加上標記，避免將這些細部資訊抹除。 

2.4.2    網格插分 

在尤拉方程式的流體模擬裡，讓守恆量維持守恆是一個非常重要的準則，所

以在切細時，我們只能選用守恆插分。 

 
                     圖 2.6：網格插分示意圖 

如圖 2.6，如果我們要對網格 5 插分出 abcd 四個格點，那我們選用的插分方式

是 

              

              ., 
如此一來 4 ，滿足守恆量守恆，且運算量少，不影響

程式效率。 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 
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2.5  模擬時距的決定 

一次演化的時距(Time Step)，由 CFL condition 決定，其基本概念是訊息最

大的傳遞速度是聲速加上流速，在一次演化裡，我們不容許任何訊息走超過一

個格點，因為每次演化我們模擬的訊息傳遞也只會影響到隔壁的網格。於是對

於某格點所能接受的最大時距是∆ ∆ ，其中∆ 是演化時距，Vmax

是 Vx,Vy,Vz 三者取最大值，Cs是該網格的聲速，可由方程式 求得，∆ 是網

格寬度。詳細的數學分析可參考 A Primer on Eulerian Computational Fluid 

Dynamics for Astrophysics [3]。 

我們必須找到一個適當的時距，滿足每個格點允許的時距限制，由於在本

程式的架構下，相鄰兩層的網格，細網格的∆ 與∆ 都恰好粗網格的一半。在程

式裡，我們定義最細網格的寬度為單位長度，於是各階層網格的寬度為∆ 2 ，各階層網格的時距為∆ 2 ∆ ，其中 lv 是各

階層的階級，ML 是最細格點的階級，階級越大代表網格越細。而∆ 可由圖

2.7 的虛擬碼求出。在實作上我們會對演化時距加個安全系數，因為在最粗格點

演化一次(Global Time Step)的時間裡，細格點會使用相同的時距演化多次。 
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                        圖 2.7： 程式虛擬碼 

 
                        圖 2.8： 程式虛擬碼 
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2.6  演化 

在圖 2.2 裡，Intergration 函式就是將流體演化到下一個時刻點的主要函式，也

是本程式中流體模擬的核心。函式內的基本步驟已經在 2.2 節裡做過說明，在本小

節裡，我們將更深入的介紹 Intergration 裡各個子函式。 

2.6.1    演化簡介 

圖 2.8 是 Intergration 的虛擬碼，其中 evolve 函式就是演化每一層網格的函式，

fixup 函式就是將細格點算出來的值往上修正粗的格點，refine 函式就是進行每一

層網格調變的函式。其中 refine 函式的重點已經在 2.4 節說明過了。 

evolve 函式主要的內容，就是將各個小片的資料轉換成較適合 GPU 運算的簡

單格式，並上傳到顯示卡的記憶體交由顯示卡運算。並且存下粗細邊界上的通量

(flux)，留給 fixup 函式做向上修正。關於使用 GPU 運算的細節，我們會在 2.6.2

說明，fixup 函式我們會在 2.6.3 節說明。 

2.6.2    顯示卡運算的相關細節 

在第一章裡我們簡介了顯示卡擁有的強大運算能力，來自於使用多個 stream 

processors 作平行的運算。網格流體的模擬，每個網格點間的運算是獨立的，恰好

是個適合於平行運算的程式架構。 

如同 CPU 運算一樣，顯示卡也是從記憶體將資料讀進來，在 GPU 內做各種

判斷與運算。不過由於顯示卡的計算能力太強大，如果記憶體讀取的效率不彰，

將會非常嚴重的限制顯示卡的能力。在 CUDA 裡面，顯示卡的記憶體分為三種，

分別為顯示卡的主記憶體(global memory)、共享記憶體(shared memory)、與暫存器

(register)。在 CPU 裡也有類似的架構，分別為主記憶體(main memory)、快取

(cache)、與暫存器。在顯示卡中讀取主記憶體的延遲(latency)是讀取共享記憶體的

數百倍之多，約為 200~400 個時脈週期。所以要將顯示卡的計算能力完全發揮，
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一定得要善用共享記憶體。 

一張顯示卡內有多個串流處理器，在 CUDA 的架構底下，將 8 個串流處理器

組成一個複合處理器(multiprocessor)，每個複合處理器擁有一個大小為 16 kb 的共

享記憶體(shared memory)，提供給這 8 個 stream processors 作更快速的存取。不同

的複合處理器是不能互相讀取其它複合處理器的共享記憶體。 

在本程式裡，我們讓一個小片的資料用一個複合處理器進行演化，善用共享

記憶體來儲存各個獨立小片的資料，讓顯示卡能夠更高速的運算而不會受到主記

憶體讀取效率不彰的影響。而顯示卡除了負責各個小片的演化之外，不用處理任

何複雜的資料結構與邏輯判斷。所以其它的運算，都交由 CPU 來負責，如此我們

更可以善用顯示卡的優勢：單純直接的大量運算。 

為了讓每個小片都是個獨立的運算，每個丟給顯示卡運算的小片，都必須擁

有足夠的邊界條件。而我們使用的 TVD solver 在每一個邊界需要三格的邊界值

(ghost zone)，所以我們先將每個小片與其所需要的邊界值複製到一塊新的記憶體

上，才送入顯示卡演化。各小片的邊界值的取得方式，則看其是否有鄰小片存在。

如果其鄰小片存在，邊界值就可直接從鄰小片複製，反之我們就需要對更粗一層

的格點插分，得到所需要的邊界值。 

我們需要另外注意的是，邊界值的處理除了再送進 GPU 前的準備需要花費額

外的時間，在演化的過程中，它也是嚴重的影響整體效率。當我們演化 N3 的小片，

因為每個維度都有兩個邊界，所以每個維度我們需要額外 6 格邊界值，而每次只

演化一個維度，如 X 方向，則在進行 Y 方向的演化時，X 方向的邊界值運算就可

以省去，在 Z 方向上演化時，X,Y 方向的邊界值運算都可省去，故總共的運算為N 6 N 6 N N 6 N 。才能進行中間的小片演化。我們發現 N 越大，

邊界值運算就越少，在 N=1 的情況下，邊界值的運算約是小片本身的 133 倍，是

個極端資源浪費的例子。 

所以小片的大小是個很重要的變數，太小則造成處理邊界值的資源浪費，太

大則造成 AMR 粗細格點分佈的不理想，在第三章我們會對小片大小與效能做討
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論。 

為了增進程式效率，我們注意到產生小片的過程，都是由一個父小片產生八

個相鄰的子小片(可參考圖 2.1)，為了節省邊界值的處理，我們將八個相鄰的小片

視為一個更大的小片，一起送入顯示卡進行演化，增進程式效率。 

由於顯示卡和 CPU 是兩個獨立的運算核心，CUDA 支援兩者分別進行獨立的

運算。所以我們將大量的小片拆成多組小片，分批送入顯示卡。讓顯示卡進行演

化運算的同時，CPU 可以處理下一批被送入的小片之邊界值，達成程式的最佳化。

而在本程式裡，邊界值的處理所花費的時間正巧與 GPU 的進行演化所花費的時間

相近，在這樣的功能底下，我們將程式的效率提高了兩倍。 

2.6.3    向上修正 

不同粗細的運算，由於誤差的關係，往往不盡相同，所以我們必須將細格點

所得到的結果，對粗格點修正。所需要的修正主要分為兩種，一個是擁有子小片

的小片，其格點的值，會完全被更細格點的平均所取代。另外是擁有粗細邊界的

小片，粗小片與細小片間的流量必須要修正，讓守恆量維持守恆。 

如果使用 Error Estimate(見 2.4.1 節)的方法調變網格粗細，則可在此時進行粗

細格點計算誤差的比較，並標記誤差大的區域，在調變時產生更細的網格點。 

關於粗細邊界流量的修正，我們必須另外建立一個新的記憶體空間，在每次

演化時記錄粗細邊界的流量。而在顯示卡運算時，由於每個小片的邊界值在經過

運算之後，其記憶體空間便空了出來，恰好可存放各邊界的流量，而不需要在顯

示卡內另外宣告記憶體做儲存。 
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2.7  資料輸出 

做電腦模擬最怕的就是跳電或是當機，每跑幾個小時做一次資料備份是一定

不能省的。有時候我們也會做一些程式的變動，將模擬重跑，卻也不希望真的是

重頭跑起，這時候有中途時刻點的資料備份，就會省時許多。 

在本程式的架構底下，擁有細格點的區域，其粗格點的變數資訊可由細格點

產生。在資料輸出時，為了減少輸出檔案的大小，我們只會將各個區域的最細小

片儲存起來。 

另外在第一章提到，本程式有因為時間插分的需求，所以會儲存兩個不同時

間點的資料。不過在所有格點皆最粗格點演化同步時，前一刻的資訊就不會在使

用到，故我們選在此時進行資料的輸出，可節省一半的輸出檔案大小。 
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3.  程式效能分析與測試 

在第三章，我們測試了 Sod shock tube problem 與 Sedov-Taylor blast wave 兩個

常見的流體測試。我們的效能對照所採用的 CPU 與 GPU 分別是 AMD Athlon™ X2 

Dual-Core 3800+與 NVIDIA Geforce 8800 GTX。在測試當中，我們比較的是一張

8800GTX 的顯示卡與 AMD 3800+單一核心的運算效率。其理論運算效能分別為 8 

GFLOPs 與 345.6 GFLOPs。 

3.1 震波管 

Shock tube 是個流體模擬的經典測試之一，絕大部分的流體模擬程式完成時，

都必須先通過 shock tube 的考驗。Shock tube 的問題是兩個狀態不同的流體間的不

連續面的演化，其中最有名的就是 Sod Problem[6]。因為 shock tube 有解析解的存

在，可清楚的了解模擬的結果與實際物理之間的差異。 

我們的初始條件是就是 Sod shock tube problem 的初始條件，各個變量的初始

值：
, , 1.0, 0, 1.5   , 0 , , 0.125, 0, 0.15   , 0。 

由於本程式是三維的流體模擬，雖然 shock tube 是個一維的測試，但程式實際

上還是做三維的運算。在此我們測試最細格點為 2563 的網格點，首先我們把我們

的模擬結果與理論解相比，如圖 3.1~3.3。我們發現我們所使用的 Solver 可以清楚

的描述演化出來的四層不同狀態的流體。 

在與 CPU 的效能比較之前，為了確定 CPU 與 GPU 所做的是相同的運算，我

們先比較兩者的模擬結果，我們發現 GPU 與 CPU 模擬結果幾乎完全相同，平均

的相對誤差約在 10-7 左右，誤差分佈如圖 3.4，基本上已經達到單精確浮點數的精

確度。 
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         圖 3.1：Shock Tube 密度分佈。縱軸是密度，橫軸是空間座標。 

 

          圖 3.2：Shock Tube 速度分佈。縱軸是速度，橫軸是空間座標。 
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         圖 3.3：Shock Tube 壓力分佈。縱軸是壓力，橫軸是空間座標。 

 
   圖 3.4：震波管之計算相對誤差分佈圖。縱軸是相對誤差，橫軸是空間座標。 
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Patch size 43 83 163 323 
GPU without AMR 375.13 212.80 371.36 1248.92 
CPU without AMR 3869.45 2420.87 1979.60 1696.64 
GPU with AMR 275.90 222.12 NA NA 
CPU with AMR 2488.03 1997.32 NA NA 

                      表 3.1：Shock Tube 運算時間表 

 

表 3.1 是 CPU 與 GPU 在模擬 Sod problem 到 t = 40 的計算時間統計表。我們

發現 GPU 在小片大小為 323 的效能低落，這是由於 GPU 的共享記憶體大小有限，

在不改寫程式碼的架構底下，小片大小與共享記憶體使用率有一些關連性，在 323

的小片大小底下，共享記憶體的使用率很低，以致於程式效能低落。然而在程式

設計就預期到小片大小太大會造成 AMR 的資源浪費，所以對於大小太大的小片，

如 163、323 等大小，並沒有做更進一步的最佳化。而在小片大小為 43 時，由於邊

界值的大小與小片大小的比例太高，以致於邊界值的處理費時甚鉅(見 2.6.2 節)，

結果效能低於 83 的小片大小。在 CPU 方面，我們發現小片越大費時越少，這就是

2.6.2 節所說的邊界值的處理與小片大小的關係。 

在 AMR 方面，由於本測試是一維的，所以只有一個維度會有不同的粗細網格

分佈，這代表著能用粗網格運算來加速的區域變得更少，到了演化末期，各個不

連續的界面分佈了全空間，幾乎全部的區域都切細成為最細網格。在 CPU 方面，

由於演化部分運算量仍占大部分，少幾個最細網格點的運算，仍有明顯的加速。

GPU 方面，由於 AMR 多次來的資料結構處理，都是由效能較低的 CPU 負責，多

出來的時間花費大於 AMR 省下的時間，所以程式執行的效率反而變得更差。 

 

 

 

 

 



 

24 
 

3.2 爆炸波 

Sedov-Taylor 爆炸波是最有名的流體測試之一，其模擬的是一股能量突然在空

間中的一點釋放出來，向外釋放的衝擊波，可類比於炸彈的爆破或是超新星爆炸。 

本測試的初始條件如下， , , 1.0, 0, 10      , | | 0, , 1.0, 0, 10  , | | 0 。| |代表與爆炸中心的距離。 

Sedov-Tayler 爆炸波解析解的來源是參考文獻[7]。我們此次的模擬使用最高

解析度為 5123 的網格點，圖 3.5~3.7 是理論解與模擬結果的對照圖，分別是密度、

速度、與壓力對與爆炸中心距離所作的圖。由圖可知，本程式雖然是使用直角座

標描述空間的流體，但是對於球狀分佈的爆炸波依然描述的十分恰當。 

我們也針對爆炸波的模擬做不同小片大小的測試，得到表 3.2。由於均勻網格

點的模擬需要花費極大量的運算時間，我們只提供使用 AMR 的效能對照表。我們

發現不論使用 CPU 或是 GPU 運算，小片大小越大越費時，原因就是當小片越大

時，原本不需要精細網格就可以模擬的區域被切細了，這些運算資源的浪費就顯

現在運算時間上。圖 3.8 是此次模擬空間網格點的分佈圖，我們清楚的看到震波波

前附近的格點切細到最細緻的網格，而其他大部分的平坦區域，我們使用粗網格

模擬，達成 AMR 的理想。 

與 shock tube 的效能分析相比，我們發現到在不同問題底下，提供最佳效能的

小片並不相同。在精細結構越集中的問題裡，小片稍小會是個比較適合的選擇，

反之在大多數區域皆會被切細的問題裡，則會因為邊界值的處理造成效能不彰，

則我們可以選用稍大的小片。在未知結果的模擬底下，83 的小片大小可能是比較

適當的平衡點。 

我們也發現，不論是在爆炸波或是震波管的模擬，在最佳化的設定底下 GPU

的效能都約是 CPU 的 10 倍，這代表著我們已經發揮了 GPU 的優勢，順利的提高

流體模擬程式的效能。 
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Patch size 43 83 163 323 
GPU with AMR 1017.50 1254.33 3066.61 23650.44 
CPU with AMR 8639.71 10874.27 22561.08 58182.21 

         表 3.2： Sedov-Taylor 爆炸波運算時間表 

 
     圖 3.5： Sedov-Taylor 爆炸波的密度分佈。縱軸是密度，橫軸是半徑。 
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   圖 3.5： Sedov-Taylor 爆炸波的動量密度分佈。縱軸是動量密度，橫軸是半徑。 

 

     圖 3.5： Sedov-Taylor 爆炸波的壓力分佈。縱軸是壓力，橫軸是半徑。 
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      圖 3.8：爆炸波之空間網格分佈圖。Z 軸是密度，X,Y 分別是空間座標。 
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4.   紊流分析 

4.1 紊流能量頻譜 

紊流(Turbulence)是個少數沒有完美理論的古典問題，物理學家們不斷地試圖

用各種方法分析紊流，從雜亂的流場裡找出其中不為人知的道理。西元 1941 年，

Kolmogorov 發表了著名的能量頻譜(energy spectrum)[8] 

E k  k  , 
其後的數年間，如雨後春筍般的實驗發表認同這樣的能量頻譜。之後 Kraichnan 將

這個三維的能量頻譜擴展到二維[9]。近期由於科學計算能力大幅成長，以往無法

達到的高解析模擬，也在近二十年來有大量模擬成果被發表。 

首先我們稍微簡介 Kolmogorov 能量頻譜的來由。在紊流裡有大大小小的混亂

結構，一般常見的是一股巨大地擾動在流體裡形成大尺度的速度場分佈，然後慢

慢小尺度結構發展出來，在大尺度的流場裡出現各種尺寸的混亂渦流，直到整個

流場的能量慢慢的消散，流體越流越慢，混亂結構慢慢消失，變成了均勻流場。

如果我們持續在大尺度結構對系統擾動，那麼我們會發現這些混亂的渦流似乎一

直在改變，但各種尺寸的結構似乎依然存在，整個流場看似快速地改變著，實際

上不論哪一種尺寸的結構，總是在不同地點消失又出現。我們也會發現大尺度的

流場似乎並不影響小尺度的結構，只是將小尺度的結構帶著走。而小尺度結構的

產生和消滅，總是周圍相似尺度的結構造成的。於是 Kolmogorov 假設，大尺度結

構不會直接造成小尺度結構的變化，總能量的消散是由最小尺度造成的，大尺度

能量的損失僅僅是傳遞給小一點的結構，一路傳到黏滯力對流體的影響相對於慣

性力來說不可忽略的小尺寸。在外界施加於大尺度流場的功率不變的情況下，在

整個流場中各個單一尺寸的總能量將不會隨時改變。在這樣幾個的前提之下我們

可以得到一個小結論，就是不論各種尺寸的流場結構向下傳遞的能量都會一樣，

這樣才會造成每一個尺寸所帶有的能量不隨時改變，否則必定有某種尺寸的流場

 
(11) 
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發展起來。換句話說，在這樣的流場底下，不論尺寸大小，都有一樣的相似模型。

於是 Kolmogorov 藉由以上幾個假設在高雷諾數的不可壓縮流體底下，經過統計力

學的推導，得到了  的能量頻譜。 

4.2 模擬 

4.1.1 初始條件 

其他研究團隊用來模擬這種紊流問題的方法，常是在流體方程式裡加入了黏

滯力的效應，而本程式試圖藉由數值誤差的能量消散方法來產生相同的結果。本

程式使用的流體演化核心，嚴格要求總變化衰減(TVD)，其方法是強迫數值插分的

誤差一定只會造成總變化衰減。而數值插分誤差大的原因，總是因為相鄰的格點

物理量變化很大。而相鄰格點流場變化大的區域，通常就是黏滯力大的區域。 

本次模擬的起始條件是 ρ 1,ρv sin 2πyLρv random number of order of 10ρv 0;e 3 12 ρv
. 

這裡的 L 是模擬空間的長度。 

Kolmogorov 是在不可壓縮流體的前題下推導出  的能量頻譜，而本程式並沒

辦法模擬不可壓縮流體。為了得到相似的結果，我們將壓力提高，希望在模擬途

中密度的改變不會太劇烈。但我們並不能將壓力設得太高，原因是我們模擬時距

跟聲速有很大的關係，聲速太高，模擬的演化就會變得很慢。在 Y 方向上的速度

加入亂數的目的，是希望這個系統的不穩定性快速成長，產生我們希望看到的紊

流。 

由於這個系統並沒有外加的能量，所有的能量來自於初始條件中大尺度的切

變流。這代表著在時間的演化下，總動能會逐漸衰減，各個尺度下的能量也將隨
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時改變，但是我們預期依然能在能量頻譜中看到一些羃次的關係。 

 

4.1.2 分析 

首先我們第一個想要問的，就是這樣的模擬到底可壓縮性有多高？原來的

Kolmogorov 能量頻譜來自於不可壓縮流體，如果我們此次模擬的可壓縮性不可忽

略，那就幾乎不能期望我們的模擬結果具有 Kolmogorov 的能量頻譜。 

我們將可將流場分為可壓縮部(compressible)與螺旋部(solenoidal) V  V V , 
其中 · V 0, V 0 

我們可對這兩個部分分別做能量頻譜分析，與總能量頻譜相比，我們得到圖

4.1。我們可清楚的看到螺旋部的能量頻譜幾乎與總能量頻譜貼在一起，而可壓縮

部的能量頻譜很明顯小了好幾個數量級，這代表著我們能量頻譜主要由螺旋部主

宰，其可壓縮性幾可忽略。我們也做了密度的頻譜分析，如圖 4.2。 

 

圖 4.1：能量頻譜。縱軸是 E(k)，橫軸是 k。圖中紅線是 E、綠線是 Ec、藍線是 Es。 

 
(12) 
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圖 4.2：多時間點的密度頻譜。縱軸是∆ρ k ，橫軸是 k，越下方的代表越晚期。 

除此之外，我們的初始條件似乎紊流的基本假設之一「等向性(isotropy)」有

點出入。我們預期這樣的切變流不穩定，應該要產生紊流。但是這樣的初始條件

產生的紊流是否真的具有等向性呢？於是我們對密度與速度分別對三個方向作頻

譜分析，如圖 4.3~4.5。我們發現在此次模擬中，等向性非常的完美。 
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圖 4.3：密度在各方向上的頻譜。縱軸是∆ρ k ，橫軸是 k。紅線是 X 方向、綠線

是 Y 方向、藍線是 Z 方向。 

 
圖 4.4：速度在各方向上的頻譜(1)。縱軸是 E(k)，橫軸是 k。 

這是 Vxx、Vyy、與 Vzz。 
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圖 4.5：速度在各方向上的頻譜(2)。縱軸是 E(k)，橫軸是 k。 
這是 Vxy, Vxz, Vyx, Vyz, Vzx, Vzy。 

最後我們比較各個不同時刻點的能量頻譜，如圖 4.6，可以看到能量逐漸消散，

但在慣性區域(inertial range)裡-1 的羃次看起來穩定不變，這是個使用 AMR 的模

擬。 

我們希望確認使用 AMR 與均勻格點的模擬的差異，於是我們也從之前的模擬

中，抓一個尚未產生渦流的早期輸出檔做為起始條件。圖 4.7 是多個時刻點的能量

頻譜，我們發現與 AMR 之模擬結果十分相符。不過值得一提的是，由於我們的黏

滯力來自於數值插分誤差，在粗網格的模擬與細網格的模擬形成的時間點並不相

同，原因是粗網格的誤差較大，產生紊流的時間較早。 

這樣的頻譜羃次與 Kolmogorov 提出的羃次的差異，可能來自於我們使用的流

體演化核心是一個理想流體的模擬，並不是一個不可壓縮的流體模擬，且我們的

黏滯力效應產生自數值誤差，而非手動放進去的已知黏滯係數。如果希望使用特

定的黏滯係數的模擬演化核心，我們只須改寫演化核心部分的程式碼即可，對於
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我們的 AMR 架構絲毫不會有影響。 

David H. Porter & Paul R. Woodward 所發的期刊中[10]，其所作的理想流體模

擬也得到與我們相同的-1 羃次關係，如圖 4.8。或許在理想流體裡，紊流的能量

頻譜就是-1 羃次，這目前還是一個沒有定論的問題。 

 
圖 4.6：使用 AMR 模擬的能量頻譜。縱軸是 E(k)*k，橫軸是 k，越下方時間越晚。 
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圖 4.7：使用均勻網格的能量頻譜。縱軸是 E(k)*k，橫軸是 k，越下方時間越晚。 

 

 

圖 4.8：D. H. Porter, P. R. Woodward 的能量頻譜。 

 



 

36 
 

5.   結論 

本程式經過測試可正確的描述震波與紊流系統，並提供比以往模擬程式高出

十倍的程式效能，帶領未來天文與其他領域的流體模擬進入更高速的領域，將可

在有限時間內提供更高解析度的模擬。AMR 的程式架構將平坦與較無意義的區域

用足夠的解析度演化，使絕大部分的運算資源得以發揮在讓人感興趣的區域。配

合上超高速顯示卡運算核心，使得以往只能望之興嘆的物理問題出現了轉機。 

未來本程式將進一步的加入更多功能，如磁流體、重力效應、與粒子模擬，

能真實的處理天文問題，如星系形成、恆心形成、星際物質模擬，星系際物質模

擬等許多以往因解析度不夠而放棄的物理問題。 

本程式的平行化目前已經著手編寫，將於幾個月內完成，未來將可使用數台

平價的個人電腦，提供可達地球前百大的計算能力的個人電腦平行運算叢集。 

目前顯示卡的運算仍有許多缺點與不便，雖然現在 CUDA 已經提供了方便的

介面，但要能夠完全的發揮顯示卡的運算能力，一定要是個可以被平行化的大量

運算，否則顯示卡的效能很有可能會低於中央處理器。另外顯示卡目前最大的缺

點就是僅提供單精確浮點數的運算。在科學計算的領域，單精確浮點數經常無法

精確地描述物理現象。不過以目前通用顯示卡運算的突飛猛進的態勢，雙精確浮

點數的支援是勢在必行的。 
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