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流體在平行板間受導電梯度與水平電場 

作用之動力穩定特性分析 

 
研究生 : 蔡英廷                            指導教授 : 陳發林 

 

國立台灣大學應用力學研究所 

 

摘要 

    在微流體裝置(microfluidic device)中，以電力取代壓力來驅動流

體是最有效的方式。電流體力學(electrohydrodynamics, EHD)整合了電

學與流體力學，產生了相當豐富有趣的新現象。特別是當流體內部具

有導電度梯度(conductivity gradient)存在時，通電的結果導致自由電

荷的堆積，進而引發不穩定對流現象的發生。這種不穩定現象最常被

應用至微流體的混合器上，因此是目前微機電技術中相當重要的研究

課題之一。本論文主要是在利用線性穩定性分析方法探討具有導電梯

度分佈的電滲流場(electroosmotic flow, EOF)之穩定性特性。理論模型

則假設在填滿稀薄二元電解液(dilute binary electrolyte solution)的兩

無限平板間，通入一水平方向的電場，電雙層(electric double layer, 

EDL)內的流體受電場作用而產生邊界滑移速度，進而推動流體運動。

由於流場內部存在導電梯度，使得自由電荷與電力呈現不均勻的分佈。

當外加電場持續增加超過某一臨界值時，流場便會開始變得不穩定。

為了瞭解此滑移速度在此系統中所扮演的角色，我們分別計算有EDL

及無EDL兩個情況。研究結果發現，在低導電度梯度時，EDL所產生

邊界滑移速度的確增強了此流體系統的不穩定作用。然而在高導電梯



 

IX 

 

度時，在EDL中的則塔電位(zeta potential)增強時，似乎對系統有更穩

定的影響。本研究藉由大量數值結果的呈現，嘗試解釋其中重要的物

理機制，成果將有助於電流體穩定現象的進一步了解。 

 

關鍵辭:電滲透流，穩定性分析，水平電場，導電梯度，則塔電位 
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Instability of electrokinetic flow in a thin fluid layer 

between two parallel plates with an electrical 

conductivity gradients 

 

Advisee: CAI, YING-TING           Advisor : Falin Chen, Ph.D. 

 

Graduate Institute of Applied Mechanics College of Engineering 

National Taiwan University 

 

Abstract 
In the microfluidic device, it is the most effective way that the fluid is 

driven by the electric force is better than pressure. The 

electrohydrodynamics (EHD) is integrated electricity and the fluid 

mechanics have the interesting phenomenon. Specially the DC causes the 

free charge to accumulate when the fluid has conductivity gradient, then 

occurs unstable convection phenomenon. This kind of stabilization is most 

often applied to the micromixer. In the present the Micro Electro 

Mechanical Systems (MEMS) technology is quite important research 

subjects. This paper mainly considers electroosmotic flow (EOF) of the 

conductivity gradient distribution to use the linear stability analysis method. 

The model use dilute binary electrolyte solution between two infinite plates 

passes over a horizontal electric field. The electric field makes the electric 

double layer (EDL) in fluid to produce the boundary slip velocity then 

impetus fluid motion. As a result of the flow field has electric conduction 

gradient inside to cause the free charge and the electric force are the 
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non-uniform distribution. When the applied electric field continues to 

increase the critical value then the flow will become unstable. In order to 

understand that this slip velocity which acts in this system, we calculate 

separately to have EDL and no two situations. we discover when low 

conductivity gradient , EDL had the boundary slip velocity indeed to 

strengthen system unstable. However, at high conductivity gradient when 

EDL of zeta potential is stronger that system is more stable. This paper use 

massive value result to explain the important physical mechanism, the 

achievement will be helpful to the electrohydrodynamic stability a little 

understanding. 

 

 

Keywords: electroosmotic flow, stability analysis, horizontal electric field, 

conductivity gradient, zeta potential 
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參數說明 
英文字母 

C  導電離子濃度(concentration of ions) -3mol m⋅  

D  /d dz ，微分運算子 － 

d  兩平板間距離(depth of two plates) m 

0E  初始外加電場( imposed electric field) -1V m⋅  

E  電場向量(electric field vector) -1V m⋅  

ef  電物體力(electric body force) N 

F  法拉第常數(Faraday constant) -1C mol⋅  

H  
 

0/σ σΔ ，無因次導電梯度(dimensionless 

conductivity gradients) 
－ 

fJ  fσ ρ+E v ，電流密度(electric current density vector) -2A m⋅  

effk  離子有效擴散係數(effective diffusivity) 2 1m s−⋅  

k  z 方向單位向量 － 

k  無因次波數(dimensionless wave number) － 

n  則塔電位(zeta potential)修正指數 － 

n  法線單位向量(normal vector) － 

p  壓力(pressure) -2N m⋅  

Q  0 / rσ σ ，無因次底板導電度 － 

eRa  2 2
0E / effd kε μ ，電瑞利數(electric Rayleigh number) － 

Re /evU d ν ，雷諾數(Reynolds number) － 

vR  

 

1/ 2
eRaψ ，無因次電滲速度(dimensionless 

electroosmotic velocity) 
－ 

s  擾動波成長率(growth rate) － 

eSc  / effkν ，電施密特數(electric Schmidt number) － 
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t  時間(time) s 

t  切線向量(tangential vector) － 

u  x 方向流體速度 1m s−⋅  

evU  2
0 /E dε μ ，電黏滯速度(electroviscous velocity)  

v  y 方向流體速度 1m s−⋅  

v  流體速度向量(velocity vector) 1m s−⋅  

w  z 方向流體速度 1m s−⋅  

Z  原子價數(valence number) － 

 
 

希臘字母 
ε  介電係數(permittivity) 

-1 -1C m V⋅ ⋅
 

ξ  則塔電位(zeta potential) V 

θ  角度(angle) － 

DL  德拜長度(Debye length) m 

μ  動力黏滯係數(dynamic viscosity) -2N s m⋅ ⋅  

ν  運動黏滯係數(kinematic viscosity) 2 -1m s⋅  

ω  離子遷移率(mobility) mol s kg⋅ ⋅  

ρ  密度(density) -3kg m⋅  

fρ  自由電荷密度(charge density) -3C m⋅  

σ  導電度(conductivity) 1S m−⋅  

τ  
 

2
0 /dσ εν ，黏滯鬆弛時間(viscous relaxation time)

與電荷鬆弛時間(charge relaxation time)比值 
－ 

ϕ  無因次電位(dimensionless potential) － 

 ψ  ( )1/ 2
/ /eff rkμ ε ξ−  － 
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上標 
￣ 基態解 

* 無因次化 

′ 微擾動量 

^ 微擾動量之 z 方向分量 

  
    

下標 
o  位於下平板 

d  位於上平板 

r  參考值 

x  x方向分量 

y  y 方向分量 

z  z 方向分量 
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第一章   緒論 

1.1 研究背景 

電流體力學(Electrohydrodynamics)是一門整合流體力學與靜電

學的跨領域學科。而電流體的穩定性分析，近來受到微機電技術的需

求，如生物反應晶片或化工過程之微型化技術，凡舉化學分析、生醫

系統、微幫浦、注射器、成分分離器、混合器等等，其應用層面相當

廣泛。由於微機電製程的進步，現更可將多樣系統整合於單一晶片上，

即「System on a Chip」，得以降低製造成本，並縮小系統的整體尺寸，

以提升可攜度[1]。亦由於尺寸的縮小，許多在維度較大的系統中被

忽略的效應則有更重要的影響，包括電磁場效應、熱傳遞、流道平滑

度…等等。 

    在微流體裝置的應用上，主要有微混合器與微分離器兩種。首先，

在微流體混合器中，由於流場之雷諾數通常都相當低，流體多以層流

方式流動，致使流體之間的混合通常僅能藉分子擴散來達成。增進微

流體混合器效率所採用的方式一般可分為被動式與主動式兩種：被動

式混合係以在流道中設置擋塊，或改變流道幾何形狀等方式促使流體

混合，此種方法在混合器製造後即無法變動，於使用上較缺乏彈性。

而主動式混合係以加入電力、磁力、熱力…等作用力，或是利用旋轉、

震動等運動作為增進混合的機制。但需要廣泛的研究成果來加以應用，

且其中牽涉較高深學理，需要專才解決。目前以電力來引發流體不穩

定來製造對流與混合[2,3]為其主要發展技術且以電力控制亦有較容

易操控的優點。 

    除了微流體混合器的研究外，另一個重要應用是在所謂的『等電
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位點聚焦電泳(isoelectric focusing, IEF)』技術。該技術源於生物技術

領域，主要被利用來分離蛋白質或高分子混合物之未知成份。在等電

位點聚焦電泳實驗操作中，若增加兩電極板間的電位差，通常可以加

速蛋白質分離的速度；但另一方面，電位差的增加亦會使得電泳力越

大而超越黏滯力的束縛，導致流體不穩定流動。此時乘載蛋白質的電

極緩衝液亦產生擾動，緩衝液黏性下降，分子自由擴散加劇，進而降

低 PH 值分佈導致分離失效。因此，電壓施加的強弱，有其極限存在。

一般而言對於生物反應晶片來說，希望設計能增加系統的不穩定性混

合，來加速反應；但對於電泳分離技術而言，卻希望能提升系統的穩

定機制。故依據需求來設計流體的穩定性。 

    在微流體系統中，以驅動方式來說，主要有以下兩種方式：壓力 

驅動與電動力驅動。在微流道中以壓力梯度驅動流體是相當沒有效率

的方式。且微流道的結構強度不高，無法承受太大的壓力梯度。因此，

電場驅動，是較合適的選擇。在微流體分析系統中，受處理的流體常 

為可解離的溶液，或是具導電性的流體，若將流道的壁面設計成電極 

板，便可藉由外加電場的方式驅動流體[4]。 

 

1.2 文獻回顧 

    由前節提到，在生物晶片的研發上，為了加速物種混合效率，我

們希望能趨向設計系統產生不穩定；對 IEF 則希望提升系統的穩定機

制。為了清楚了解這些物理機制的成因與其耦合作用，已有學者們先

後提出各種理論模型來分析與預測。 

    在 1965 年 Taylor & McEwan[5]研究在兩層不相容的液體界面做

過穩定性分析，1967 年 Melcher & Firebaugh [6] 率先研究弱導電的液
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體在加入溫度梯度後所引起的導電梯度變化對穩定性的影響。 

    1970 年 Michael & O’Neill[7]研究一通入垂直方向的電場，並在

兩個導電流體中隔著一層非導電體平板的穩定性分析。以上的研究在

在都顯示，在沒有接觸面間的張力影響下，靜止的流體也會產生擾動

現象。Hoburg & Melcher [8] 與 Hoburg [9] 分別在 1976 年及 1977 年

則考慮兩個彼此可互相混合的液體介面存在一線性的導電性梯度

(conductivity gradient)分佈，並探討在分別受到切平面方向以及垂直

方向之電場作用下的穩定性行為。 

    Rhodes[10]在 1989 年也將兩可互融的流線噴流做分析，說明在

沒有受接觸面間張力的阻力下，原本圓柱狀的噴流會變成帶狀。            

Melcher & Taylor[11]也做了許多加入電力驅動相關的研究。Baygents 

& Baldessari[12]和 Hoburg & Melcher[13]有提到當電場與導電梯度相

互作用時，靜電荷也可在流體內部作用，而不僅限於表面上。 

    而 Baygents & Baldessari[12]，在假設不流動的流場，加入導電梯

度的變化，此導電梯度為離子濃度擴散造成。當黏滯力的反應時間遠

比電解液受電場作用的反應時間大，其導電度的統御方程式可以簡化

幾乎近似於擴散方程式。此項觀念亦可由 Melcher[14]所提的觀念相

通。而此項相較於 Hoburg & Melcher[15]有所不同。因在 Hoburg & 

Melcher[15]的研究中所分析為共向性(colinear)的流場及導電梯度，雖

然其導電梯度一樣也是離子濃度擴散造成，但不同的是其導電梯度在

穩定性分析推導過程中會被消除。其消除的原因為當 /effk ν <<1 時，

流體擴散所需的時間比黏滯力的反應時間長。 

    雖然 /effk ν <<1，但對影響流體的運動還是有其重要性，當電流體
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運動時，其離子的擴散效應會使得離子濃度均勻，衰減導電梯度的產

生，進而穩定流體。因為當離子的擴散效應減小，也就代表因離子擴

散所產生的導電梯度也減小。而當導電梯度減小，也就代表電場所能

對流體的作用力也減小，因此也就間接造成流體穩定。 

    再討論，如果擴散效應大於電泳效應，則流體將停止流動。因為

電場無法造成導電梯度讓帶電離子漂移。且流體的黏滯力在此扮演穩

定流體的功用，阻礙流體運動。假如 /effk ν 假設趨於零，也就代表忽

略擴散效應的影響，等於只有討論外加電場對流體做穩定性分析。 

    在 Lin[16]文中討論在微流道中施加兩層均勻的電解液，上層導

電度較高，下層的導電度較低，其導電梯度僅存在於介面中。當施予

外加的水平電場時發現，所施予的電場越高，則其介面擾動的程度越

大。若固定電場，也發現當兩層的導電度差異越大，其擾動也越劇烈。

此一現象常用於，微流道的快速混合機制。 

    典型的微流道尺度大約在 10 microns 或更大，而杜拜長度(Debye 

lengths)大約在 10nm 等級，尺度相差 1000 倍。因此，將電雙層(electric 

double layer, EDL)在邊界的效應考慮為邊界滑動條件，其滑動速度與

局部電場和黏滯力有其比例關係。而 Santiago[17]其物理模型中說明

如何考慮邊界 EDL 效應，將 EDL 的電滲速度效應，考慮為邊界的滑

動速度效應而滑動邊界考慮在 EDL 擴散層末端。Chen[18]更進一步

將 EDL 中的電滲速度，其則塔電位(zeta potential)的部分，考慮與導

電度的影響關係。 

     

1.3 研究動機與目的 
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可從實驗了解在厚長比甚小的微流道中施加與流動方向垂直的

導電梯度時，發現當施予流動方向的電場時，流體會隨著所施加的電

場大小產生顯著不穩定的擾動現象，且電場越大其不穩定現象越明顯

亦越快。當考慮導電梯度越高時，亦有相同的現象。因此，常將此現

象用於微混合(micromixer)裝置上。另外也發現若流道厚度尺度很小

時，反而會有使流體趨向穩定的現象。因此要如何控制厚度尺度才能

達到最有效的混合效率亦是許多學者研究的方向。 

而由 Lin[16]的模型中，討論在微流道中考慮邊界 EDL 效應下，

兩層相異導電度的電解液予以水平電場作用，分析此系統的混合機制。

並說明當外加電場越大，則混合機制越明顯。 

 此系統考慮在常溫下，忽略溫度作用，討論其流體穩定性分析；

而其中較少討論其縱向模態的變化，且其所討論的導電梯度為在各層

中為均勻僅在交界面產生梯度變化。因此，本研究的重點放在將系統

考慮為平行板系統，並藉由給予上下板離子濃度經由擴散作用而產生

線性的導電梯度變化下。分別討論其橫向模態與縱向模態的線性穩定

性分析。 

    在本研究的物理模型，亦將討論以下狀況的線性穩定性分析: (1).

考慮 EDL 在邊界的影響。 (2).考慮當 EDL 尺度遠小於板高，忽略

EDL 邊界效應的影響。 

 

1.4 研究方法 

    本研究之物理模型可簡述為:兩具導電度差之平行板間充滿導電

溶液在常溫下，通入一平行於平板的均勻水平電場。考慮邊界上的電

雙層(electric double layer, EDL)影響，在本研究中 EDL 的影響主要考



 

6 

 

慮在邊界上電滲流所造成的滑動速度，即電滲速度(electroosmotic 

velocity)所造成的邊界滑動[18]。 

    在本研究中，主要考慮則塔電位(zeta potential)、電場對電滲速度

的作用。在則塔電位中，依據 Lin[16]考慮導電度對則塔電位有修正

關係。所以當給予上下板不同導電度時，將會引發不同的則塔電位，

進而在邊界上產生不同的電滲速度。而邊界導電度的給予，可以根據

Melcher[14]，當電荷鬆弛時間(charge relaxation time)<<黏滯擴散時間

(viscous diffusion time)時，可將電解質濃度直接線性正比於導電度分

佈。因此當給予上下板離子濃度，亦即給予邊界導電度。 

本研究所使用的統御方程式除了連續方程式與動量方程式之外，

還使用電荷守恆方程式，考慮電場、導電度與自由電荷之間的關係，

導電度控制方程式。線性穩定性分析的流程，除了先確定物理模型，

使用的假設與統御方程式。之後由上述統御方程式內的各未知數配合

邊界條件解出基態解，再根據基態解選擇適合的特徵尺度將統御方程

式與基態解及邊界條件無因次化。利用微擾法對無因次化的方程式進

行線性穩定性分析，並以正規模態展開。運用數值分析方法求得未知

數，找出線性穩定性的中性曲線。 

在數值方法中，本研究使用謝比雪夫配置方法，配合邊界條件，

求得在各種參數的組合下，要使流場發生不穩定現象所需的臨界波數

及臨界電場強度。 
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第二章 理論模式 

2.1 模型建立與假設 

    本文所探討的模型如圖 2.1 所示。考慮兩平行電極板間充滿導電

性液體，及邊界上產生電雙層(EDL)效應。在本文 EDL 的效應主要討

論在邊界上產生電滲速度(electroosmotic velocity)即對系統產生邊界

滑動的影響。在忽略溫度效應的系統下，於兩平板邊界上施予相異的

離子濃度，則系統會因擴散作用，產生導電梯度效應。在此情況下，

加入均勻水平電場的作用時，分析其流場穩定性。 

             

         圖 2.1 模型示意圖 

 

    本問題會使用一些合理的假設。(1)在 x 及 y 方向為無限延伸平

板，則基態速度僅為與 z軸有關的 x向速度 ( )u z ；(2)流體為不可壓縮，

表忽略流體密度在時間與空間的變化；(3)考慮等溫的稀薄電解溶液，

表系統所使用的電解液大部分為水所組成，且忽略溫度效應對系統的

變化，如電場作用後所產生的焦耳熱(joule heating)對流體的影響

亦予忽略；(4)流體為線性材料，介電係數、黏滯係數、離子有效擴

( )zσ

0σ

dσ

E

x

z

y

d

剛性邊界 

電雙層(EDL) 
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散係數視為常數；(5)忽略介電泳效應、電伸縮效應及黏滯消耗等假

設來簡化問題。 

 

2.2 統御方程式 

    根據模型的簡化假設與參考相關文獻後，本研究所使用的統御方

程式共有下列 4 條: 

1. 連續方程式 

    在不可壓縮的狀態下，可由質量守恆關係將方程式簡化為下式。  

        0 ∇⋅ =v .....................................................(2-1) 

其中， v含有三個方向的速度項 ( , , )u v w=v 。 

                          

2. 動量方程式 

  為慣性力、壓力、黏滯力、物體力(body force)的平衡方程式。因

系統忽略重力、磁力等物體力(body force)，且帶電離子受到電場作用

的影響產生轉移而造成離子間的碰撞。因此，Navier-Stokes equations

可修正成下式:     
                 

2
e

D p
Dt

ρ μ= −∇ + ∇ +
v v f ..............................................(2-2)

 

    其中， ef 為電物體力(electric body force)，在下式中，右式第二項

介電泳力與第三項電伸縮因介電係數假設為常數而消去，故只考慮第

一項的庫倫力。           

2 21 1
2 2f

ερ ε ρ
ρ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂
= + ∇ + ∇⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎣ ⎦

ef E E E
.................................(2-3)

 

因此可以簡化動量方程式為 
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2

f
D p
Dt

ρ μ ρ= −∇ + ∇ +
v v E

.....................................(2-4) 
 

3. 電荷守恆方程式 

    而由 Gauss’ law 的電荷守恆得知 

               
0f

ft
ρ∂

+∇⋅ =
∂

J
.........................................................(2-5) 

    在電阻性物質中，(2-5)式的電流密度 fJ 可以(2-6)式表示為導電度

σ 與電場作用產生的歐姆電流及電荷移動造成的電流                           

               f fσ ρ= +J E v ..........................................................(2-6) 

    將(2-6)式帶入(2-5)式，並考慮連續方程式即可化簡成下式: 

              
( )fD

Dt
ρ

σ= −∇⋅ E
.........................................................(2-7) 

 

4. 質傳方程式 

    因本研究的工作流體為離子流體，流體的導電性與離子濃度有關

係，而其導電性會隨不同位置與時間改變。導電度的變化與區域性的

帶電粒子密度有相當大的影響。 

    由 Melcher[14]可知，當
0

ε
σ

<<
0

d
wE

 <<
2d

ν
。在此前提下才可獲得

近乎擴散方程式關係的導電度的控制方程式:                         

                       2
eff

D K
Dt
σ σ= ∇

...........................................(2-8) 

    其中， effK 為由布朗運動影響所產生的離子有效擴散係數；
0

ε
σ

為

電荷反應時間(charge relaxation time)；
0

d
Eω

為粒子遷移所需時間

(particle migration time)；
2d

ν
為黏滯擴散所需時間(viscous diffusion 
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time)。即堆積電荷的反應時間要比帶電離子受電場作用的漂移時間要

短。而帶電離子受電場作用的漂移時間也要比黏滯力作用在流體粒子

的反應時間短。此時才可假設質傳方程式如(2-8)所示。 

         

2.3  邊界條件 

1. 導電度 

  當給予離子濃度可由關係式獲得導電度[16]。 

                                           
2 2Z F Cσ ω= .....................................................(2-9) 

其中，Z為離子的原子價(valence number)； F為法拉第常數(Faraday 

constant)，一莫耳電子所帶的電荷；C為離子的莫耳濃度(concentration)；

ω為離子遷移率(mobility)。 

因此給予上板濃度 0C ，下板濃度 dC ，即給予邊界導電度。                   

                
0(0) 

( ) dd
σ σ
σ σ

=⎧
⎨ =⎩ ....................................................(2-10)

 

 

2. 電場 

在電場的邊界條件中，考慮電場不可穿透條件                         

0ϕ∇ ⋅ =n ..................................................(2-11) 

EDL 即電雙層(electric double layer)為緊密層(stern layer)與擴散

層(diffuse layer)的簡稱。由圖 2.2 將 EDL 放大來看，緊密層因距離帶

電邊界最近，對離子的吸引力最強，產生密不可分的不動層。超過緊

密層之後，即是擴散層。在擴散層中因帶電粒子逐漸吸附中和而使其
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吸引力減弱，使帶電粒子可脫離束縛移動。距離緊密層越遠越易脫

離。 

    而緊密層與擴散層中間的界面為剪力面(shear plane)。在擴散層

末端因電性中和的作用，趨於電中性，故在擴散層末端的電勢能趨於

電中性。而擴散層末端與剪力面的電勢能差即為則塔電位(zeta 

potential )；擴散層的厚度亦稱為德拜長度(Debye length)。 

    系統考慮的邊界即位於擴散層末端的邊界 0
Dz Lz

ϕ
=

∂
≈

∂
。 

                         

 
圖 2.2 EDL 示意圖 

 

3. 速度 

    考慮邊界不可穿透的條件。可知法線方向速度為                          

0w= ..................................................................(2-12) 

    而切線方向的速度中，在邊界上產生電滲速度(electroosmotic 

velocity )。在此使用 Helmholtz-Smoluchowski formulation 來計算電滲

速度。
                        

shear 
plane 

zeta 
potentail 

Z 

stern  
layer 

diffuse 
layer 

ϕ
ξ

DL

Solid  

Debye  
length 
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εξ
μ
−

⋅ = ⋅v t E t
.......................................................(2-13) 

    其中，(2-13)式中的則塔電位ξ ，考慮局部離子濃度的影響(即導

電度的影響)並作 ( )n− 次方修正[16]，即下式所示:
 

                 
( ) n

r r

ξ σ
ξ σ

−=
.........................................................(2-14) 

    而考慮外加水平電場的作用，我們令電場為 

                 
0E ϕ= −∇xE e .....................................................(2-15) 

    上式代表，在 x 方向施加外加電場 0(E ) 與系統內部反映電場

( )ϕ−∇ 的疊加關係。將(2-14)式帶入(2-13)式可獲得邊界切線速度為:
      

   
( ) nr

r

εξ σ
μ σ

−−
⋅ = ⋅v t E t

...........................................(2-16) 

         

2.4  基態解 

    可由上述所說明的假設、統御方程式、邊界條件中，求出變數的

解，即為此模型的基態解。此為系統在穩態且忽略時間成長，亦不考

慮擾動變化時的狀態。以下在變數上標加上[－]代表基態解。 

計算基態解時，所使用的合理假設如下: 

(1)定常(steady state)，即
( ) 0
t

∂
=

∂ ................................................(2-17)
 

(2)導電度無 x 方向的變化，即 0
x
σ∂
=

∂ ......................................(2-18)
 

(3)電荷密度無 x 方向變化，即 0f

x
ρ∂

=
∂ .....................................(2-19)

 

(4)完全發展流 

(5)因為 x-y 無限延伸的平行板，故令 [ ( ),0,0]u z=v ..................(2-20) 
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    依據 2.1 節、2.2 節、2.3 節，所列出的假設、統御方程式及邊界

條件。求出系統中各未知變數的基態解。 

1. 導電度 

    當給予上下板不同離子濃度時，因考慮黏滯擴散時間>>電荷鬆弛

時間。故電場對離子濃度的變化相當快，使得由離子濃度擴散所形成

的導電梯度為幾近線性變化。 

                            0z
d
σσ σΔ

= +
....................................................(2-21)

 

2. 電場 

    由電場不可穿透的邊界條件(2-11)帶入電荷守衡方程式(2-7)可知，

電位基態解ϕ為常數，則基態電場僅為外加電場 0E 。 

             0E= xE e ..........................................................(2-22) 

3. 自由電荷密度 

    在(2-22)式中得知，基態電場僅為外加電場 0E ，系統內部並無反

應電位ϕ，由高斯方程式可知，將電場取散度即可得到自由電荷密度。

代表自由電荷密度在基態電場為電中性的狀態，系統內部並無電泳力

的發生。 

                    

0fρ = ..............................................................(2-23) 

4. 壓力 

    將上述(2-22)、(2-23)電場及電荷密度的基態解代入(2-4)式動量方

程式中，可解出本系統的基態壓力均為等壓，但在此設為零。即本系

統並不給予外加壓力驅動流體，或不考慮壓力對基態流場的影響。 
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                    0P = .....................................................(2-24) 

5. 速度 

    將邊界速度條件(2-12)式、(2-16)式帶入動量方程式(2-4)式中，並

將上述電場、自由電荷密度及壓力的基態解(2-22)式、(2-23)式、(2-24)

式同時帶入動量方程式(2-4)中即可求出基態流場。我們已可由(2-23)

可知基態的電荷密度為電中性。外加電場並無法對系統產生電泳力的

作用。因此系統的基態流場是由邊界的滑動速度所造成的流場，近似

庫第流(Couette flow)因邊界移動所造成流場。不同的是，在本系統

的邊界滑動速度，為因導電度差異所造成邊界有不同的電滲速度，使

上下板因有不同的滑動速度來驅動流場。亦因系統無電泳力的作用，

使得流場為線性變化。 

                 ( ) (0)(0) u d uu u z
d
−

= +  

                 
0

0 0

( ) ( )
E ( )

n nd

nr r r

r

z
d

σ σ
ε ξ σ σ σ
μ σ

− −

−

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥= − +
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ...............(2-25)

 

 

2.5  系統無因次化 

    我們通常會將統御方程式、邊界條件、基態解等方程式無因次化。

即去除單位絕對大小的影響，僅考慮階數(order)的大小以便合理的看

出變數的變化。 

    在本節，我們由 2.4 節解出的基態解選出系統的各個特徵量，將

變數上標加上＊來代表無因次變數。 
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表 2.1 特徵尺度表 

特 徵 尺 度 說         明 符  號 

長度 兩板間高度 d  

速度 電黏滯速度 evU  

時間 － 
ev

d
U

 

電位 － 0E d  

導電度 兩板的導電度梯度 σΔ  

壓力 － evU
d

μ  

自由電荷密度 考慮導電度梯度的尺度 0

0

E
d
ε σ

σ
Δ  

 

   其中，採用平行板高作為長度尺度。由 Hoburg & Melcher[15]及

Lin[16]，速度特徵尺度選用電黏滯速度 evU 。 

                           
2
0E

ev
dU ε

μ
=

.....................................(2-26) 
    此電黏滯速度為當電荷受電場作用移動時，在下游會累積電荷。

造成一反電位的產生，阻礙流體的流動，(2-26)式為考慮黏滯力與電

力平衡所求出。而自由電荷密度的特徵尺度採用高斯定理，對電場取

散度並考慮導電梯度的比例影響。 

    下列各式為無因次化的變數關係:
 

                        
0E

∗ =
EE

.........................................(2-27) 
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d

∗ =
xx

.........................................(2-28) 

                            0σ σσ
σ

∗ −
=

Δ ..................................(2-29)
             

                            

ev

tt d
U

∗ =
.......................................(2-30)

 

                       
0

0

E
f

f

d

ρ
ρ ε σ

σ

∗ =
Δ ..................................(2-31)

 

 由高斯定理， ( ) fρ ε=∇⋅ E
..........................................................(2-32) 

把(2-32)帶入(2-31)中，將電荷密度化為電位的關係式:                  

               20 0
f

σ σρ ϕ
σ σ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ∇ ⋅ = − ∇
Δ Δ

E
...........................(2-33) 

                       
ev

pp U
d

μ

∗ =
.......................................(2-34)

 

                           
evU

∗ =
vv

..........................................(2-35)
 

    將 2.4節(2-21)~(2-25)的基態解依(2-27)~(2-35)的關係式無因次化

成下列各式:                                

zσ
∗ ∗= ..........................................................(2-36)              

∗
= xE e ...........................................................(2-37)              

0fρ
∗
= ...........................................................(2-38)              

0p
∗
= ............................................................(2-39)              

0 0

0

( ) ( ) ( )
E

n n ndr

r r r

u z
d

σ σ σξ
σ σ σ

∗ − − − ∗⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= − + −⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

 

                  ( ){ }
v

1 (H 1)
R

nn nQ Q Q z−− − ∗⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦ ............(2-40)
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    其中， vR 為無因次電滲速度與電黏滯速度比；Q為無因次底板導

電度；H 為無因次導電度差。 

      0
v

ER ev

eo r

U d
U ξ

= =
− ..................................................................(2-41) 

      0

r

Q σ
σ

=
..............................................................................(2-42) 

      
0

H σ
σ
Δ

=
.............................................................................(2-43)

 

    將 2.2 節(2-1)、(2-4)、(2-7)、(2-8)式的統御方程式依(2-27)~(2-35)

式的關係式無因次化成下列各式。(2-44)式為連續方程式，(2-45)式為

動量方程式無因次化。 

                0∗ ∗∇ ⋅ =v .....................................................(2-44) 

       2

0

1 ( )
Re fp

t
σ ρ
σ

∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗

∂ Δ
+ ⋅∇ = −∇ +∇ +

∂
v v v v E                            

                 2 21 ( ( )( ))
Re

p ϕ ϕ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= −∇ +∇ + ∇ − +∇xv e
.....

(2-45) 

   其中，Re 為雷諾數(Reynolds number)，為黏滯力與慣性力的比值。 

         
2 2
0ERe evU d dε

ν μν
= =

.......................................................(2-46)
 

   由下列關係式，將電場(2-15)式與自由電荷密度(2-33)式以電勢能

函數取代，並代入電荷守衡控制方程式(2-7)式。 

2 20

0 0

( ) ( ( )) (1 ) ( )
ev

dD
Dt U

σ σ σϕ σ ϕ σ ϕ
ε σ σ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗

⎡ ⎤Δ Δ
∇ = − ∇ ⋅∇ − +∇ + + ∇ − +∇⎢ ⎥

⎣ ⎦
x xe e              

2(H ( )) (1 H )
Re
τ σ ϕ σ ϕ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗⎡ ⎤= − ∇ ⋅ − +∇ + + ∇⎣ ⎦xe ...............(2-47) 

    其中， 2
arg 0/ /viscous ch e dτ τ τ σ εν= = 為電荷反應時間與黏滯擴散反應時

間比。而 2 /viscous dτ ν= ， arg 0/ch eτ ε σ= ，分別為 2.2 節所述的黏滯反應時
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間與電荷鬆弛時間。當 4
0 10 S/mσ −≈ ， 310 md −≈ ， 910 C/m Vε −≈ ⋅ ， 6 210 m /sν −≈ ，

則 5 610 ~ 10τ ≈ 。表示(2-47)中，左式電荷密度隨時間的變化項可近乎可

以忽略其影響。            
 

    而質傳方程式亦可無因次化如下式所示: 

                 21
Ree

D
Dt Sc
σ σ

∗
∗ ∗

∗ = ∇  

                     21

eRa
σ∗ ∗= ∇

.........................................(2-48)
 

   其中， eSc 為電施密特數(electric Schmidt number)，為擴散係數與

粘滯係數的比值，在本研究為代表離子擴散的效應。 eRa 為電瑞利數

(electric Rayleigh number)，在本研究為代表電場的效應。 

         e
eff

Sc
k
ν

=
.....................................................................(2-49)

 

         
2 2
0Eev

e
eff eff

U d dRa
k k

ε
μ

= =
......................................................(2-50)

 

    本文亦將 2.3 節(2-10)、(2-11)、(2-12)、(2-16)式的邊界條件依(2-27)

式~(2-35)式的關係式無因次化成下列各式: 

                         
(0) 0
(1) 1

σ
σ

∗

∗

=

= ............................................(2-51) 

                        
0,1

0
zz

ϕ
∗

∗

∗ =

∂
=

∂ .........................................(2-52) 

                         0,1
0

z
w∗

=
=

..........................................(2-53) 

                      0,1
v 0,1

1 ( )
R

n

z
r z

σ
σ∗

∗

∗
∗ − ∗

=
=

⎡ ⎤⋅ = ⋅⎣ ⎦v t E t
.................(2-54) 

    
最後可以由 eRa & vR 的關係得到一無因次參數ψ 。                        
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1
12
2

v
1R   eff

e e
r

k
Ra Ra

μ
ψ

ξ ε
⎛ ⎞

= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ...........................(2-55)

 

    其中，ψ 參數在此系統代表 EDL 效應的大小，當ψ 越小代表 rξ 越

大，EDL 效應越明顯；反之則 EDL 效應不明顯。 

            
1
21 eff

r

kμ
ψ

ξ ε
⎛ ⎞

= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠ .....................................................(2-56)

 

將(2-55)式的關係帶入(2-25)後得到: 

         

( ){ }
( ){ }

v

1
2

1 (H 1)
R

1  (H 1)

nn n

nn n

e

u Q Q Q z

Q Q Q z
Raψ

−− −

−− −

⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦

⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦
..................(2-57)

 

    

2.6  線性微擾化 

    為了瞭解基態流場的穩定特性，將 2.4 節中的基態解加上微小擾

動量(infinitesimal disturbance)帶回統御方程式與邊界條件，並忽略微

擾量的乘積項即高階項，可得線性擾動方程式(linear perturbation 

equation)。且在此後章節皆省去上標(＊)來代表無因次參數，上標(′)

代表微擾量。並設定如下變數: 

( ) ( ), ( ) ,t z t′= +v x v v x .......................................................(2-58) 

( ) ( , )z tσ σ σ ′= + x ..............................................................(2-59) 

( ) ( , )z tϕ ϕ ϕ′= + x ...............................................................(2-60) 

( ) ( , )P P z P t′= + x ..............................................................(2-61) 

    將上述擾動變數，帶入無因次化統御方程式(2-44)、(2-45)、(2-47)
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式及(2-48)式。採用線性分析，忽略高階項，即可得到下列擾動方程

式: 

  0′∇⋅ =v ...........................................................................................(2-62) 

  
2

2 2 2
2

( ) ( )( )

1 ( ) ( )                         
Re

du zu z w
t x dz

d z d zp
dz dz
ϕ ϕϕ ϕ ϕ

′ ′∂ ∂ ′+ +
∂ ∂

⎡ ⎤
′ ′ ′ ′ ′= −∇ +∇ + ∇ −∇ + ∇⎢ ⎥

⎣ ⎦

x

x z

v v e

v e e
...(2-63) 

3
2 2

3

2
2

2

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )    H( ) (1 H ( ))
Re

d zu z w
t x dz

d z d d d z d z z
x dz dz dz dz dz

ϕϕ ϕ

τ σ σ ϕ σ ϕ ϕ σ σ ϕ

∂ ∂′ ′ ′∇ + ∇ +
∂ ∂

⎡ ⎤′ ′ ′∂ ′ ′= − − + + + + + ∇⎢ ⎥∂⎣ ⎦ ...(2-64)

 

   2( ) 1( )
e

d zu z w
t x dz Ra
σ σ σ σ
′ ′∂ ∂ ′ ′+ + = ∇

∂ ∂ ..................................................(2-65)
 

   將動量方程式(2-63)取散度，並使用(2-62)連續方程式來獲得一組

新方程式以簡化問題: 

 

2 2 2

2

2 3
2 2 2 2

2 3

( )( ) 2

1 ( ) ( ) ( )           2
Re

u v w du z wu z
x x y x z dz x

d z d z d zp
dz dz z x dz z
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ

′ ′ ′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
⎡ ⎤′ ′∂ ∂ ∂′ ′ ′= −∇ + ∇ + − ∇ + ∇⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

.......(2-66) 

 

2.7 正規模態展開 

    將擾動量對時間做拉普拉斯轉換(Laplace Transform)，對水平方

向做複利葉轉換(Fourier Transform)，即可把上述的偏微分方程式化為

常微分方程式求解。即將擾動量以下列形式展開: 

     
ˆ ˆ ˆ[ ( , ), ( , ), ( , )] [ ( ), ( ), ( )] x yik x ik y stu t v t w t u z v z w z e + +′ ′ ′ =x x x

...........................(2-67) 

     
ˆ( , ) ( ) x yik x ik y stt z eσ σ + +′ =x

.................................................................(2-68) 

     
ˆ( , ) ( ) x yik x ik y stt z eϕ ϕ + +′ =x

.................................................................(2-69) 
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ˆ( , ) ( ) x yik x ik y stp t p z e + +′ =x

.................................................................(2-70) 

其中， r is s s= + 為複數， rs 為擾動量的成長率(growth rate)， is 為

霍夫分歧(Hopf birfurcation)振盪頻率，其絕對值大小的物理意義可看

成是波速。 xk 、 yk 為擾動量沿 x與 y 方向的波數。當 0rs > 代表擾動量

將隨時間增大使系統狀態越來越偏離基態，則稱系統基態為不穩定；

反之若 0rs < ，擾動量將隨時間衰減，系統返回基態稱之為穩定；若

0rs = ，則稱之為中性穩定(neutral stable)。並將上述擾動變數帶入方

程式(2-63) ~ (2-66)可得下列各式。 

其中，(2-63)動量方程式其三個方向分量可由正規模態展開整理

分別為下列各式。 

    其 x 方向的動量方程式為: 

2
2 2 2 2

2

( )ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ˆ ˆˆ ˆ      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
Re

x

x x

du zsu z ik u z u z w z
dz

d zik p z D u z ik z D z
dz
ϕα ϕ α ϕ

+ +

⎡ ⎤
= − + − + − −⎢ ⎥

⎣ ⎦ ................(2-71)

 

    其 y 方向的動量方程式為: 

2
2 2

2

ˆ ˆ( ) ( ) ( )

1 ( ) ˆˆ ˆ      ( ) ( ) ( ) ( )
Re

x

y y

sv z ik u z v z

d zik p z D v z ik z
dz
ϕα ϕ

+

⎡ ⎤
= − + − +⎢ ⎥

⎣ ⎦ ................................(2-72)

 

    其 z 方向的動量方程式為: 

2
2 2 2 2

2

ˆ ˆ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
Re

xsw z ik u z w z

d z d zDp z D w z D z D z
dz dz
ϕ ϕα ϕ α ϕ

+

⎡ ⎤
= − + − + + −⎢ ⎥

⎣ ⎦ ...(2-73)

 

    且亦由(2-64)電荷守衡方程式可由正規模態展開整理為下列
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(2-74)式為: 

  
2 2

2 3

2 3

( )ˆ ˆ( ) (1 H ( )) ( ) ( ) H ( )
Re Re

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆH ( ) H H ( ) ( ) 0
Re Re Re

x

x

d zs ik u z z D z D z
dz

d z d z d zD z ik z w z
dz dz dz

τ τ σσ α ϕ ϕ

τ ϕ τ τ ϕ ϕσ σ

⎡ ⎤+ + + − +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎛ ⎞

+ + − + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ...(2-74)

 

   而(2-65)質傳方程式可由正規模態展開整理為下列(2-75)式為: 

2 21 ( )ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0x
e

d zD z s ik u z z w z
Ra dz

σα σ σ⎡ ⎤− − + + + =⎣ ⎦ ......................(2-75) 

    最後，(2-66)亦可由正規模態展開整理為下列(2-76)式為: 

( )2 ( )ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )x x y x x
du zu z k u z k k v z ik Dw z ik w z

dz
− − + +

 2 3
2 2 2 2 2 2 2 2

2 3

1 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
Re x

d z d z d zD p z D z D z ik D z D D z
dz dz dz
ϕ ϕ ϕα α ϕ ϕ α ϕ α ϕ

⎡ ⎤
= − − + − + − − + −⎢ ⎥

⎣ ⎦

............................................................................................................(2-76)

 
    為簡化方程式，將無因次化基態解(2-36)式～(2-40)式及下列(2-77) 

~(2-80)各式帶入(2-71)式～(2-76)式。 

2 2 2
x yk kα = + ................................................................................(2-77) 

( ) H 1G z z= + ...........................................................................(2-78) 

Re e

e

Ra
Sc

= .................................................................................(2-79) 

{ }1
2

1 ( ) [ (H 1)] ( )n n n

e

u Q Q Q z
Raψ

− − −⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦ .....................................(2-80) 

可化簡方程式如下: 

    (2-71)式 x 方向的動量方程式可化簡整理為(2-81)式所示: 

2 2 2 2( ) ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e
x x

e

Scdu zsu z ik u z u z w z ik p z D u z D z
dz Ra

α α ϕ⎡ ⎤= − − + − + − − −⎣ ⎦ ...(2-81)

 
     

    (2-72)式 y 方向的動量方程式可化簡整理為(2-82)式所示: 
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2 2ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e
x y

e

Scsv z ik u z v z ik p z D v z
Ra

α⎡ ⎤= − + − + −⎣ ⎦ ................................(2-82) 

     

    (2-73)式 z 方向的動量方程式可化簡整理為(2-83)式所示: 

2 2ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e
x

e

Scsw z ik u z w z Dp z D w z
Ra

α⎡ ⎤= − + − + −⎣ ⎦ ................................(2-83) 

     

    (2-74)式電荷守衡方程式亦可化簡整理為(2-84)式所示: 

2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e e
x x

e e

Ra Ras D z ik u z G z D z HD z ik H z
Sc Sc

α ϕ α ϕ ϕ σ
τ τ

⎛ ⎞
− = − + − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠ ....(2-84)
 

     

    (2-75)式質傳方程式亦可化簡整理為(2-85)式所示:
 

2 21ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x
e

s z D z ik u z z w z
Ra

σ α σ σ= − − −
...............................................(2-85) 

     

    (2-76)式亦可化簡整理為(2-86)式所示:
 

( )2 2 2 2 2( ) ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0e
x x y x x x

e

Scdu zu z k u z k k v z ik Dw z ik w z D p z ik D z
dz Ra

α α ϕ⎡ ⎤+ − − + − − − − =⎣ ⎦

............................................................................................................(2-86)

 

    依據 2.6 節線性微擾化及 2.7 節正規模態展開的流程，亦可將邊

界條件(2-51)~(2-54)化簡整理為下列各式。其中(2-92)壓力梯度的邊界

條件為由(2-83)式，動量方程式的 z 方向分量求得。因統御方程式應

在系統全域都滿足，因此在邊界條件亦應滿足統御方程式。故考慮

(2-83)式 z 方向分量的動量方程式時，因邊界上的 z 向速度由不可穿

透的條件為零即
0,1

ˆ ( ) 0
z

w z
=

= ，將此帶入(2-83)式即可得知壓力梯度的邊

界條件如(2-92)式所示。 

                       0,1
ˆ ( ) 0

z
zσ

=
= ............................................(2-87) 
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                      0,1

ˆ( ) 0z
d z

dz
ϕ

= =
...........................................(2-88) 

                      0,1
ˆ ( ) 0

z
w z

=
= ..............................................(2-89) 

                        
0,1

ˆ( ) ( ) ( )x z
u z ik u z zϕ

=
= −

..............................(2-90)
 

                      
0,1

ˆˆ( ) ( ) ( )y z
v z ik u z zϕ

=
= −

...............................(2-91)
  

                      2
0,1 0,1

ˆ ˆ( ) ( )
z z

Dp z D w z
= =

=
..............................(2-92) 

最後，由方程式(2-81)~(2-86)式及邊界條件(2-87)~(2-92)式，可形

成如下特徵值問題。 

                    ( , ,H, , , , , ) 0e eF s k Sc Ra Q nψ = ........................(2-93) 

 

2.8  忽略 EDL 效應 

當我們考慮 EDL 尺度<<板高時，則可忽略 EDL 在邊界的效應。

亦即忽略邊界的滑動速度，並以下圖示意: 

          
圖 2.3 忽略 EDL 效應模型示意圖 

 

    當忽略 EDL 效應時，其效果展現在邊界條件上的切向速度，因

無電滲的滑動速度影響。使得此時，邊界切向速度為零。在此條件下

( )zσ

0σ

dσ

E

x

z

y

d
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其穩定性分析的特徵值問題可簡化為如下各式。 

在邊界條件上可簡化為下列各式: 

在導電度方面 

          0(0)  
( )  dd

σ σ
σ σ

=
= ............................................................(2-94)

 

在電場方面 

        0ϕ∇ ⋅ =n ................................................................(2-95) 

在速度方面                                 

                 0⋅ =v n .............................................................(2-96) 

                              0⋅ =v t ...............................................................(2-97) 

    其中，與考慮 EDL 時較不同的為邊界上的切線速度(2-97)式。因

忽略 EDL 的效應，則塔電位(zeta potential)為零。邊界上無滑動速度。

依據之前的推導流程，我們重新推導無 EDL 作用的無因次基態解及

無因次統御方程式。 

 

無因次化基態解 

   由 2.4 節基態解及 2.5 節無因次化流程所述，亦可求得無因次基態

解如下: 

                   zσ = ..............................................................(2-98) 

                   = xE e .............................................................(2-99) 

               0fρ = .........................................................(2-100) 

               0p = ..........................................................(2-101) 

                0=v ..........................................................(2-102) 
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    其中，因邊界條件改變為無滑動，且系統為電中性，流場不受電

泳力作用故基態解的速度為零。 

 

正規模態展開 

    根據 2.5 節中的無因次化、2.6 節中的線性微擾化及 2.7 節中的正

規模態展開的推導流程，即可求得忽略 EDL 時的線性穩定性分析的

統御方程式及邊界條件。在此直接取正規模態展開的形式: 

    x 方向的動量方程式為(2-103)式所示: 

2 2 2 2 ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e
x

e

Scsu z ik p z D u z D z
Ra

α α ϕ⎡ ⎤= − + − − −⎣ ⎦ ............................(2-103) 

    y 方向的動量方程式為(2-104)式所示: 

2 2ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )e
y

e

Scsv z ik p z D v z
Ra

α⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦ ...................................................(2-104) 

    z 方向的動量方程式為(2-105)式所示: 

2 2ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )e

e

Scsw z Dp z D w z
Ra

α⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦ ....................................................(2-105) 

    電荷守衡方程式因忽略 EDL 效應影響，因此基態流場 ( ) 0u z = 。 

2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )( ) ( ) H ( ) H ( )e
x

e

Ras D z G z D z D z ik z
Sc

α ϕ α ϕ ϕ σ
τ

− = − − − +
.......(2-106) 

    質傳方程式亦如以(2-107)式所示為:
 

2 21ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
e

s z D z w z
Ra

σ α σ= − −
......................................................... (2-107) 

    考慮忽略 EDL 效應，基態流場為零的影響。故由連續方程式與

動量方程式取散度後可整理簡化下式為(2-108)式所示: 
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2 2 2 2 ˆˆ( ) ( ) ( ) ( ) 0xD p z ik D zα α ϕ− + − = ......................................................(2-108) 

    其中，邊界條件的切線速度為零，即無電滲速度的產生。此為與

考慮 EDL 邊界不同處。邊界條件可整理如下(2-109)~(2-114)所式為: 

                      
0,1

ˆ ( ) 0
z

zσ
=

=
.............................................(2-109)

            

                     0,1

ˆ( ) 0z
d z

dz
ϕ

= = ...........................................(2-110) 

                      0,1
ˆ ( ) 0

z
w z

=
= .............................................(2-111) 

                      
0,1

( ) 0
z

u z
=

= .............................................(2-112) 

                      
0,1

ˆ( ) 0
z

v z
=

= .............................................(2-113) 

                      2
0,1 0,1

ˆ ˆ( ) ( )
z z

Dp z D w z
= =

=
............................(2-114)

       

最後，由方程式(2-103)~(2-108)式及邊界條件(2-109)~(2-114)式，

可形成如下特徵值問題。 

                    ( , , H, , ) 0e eF s k Sc Ra = ...............................(2-115)
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第三章  數值分析方法 

3.1 謝比雪夫配置方法(Chebyshev Collocation Method) 

    一般以多項式趨近一函數的方法，通常是泰勒級數取有限項。但

在大多數的情況下，這並不是好方法。因泰勒級數展開式只在接近展

開點來表示函數時，其誤差較小。但當使用較遠的點時，其誤差增加

很快(與冪次成比例)。且通常很難控制要選取哪個區間來趨近問題，

因此泰勒級數並不適合。一般以區間中央的精確度來分散端點的誤差

為較好的方式。在此引進謝比雪夫多項式(Chebyshev polynomial)來近

似待求問題。 

本研究所使用的數值分析方法為謝比雪夫配置方法(Chebyshev 

Collocation Method)，即以配置方法(Collocation Method)來取點，並以

謝比雪夫多項式(Chebyshev polynomial)來近似代求解，結合兩者以求

解 PDE 邊界值問題。亦即，在所選取的配置點處，以謝比雪夫多項

式來近似未知曲線的在同配置點處的值，在配置點處其值與未知解相

同。因此當所選取得點越多，理論上越能趨近代求解。當然，取點越

多，計算的效率越慢。 

    而謝比雪夫多項式(Chebyshev polynomial)為在(-1,1)區間上採用

權函數
2 1/ 2( ) (1 )w x x −= − 導出，對 [ 1,1]x∈ − ，定義 

                    
1( ) cos( cos )nT x n θ−=     0....n N= ............(3-1) 

並引進變換變數 

                     
-1cos (cos )xθ =  …..…..………................(3-2) 

則(3-1)式變成 
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                    ( ) cos( )nT x nθ=         [0, ]θ π∈ .............(3-3) 

此方法為頻譜分析方法(Spectral method)的一種，即是將函數

( )f x 展開成相互正交的基底函數 ( )nT x ，並以係數 na 來決定函數在各

相互正交基底的影響大小，亦即將基底函數當成「座標」來看，係數

na 為座標的「分量大小」。即以∞ 維的座標來表示函數，如下所示: 

                    
0

( ) ( )n n
n

f x a T x
∞

=

=∑
.........................................(3-4)

 

    若從物理意義來說， na 亦可看成是波的振幅大小。而謝比雪夫多項

式(Chebyshev polynomial)亦稱為傅利葉級數，差別在基底函數不再僅限

於以三角函數為基底。而以(3-5)式~(3-7)式為函數基底: 

1
0 ( ) cos(0 cos ) 1T x x−= ⋅ = ....................................(3-5) 

1
1( ) cos(1 cos )T x x x−= ⋅ = ....................................(3-6) 

 1 1( ) 2 ( ) ( )n n nT x xT x T x+ −= − ...................................(3-7) 

     

因此，若能將 na 求出，則將所有波線性疊加起來便可獲得近似原函

數；而求出 na 所使用的方法便是配置方法(Collocation Method)，為令其

在配置點上謝比雪夫多項式的近似值與待求值需相等。 

    理論上n →∞是最能近似待求問題，但需解出這些未定係數這相

對需要n →∞個條件解出。因此我們勢必要用有限的個數N 去近似它，

但若N 取得太大，則運算時間長，效率變低。 

    需特別注意的是，Chebyshev Collocation Method 必須將區間設定
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在[ 1,1]− 之間。我們將配置點及基底函數帶入方程式中，便可解出微

分方程的邊界值問題。 

 

3.2 應用謝比雪夫配置方法 

變換區間 

    為能使用 Chebyshev Collocation Method，第一步為將原區間轉換

成[ 1,1]− 之間。因此，將原區間 [0,1] [ 1,1]z η= → = − 得到 1/ 2( 1)z η= + 的

關係式。在微分項中，依據工程數學的微分鏈鎖律(chain rule)，變數

變換後會造成微分項的修正，如 2d d
dz dη

→ 及
2 2

2 24d d
dz dη

→ 。 

                        

級數展開 

因為頻譜分析方法(Spectral method)，故亦將變數轉換為以 Chebyshev

為基底函數的級數形式。如下列所示:  

(1) 
0

ˆ( ) ( )
N

n n
n

a Tϕ η η
=

=∑
.......................................................(3-8)

 

(2)  1
0

ˆ ( ) ( )
N

N n n
n

a Tσ η η+ +
=

=∑
 .................................................(3-9)

 

(3)  2 2
0

ˆ ( ) ( )
N

N n n
n

p a Tη η+ +
=

=∑
 ..............................................(3-10)

 

(4)  3 3
0

ˆ( ) ( )
N

N n n
n

u a Tη η+ +
=

=∑
 ..............................................(3-11)

 

(5)  4 4
0

ˆ( ) ( )
N

N n n
n

v a Tη η+ +
=

=∑
 ..............................................(3-12)

 

(6)  5 5
0

( ) ( )
N

N n n
n

w a Tη η+ +
=

=∑
 ..............................................(3-13)

 

    統御方程式及邊界條件亦須轉換成 Chebyshev 級數形式，由

(3-8)~(3-13)關係式代入統御方程式(2-81)式~(2-86)式及邊界條件
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(2-87)式~(2-92)式。
        

 

最後將統御方程式與邊界條件轉成 Chebyshev Collocation 

Method 的級數表示式。以 matlab 軟體將統御方程式及邊界條件寫成

矩陣表示式，其中 na 係數為矩陣變數。並以 QZ 演算法，計算矩陣的

特徵值。  

 

3.3 QZ 演算法(QZ algorithm) 

    將方程式轉成矩陣， =sAX BX求解時，會發現有許多元素為零，

在運算特徵值時可能會有許多無效解，故利用 QZ algorithm 簡化矩陣

式為兩個上三角矩陣Q Z∗ ∗ =A AA  ，Q Z∗ ∗ =B BB，之後再將其帶

入程式中能較快獲得特徵值。 

 

3.4 問題與討論 

    撰寫程式中較為困難的部分，都是在反覆的檢查除錯(debug)與

測試。當我們將原待解的方程式寫成矩陣後，根據 Matlab 的 QZ 矩

陣轉換求解特徵值時。因謝比雪夫配置方法的 N 項數影響數值結果

的運算效率相當大，一般在一定的 N 項數以上後，其數值的結果變

化便在誤差範圍內。因此在程式測試中 N 項數的測試亦為關鍵，必

須先執行 N 項數的測試，理論上提高 N 項數，越能趨近解答，但高

N 項數極易造成運算困難，尤其當我們改變參數求解方程式的特徵值

解時，常因參數的改變造成收斂的困難。因此在求解中性曲線(Neutral 

Curves)前，必須先執行特徵值曲線即成長率曲線圖，視其大小與趨

勢是否符合常理變化，在臨界波數是否出現極值成長率且其無因次參
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數與波數的曲線是否成駝峰變化，或呈負成長。也須視其尺度大小是

否合理，一般成長率是不會大於 100 以上，因為成長率是隨時間成指

數的成長，並不會有流體有如此快的變化。因此在程式中，特徵值的

過濾也相當重要，當我們取成長率最大值來繪出中性曲線時，常會出

現虛根。須將其過濾，為保險起見可將特徵值範圍取至(50~-5000)之

內。但在計算尺度更大的範圍時，更將其範圍縮小至(1~-5000)，來避

免 100 以上的虛根。否則單靠數值計算的項數 N 來當收斂標準時，

常會造成程式運算困難。本文的未知數有 6 項，總階數為 12 階。程

式所運算得矩陣為 (6 N+6  6 N+6)∗ × ∗ 的矩陣運算，若非必要，不要

輕易調高 N 的項數。而應盡量以過濾特徵值的範圍來解決發散問題。 

    另外，視其所需來調設中性曲線的判斷標準也是提升效率的方法，

如我們常根據問題需要，繪出參數變化與中性曲線極值如(H- ecRa )，

導電梯度變化與 eRa 的極值時，我們只須看中性曲線的最低點 ecRa 時，

我們可調整成長率 s 的收斂條件來加速運算，都是運算值得注意的小

地方。 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

33 

 

第四章  計算結果 

4.1 概論 

    在本章節中，將討論以下兩種情形。1. 考慮邊界 EDL 的效應。

2. 當板高尺度>>EDL，忽略邊界 EDL 效應。其中，並分別討論兩種

模態，(1) 橫向模態；(2) 縱向模態在此我們定義: 

                      
cosθ
sinθ

x

y

k k
k k
=

= ...............................................(4-1)
 

    當θ=0 ，為橫向模態，其 xk k= 及 0yk = ；當θ / 2π= ，為縱向模

態，其 0xk = 及 yk k= 。並以圖 4.1 說明兩模態的關係。而表 4.1 為本

系統使用的物理係數參數，使用假設為有介電係數及黏滯係數的氯化

鉀(KCl)稀薄電解液[16]。 

                 

4.2 忽略邊界 EDL 效應 

    忽略邊界 EDL 效應最主要的影響在邊界因 EDL 效應造成的電滲

滑動速度將消失(因則塔電位的影響已很微小)，使邊界變成無滑動的

邊界。而原本因 EDL 效應產生的滑動邊界所造成的基態流場，也因

忽略 EDL 效應的影響而消失。使系統為「靜止」的基態流場，亦因

忽略 EDL 效應，故與電滲速度相關的無因次參數Q 、ψ及n可不考

慮。 

     

4.2.1 改變導電梯度的影響 

    導電度為局部電荷密度所造成，因此當導電梯度增加，代表局部
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電荷密度增大。若加入電場作用力，將使得電荷密度與電場作用力分

布不均，將加速不穩定的現象產生。以圖 4.2 說明，當固定 eSc =500

時，觀察導電梯度 H 增加時，其中性曲線變化發現，當導電梯度越

高的確會造成系統較不穩定，其所需的無因次參數臨界 c
eRa 不需提高

即可抵抗黏滯力的作用而產生不穩定機制。 

    值得一提的，此系統有兩個模態在控制。一個為固定模態

(stationary mode)，另一個為震盪模態(oscillatory mode)。會產生這兩

個模態的原因為系統並無基態流場。當此節討論忽略 EDL 效應時，

就代表系統無法由邊界獲得滑動速度，使系統的基態速度是從靜止開

始。當慢慢施加電場時，會有「固定模態(stationary mode)」與「震盪

模態(oscillatory mode)」的發生。震盪模態代表，電場力與黏滯力兩

個不穩定與穩定的力量在互相拉扯，互相抵抗控制系統的現象，兩者

的作用力在此時相當，電場的驅動力在此時仍無法脫離黏滯力的束縛

的狀態。而固定模態(stationary mode)代表不穩定驅動力電場的影響力

低於黏滯力的作用，此時電場力並無能力與粘滯力對抗；或電場力的

影響已超過黏滯力的作用，並無與粘滯力拉扯的震盪(oscillatory )現象。

由圖 4.2(b)中亦可發現當導電度增加時，其虛部成長率為零的區間增

大，即固定模態(stationary mode)的發生越明顯，代表電場力已能輕易

抵抗黏滯力的作用來控制系統的穩定性。 

    另外，除了低導電度(H=1)，因導電度太小，電場力作用不明顯，

系統並無固定模態(stationary mode)的情況外，其餘導電梯度的情形均

為固定模態(stationary mode)控制。代表當 H>1 的導電梯度強度已能

幫助電場力輕易克服黏滯力產生不穩定的現象。 
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    圖4.16(a)則整理了，其導電梯度H與臨界 ecRa 的變化。由圖4.16(a)

觀察得到，當導電度增加電場對系統的作用力使系統更不穩定。而當

H>200 時發現，電場力已遠大於黏滯力作用，再增加導電梯度對系統

穩定性分析將無影響。 

    另外，圖 4.3 則繪出導電梯度為 H=1,H=10,H=100 的臨界流場。

可知，除了低導電梯度(H=1)系統的對流包為左右交互震盪(oscillatory)

的現象，代表低導電梯度，使得電場作用力亦小，電場力一直與黏滯

力相抗衡，無法輕易脫離黏滯力的束縛使系統不穩定。在高導電梯度

(H>10)，可觀察系統對流包為相當直角的矩形，對流包相當穩定。因

電場力已增強輕易抵抗黏滯力的束縛，使系統為電場力遠大於黏滯力

作用的固定模態(stationary mode)狀態。 

 

4.2.2 改變電施密特數(electric Schmidt number)的影響 

    無因次參數，電施密特數( eSc )由其定義看， /e effSc kν= 為黏滯力

與離子擴散係數的比例關係。其物理意義在此系統討論的是擴散係數

的影響，若是固定擴散係數將 eSc 看成是黏滯性影響則難以看到全貌，

因黏滯係數在各控制方程式都有影響，因此通常將 eSc 看成是擴散的

影響因素。而當 eSc 越小代表擴散機制最明顯，反之亦是。 

    由 Melcher[14]可知，導電梯度的產生為離子經擴散作用的所造

成。當離子經擴散作用所形成的導電梯度，因離子的擴散效應增大，

使得離子經擴散作用所形成的導電梯度被擴散機制給予以衰減。使得

導電梯度減小，電場力的作用亦減弱而造成系統較穩定。 
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    觀察圖 4.5 發現，在圖 4.5(b)導電度較高(H=10)的情況，發覺即

使在 eSc =100，擴散效應增強的情況下，並無法造成系統更穩定，其

臨界 eRa 並無變化，其不穩定的影響並不明顯。 

    但若考慮低導電度的情況，如圖 4.4(a)，H=1 的情況發現，改變 eSc

對系統的穩定性有明顯的影響，但其結果並不如前述所述，擴散效應

增強會使系統穩定的物理現象。反而當 eSc 越小，擴散效應越大的情

況下，系統更不穩定了。因為此時，系統的狀況為低導電度的情況，

原先導電度的效應本來就很小，即使不加入擴散效應的影響。系統本

來就很穩定了，而擴散效應在此時並不是扮演穩定角色，而是使系統

不穩定的機制。因系統的擴散效應增加時，將加快導電梯度的產生使

電場力的影響增強，造成系統不穩定的現象。 

    最後，由圖 4.4(a)及圖 4.5(a)可歸納出，當在低導電度(H=1)， eSc

其擴散效應在系統扮演不穩定的機制，因系統離子擴散效應增加，即

代表經離子擴散效應所造成的導電梯度將加速產生，使得低導電度的

穩定系統，因擴散效應增加，而加快導電梯度的形成，進而使電場的

作用增強以造成系統不穩定現象發生。 

而在高導電梯度(H=10)的情況，系統的擴散效應並不足以影響系

統穩定的現象發生，因此時導電梯度夠大，電場力夠強，擴散機制並

無法與之抗衡產生明顯的作用。 

     

4.2.3 縱向模態 

     在縱向模態方面，即當θ= / 2π 時，所作的數值運算。無論怎麼
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更改變數，收斂條件或運算邏輯皆無法算出θ= / 2π 的穩定性分析的中

性曲線。於是，由 o o oθ=0 ,10 ,20 ,.....每 o10 求出其中性曲線，而答案也

可呼之欲出了。觀察圖 4.6(a)發現。當把角度增加時，其中性曲線的

無因次參數也開始提高，尤其又以 o80 以上成長最劇烈，而 o89.8 即無

因次尺度在 810 ，若考慮 o90 其無因次參數 eRa 將在 910 以上或更高。與

橫向模態的 310 尺度比相距甚遠。在此可以說當越接近縱向模態時，

其系統無因次參數 eRa 越趨於無窮大，系統幾乎不會發生不穩定的情

況。就算橫向模態已相當不穩定時，也很難對縱向模態有所影響。
 

    依圖 4.6(b)更可發現當固定 H=10、 eSc =500、k =2.1、 710eRa = 的

情況下，其角度變化與成長率的關係。發現當角度為 oθ=0 時，其橫向

模態時，成長是最劇烈的。而在越接近 oθ=90 時，其成長率趨於零甚

至到負數去。表示在當越趨於縱向模態，越穩定。縱向模態在
710eRa =

以下必為穩定狀態。由圖 4.2 及圖 4.4 可知，若改變無因次參數，導

電梯度 H 及電施密特數 eSc 其效應亦無法造成縱向模態的發生，其影

響程度有限。 

    在此可以下結論，在縱向模態的中性曲線尺度遠大於橫向模態尺

度，在正常的狀況下，絕無縱向模態的發生。 

    而會造成此結果，以物理來看，因為系統的驅動力電場，只加在

x 軸的橫向方向，故橫向模態最容易發生，成長率也最大。但本系統

並無其他機制使系統不穩定驅動力電場力作用在縱向 y 方向上，也無

浮力、溫度、壓力等作用力能將橫向不穩定擾動的影響擴及在縱向上。
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因此，正常狀態下無論在橫向 x 軸的水平電場加到多大，皆無法影響

到縱向模態。除非超過
910eRa = ，換算成電場為

6
0E =3.4 10 V/m× 的話，

才有可能會發生縱向不穩定的模態。 

    最後，基於上述理由，我們不考慮縱向模態的穩定性分析。 

      

4.3 考慮邊界 EDL 的效應 

4.3.1 改變導電梯度的影響 

    由前節 4.2.1 所述，當導電梯度增加，將增強電場對系統不穩定

的作用力。由圖 4.7 所示，固定 500eSc = 、 1Q = 、 0.333n = − 、 1ψ =

時，改變導電梯度為 H=1、10、20、50、100 的變化時當增加導電梯

度的影響，的確使得系統更不穩定。在此 eRa 即代表造成不穩定所需

的電場力。相較於前小節忽略 EDL 的情況中，在此情形並無發現兩

模態。那是因為當考慮 EDL 的邊界滑動條件時，系統在一輸入外加

電場產生邊界的滑動速度(即電滲速度)，進而使系統一開始就有基態

流場。因此，避免一開始由靜止開始時到產生不穩定擾動階段的「固

定模態(stationary mode)」與「震盪模態(oscillatory mode)」，因此時

基態流場其動能將增強系統抵抗流體對黏滯力的束縛。 

    當提高導電梯度時，發生不穩定所需的 c
eRa 會下降。此時電場代

表所造成的擾動的因素，而黏滯力代表穩定因素，當上下板的導電度

差異大時，則系統受電場作用的力量也越強，也造成邊界的電滲速度

影響加大，其擾動機制也增加以抵抗黏滯力的穩定作用的力量，因此

所需的 eRa 即電場強度會減少。在圖 4.7(b)中更可觀察，當導電梯度
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增高時，其虛部成長率增高趨勢。而虛部成長率所代表的物理意義即

為頻率的變化，相對亦代表波速(velocity)的成長。因此當提高導電梯

度變化時，發現波速成長越大，不穩定度越高，因此所需的臨界電場

也越小。 

    而圖 4.16(a)中，我們觀察當提高導電梯度 H，其臨界 c
eRa 的變化。

結果發現，當導電梯度上升，電場力的影響加大，的確會造成系統的

不穩定發生。數據說明當 H>5 時，其不穩定的影響已不再明顯。 

 

4.3.2 改變電施密特數(electric Schmidt number)的影響 

    由 4.2.2 節所述，電施密特數( eSc )其物理意義可看成是擴散係數

的影響。而在高導電梯度時， eSc 減小代表離子擴散效應增加。而擴

散效應增加，使得由離子擴散所造成的導電梯度因擴散加快而變得均

勻進而使導電梯度變小。電場力作用亦因此減小，使系統較穩定。 

    而低導電梯度時，擴散效應因加速離子擴散，使得原本就很穩定

的低導電梯度系統，更易形成導電梯度。進而使得電場力作用增大，

系統較不穩定。即在高導電梯度時，擴散效應代表穩定的機制；而低

導電梯度，擴散效應代表不穩定的機制。 

    原本在圖 4.5，忽略 EDL 效應的高導電梯度系統中，其擴散效應

並無法對系統產生穩定作用。而觀察圖 4.9 發現，在考慮 EDL 效應

的系統，當 eSc  = 100，即擴散效應較強的狀況下，其擴散效應扮演穩

定的角色，使得系統穩定度提高。在 eSc  > 100，擴散機制並不足影響

流體使其穩定，其臨界 c
eRa 並無變化，其不穩定的影響並不明顯。。
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而自然界中，並無法找到 eSc <100 的流體。故可說明在此系統下 eSc 對

系統穩定性無法發揮作用。 

        

4.3.3 改變n的影響 

    n在本研究為邊界電滲速度則塔電位(zeta potential)與導電度關

係的影響因子，當n越大則導電度影響則塔電位越高，受則塔電位影

響的電滲速度也會越快，造成系統不穩定的影響也會越大。而使用

0.5n = − ，為假設在表面電荷密度為常數時為的理論值。而當考慮邊

界為矽硼酸玻璃(borosilicate)表面，則所實驗出的 0.333n = − [1]。本文

以此實驗值 0.333n = − 為系統的參考值。並代入此值與系統做出比較，

觀察圖 4.10，改變此參數並無太大影響。 

 

4.3.4 改變 Q 的影響 

    為完整定義電滲速度的無因次參數，特別令 0 / rQ σ σ= 來代表底

板的無因次導電度。依據之前的觀念我們知道，當導電梯度越大則系

統越不穩定。因此，當我們提高底板導電度，但無因次導電梯度

0/σ σΔ 保持不變。則頂板的導電度亦增大，相對也造成上下板導電

度差變大，系統也較不穩定。觀察圖 4.11 也可發現計算的結果，改

變此參數並無太大變化。代表改變底板導電度並不會造成系統的穩定

性分析，因導電梯度固定時，上板導電度也會呈相對比例的成長。因

此造成系統 c
eRa 極值並不會改變。 
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4.3.5 改變ψ 的影響 

    ψ 此無因次參數，由其定義來 ( )1/ 2 1/ 2
vR 1/ /  r eff ek Raξ μ ε= − ⋅

1/ 2
eRaψ= 。其中， vR 代表無因次電滲速度，即系統邊界滑動速度。

而ψ 在本系統，代表則塔電位的效應。也可看成有無EDL效應的影響。

當ψ 減小代表 EDL 效應明顯；反之，則代表可忽略 EDL 效應的作用。 

    因此，若控制ψ 即代表控制系統是否考慮 EDL 效應的作用當減小

ψ 。其結果應趨近考慮 EDL 效應的影響。若增大ψ ，其結果應趨近忽

略 EDL 效應的作用。 

    由圖 4.12 及圖 4.13，繪出ψ 其(a)中性曲線變化；(b)虛部成長

率與波數的關係曲線。說明，當 10ψ > 其結果已相當趨近忽略 EDL

效應的結果。並可由 4.12(a)觀察，當 0.1,H=10ψ = 的高導電梯度系統

反而對系統有穩定的作用。理論上，當提高則塔電位效應，應會造成

電滲速度加快，使系統不穩定才對。但圖 4.12(a)卻反而變穩定。其

原因為，當把則塔電位效應增大至某一程度時，其則塔電位在邊界對

電荷的吸引力加大的原故，反而會使 EDL 的厚度加大。電解質內的自

由電荷都被吸附在邊界上，使系統電泳力下降。且 EDL 厚度亦增加，

使系統不穩定性降低。若討論 0.1,H=1ψ = 的低導電梯度系統，由圖

4.16(a)所示，系統將變得比較不穩定。代表當低導電梯度系統，其

電力作用較小時，則塔電位將扮演使邊界電滲速度滑動加快的角色。

因電力較低時，系統由則塔電位及黏滯力所控制。此時ψ 越小代表黏

滯力越小，則塔電位越大，使邊界得滑動速度也越快，加大系統不穩

定作用。 

    而圖 4.13更說明，當 10ψ > 其中性曲線與忽略EDL效應的比較，
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幾乎重合。代表當其 10ψ > 則塔電位影響已相當小，系統趨於忽略 EDL

效應的作用。 

    觀察 4.14，ψ 所影響的臨界流場變化。說明當 0.1ψ = 其則塔電

位影響明顯時，其對流包成震盪的變化。代表系統的則塔電位吸附離

子所造成的穩定機制與外加電場的不穩定機制相互抗衡，所產生的震

盪現象。而當 0.1ψ > ，其對流包有趨於固定的現象發生。此為則塔效

應減弱，電場的趨動力對系統更易造成不穩定的作用有關。 

    由圖 4.17 更可進一步說明，在低導電梯度系統(H=1)的情形下。

EDL 效應越強，即ψ 越小時。系統會有不穩定的情形出現，印證前

述所說，在此情形，因電場強度很小，故則塔電位的影響將增大。此

時則塔電位扮演不穩定的角色。當邊界則塔電位增大時，將使得邊界

的電滲速度加快，增加系統基態流場的動能進而抵抗黏滯力的穩定力，

產生不穩定的作用。而當在高導電梯度系統(H>10)時，將有相反的情

形出現。當 EDL 效應增強時，系統將更穩定了。因此時電場的不穩

定驅動力已遠大於邊界 EDL 的不穩定效應，系統已不需要邊界上則

塔電位所產生的基態速度，其所造成系統的不穩定動能。此時邊界的

則塔電位將扮演穩定的角色，將流體內的離子吸附在邊界上，使得流

體內因帶電離子減少，而減少電泳力的作用。且邊界 EDL 的厚度亦

增加，如同邊界層般，加強流體的黏滯力作用，使系統穩定。 

 

4.3.6 縱向模態 

     同理，依據 4.2.3 節的理由說明。無論如何控制參數變化，其縱

向模態的中性曲線尺度都遠大於橫向模態。但我們還是試著觀察，在

考慮 EDL 的物理模型，是否還會有相同結果。我們觀察圖 4.15(a)，
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無論如何控制 H、Q、n、ψ 及 eSc ，皆發現在角度超過 80°後，無因

次參數 eRa 的變化依然很陡峭，且尺度也遠大於橫向模態，與 4.2.3

節有相同的結果。再觀察圖 4.15(b)，角度與成長率的關係圖，仍然

可以發現在角度 0°的橫向模態其成長率最高，依角度上升其成長率遞

減，到 90°時期成長率為負成長。故在 810eRa = 的尺度下，縱向模態

不存在或趨於∞。系統幾乎不會發生不穩定的情況。就算橫向模態已

相當不穩定時，也很難對縱向模態有所影響。 

    會造成此結果，以物理來看，因為系統的驅動力電場，只加在 x

軸的橫向方向，故橫向模態最容易發生，成長率也最大。但本系統並

無其他機制使不穩定驅動力水平電場作用在縱向 y 方向上，也無浮力、

溫度、壓力等作用力能將橫向不穩定擾動的影響擴及在縱向上。因此，

正常狀態下無論在橫向 x 軸的水平電場加到多大，皆無法影響到縱向

模態。 

    最後，基於上述理由，本文不考慮縱向模態的穩定性分析。在此

可以下結論，無論是否考慮 EDL 效應，在正常的狀況下，絕無縱向

模態的發生。 

     

4.4 綜合討論 

    在 4.3 節的討論可知，當我們控制Q 、n這兩個無因次參數時，

並無法對系統的流體穩定性產生影響，只有短波有些微變化。 

    而 eSc 對穩定性的影響。 eSc 這個無因次參數，由定義來看可以當

成是離子擴散效應的影響。即當 eSc 大則擴散係數越低，離子擴散效
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應越小。考慮 EDL 效應時， eSc 對流體穩定性的影響。發現在高導電

度時，當 eSc 越小時，流體有越穩定的趨勢，電場須施加較大才能造

成流體不穩定。我們以物理的現象來說，當 eSc 越小，代表離子的擴

散效應越強，當離子因擴散所形成的導電梯度因為擴散效應強到與黏

滯力的影響差不多時，好不容易靠離子擴散形成的導電梯度，很快得

被擴散的機制消除了。導致導電梯度的效果消失，使得系統缺乏導電

梯度的影響使電場驅動力減弱而趨於穩定。由數據結果來看，當

100eSc > 時， eSc 對系統的不穩定效果影響已不明顯。但若考慮在低

導電梯度的情況下，卻有相反的結果。因在低導電梯的情況中，原本

靠離子擴散所形成的導電梯度，因離子濃度低，擴散作用變得很慢才

能形成導電梯度。因此當 eSc 越小即擴散效應越大時，可加速離子擴

散效應以形成導電梯度。故在低導電梯度時，離子擴散效應為使系統

不穩定的機制。 

    接著討論導電度的影響。由圖 4.16 可觀察到，無論是否考慮 EDL

效應，當我們把導電度的影響加大，則相對也是代表將電場力對流體

的影響加大。由結果可以觀察到，導電度越大則流體越不穩定。 

    在低導電梯度(H<5)時，忽略 EDL 效應較考慮 EDL 效應的穩定。

其原因為，當考慮 EDL 效應後，連帶系統也產生了滑動邊界，進而

產生基態速度。其基態流場的動能將增加對黏滯力束縛的抵抗。相較

於忽略 EDL 的情況因邊界不滑動了，因此基態的流場為靜止。當然

會造成在低導電度時，忽略EDL效應的情形較考慮EDL的情形穩定。

而由圖 4.16(a)中發現，當 H>3 之後，即導電梯度所影響的電場驅動
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力已夠大。有無 EDL 效應所產生的基態流場，其動能是否能對系統

的穩定性造成影響，已無太大區別。因導電梯度所反映的電場強度已

足夠抵抗黏滯力的作用產生不穩定。 

    再看ψ ，即則塔電位的影響。可由圖 4.12(a)觀察到，此參數亦

為 EDL 效應的影響指標。當則塔電位效應越大，亦代表 EDL 效應越

大。理論來說，當則塔電位越強，代表電滲速度越快，其基態流場亦

越大，系統應越趨於不穩定。但從結果觀察，當 0.1ψ = 則塔電位強到

一個程度，系統卻反而變穩定。可能原因為，當則塔電位效應強到一

個程度時，反而會抓住電解液中的電荷，使系統受電場產生的電泳力

減小，反而使系統穩定。另一方面，因則塔電位效應增強，其所形成

的 EDL 厚度亦越高，且 EDL 中的不動層(stern layer)增厚，如同邊界

層般，在邊界上增加流體的黏滯力，進而增加系統的穩定性。 

    最後，在縱向模態中，無論是否考慮 EDL 效應，縱向模態皆不

會發生。 
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表 4.1 物理係數表。下表所列為假設有介電係數及黏滯係數的氯  

      化鉀(KCl)稀薄電解液 [16] 

 

符號 說明 數值 

ε  介電係數 910  C/V m− ⋅  

μ  黏滯係數 310  kg/m s− ⋅  

ρ  水溶液密度 3 310  kg/m  

ω  離子遷移率 138.2 10  mol s/kg−× ⋅  

F  法拉第常數 49.65 10  C/mol×  

d  板高 310  m−  

rσ  參考導電度 410  S/m−
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圖 4.2 當忽略 EDL，固定 500eSc = 的情形下，觀察 H=1,3,10,100 其(a) 

      中性曲線；(b)波數與虛部成長率的關係。 
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1000eSc ≥

 

 

 

圖 4.4 當忽略 EDL，討論其 eSc ≥100 情況下，觀察 H=1 其(a)中性曲 

線；(b)波數與虛部成長率的關係。 
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圖 4.5 當忽略 EDL，討論其 eSc ≥100 情況下，觀察 H=10 其(a)中性 

曲線；(b)波數與虛部成長率的關係。 
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圖 4.6 當忽略 EDL， 500eSc = 、 2.1k = 的情形下，觀察(a)H=10,50,100 

      時，angle 與 eRa 的中性曲線；(b)H=10, 710eRa = 時，angle 與 rs  

      的關係。 
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圖 4.7 當考慮 EDL，固定 500eSc = 、 1Q = 、 0.333n = − 、 1ψ = 的情 

形下，觀察 H=1,10,20,50,100 其(a)中性曲線；(b)波數與虛部成 

長率的關係。 
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圖 4.9 當考慮 EDL，固定 H=10、 1Q = 、 0.333n = − 、 1ψ = 的情形下， 

觀察 100eSc ≥ 時，其(a)中性曲線變化；(b)波數與虛部成長 

率的關係。 
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圖 4.10 當考慮 EDL，固定 H=10、 1Q = 、 0.333n = − 、 1ψ = 的情形 

下， 觀察 0.25, 0.333, 0.5, 1n = − − − − 的(a)中性曲線變化；(b) 

波數與虛部成長率的關係。 
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圖 4.11 當考慮 EDL，固定 H=10、 0.333n = − 、 500eSc = 、 1ψ = 的情 

       形下，觀察 31,10,100,10Q = 時，其(a)中性曲線變化；(b) 波數 

與虛部成長率的關係。 
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圖 4.12  則塔電位影響圖。當固定 H=10、 0.333n = − 、 500eSc = 、 

        Q =1 的情形下，觀察ψ =0.1,1,10 的(a)中性曲線；(b)波數 

        與虛部成長率變化。 
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圖 4.13  則塔電位影響圖。當固定 H=10、 0.333n = − 、 500eSc = 、 1Q =  

        的情形下，觀察 100ψ ≥ 與忽略 EDL 效應的(a) 

        中性曲線；(b)波數與虛部成長率變化比較。 
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圖 4.15 當考慮 EDL 效應， 500eSc = 、 2.1k = 、 0.333n = − 、 1Q = 、 

1ψ = 的情形下，觀察(a) H=10,50,100 時，angle 與 eRa 的中性 

曲線；(b)H=10, 710eRa = 時，angle 與 rs 的關係圖。 
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圖 4.16 固定 500eSc = , 1Q = , 0.333n = − 的情形下，觀察 0.1,1,10ψ =  

及忽略 EDL 效應時，其(a)H 與 ecRa 的變化；(b)H 與 ck 的變 

化。  
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圖 4.17 固定 eSc =500, Q =1, 0.333n = − 的情形下，觀察H =1,10,  

100 ,103時，其(a) ψ 與 ecRa 的變化；(b) ψ 與 ck 的變化。 
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第五章 結論與展望 

從實驗了解，在厚長比甚小的微流道中，考慮與流動方向垂直的

導電梯度，並施加流動方向的電場時，流體會隨著所施加的電場大小

產生顯著不穩定的擾動現象。而亦有許多學者嘗試建立物理模型，分

析其中的物理機制。其中 Lin[16]的模型中，討論兩導電度均勻的電

解液，考慮介面上的導電梯度，施加流動方向的電場作用，並考慮邊

界 EDL 效應下，分析此系統的不穩定機制。並研究流體最有效率混

合時的最佳電場及討論其二維、三維的變化。 

而其中較少討論其縱向模態的變化，且其所討論的導電梯度僅在

交界面產生梯度變化。因此，在本研究的系統中，考慮平行板充滿單

層導電溶液，給予上下板不同的離子濃度依據其擴散作用產生導電梯

度，並通入流動方向電場，分析其線性穩定性分析。並分別討論兩個

物理模型，(1)考慮 EDL 的影響，(2)忽略 EDL 的影響。在此我們得

到一些結論: 

    首先在(1)因考慮邊界滑動的因素，使系統產生一個基態速度，

也由於這個基態速度使系統並沒有靜態模態(stationary mode)及震盪

模態(oscillation mode)的發生，且(1)效應中的基態速度其動能亦可增

加抵抗黏滯力。使得流場較(2)的情形更易不穩定，但此現象當導電

梯度 H>5 之後，因導電梯度所造成的電場力已足以抵抗黏滯力的束

縛，造成系統不穩定現象，故 H>5 有無 EDL 效應已無明顯差別。 

    在流體性質 eSc (electric Schmidt number)方面，其 eSc 對穩定性的

影響。 eSc 在本研究代表離子擴散效應的影響。當 eSc 越小代表離子擴

散效應越大。(1)效應時， eSc 對流體穩定性的影響。發現在高導電度
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時，當 eSc 越小時，流體有越穩定的趨勢，電場須施加較大才能造成

流體不穩定。以物理的現象來說，當 eSc 越小，代表離子的擴散效應

越強，當離子因擴散所形成的導電梯度因為擴散效應強到與黏滯力的

影響差不多時，好不容易靠離子擴散形成的導電梯度，很快得被擴散

的機制消除了。導致導電梯度的效果消失，使得系統缺乏導電梯度的

影響使電場驅動力減弱而趨於穩定。當 eSc >100 時， eSc 對系統的不

穩定效果影響已不明顯。但若考慮在低導電梯度的情況下，卻有相反

的結果。因在低導電梯的情況中，因離子濃度低，擴散作用較慢，因

而較穩定。而當擴散效應越大時，可加速離子擴散效應以形成導電梯

度。故在低導電梯度時，離子擴散效應為使系統不穩定的機制。 

    在(1)中定義 ( )1/ 2
/ /eff rkψ μ ε ξ= − 為流體性質的穩定機制與局部

離子濃度(導電度)的不穩定機制比值，即則塔電位的影響。此參數亦

為 EDL 效應的影響指標。當ψ 越小代表則塔電位效應越大，亦代表

(1)效應越大。理論來說，在高導電梯度狀態時，當則塔電位越強，

代表電滲速度越快，其基態流場亦越大，系統應越趨於不穩定。但從

結果觀察，當 0.1ψ = 則塔電位強到一個程度，系統卻反而變穩定。原

因為，當則塔電位效應強到一個程度時，反而會抓住電解液中的電荷，

使系統受電場產生的電泳力減小，EDL 厚度增厚，如同流體的邊界

層效應般，反而使系統穩定。另一方面，當在低導電梯度系統中，因

電場力的影響減小，EDL 的效應將變得重要。在此情況中，則塔電

位將扮演不穩定的角色，使得邊界的滑動速度加大，增加基態流場的

不穩定動能，以抵抗黏滯力的穩定作用。 

    而(1)中當考慮Q (底板的無因次導電度)及n (則塔電位中導電度
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的修正權數(power index))兩無因次參數時，皆無明顯的變化。代表此

兩項參數並非造成不穩定的主要影響。 

    在縱向模態中，無論是否考慮 EDL 效應，縱向模態皆不會發生。

此為因電場驅動力在橫向。且並無其他機制如溫度、壓力、電磁力、

浮力…等，使橫向不穩定能影響至縱向上，因此橫向模態一定比縱向

模態不穩定，系統一定由橫向模態控制。 

    最後，本文提出一些今後在設計高導電梯度的微混合器晶片

(on-chip)時的方向，在一般常溫稀薄電解液可忽略其流體性質的影響

亦可完全忽略縱向模態對穩定性的作用。 

    而在本研究中並無考慮三維的理論分析及電場與黏滯力作用下

焦耳熱對流體的穩定性影響，此為未來可投入的研究方向。 
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