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中文摘要

模擬模型是系統開發階段重要的工具之一，如何透過模型驗證以優化模
型，建立高度可靠之模型更是重要的議題。本研究在模型與真實系統僅存在
參數的偏差之假設下，以校準模型參數為設計出發點，提出一套系統化的參
數校準流程，用以解決普遍的驗證程序中，參數校準無法有效診斷模型與真
實系統的誤差來源、且缺乏系統化的建立參數驗證操作之處境。
本研究在考量模型的複雜程度導致模擬成本過高的情況下，以電腦實驗

設計與分析 (Design and Analysis of Computer Experiment, DACE)之概念
結合替代模型，設計一套可用於複雜系統分析的模型驗證流程，透過對系統
輸出進行全域敏感度分析，進一步使用最佳化方法設計於激發觀測參數的操
作方法，並以基於混沌多項式之卡爾曼濾波器進行參數校準，最後驗證結
果。本研究以單一輸出及動態輸出之數學模型確認所提出之方法的可行性，
同時驗證了此方法的一般性。再以一自建之線控操作三輪車做為分析對象之
車輛工程案例，透過所提出之方法，對車輛動力學模型中的不確定參數進行
校準，得到於 95% 信心水準下被認定為準確之模型參數。透過多個案例，
也強調了所提出之方法的重要性。

關鍵字：模型驗證、參數校準、操作設計、全域敏感度分析、Kriging、
DACE、卡爾曼濾波器
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Abstract

Simulation models play important roles in efficient product development

cycles. The ability to improve the confidence level of models during the

validation stage is also an important topic. In this research, we proposed a

systematic procedure on model validation by assuming all the output errors

between simulation models and real model experiments are contributed from

deviations of model parameters. This procedure aims to counter the inability

to create a proper and logical operation when validating dynamic models.

In this research, considering the expensive costs associated with model

simulation used in complex systems, a Design and Analysis of Computer

Simulation (DACE) based procedure including an optimization method for

generating a proper operation which maximizes the sensitivity of uncertain

parameters based on global sensitivity analysis (GSA), estimation of parame-

ters with polynomial chaos-based Kalman filter, and model validation based

on hypothesis testing, is introduced. Furthermore, two illustrative math mod-

els with scalar and dynamic output are demonstrated to verify the method,

consequently proving its generality. Finally, an application on validating ve-

hicle dynamic models is shown as an engineering case, which successfully

estimates the unknown model parameters with 95% confidence. The signifi-

cance of this research is also emphasized through multiple cases.

Keywords : Model Validation, Parameter Estimation,ManeuverDesign, Global

Sensitivity Analysis, Kriging, DACE, Kalman Filter
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第一章

緒論

1.1 模擬模型驗證與校準

在現今的工程開發實務中，電腦模擬模型 (Computer Simulation Model)被廣泛應用
於各個開發階段中。研發工程透過電腦模擬模型的應用，來預測已生產或開發階段中的
產品的動態響應及輸出。以車輛工程為例，車輛的各個系統皆大量地使用電腦模擬模型
做為開發工具，例如：底盤強度及結構設計、懸吊系統動態設計、控制器設計與驗證、
輔助駕駛系統的開發、甚至模擬駕駛與車輛互動。應用多元的模擬和數學工具，工程師
可以較直接對系統進行設計最佳化、可靠度分析、優化動態輸出等細部研究。更重要的
是，若模型能準確的表達真實系統在運動中的狀態，將能透過模型進行模擬實驗，能夠
掌握在真實系統中難以被觀察出來的現象，例如車輛的失效行為，也可以大幅降低實驗
的成本和開發時間 [1]。因此，如何在電腦模擬模型建立的階段中，對真實系統有更清楚
的掌握，有效的縮小兩者間的差異，是非常重要的議題。

圖 1.1: 模型建構概念 [2]

美國工程師協會 (American Society of Mechanical Engineers, ASME) 曾提出模型
建構概念 [2]，如圖1.1所示，透過ㄧ連串的建構程序，建立理想的模型。為了使理想的
模型能更完整的表達真實系統，也發展出了一套 V & V(Verification and Validation)的
驗證程序 [2]，如圖1.2。「確認」(Verification) 的用意是要確認被建立起來的軟體或程

1
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式可以有效的實現系統的數學及物理模型，程式的運作可以如預期的執行；而「驗證」
(Validation)則探討模擬模型與真實系統的差距以甚麼樣的方式存在，進一步探討模擬模
型呈現真實系統的可信度，或針對與真實系統表現的不吻合處進行歸因並修正模擬模型。
然而，儘管模擬工具和環境、量測儀器、和相關的物理及數學工具已經發展全備，卻少
有研究提出系統化連結實驗資料與模擬驗證的方法 [3]。

圖 1.2: V&V驗證程序 [2]

工程師們也透過比較模擬結果與真實數據的相異，來執行對車輛動力學模型的驗證，
例如 Braghin運用長時間的行車數據驗證輪胎磨行及計算其敏感度 [4]、Allen等人使用
多種模擬軟體驗證和實驗來驗證車輛模型的準確度及性能 [5]。其中，Allen也在論文中
提出，車輛模擬與驗證所探討的核心目標應著重在模擬結果與現實世界中車輛模型動態
輸出的差異，其中主要的研究著重探討差異的來源主要歸納為以下四項：

• 模型建立 (Model Formulation)：建立模型是否能考慮更多會影響車輛輸出的因
子，例如剛性、結構的震動等，或是建立更精確、非線性的模型。

• 模擬程式 (Simulation Programming)：要如何透過次系統的物理模型及運動方程
式，有效的建立可以呈現系統動態、輸出響應的運算程式。

• 車輛參數識別 (Vehicle Parameter Estimation/Identification)：對於可量測的參數
如何識別量測誤差進行校準，對於不可量測的參數如何進行識別、對於時變 (Time
variant)的參數進行估測等。

2
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• 數值解的準確性及穩定性 (Numerical Accuracy and Stability)：模擬程式的演算法
和求解器、數值演算方法的累積誤差，都會使模擬結果與現實有差異。如何透過
單純的在模擬環境中建立更準確的演算方式是一個大領域。

因此對車輛模型的驗證程序中，連結模擬模型與真實系統的最大關鍵，在於如何透
過系統化的方法找出有效的測試流程來檢視模擬與實際的偏差來源，進而修正模型、得
到更準確的模擬及對動態的預測。
對於現今模型建構的技術而言，電腦的計算能力已經可以非常準確的處理對物理及

數學定理的程式建構及數值計算，因此參數的不準確及模型的不完整性則被認為是造成
模擬模型與真實系統之間的差異主要來源。而隨著對系統本身的模型認識越來越完整，
將不易觀直接量測的模型–桿件的形變、接頭的摩擦等–納入模擬模型後，參數能否有效
的呈現系統中各元件的互動方式成了模擬誤差的關鍵。
然而，模型的校準在實務上並非如此容易執行，特別在對系統進行實驗時，量測誤

差使得系統真實的輸出無法被準確的量測。在模型數存在不確定性、實驗量測存在誤差
的情況下，如何在模型校準的過程中有系統的將兩種誤差有效區分，並順利校準參數，
也是在參數校準實務中會面對到的問題 [6]。

1.2 車輛動態測試

1.2.1 車輛動態測試方法

車輛的動態測試項目是驗證流程中的重要部分。操作上，讓模擬模型與真實模型進
行同一種操作方式，再比較兩者之間的差異。在這些模擬及實驗中所使用的車輛操作方
法及駕駛方式，大多與一般在車輛設計階段時用於檢測車輛性能所使用的動態檢測方法
相同，而不同點在於，驗證階段的研究大多於分析模擬模型本身，而非對真實系統進行
更動和修改設計。
車輛的動態測試主要可以被分為兩個範疇 [7]：基礎操作方式 (Fundamental Maneu-

vers) 以及目標導向操作方式 (Purpose Dependent Maneuvers)。基礎操作方式被應用在
測試車輛主要的動態特性，包括穩態、暫態、週期性輸入、及隨機輸入時的時間及頻率
響應。實際操作如 ISO 3888-1 規範的車道變換的測試方式及目標 [8]、ISO 3888-2 規
範的車輛閃避障礙物的急速車道變換測試方式 [9]、ISO 4138規範的定轉角循圓測試方
法 [10]、ISO 7401規範的側向暫態測試方法 [11]、及 ISO 7957規範的過彎煞車測試方
法 [12]等；這些操作方式可以使車輛展現普遍的動態行為，且測試流程容易達成、也具
有重複性；目標導向操作方式則透過對真實世界中行車可能會碰到的狀況進行情境演練，
並記錄車輛在各項動態上、保護機制上的反應，實際測試方法例如 ISO 9816 提供的車
輛過彎斷電反應測試 [13]等。透過對實際車輛進行標準化的動態測試，相關單位能對其
性能進行明確的安全規範，例如美國交通局透過對一般小客車進行 Fishhook Test，檢測
車輛是否達到防止翻覆的標準 [14]；同時，標準的動態測試也成了ㄧ種現成的操作方式，
提供給研發單位用來驗證模擬模型與真實模型的動態行為差異，例如 Kutluay及Winter

3
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藉由模擬模型進行車道變換，探討如何擷取動態行為的不同片段及資料進行特定次系統
或參數的驗證 [15]；Nasir與 Hudha等人透過車道變換、定轉向角與步階轉向角等 ISO
動態測試方式來驗證所建立的 Simulink模型 [16]。

圖 1.3: 在車道變換中不同的行駛策略 [17]

對於使用標準測試法來驗證模型的操作方法，在工業界已經是非常標準且慣用的操
作流程。然而，在車輛的開發工程領域中，卻沒有針對這些標準動態測試方法的生成進
行深入探討。也就是說，並沒有研究深入探討如何系統化的生成針對車輛系統驗證程序
所需用的標準動態測試方法。ISO標準動態測試方式雖然指定明確的測試方式，但在同
一種測試方式下，即使是操作上有些微的不同，如圖1.3所示 [17]，也會對於車輛的輸出
性能有極大的不同 [17]。Tsai也提出不同的超車策略可以激發出不同感測器對於超車決
策和軌跡的影響 [18]。因此，儘管都符合標準測試方法，或許在行使策略的些微不同之
間，對於參數的激發程度也會非常不一樣。
再者，目前所見的動態測試方式皆是由硬體端出發，讓電腦模擬隨之跟進，少有方

法是基於模擬端的驗證需求，例如參數的激發和耦合等問題，而提出如何驗證硬體的方
式。也因為大多數的驗證模型流程中，操作真實系統的方式大多被受限於 ISO的標準操
作方式中，因此不只待觀察的系統輸出項目可能被該操作方式所受限，在標準的操作方
式下操作系統也不ㄧ定能有效的將模型誤差放大出來。因此，如何針對車輛系統的驗證
程序建立系統化的測試方式，從驗證端的需求提出操做硬體的方法，成了本研究想要探
討與了解的方向。

1.2.2 參數校準於車輛開發工程中之困境

應用於車輛領域中的動態檢測行為除了於前一節所提到的 ISO測試方法，也有少部
分研究透過設計動態，對不可量測的參數進行預測。2000年時，Maurice等人透過設計
操作動態模擬對輪胎輸入步階輸入 [19]，藉此校準輪胎多個參數；2009 年，Isermann
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等人透過一緩慢等加速的操作方式 [20]，擷取每個時間點速度與偏航率、加速度的關
係，並以最小平方法 (Least Square)預測簡化車輛模型的轉動慣量及輪胎轉向剛性；另
外，三維的動態設計加入了高度的變化，主要用於激發懸吊系統的動態響應並進行參數
識別 [21]。然而，卻鮮少有研究提出系統化建立車輛動態測試的基礎研究。
在缺乏系統化的參數激發操作設計下，測試的方式僅能仰賴工程師對模型的直覺來

判斷該方法或許可以有助於特定參數的觀測，但在比較模擬模型與真實實驗的輸出結
果後，也無法得到足夠的資訊來修正模擬模型，使其更能接進真實。例如：Setiawan等
人透過車輛以不同速度通過車道變換測試時偏航率的不同嘗試校準 14 DOF 的車輛模
型 [22]，Gawade透過比較模擬與實驗在定轉角 [10]下的平均軌跡半徑，作為模型準確
度的評估指標 [23]。除了使用 ISO的車輛動態測試方法來進行模型驗證，由測試者自行
設計的操作方法例如 180◦ 定轉角測試 (Constant radius turn) [24] 及轉向輸入為正弦波
(Sinusoidal steer) [25]也被應用於車輛測試的案例中。然而，這些案例僅止於呈現模擬
模型對於真實系統的動態預測能力，但少有案例可以量化誤差來源並優化模擬模型。換
句話說，這些測試方式，包括 ISO的動態測試方法，都是從硬體的角度出發，目的是要
檢測硬體在該操作下的響應。用於強化模擬模型驗證與實驗數據的系統化方法仍然沒有
被建立。

1.3 研究動機

面對系統的高度複雜性及安全性的要求，車輛開發過程中需要透過具有可信度的電
腦模擬模型來協助分析、預測現象、並且掌握失效狀態。而建立具有可信度的電腦模型
的必要條件為工程師需要對目標系統有清楚的認識及了解，且對其數值有ㄧ定範圍的假
設，才能建立出與真實系統相近的架構。為此，需要進行ㄧ連串對系統的猜想及測試，
才能使所建立的模型越能表達真實系統的趨勢與數值，如圖1.4中黑色箭頭處。然而，由
於無法完全得到真實系統在所有運動中的狀態，因此真實系統事實上是難以完全被掌握
及預測的。

(a) 真實系統、模擬、與實驗之關係 (b) 模擬與實驗之關係

圖 1.4: 模型關係示意圖

在無法掌握真實系統在所有狀態及時間下的各式資訊的情況下，要如何透過在實際

5
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環境下對真實系統的行為進行量測之實驗則更顯重要，如圖1.4中紅色箭頭處。在考量實
驗中存在量測誤差的前提下，設計有效找出模擬模型與真實系統差異的實驗在驗證階段
成了主要課題。
工程師們將透過數學及物理公式所建立的電腦模擬模型，以及透過現實世界的真實

系統加上實驗環境的架設所進行的實驗模型，將兩者進行實驗，透過量測過程中得到兩
者之間輸出的誤差，對其誤差進行分析，可透過對真實系統中的不確定性參數或模型進
行分析及校準，並進一步修正與擴充電腦模擬模型，使模擬模型更接近真實系統，流程
如圖1.5。

圖 1.5: V&V模型驗證

然而，儘管在工程領域中，存在著許多方法來設計系統的輸入，使該系統可以在特
定的輸入條件下將部分的行為或某些原件的影響進行激發 (Excitation)，在車輛領域中卻
少有類似的做法。由於在驗證電腦模擬模型的程序中缺乏系統化的流程規範，大多數的
驗證手法皆為透過讓真實系統及電腦模擬模型同時進行 ISO 所提供之標準動態測試流
程，並透過比對兩者的誤差對模型進行修正。現有的 ISO規範所觀察的主體皆為真實系
統本身，而並非電腦模擬模型，因此這樣的流程雖然可以保證實驗可以進行且易於重現，
但卻存在著幾個問題：

• 動態實驗的方式受限於 ISO規範所提供的項目，對系統的認識及觀察受限

• 使用 ISO所規範的動態測試方式，在操作上的細節不同，造成驗證程序中不一定
能有效找出模擬模型與真實系統的差異，以至於存在著模擬模型在其他情境中無
法預測真實系統的行為的可能性

• 僅透過 ISO所規範的動態測試方法，不ㄧ定能有效進行模型驗證及參數校準，因
此無法提供參數重要性的排序資訊並優化模型

因此，如何以電腦模擬模型端出發，提出一套系統化設計系統動態測試實驗的流程，
來輔助現有的模型驗證程序，則為本研究想要深入探討的議題。本研究也期待這套方法
可以不被侷限於車輛模型建構，而是更一般化的被使用於不同類型之動態系統的不確定
模型參數可以透過應用此方法被有效的觀察。除了參數的激發之外，如何在考量量測誤
差的情況下，使系統中的不確定模型參數可以在被設計出來的動態測試方式下更準確的
校準，則是本研究期望可呈現的結果。
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1.4 研究目的

基於前述所討論，面對複雜的車輛系統，本研究欲提出一套方法來協助車輛開發工
程中所使用的電腦模擬模型與真實車輛進行驗證。考量到車輛系統非常複雜，在每一個
動態行為下皆或有許多次系統參與且參數耦合作用明顯，各自都具有無數個性能輸出，
如何在複雜的系統輸出中有效的找出電腦模擬模型與真實系統的差異是這套方法想要解
決的問題。
以數學方法來表示動態系統的運作概念，令 θ 為系統的模型參數，例如車輛的質

量、質心位置等；令 x為系統的操作參數，例如方向盤及油門的指令、駕駛路線等。若
系統的輸出以 m表示，則 m可以 x及 θ 的函數表示：

m = f(x,θ) (1.1)

本研究假設在模型驗證的實驗中，電腦模擬模型與真實系統的動態輸出誤差全部來
自系統模型參數的偏差所造成的。因此，經由系統化流程所設計的實驗方法，應有效的
從結果當中清楚呈現兩模型中特定參數的誤差，提供工程師參數校準的最適當情境。
因此，本研究的目標為：提出一套系統化的流程，包含求出最適當的操作方式 x∗，

使得特定模型參數 θi 之在兩模型中的偏差可以有效的被激發，以利觀察和量化誤差，以
數學式表達則可表示為：

x∗i = argmax
∂f

∂θi
(1.2)

並在參數偏差可以被激發的狀態下，校準模型參數：

θ̂ = argmin
(
f(x∗,θreal)− f(x∗, θ̂)

)
(1.3)

歸納以上，本研究的研究目標具體如下：

1. 對現有的系統建立對應的電腦模擬模型

2. 透過不確定因素分析方法，量化參數偏差對系統輸出所造成的偏移量，並計算其
敏感度

3. 建立系統化方法以最佳化使參數偏差影響系統輸出最大之操作方式，並在模擬中
進行驗證

4. 提出一套可系統化設計動態模型驗證階段之測試方法的流程

5. 透過操作模型較準方法，在同時考慮模型參數的不確定性及實驗量測誤差下，完
成複雜系統之參數校準

6. 整合以上成果，提出一套可用於動態系統的模型驗證流程，包含誤差歸因及量化、
測試動態設計、以及模型參數校準
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1.5 論文架構

本研究一共分為八章，其內容架構如下：

• 第一章：緒論
介紹本研究探討問題的背景、當前技術所面臨的困境，並說明本論文之研究動機
與目的，呈現全文架構。

• 第二章：文獻回顧
文獻回顧首先對現有的系統激發方法進行回顧，歸納出一般化之方法，並針對該
方法展開後所使用到的各項工具進行文獻整理及選擇。

• 第三章：研究方法
介紹研究流程及所使用方法之操作，包含以 DACE為架構、針對複雜系統所設計
的不確定因素分析方法、最佳化、及參數校準與驗證之方法。

• 第四章：不確定參數激發於單一輸出數學模型
以輸出為單一純量之數學模型為說明案例，確認所提出之方法的可行性，並探討
參數的激發與操作參數之關聯。

• 第五章：不確定參數之激發與校準於動態輸出數學模型
以時間函數數學模型取代真實的動態系統，藉由數學模型說明所提出方法於動態
系統中的使用流程，並完成參數之校準。

• 第六章：車輛參數校準案例
以真實系統為案例，以模擬實驗方式對其進行不同操作方式下的全域敏感度分析，
並以最佳化求出用於激發各不確定模型參數的最佳操作，最後進行參數校準及模
型驗證。

• 第七章：結論與討論
總結本研究的內容，並對此論文提出相關建議，以供未來研究發展之參考。

• 附錄 A：車輛模型建構
介紹在本研究中做為真實系統的車輛硬體架構，並介紹其對應的 Simulink架構的
建置，以及於線控操作車輛中實現所提出之方法的流程。

• 附錄 B：車輛工程案例準確度評估
部分用於第七章內驗證 Kriging模型準確度之資料將呈現於此附錄。

8
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圖 1.6: 論文架構
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第二章

研究背景與文獻回顧

本章首先整理出應用動態設計來激發系統參數方法的共通性，確定設計激發動態響
應的必要元素。再從實現這些元素的過程中歸納可能會碰到的問題及解決方法。最後，
本章也整理出應用於動態系統的參數較準方法，並決定本研究之研究流程。

2.1 動態系統之參數激發

在前章提到，應用動態設計或測試方式來激發特定參數的概念較少被實現於車輛動
力學的應用中。因此，本研究也希望能從被應用於其他動態系統的參數激發方法中，找
到相同的設計方法和邏輯，進一步擬定建立一般化及應用於車輛系統參數激發的方法。

• 應用動態設計於飛機動態檢測
在航空領域，工程師們設計飛行載具的飛行方式，透過記錄飛機控制舵的頻率響
應來校準其參數。1975年，Gupta等人運用建立系統化的飛行方式來驗證飛機在
風洞測試中所得到的參數預測結果 [26]; 1977 年，Wells 等人則設計飛行方式可
以同時校準兩組參數 [27]，且該動態降低了兩參數響應之間的共變異數；2018年
Roeser 運用小波轉換，透過在選定時間-頻率空間中可以同時激發參數的輸入頻
率，設計整合飛行測試方式 [28]，如圖2.1 [28]，讓單一次飛行測試可以同時校準
多組飛機控制舵的參數，以降低研發時間及成本。

• 應用激發軌跡於手臂參數校準
手臂是目前透過對操作方式的設計而達到參數激發目的典型實例 [29–32]。透過讓
手臂執行特定方式的「甩動」，強迫使模型中的特定參數「參與」了對系統輸出的
影響，進一步透過演算法同時對多組參數進行校準。對於被設計出來的操作方式
或運動路徑，在應用上被稱為「識別軌跡 (Identification Trajectory)」或「激發軌
跡 (Excitation Trajectory)」，如圖2.2 [31]所示。

這些「甩動」方式的決定其實是由許多的弧形片段組成，而每個弧形片段表示
手臂的運動軌跡，且可以被參數化。在這些研究中，透過對每一段參數化弧形
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圖 2.1: 利用小波轉換組成時間域的飛行測試方法 [28]

片對行各個參數進行敏感度分析，並建立兩種指標：軌跡生成指標 (Trajectory
Forming Matrix)及耦合指標 (Coupling Matrix)。利用兩指標建立目標函數，即可
用透過最佳化方法建立可適當激發出慣量、摩擦模型的內部參數等的激發軌跡，
並使用最小平方法達到同時校準多組參數。

圖 2.2: 機械手臂之識別軌跡 [31]

• 應用動態設計於其他工程領域
透過特定的動態設計來激發參數於系統影響的概念也被應用在其他工程領域中，
例如：1993年由 James等人所提出的 NExT (Natural Excitation Technique)是一
套系統化的設計輸入頻率方法 [33]，被廣泛應用於土木結構分析領域中 [34]，而
在 1994年，James等人也使用NExT設計適合 STAR(Strategic Targeting System)
飛彈的飛行測試模式來校準參數。在傳統的系統識別 (System Identification) 的
問題中，測試者會對系統或控制器輸入特定的波型例如步階響應、脈衝輸入
(Impulse response)、線性變頻脈波 (Chirp sine) 或是偽亂數二進位數列 (Pseudo-
Random Binary Sequence, PRBS)，透過對系統響應取進行傅利頁展開得到的頻譜
建立自相關矩陣 (Auto-correlation matrix)，計算輸入的持續刺激條件 (Persistant
Excitation, PE) [35]，來判斷在控制模型中所有的參數都能被充分激發。若 PE與
未知參數數量相同，則該輸入函數可被認為是激發條件充分的 (Rich)。

11
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綜觀這些案例，可以歸納出設計系統對應的參數激勵動態有兩個必要的元素：

• 被設計的動態可以被參數化：參數化的動態可以透過演算法計算對系統參數的刺
激效果，也可使用最佳化方法對動態內部的參數進行最佳化求解

• 須建立有效評估及量化參數偏差所造成的誤差：透過建立誤差歸因即量化，演算
法可以比較不同動態下對特定參數的激勵效果，並在演算法中進行選擇

假設對於車輛系統而言，在操作指令可精準控制的情況下，操作方式 (Maneuver)的
行為量化相對是容易達成的。因此，本研究將針對量化誤差的方法進行進一步的歸納。

2.2 敏感度分析

系統的模型開發流程中，了解及量化參數的不確定性對於系統輸出的分布狀況是非
常重要的 [36]，而敏感度分析 (Sensitivity Analysis, SA)則是被廣泛應用於定義及量化
系統的輸入與輸出之間的不確定性 [37]。
敏感度分析的目的是要探討系統中的參數偏移或變動時對於系統輸出的影響及分布

的變化程度。當系統輸出對於某一輸入參數的變動的敏感度較高，表示該參數的些微變
化會導致模型輸出產生較大幅度的變化，藉由此方法可以用來識別和量化輸入及輸出不
確定性之間的關係 [38]。也因此，敏感度分析可以被應用於不確定因素的呈現，模型參
數的估測、實驗數據的分析、對未來資訊蒐集的方法指引、以及參數較準的準確度需求
和優先順序的建議 [39]，理想的敏感度分析應用如圖2.3 [40]所示。

圖 2.3: 全域敏感度之應用示意圖 [40]

12
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2.2.1 全域敏感度分析

常用的敏感度分析又分為兩大類，局部敏感度分析 (Local Sensitivity Analysis,
LSA)及全域敏感度分析 (Global Sensitivity Analysis, GSA) [41]。局部敏感度分析是分
析單一參數變化對模型輸出影響程度，因此只需要探討單一參數的對輸出的影響，可以
解釋為將輸出對於單一參數進行偏微分，計算較簡單直接，運算量也較少。但當系統本
身具備數量較多的參數、具複雜計算及呈現非線性的關係時，將無法具體呈現多項參數
所組成的多為度樣本空間中各參數與輸出結果的綜合關係 [18]。全域敏感度分析則是縱
觀模型整體參數在其可能分布範圍內對模型輸出的影響程度，並且同時考慮參數之間的
交互作用 (Interaction Effect)，特別可應用於找出對系統影響顯著的重要輸入項目。為了
分析整體參數空間中各個參數與輸出結果的綜合關係，使用全域敏感度分析必須要能在
樣本空間中進行均勻取樣，也因此需要較多的取樣次數及運算量。車輛模型，作為一個
包含許多次系統之間耦合性強的非線性系統 [42]，在分析各個參數對輸出影響時得使用
全域敏感度分析方法，才能考慮到參數之間的耦合性。
全域敏感度指標的計算方法非常多種，常見的方法主要包含篩選法 (Screening

Method)與變異數法 (Variance-Based Method)兩大類 [43]，常用的方法可整理於表2.1：

表 2.1: 全域敏感度分析方法

變異數法

Variance-Based Method

篩選法

Screening Method

數學意義
f(X) = f0 +

∑d
i=1 fi(Xi)+∑d

i<j fij(Xi, Xj) + ...+ f12...d(X)
E

(i)
j =

f(X(i)+∆ej)−f(X(i))
∆

簡述
估計模型參數對輸出

結果變異數的貢獻

比較樣本點在改變不同維度的

偏移時對系統輸出的偏移多寡

常見方法
Fourier Amplitude Sensitivity Testing (FAST) [44]

Sobol’s Method [45, 46]

Morrise Screening [47]

Design of Experiment (DOE) [48]

特點

需要大量取樣次數 (維度 ×10)

才能計算出較準確的敏感度 [49]

適合用於定量分析

計算效率較高，但準確度較低 [50]

適合用於定性分析

其中，篩選法主要應用於決定系統中的重要參數，但由於準確度並不高，僅能巨觀
的描述輸入空間的不同位置對參數的影響，對於細部的微觀趨勢較無法掌握，因此對於
量化不確定性及誤差歸因幫助較小；相對的，變異數法透過對輸出結果進行方程式的變
異數分析 (functional-ANOVA, FANOVA)，可明確量化參數的交互作用，但相對的犧牲
了取樣的計算時間與成本。針對各個全域敏感度方法的取樣次數、適用的模型複雜度及
對於交互作用的計算能力，可整理於圖2.4 [43]。比較常被使用的 FAST及 Sobol法時，
Saltelli提到 FAST非常依賴對轉換函數 (Transformation function)的選擇以及每個參數
所對應到的頻率 [41]，並且對 FAST而言相對於 Sobol法更難計算用來表示參數之間交
互作用大小的指標。因此，本研究會以 Sobol 法作為計算全域敏感度指標的主要方法，
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並因應模型尺度及操作上進行細部調整。

圖 2.4: 全域敏感度分析方法之性質綜合比較 [43]

2.2.2 應用於動態系統之全域敏感度分析

傳統的全域敏感度分析方法適合應用於輸出為純量之系統。然而，對大多數動態系
統或機械系統而言，輸出皆是時間函數 (Time function)。面對輸出為時間函數之動態系
統，若要使用類似方法進行全域敏感度分析，得要提出一套方法對輸出軌跡或曲線進行
量化，基於變異數的全域敏感度分析方法才能夠準確的被實現。
針對動態系統的研究中，面對輸出曲線的差異，最直接的做法就是針對曲線的差

異進行誤差的量化 [51]。常見的量化方法例如僅考量幾何形狀以計算兩曲線中的歐幾
里得距離 (Euclidean distance) [52]、考量幾何分布上及平均數差異的吻合度 (Fittness)
指標及雷同度 (Similarity)指標 [53]、使用累積曲線進行比較的 Kolmogorov–Smirnov
test [54]，考量取樣點數量不同而進行最短距離計算的動態時間規劃演算法 (Dynamic
Time Warping, DTW) [55]等，都是被應用於訊號處理或機械動態誤差量化上的數學方
法。動態系統的動態輸出時間函數經由量化為單一指標後，即可使用變異數法對該輸
出及模型中的不確定因素進行全域敏感度分析及物差量化，也被實際應用於工程案例
中 [42] [56]。亦或者，也有部分方法嘗試使敏感度指標為時間函數 [57]，使全域敏感度
指標會因時間不同而改變。然而將全域敏感度指標表示為時間函數的形式在本研究也無
法被妥善使用。
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然而，並非所有的曲線差異量化指標都適用於處理動態系統輸出的誤差，且單純的
由量化曲線差異來做為敏感度指標會有幾個問題 [58, 59]：

1. 對於動態系統的行為而言，每一個時間點對應到的輸出與其前後時間的量值並非
獨立關係，因此若將所有的資料點一起進行比較，不僅花費時間且比較的結果並
沒有充分的物理意義

2. 直接對曲線誤差進行量化之方法無法呈現輸出曲線的特性

面對輸出為時間函數的系統進行全域敏感度分析，主成分分析 (Principle Compo-
nent Analysis, PCA)是較被廣為使用的方法 [58, 60, 61]。透過主成分分析，一筆動態輸
出軌跡可以被分解為基底函數 ϕ (Basis function) 及重要係數 C (Coefficient) 的線性組
成。如此一來動態輸出軌跡即可被轉換為單一純量，再利用上小節所介紹的全域敏感
度分析方法即可完成全域敏感度分析，流程如圖2.5 [61] 所示。該方法應用的例如 De
Lozzo及Marrel將其運用於對系統輸出為與時間空間相關的資料–例如影像–進行系統參
數的全域敏感度分析 [62]、Alexanderian等人也證明此方法可被應用於線性及非線性系
統中 [63]。

圖 2.5: 輸出為時間函數之全域敏感度分析流程 [61]

因此，本研究認為將動態輸出透過主成分分析轉換為重要係數的組合，是可以被應
用於計算動態系統中參數的全域敏感度分析比較好的方法。然而，儘管使用主成分分析
於基於變異數法的全域敏感度分析是被大量使用的方法，然而大多數的研究並沒有針對
取樣次數被限制的複雜系統進行討論，幾乎都忽略了取樣次數會如何影響全域敏感度指
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標的收斂性及取樣限制。因此，在使用上仍然需要與其他複雜系統的設計方式進行調整
和搭配使用。

2.3 複雜系統於不確定因素下之設計

2.3.1 DACE (Design and Analysis of Computer Experiments)

隨著使用 CAE (Computer Aided Engineering)對模型進行分析及設計的工程應用越
來越普及，加上對於模型的物理及數學建構上有更準確的了解，各類型的電腦模型例如
CAE (Computational Fluid Dynamics)、FEA (Finite Element Analysis)、及多體系統動
力學 (Multibody Dynamics Analysis) 等，開始被用來分析及模擬複雜的機械系統。然
而，當這些模擬模型要能隨著產品的快速發展而被建立，最大的阻礙通常都是複雜且非
常高的計算成本 [64]。
對複雜系統的開發而言，對不確定因素的分析、量化、甚至是在不確定因素下對系

統進行最佳設計，是相當重要的課題 [65]。若要對系統中的不確定因素進行分析，一定
得透過「雙迴圈 (Double Loop)」的設計流程 [66]，如圖2.6所示，外圈為最佳化過程而
內圈為不確定因素分析。然而，使用此方法分析複雜系統同時模型的計算需求及成本會
劇烈的上升。

圖 2.6: 在不確定因素下進行最佳設計之雙迴圈示意圖

基於上述的原因，要完全透過這些高解析度的模型進行工程設計是不太實際的。為
了要減少計算成本及時間，其中一種方法為建立一個近似的替代模型 (Surrogate model,
or Metamodel) 來取代高計算成本的模擬模型或程式。這種替代模型所強調的是透過適
當的實驗設計 ( Design of Experiments, DOE)，讓取樣點可以均勻且有代表性的分布在
整個設計空間中，並以迴歸的方式建立替代模型 (或稱為反應區面)。利用數學模型代替
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複雜系統的模擬模型後，數學模型即可在預測設計空間中任意位置的模型輸出。在替代
模型廣泛應用於工程案例後，也開始將替代模型應用於在不確定因素下的設計 [67, 68]，
透過替代模型來實現不確定因素分析、敏感度分析、及最佳化 [68, 69]。這種透過實驗
設計與替代模型來預測輸入與輸出之間關係，並加入不確定因素進行設計的方法，在廣
泛被使用後，則被整理為一套系統化流程稱為 DACE (Design and Analysis of Computer
Experiments)，詳細可見 [70]。應用DACE於不確定因素下之設計工程的流程如圖2.7所
示 [71]。

圖 2.7: 應用 DACE於不確定因素下之設計工程

本研究同樣也會針對複雜系統進行不確定因素量化和敏感度分析，因此決定參考
圖2.7的流程進行後續研究。為此，本研究同樣也針對流程中的重要步驟進行文獻的搜
索，以確定最適合應用於本研究的模擬環境的操作方法。

2.3.2 低差異取樣方法

廣義的 DOE 所指的是設計對於分析系統時最合適的取樣位置或樣本集合。高效
率的生成在高維度設計空間中分佈均勻的隨機取樣是實驗設計中非常重要的步驟。在
DACE中，取樣方式的好壞不僅會決定替代模型的可信度，更直接決定了計算時間和全
域敏感度的準確性。有別於傳統操作上在設計空間中以隨機取樣生成取樣點的蒙地卡羅
法 [72]，所謂「低差異取樣」(Low Discrepancy Sampling Method)，或者也被理解為擬
蒙地卡羅法 (Quasi-Monte Carlo Method) [50]，是一套經設計的取樣方式，讓取樣點以
最均勻散佈在設計空間中，使這些樣本能以指定的數量充分的表達系統在整個設計空間
中的輸出。
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首先，得先說明取樣的「均勻」指的是甚麼。以圖2.8直觀的觀察，左圖為偽隨機亂
數所組成的樣本，而右圖中經由低差異取樣兩個維度的樣本對整個空間的覆蓋更加的完
整。

圖 2.8: 隨機取樣與低差異取樣的均勻差異

更嚴謹的定義均勻，則參考 Niederreiter所提出對差異的定義 [73]：

DN(P ) = sup
B∈J

∣∣∣∣A(B;P )

N
− λs(B)

∣∣∣∣ (2.1)

這個複雜的式子可以解釋為：對於一個在 s維度 [0, 1]s 空間 J 的樣本集合 P 而言，
任意選取空間中的一個區域 B，此區域內點的數量 A和集合中所有樣本個數 N 的比值
區域，與此區域內的體積 λB(B) 之差的絕對值的最大值，被定義為這個點集的差異性
(Discrepancy)。分佈越均勻的樣本集合，任意區域內的樣本數量占總樣本數的比例也會
越接近於這個區域的體積。
現存的低差異取樣方法種類非常多，對 DACE來說，選擇樣本在設計空間中的差異

程度並不是唯一的選擇依據，同時也會考慮到演算法生成樣本點時的生產速度以及方法
本身在使用上的限制。現存的低差異取樣方法多半是基於 Radical Inversion演算法 [74]
所生成的 Van der Corput Sequence [75]所組成，而該數列具有以下特性：

• 每個新的樣本點都會落在樣本空間裡面被已有的樣本所「覆蓋」最少的位置

• 當樣本數量 N 非常大時，一維序列會形成被均分 (Uniformly)狀態

對於 Van der Corput Sequence 的特性有初步了解後，表2.2則整理了幾種較常被使
用的低差異取樣方法，簡單的了解各自的特色及簡單比較。
從表2.2中可以看到各種取樣方法的差異及使用上的優劣和限制，而更詳細的比較可

以參考 [80]。面對包含著許多參數的複雜系統，考量到取樣需來自高維度的設計空間，
且同時考慮程式的演算速度及取樣的低差異性，最適合的方法為 Sobol序列。因此，本
研究決定選擇 Sobol序列作為 DACE在取樣階段時所使用的方法，並在第三章會詳細描
述該方法的操作。
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表 2.2: 低差異取樣方法綜合比較

取樣方法 圖示 特色

DOE [76]

• 產生直交表做為取樣點

• 決定樣本數量的參數為每個維度的水準

• 可分為全因子設計 (Full Factorial Design)
和部分因子設計 (Fractional Factorial De-
sign)

• 產生高解析度 (Resolution) 的直交表非常
耗時，對交互作用的解析能力較差

Halton Sequence [73]

• 每個維度都是由不同底數的 Van der Cor-
put序列所構成

• 每個底數之間彼此互質

• 以較大的質數做為底數時，序列的分佈在
點的數量不那麼多的時候並不會均勻的分
佈

• 不適用於生成高維度 (> 8)的樣本集合。

Hammersley Sequence [77]

• 低差異程度較 Halton優

• 與 Halton Sequence 幾乎相同，唯第一個
維度變為 i

N：i為第 i個樣本點，N 為總
樣本各數

• 只能生成固定數目個樣本

• 同樣無法適用於高維度

Latin Hypercube [78]

• 為少數具有隨機性的低差異取樣方式

• 低差異性較不如 Halton與 Hammersley

• 在取樣空間中，每一行每一列僅會出現一
個樣本點

• 若取樣次數大，電腦生成的計算時間非常
大

Sobol Sequence [79]

• 每一個維度都是由以 2 為底的 Van der
Corput 序列所組成，但在進行 radical in-
version時各自的生成的矩陣不同

• 沒有樣本數上限，可以無限生產

• 不會受到維度高低影響，在高維度時的低
差異性較 Latin Hypercube來的更佳

• 由於底數皆為 2，電腦生成速度非常快速
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2.3.3 替代模型

DACE 方法的最大核心，即為建立替代模型 (Surrogate model, Regression model,
Metamodel, Response Surface...)。在應用上，替代模型所「替代」的對象為複雜系統本
身或者系統輸入與輸出指標的關聯，目的是透過有限的取樣，有效的串連系統的輸入與
輸出關係所建立的連續曲面。在 DACE中主要使用的方法有：

• 可以將離散的取樣資料透過數學模型擬合成連續的輸出型態，使最佳化演算法可
以被實現 [81]

• 可以透過數學模型的內插，對尚未進行取樣的樣本點進行估測，或者生成更多筆
資料。

本小節整理了三種在工程上經常被應用的替代模型，並透過文獻比較之間的優劣及
選擇適當的替代模型：

• 多項式迴歸模型 (Polynomial Regression Model)
多項式迴歸模型是為了與實驗設計方法配搭使用而被設計出來的數學模型 [82]，
而後因著模型本身可以被簡單應用以及物理意義容易被解釋，因此主要應用於品
質設計等定性分析 [83]。最典型的多項式迴歸模型主要以二階多項式表示：

ŷ(x) = β0 +
M∑
i=1

βixi +
M∑
i=1

βiix
2
i +

M∑
i=1

M∑
j=i+1

βijxixj (2.2)

其中 β 為迴歸係數，可以透過計算實驗設計的效應或透過最小平方法 [84]求得，
須採用的樣本數約為迴歸係數數量的 2至 3倍。多項式迴歸模型被應用於設計複
雜模型中 [85]。然而，雖然二階的多項式迴歸模型被廣泛使用，卻不適合應用於
擬合非線性程度高的模型，在階數有限的條件下也無法使迴歸模型精準的表達原
始系統。雖然使用更高階數的模型可以更準確描述非線性的行為，但同時對模型
的係數的需求也會隨之提升，不穩定性也會隨之提升 (類似過度擬合) [67]。例如：
若系統有M個設計變數，則需要模型會有 (M+1)(M+2)(M+3)/6個迴歸係數。

• 多變量適應性雲形迴歸模型 (MultivariatedAdaptiveRegression SplinesMethod)
多變量適應性雲形迴歸模型 (MARS) 是由史丹佛大學統計學家 Friedman 所提
出 [86]，為ㄧ種多變量無母數迴歸處理技術，擅長找出隱藏在高維度資料中的資
料結構（如交互作用）。其原理是評估資料變數間之關係後，運用基底函數（Basis
Function，BF）加總所組成之預測函數，以獲得最佳的變數組合，一般式可表示
為：

ŷ(x) = a0 +

Nb∑
i=1

aiBi(x), Bi(x) =
∏
l∈Ki

[sil(xl − til)]
q
+ (2.3)
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其中，Nb 為基底函數的數量 (或交互作用數)，sil 之值限定為 +1或-1，表示基底
函數的斜率正負，而 t 則為各折點位置，詳細運作不在本文不做解釋，可參考如
Sudjianto透過MARS進行車量的可靠度及穩健分析 [87]及其他工程案例的應用。
從其應用看來，MARS模型更適合被應用在高度非線性的模型中，但同時所需用
的樣本數量也遠大過低階數的多項式迴歸模型。

• 克里金模型 (Kriging Model)
Kriging 模型，或做克里金法，最早是由南非礦冶工程師 D.G. Krige 開發用來
分析礦產資訊的方法，而後由法國數學家 Matheron 所提出的一套空間統計法
(Spatial Statistic) [88]。於 1989 年 Sacks 等人開始將 Kriging 模型的技術延伸應
用於電腦實驗中 [1]後，Kriging模型開始被廣泛應用在許多領域和 DACE的應用
中 [89, 90]。Krigin模型的基本概念為空間中任意位置的估測值與空間中所有的樣
本資料之量測值的現性組合，而與該位置的距離越近的樣本資料影響越多。按照
這樣的想法，Kriging模型的概念可以被表示為：

ŷ(x) =
k∑
i=1

βiyi(x) + Z(x) (2.4)

其中，yi(x) 表示為第 i 個樣本資料與估測位置 x 之間的迴歸函數，可以理解成
預估的結果；βi 則表示第 i 個樣本資料與估測位置 x 之間的距離關係，也可以
理解為與空間中所有樣本點對估測點的距離推算出來的權重。因此可知 Kriging
模型是一種透過所有樣本資料的資訊進行內插的方法。在應用上，Kriging 模
型同時可以得到設計空間中各個位置變異數的大小，與 EGO(Efficient Global
Optimization) 搭配使用，進一步提供最能增進模型準確度的取樣點建議 (Infill
Sampling Criteria) [91]。

針對上述所提到的三種方法，Jin等人實際透過案例的應用探討三種模型在合成模型
的準確度 (Accuracy)、穩健度 (Robustness)、及實現難易度 (Conceptual Simplicity) 等
表現，進行綜合比較 [92]，同時也針對模型應用於最佳化中的應用性進行比較 [71]。在
該比較中，Jin提到 Kriging模型較能處理擁有不同非線性程度輸入的系統，也更適合與
全域敏感度分析方法搭配使用，應用在不確定因素分析的研究中。雖然 Kriging模型的
合成時間雖然較其他方法更久，對雜訊的處理狀況較差，但準確度遠高於其他兩者，可
參考圖2.9 [92]。考量到車輛系統本身就具有高度非線性，且在模擬環境中進行 DACE
流程時可忽略量測雜訊對系統的影響，加上 Kriging模型的擬合時間依然遠少於對複雜
系統進行取樣的時間，因此綜合考量之下，本研究決定採用 Kriging模型作為主要使用
之替代模型。選擇 Kriging模型的同時，本研究也將在 EGO加入研究法，以探討在案例
中 Kriging+EGO的實用性。
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圖 2.9: 不同替代模型擬合結果 [92]

2.4 動態系統參數校準

動態模型是一個具有時間函數輸出的系統，資料已多個時間點所呈現，使得驗證上
有一定的難度與複雜度。Oliva 整理了有關商業或策略領域中，動態模型驗證的概念和
方法 [93]，透過分析政策影響、金融策略、經濟效應等案例，比較數學模型和真實模型，
並點出模型驗證對於動態模型的幫助與方法，以及使用假設檢定來對比模型差異。從文
中可知，比較兩模型的靜、動態數據是模型校準 (Model Calibration)的必經之路。在模
型校準的領域中，本研究更著重於探討兩模型中參數的偏差及校準，且假設模擬模型的
物理及數學應用可以完整表達真實系統。
參數的校準，或者可謂「估測 (Estimation)」是一個非常重要的問題，因為許多的

參數是無法透過直接的物理測量取得，或者無法被準確的量測。再者，參數數值的推估
得仰賴多種可信且可取得的系統響應才可以取得，但系統的響應往往因著量測誤差而無
法被準確的量測。參數估測的理論可以參考 [94, 95]，而本研究則列舉並歸納幾種應用於
車輛參數校準的方法，並探討其可行性及適用性。

1. 穩態校準 +動態校準
Karkee及 Steward針對拖拉機的輪胎參數，依序在穩態行為及動態行為下校準輪
胎的側偏剛度 (Cornering stiffness)及鬆弛參數 (Relaxation length) [96]。

其方法的主要概念為，當車輛行駛於「穩態」，即所有方向的加速度和角加速度為
0時，側向速度會保持定值，因此對車輛的動態方程式而言，有幾條方程式可以暫
時不用被考慮，同樣的也會有部分參數不會參與在該動態當中，因此可在保留至
下個校準階段。透過最佳化方法，可以找到一組使得模擬模型與真實實驗的動態
輸出曲線之平均誤差 (Mean Squared Error, MSE)最小的參數組合，作為穩態階段
的參數校準結果；在動態校準階段，則透過 PEM (Predictino Error Minimization)
來校準在穩態校準階段被保留未被校準的參數。從圖2.10實驗結果中可以看到，使
用該方法確實的透過參數的校準使兩模型之間的誤差縮小，也驗證了方法的可行
性。

這個方法的使用已經與本研究想探討的參數激發概念非常接近。然而，使用這種
方式進行參數校準時，模型得滿足幾種條件：模型的動態方程式可以被清楚列出，
且參數如何影響模型是已知的狀態，因此可以透過穩態、動態行為將參數進行區
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圖 2.10: 結合穩態行為校準與動態行為校準之流程與校準結果 [96]

隔。另外，該方法單純透過單一行為進行最佳化求解，在目標參數較多的情況下，
會容易出現多組解的情形 [97]。由於該研究在兩種校準階段都只校準單一個參數，
因此多組解的問題並沒有被討論。

2. KL轉換 +吻合雷同指標
Chu針對動態行為的驗證，使用 K-L轉換 (Karhunen-Loéve Transform)及重組動
態資訊 [98, 99]，藉以有效比對重要資訊，並使用無母數檢定方法 (Nonparametric
test) 建立分佈的吻合雷同 (Similarity and Fitness) 驗證指標，對模擬模型與真實
系統輸出分別經由 K-L轉換所得到的重要係數分佈進行分佈的比較，以此量化動
態行為的差異。透過量化後的誤差指標，即可對模型進行參數校準。建立指標如
圖2.11所示，吻合度指標和雷同度指標皆為 0 到 1 之間，在平面空間中，指標越
接近 (1, 1)表示兩比動態輸出資料越接近，也表示模擬模型較準確，因此可用以作
為模型校準的驗證指標。

使用 K-L轉換並比較重要係數分佈的方法與常見的量化動態系統誤差方法非常不
同，反而是透過直接比較兩模型重覆進行多次後的兩筆動態輸出資料，如圖2.12所
示，在應用上更能接近實務。然而，經過測試後發現，在模型中加入模擬雜訊的
隨機變數後，吻合雷同指標的表現性能較不理想，推測可能是因為指標本身對於
吻合及雷同性的敏感度非常高，因此進行誤差檢定時，指標融異快速的往原點方
向聚集而無法被解讀，在實驗中及最佳化演算法中仍然較難被應用。
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圖 2.11: 吻合雷同指標示意圖 [98]

圖 2.12: 使用吻合雷同指標比較模擬模型與真實系統輸出資料流程圖 [98]

3. 貝氏推估

圖 2.13: 貝氏推估校準模型流程圖 [100]

貝氏推估 (Bayesian Inference)在參數校準的方法中是非常常見的手法，特別在處
理模擬模型和實驗本身都帶有不確定性的輸出上更是被普遍應用，是一種將參數
估測轉變為尋找最大似然參數 (Maximum Likelihood Value)的方法。Lin [100]建
立一套系統化的方法，如圖2.13所示。透過不同的行為對系統進行實驗，推估參數
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的先驗機率，並且將系統在每一種行為下模擬的結果進行摺積 (Convolution)，以
貝氏機率的概念求出參數可行解的分佈，得到參數的後驗機率。重複實驗多次即
可縮小參數可能的分佈，提升估測的信心水準，如圖2.14所示。Lin在研究中也特
別針對參數的「獨立性」進行探討，不同行為對參數分佈的影響應該要具有獨立
性，在貝氏推估的操作框架下才能有效的使推估更有效率。然而，此方法僅適合
用於單一輸出模型，概念較難被應用在動態輸出的系統中。

圖 2.14: 後驗機率分佈的聯合機率分佈 [100]

4. 卡爾曼濾波器
卡爾曼濾波器 (Kalman Filter) [101]是一種高效率的遞迴濾波器，能夠從一系列不
完全及包含雜訊的量測中，推估動態系統的狀態，可以說是一種貝氏推估的變化。
與貝氏推估的單一輸出不同處為，卡爾曼濾波器所使用的是每一個時間點的輸出
量值，並且可同時考慮多個狀態 (State) 的分佈，透過在不同時間下的分佈狀態，
考慮各時間下的聯合分佈，再產生對未知變數的估計，因此會比只以單一量測量
為基礎的估計方式還要準確。卡爾曼濾波器在工程案例的應用範圍非常廣泛，除
了可以用來估測系統的未來動態 [102]，更可以被應用在線上或線下的參數校準，
如圖2.15 [103]所示。

在卡爾曼濾波器的應用上，Blanchard認為若系統內的不確定參數分佈為已知，且
系統在運作時不確定性的傳輸會是一個高斯程序 (Gaussion Process)，則可將系統
是為一個隨機程序 (Stochastic Process)，將系統的輸入與輸出以混沌多項式展開
(Polynomial Chaos Expansion, PCE) [104]。如此一來，當系統的輸入與輸出都可
以表示成同一種基底函數以不同的係數的線性組成，透過卡爾曼濾波器來估測每
一個經由混沌多項式展開所得到的係數，則能細部的調整不確定參數的「分佈」。
結合混沌多項式展開與卡爾曼濾波器來校準參數的方法已經被證實可以比一般的
卡爾曼濾波器能更有效且精準的進行估測 [105–107]。Blanchard也整合混沌多項
式展開與延伸行卡爾曼濾波器 (Extended Kalman Filter, EKF)，提出一套基於混沌
多項式展開的參數校準方法，也應用此方法於估測複雜的彈簧阻尼系統中未知的
質量大小與質心位置。

比較這些方法，本研究認為以複雜系統而言，使用卡爾曼濾波器作為參數校準的方
法較適合應用於車量系統的參數校準。不僅在工程案例上較多完整的應用，本研究也認
為透過卡爾曼濾波器所推估得到的參數分佈，更能表現參數在不同的操作下所呈現的信
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圖 2.15: 應用卡爾曼濾波器於操數校準流程圖 [103]

心水準，可驗證本研究所提出的參數刺激方法對於參數校準是否有顯著影響。因此在後
續建立研究方法將針對應用基於 PCE的卡爾曼濾波器進行探討。

2.5 小結

本章整理透過文獻的整理及對方法的初步嘗試，確定了研究在各階段所使用的研究
方法：在 DACE流程中，透過 Sobol序列進行低差異取樣，建立 Kriging模型，並使用
基於替代模型的 Sobol法對系統的動態輸出進行全域敏感度分析，經由最佳化後得到針
對特定參數的激發操作方式；在該測試方式下，使用基於混沌多項式展開的卡爾曼濾波
器進行參數的估測，完成本研究。

26



doi:10.6342/NTU202001406

第三章

研究方法

本章首先對真實系統及模擬模型做一個清楚的闡述，並透過符號的訂定描述研究目
標。接著，研究方法主要分為兩部份進行說明如圖3.1所示。

圖 3.1: 研究流程圖

本研究所提出之方法主要為激發參數之操作的生成與參數校準兩大階段，其中激發
操作設計主要包含取樣、模型建立、系統分析、與最佳化四個步驟，參數估測則包含以
混沌多項式結合卡爾曼濾波器進行參數估測，並以假設檢定檢驗參數校準結果。本章針
對激發參數操作設計的重要步驟，分別於 3.2節介紹 Sobol取樣的原理及操作方法，3.3
節介紹替代模型數學概念及建立、優化、及評估方式，3.4節介紹結合 Sobol法、替代模
型、及主成分分析於單一輸出及動態輸出模型的全域敏感度分析之方法，並於 3.5節介
紹激發參數最佳化方法；針對參數估測，於 3.5節介紹混沌多項式及卡爾曼濾波器的原
理，並介紹整合兩者於參數估測的應用，最後於 3.7節介紹以假設檢定檢驗參數校準的
結果。
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3.1 真實系統、模擬模型、和實驗與模型驗證之關聯

圖 3.2: 三者模型關聯

回到這三者之間的關聯：模擬模型和實驗被建立的目的，都是作為一個讓研究者更
能了解真實系統的工具，與真實系統之間仍然都存在著落差，根據 [3]，模擬模型與真實
系統存在較顯著的誤差可歸因自參數的偏差以及模型的不完全、而實驗與真實系統的誤
差主要則來自實驗中輸入的干擾及量測的雜訊，如圖3.2(a)所示。
以數學來表示動態系統的模型和實驗與真實系統的關聯，如圖3.2(b)所示，會發現

動態系統其實難以作相對應的模型建立，由其當系統的輸出為以時間函數所表示的動
態，在分析上則多了一層複雜度。當模型參數 θ 和操作參數 x各自加上了參數的偏移量
∆x,∆θ 後，進入到模擬模型函數 fm(x,θ)，及實驗模型函數 fe(x,θ)，各自與模擬誤差
δ
′、實驗誤差 ϵ

′ 相關聯，是一種可能是加成或相成除的複雜關係，因此以 ⊕來表示兩者
與真實系統輸出 Y (t)各自存在一定的誤差。更明確來說，圖3.2(b)可以表示為：

Y (t) = fm(x,θ +∆θ)⊕ δ
′ (3.1)

Y (t) = fe(x+∆x,θ)⊕ ϵ
′ (3.2)

透過上述的兩個式子來看，可發現雖然理想上能夠希望被建立的模擬跟實驗都能預
期的表現真實系統的樣貌，但實際上真實系統是一個無法被徹底了解的黑盒子，需要透
過細部的探究才能更接近其完整的樣貌。考量到操作參數的偏差以及量測誤差在目前的
技術範圍是可預先得知的，因此儘管在實驗仍然與真實系統存在一定的誤差，但透過統
計方法對數據進行一定程度的預測，仍然可以在一定的信心水準下表現真實系統的樣貌。
因此，重新敘述三者的關係，可以表達如圖3.3。
因此，針對驗證模擬模型而言，若模擬模型的輸出能夠與實驗的結果相匹配，即可

認定模擬模型可以局部的表達真實系統在特定情境 x下的樣貌，但仍然無法完全表達真
實系統的全貌。圖3.3可看出雖然實驗與模擬模型與真實系統都存在著一定的誤差，但實
驗與真實仍然可以更加接近真實系統。於是大部分的研究以實驗代替真實系統，進行模
型的驗證與校準。
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圖 3.3: 模型驗證與三者之間關係示意

圖 3.4: 模型關係與驗證舉例

舉一個簡單的例子來說明三者的關聯，如圖3.4所示，若真實系統要探討的是真實世
界中物體受力的型為，在模型建構的第一步為進行觀察與建立假說，以數學和物理模型
描繪模型的樣貌，即 F=ma。第二步驟，為了證實所推論的物理模型在特定情境下可被
使用 (例如巨觀世界)，則建立物體受力等實驗，與模擬模型之間相互驗證與修正。然而，
實驗中仍然會有許多環境因素的限制，例如外力 F的控制、空氣阻力、環境摩擦力以及
量測軟體在操作上的誤差等因素影響實驗，所以實驗不一定可以全然量測到真實系統輸
出，只能解釋為不確定性的加入會使實驗結果相對較接近真實系統輸出。從例子可知，
模擬的建構是為了更容易於預測真實系統的現象和趨勢，實際的物體受力情形仍是一個
黑盒子，只能在實驗所給定的情境中表達片面的情境。例如：在微觀時 F=ma並不適用，
可見 F=ma並非真實系統真實的樣態，僅在巨觀行為下可以做有效的表達而已。模型驗
證能做的，僅是不斷的修正對真實系統的猜測。
了解與定位研究意義後，本章將會說明於模型驗證實所應用的模型建構技術、模型

中參數偏差的激發、以及模型與實驗之間的驗證並處理量測誤差的相關技術。
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3.2 低差異取樣

本節將介紹如何以 Sobol序列實現低差異取樣，其生成主要來自幾種演算法的搭配：
以 Radical Inversion 以及建立不同維度的生成矩陣 (Generator Matrix)。以下將從這兩
個要素進行說明及操作方法。

3.2.1 Radical Inversion

假設 b為一個正整數，i為任意一整數，則 Radical Inversion的操作步驟如下：

1. 將 i轉為以 b進位制的數字

i =
M−1∑
l=0

al(i)b
l (3.3)

2. 將轉換進位制後所得到的每一個位數 al(i)排成一個向量

a(i) = [a0(i), a1(i), ...aM−1(i)] (3.4)

3. 將 a與一個生成矩陣 C相乘，得到一個尺寸相同新的向量

[ϕ0(i), ϕ1(i), ...ϕM−1(i)] = a(i)× C (3.5)

4. 將此新向量鏡像至小數點右側，並將該數的表達以 b進位制轉回 10進位制，即可
以得到以 b為底數、C為生成矩陣的 Radical Inversion Φb,C(i)。透過這個方法所
生成的序列則稱為 Van der Corput序列

Φ(i)b,C = [b−1, b−2, ...b−M ][ϕ0(i), ϕ1(i), ...ϕM−1(i)]
T (3.6)

舉例說明，假設 C為單位矩陣，則計算 8以 2為底時的 Radical Inversion，將其轉
為 2 進位表示為 1000；由於 C 為單位矩陣，因此直接將 1000 鏡像制小數點右側得到
0.0001；將其轉回 10進位制後，即可得到 Φ2,C(8) = 1/16 = 0.0625。

3.2.2 生成矩陣

生成矩陣可說是 Sobol序列最重要的環節，由於已知 Sobol序列在每個維度上都是
以 2 為底的 Van der Corput 序列，生成矩陣更是決定著要如何將各個維度的序列進行
「打散」(Shuffle)。矩陣生成的步驟如下 [108]：

1. 在 Sobol 序列中的第 j 個維度，首先先選擇維度所對應的第二模式本源多項
式 [109] (Primitive Polynomials) pj(z)，可表示為：

pj(z) = zdj + aj,1z
dj−1 + ...+ aj,dj (3.7)
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其中 aj,l ∈ {0, 1}，dj 為 pj(z)的階數。

2. 建立 dj 個引導數 (direct numbers) vj,r

vj,r =
mj,r

2r
(3.8)

其中mj,r 是介於 1到 2r − 1, r = 1, ...dj 之間的奇數，因此引導數會是介於 0和 1
之間的分數。

3. 當 dj 個引導數被決定時，可透過遞迴關係生成無限個引導數

vj,r = aj,1vj,r−1 ⊕ ...⊕ aj,dj−1vj,r−dj+1 ⊕ vj,r−dj/2
−dj (3.9)

其中，⊕為向量間逐項的 exclusive-or的邏輯閥，aj,l 為對應之本源函數的各項係
數

4. 將引導數以 2為底展開，並將展開後的位數排列成對應的一維向量

vj,r = vj,r,12
−1 + vj,r,22

−2 + ...+ vj,r,dj2
dj , vj,r = [vj,r,1 . . . vj,r,dj ]

T (3.10)

5. 將上述步驟的向量在大小不足處補 0，並將所有的引導數向量排列成一方陣，即為
第 j 個維度生成矩陣。

以生成第三個維度的生成矩陣為例，當 j = 3，對應的本源函數為 p3(z) = z2 + z +

1，可得 a3,1 = 1, a3,2 = 1，且 dj = 2。因此，為建立兩個引導數，指定 m3,1 = 1 及
m3,2 = 3，可得到 2個引導數為 v3,1 =

1
2
= [1, 0]T 及 v3,2 =

3
4
= [1, 1]T。依照遞迴關係

式3.10可以得到後續項次：

v3,3 =

[
1

1

]
⊕

[
1

0

]
⊕

00
1

 =

01
1



v3,4 =

01
1

⊕

[
1

1

]
⊕


0

0

1

1

 =


1

0

0

1


(3.11)

將引導數整理為長度相同之向量，不足項皆補上 0，即可建立第三個維度的生成矩
陣 C3：

C3 =


1 1 0 1

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (3.12)
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透過此生成矩陣及 Radical Inversion所得的 Van der Corput序列，及可生成該維度
下的 Sobol序列，如表3.1所示。

表 3.1: 以 C3 矩陣生成 Sobol序列

i a(i) ϕ(i) Inversion Φ2,C3(i)

0 [0,0,0,0] [0,0,0,0] 0 0

1 [0,0,0,1] [0,0,0,1] 0.1000 1/2

2 [0,0,1,0] [0,0,1,0] 0.0100 1/4

3 [0,0,1,1] [0,0,1,1] 0.1100 3/4

4 [0,1,0,0] [0,1,1,0] 0.0110 3/8

5 [0,1,0,1] [0,1,1,1] 0.1110 7/8

6 [0,1,1,0] [0,1,2,0] 0.1010 5/8

7 [0,1,1,1] [0,1,2,1] 0.0010 1/8

8 [1,0,0,0] [1,1,0,2] 0.1011 11/16
...

...
...

...
...

透過建立不同維度的生成矩陣，即可在底數皆為 2 但彼此之間錯開的序列，實現
將樣本平均分配於空間中。且因著所有的維度皆是以 2 為底產生的序列，在生產上是
非常快速。生成矩陣也可以無限遞迴生成的情況下，Sobol序列所能生成的樣本數可以
說是無限的，也因著矩陣可以快速且生成不受維度上的限制，因此與 Halton不同的是，
Sobol序列即使在高維度仍然可以保持非常好的低差異性。

3.3 替代模型

於第二章中已針對常見的替代模型進行初步的探討，並決定使用 Kriging模型作為
主要使用的 Kriging 模型。在這節中本研究首先介紹 Kriging 模型的原理和特性，和可
以在操作上搭配使用的 EGO，以及用於評估替代模型擬合準確度的評估指標。由於擬合
Kriging模型和 EGO的流程建立及程式開發並不是本研究的主要貢獻和重心，在本節僅
會針對其性質作介紹，詳細的數學推導和證明可以參考 [88, 91, 110–112]。

3.3.1 Kriging模型

Kriging模型最原始的概念來自南非礦冶工程師 Krige對於礦脈分佈的研究方法，後
來由法國數學家Matheron根據 Krige研究，所提出一套作為地理統計學的預測理論。簡
單而言，Kriging模型的主要內容在探討如何於有限的觀察數據下，建立一個在特定範圍
內某種自然現象變異程度的預測模型。如文獻回顧提到的，Kriging模型在 1980年代末
期開始被應用到電腦實驗模擬，作為一種建立反應區面或迴歸模型的工具。根據 [110]，
在一般的 DACE中與地理統計學對於 Kriging模型的使用上的不同在於前者所使用的參
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數預測方法為最大似然預測 (Maximum Liklihood Estimate)而後者所使用的為變異圖分
析 (Variagram)。本研究所使用的 Kriging模型會延續 [110]，以地理統計學的角度來講
解 Kriging模型的基本概念。

Kriging模型的基本概念為根據所有的量測點 (Samples)來預測未經量測點的值。設
由 ns 個樣本所得到的量測值以一個向量表示為 gα，對預測點 x的預測值為 ĝ(x)，則在
Kriging模型中 ĝ(x)會是所有量測點之結果的線性組合：

ĝ(x) =
ns∑
α=1

λα(x)gα (3.13)

然而，及使在相同的位置，重複的量測此現象所得到的量測值往往會是一個隨機函
數而不是同一個量值，稱之為序率歷程 (Stochastic Process)，而如果此序率函數是一個
高斯分佈，則可說這個量值在空間中的不同位置是一個高斯歷程 (Gaussion Process)，如
圖3.5 [110]所示。

圖 3.5: 高斯歷程示意圖 [110]

因此，針對一個高斯歷程的函數 G(x)，可將其分解為定率 (Deterministic) 與序率
(Stochastic)的兩個部份，分別可理解為一分佈的平均值及機率分佈，如式3.14所示。其
中，yj(x) 為迴歸函數，βj 為迴歸係數，而序率部份的 Z(x) 表示偏差值 (Departure)，
是一個平均值為 0、標準差為 σz 的高斯分佈。Kriging理論中認為，一個序率歷程中的
兩個不同位置之間差值的關係，會與兩者之間的距離有關，也就是說，若量測點距離預
測點位置越遠，預測的信心水準越低。

G(x) =
k∑
j=1

βjyj(x) + Z(x) = y(x)Tβ + Z(x) (3.14)

y(x) = [y1(x), y2(x), ..., yk(x)]T

β = [β1, β2, ..., βk]
T

將 ns 個樣本點 {xα : α = 1, ..., ns}及所得到的量測值 {gα : α = 1, ..., ns}分別代
入式3.14中，得到以下式：
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gα =



g1

g2

...

gns


ns×1

=



y1(x1) y2(x1) · · · yk(x1)

y1(x2) y2(x2) · · · yk(x2)
...

... . . . ...

y1(xns) y2(xns) · · · yk(xns)


ns×k



β1

β2

...

βk


k×1

+



Z(x1)

Z(x2)
...

Z(xnk
)


ns×1

= yαβ + Z
(3.15)

根據式3.13，Kriging模型式樣本點量測值的線性組合，稱之為 Kriging Estimator，
如式所示：

ĝ(x) =
ns∑
α=1

λα(x)gα

= λα(x)Tgα
= λα(x)Tyαβ + λα(x)TZ

(3.16)

雖然 Z 多半為未知，然而考量到 Z 具有白噪音的特性，因此忽略序率項，得到以下化
簡：

g(x) ≈ ĝ(x) =
ns∑
α=1

λα(x)gα (3.17)

接著要決定在線性疊加過程中每個樣本對於預測點的權重 λα。從 Kriging的概念中
可以知道，在空間中所有的樣本點都會對於預測點的量值產生影響，且距離樣本點越近
則影響的比例越高，預測的準確度也較高，變異數較小，因此可得知在進行預測時的存
在一個與兩點之間距離有關係的變數。在此，先定義兩個隨機函數 xi, xj,∀i ̸= j 的共變
異數，可表示為：

Cov(Z(xi), Z(xj)) = σ2
ZR(hij) (3.18)

其中 R(hij)為取樣與取樣之間的空間相關函數矩陣，大小為 ns × ns，r(x)為取樣與預
測位置的空間相關矩陣函數：

Rα =



R(h11) R(h12) · · · R(h1ns
)

R(h21) R(h22) · · · R(h2ns)

...
...

. . .
...

R(hns1) R(hns2) · · · R(hnsns)


(3.19)

r(x) =
[
R(x1, x) R(x2, x) · · · R(xns , x)

]T
(3.20)

接下來，需要最小化均方誤差，將 Kriging Estimator與真實函數之間的均方誤差列
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出，如下：

E[(ĝ − g)2] = E[λTα(x)gα − g(x)]2 = σ2
Z(λα(x)

TRαλα(x) + 1− 2λα(x)T r(x)) = σ̂g(x)
(3.21)

至此，我們已經擁有 Kriging 模型的推估變異數一般式，如式3.21，此一般式代表
Kriging模型與實際函數的方均誤差，因此，接下來要以無偏差估測作為拘束條件，使其
方均誤差最小。將此步驟寫成一般最佳化形式，並用 Lagrange Multipliers求解：

min
λα(x)

σ2
Z(λα(x)

TRαλα(x) + 1− 2λα(x)T r(x))

s.t. yTαλα(x) = y(x)
(3.22)

最後，可以得到最終的 Kriging模型：

ĝ(x) = λ∗
α(x)g(x) (3.23)

對於 Kriging模型而言，不同的共變異數方程式將會產生截然不同的 Kriging模型，
因此決定此方程式是一件重要的事，也是 Kriging 模型進行「擬合」(Fitting) 的關鍵所
在。詳細使用不同方法進行 Kriging模型的擬合和綜合比較可以參考 [91, 110, 111]；本
研究所使用的 Kriging模型為基於變意圖分析作為擬合演算法的 Kriging模型。

3.3.2 EGO演算法 (Efficient Global Optimization)

本研究採用 EGO 演算法中的取樣指標 (Infill Sampling Criterion, ISC) 作為強化
Kriging 模型擬合品質的方法。Efficient Global Optimization 簡稱 EGO，是一種使用
Kriging 模型作為替代模型的演算法。用來更新替代模型來得知全域最佳解 (Global
Optimum)。此方法最早由 Jones等人於 1998所提出 [113]，而後被發展至許多最佳化的
混合形問題中。在這個流程中，EGO在每一次的迭代時，會由演算法自替代模型所組成
的函數中決定下一個取樣位置，以更新現有的替代模型，使替代模型更能接近系統原貌。
取樣指標所指的是 EGO 演算法中用來決定下一個取樣位置的方法，其決定的方式

就是根據某種取樣指標函數進行最佳化，依照不同目的所撰寫的取樣指標，會使演算法
選取截然不同的取樣位置，最早使用的取樣指標可參考 [114]。本研究所使用的的取樣
指標為 Kriging模型的預測值變異數 [115]，也就是 σ̂g(x)。當一個需要被預測的樣本位
置被輸入至 Kriging模型時，Kriging模型不只會對該樣本進行輸出量值的預測，同時也
因著 Kriging模型本身所具備的高斯歷程的特性，計算出對該點輸出量值預測的變異數，
也可以理解為信心程度。當預測的變異數越大，表示對預測結果越缺乏信心。因此，本
研究所採用的 ISC即是透過搜尋 Kriging模型中對預測最缺乏信心的位置作為下一個取
樣位置 [116]，使模型能夠過最有效率的方式尋找取樣位置。本研究操作 EGO 流程如
圖3.7
以一個一維的 Sine函數當作例子，圖3.7中 (a)至 (f)分別是 EGO經過六次迭代所

形成的擬合模型及每個位置所對應到的變異數，上方圖為經由 Kriging模型的預測，下
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圖 3.6: 以最大標準差為取樣指標之 EGO流程圖

方圖為各個位置變異數大小。圖中星號為 EGO演算法所推薦的取樣指標位置，而下一
個步驟的 Kriging模型則是在加入取樣指標於 Kriging模型的擬合後所呈現的 Kriging模
型。

圖 3.7: 以一維模型為 EGO操作範例

面對取樣成本高的複雜系統，本研究認為 EGO 能夠有效率的決定取樣位置使
Kriging模型可以最快速達成所需要的模型準確度，也是替代模型中相當重要的方法。在
後續章節的案例中會透過方法在操作上的細節進行比較及討論。

36



doi:10.6342/NTU202001406

3.3.3 模型擬合度評估指標

在使用替代模型進行預測前，需要先了解是否能夠確實表達模型輸出的狀況。因此，
模型的準確度評估是非常重要的程序。在使用模型前需對其準確度進行驗證，其目的有
二：

• 對於替代模型所預測的資料能保有模糊性，在合理範圍內進行解釋

• 對替代模型的擬合參數例如收斂標準、初始取樣次數進行調整，使擬合更有效率

因此，本研究針對替代模型的準確度擬合歸納出三種準確度評估指標，包括一種定
性評估及兩種定量評估 [71]。

• 交叉驗證 (Cross Validation)
在本研究中，交叉驗證是一種對模型準確度的定性觀察，透過交叉驗證可以看到
針對驗證資料的預測誤差分佈及誤差百分比分佈。交叉驗證流程如下：

圖 3.8: 交叉比對流程圖

1. 將初始取樣透過模擬模型計算後，得到訓練資料。擬合初始取樣與訓練資
料，得到對應的替代模型

2. 另外生成一批不同的取樣，做為驗證取樣。分別以模擬模型計算得到模擬資
料，及以替代模型得到預測資料

3. 計算兩筆資料的誤差及相對於模擬資料的誤差百分比，得到誤差分佈及誤差
分佈百分比

透過交叉比對，可以清楚呈現兩筆資料的誤差分佈，或針對誤差分佈計算其誤差
平均值及誤差標準差，但較不能做為單一指標評估模型擬合的準確度。

• 決定係數 (Coefficient of Determination)
決定係數，通常以 R2 表示。其表示方式如下：

R2 = 1− ΣNt
i=1(mi − m̂i)

2

ΣNt
i=1(mi − m̄)2

= 1− SSres
SStot

(3.24)
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其中，Nt 為驗證集的樣本總數，m̄ 為模擬資料的平均值。對於簡單線性迴歸而
言，決定係數為樣本相關係數的平方。當加入其他迴歸自變量後，決定係數相應
地變為多重相關係數的平方。分母項為模擬資料與其平均值的誤差總和，稱為
「總離均差平方和」(Total Sum of Squares)，即為「總變異量」(Total Variation)；
分子項為每個預測誤差項的平方總和，稱作「殘差值離均差平方和」(Residual
Sum of Squares)，又稱作「未被解釋到的變異量」(Unexplained Variation)。因
此，R2 在統計上的意義為「在應變項m的總變異量中，能被自變項 (參數的偏差)
所解釋到的變異量百分比。」[117]，對於越好的迴歸模型而言，R2 會越接近 1，
反之則會越接近 0。

• 相對平均絕對誤差 (Relative Average Absolute Error)
相對平均絕對誤差，標記為 RAAE，可由下列公式計算 [71, 92]：

RAAES =
ΣNt
i=1|mi − m̂i|»

NtΣ
Nt
i=1(mi − m̄)2

=
ΣNt
i=1|mi − m̂i|
Nt × σsim

(3.25)

其中 σsim 為模擬資料之間的標準差。RAAE 為模擬及預測之平均距離與模擬資
料標準差的比。當 RAAE 越小，表示替代模型越精準；反之則相反。

然而，雖然 R2 及 RAAE 在模擬模型及機器學習領域已經被廣泛使用 [92,118]，卻
無法從指標的大小直接的判定該模型是否達到所需的「準確」標準，在使用上仍然應用
在比較不同的模型或演算參數組合不同的情況下準確度的優劣。因此，考量本研究的探
討的案例為工程上的使用，對模型準確度的要求並不需要非常精確，因此自行定義評估
模型是否為可在工程中被使用時標準：

1. R2 > 0.95且 RAAE < 0.1

2. 當 R2 及 RAAE 兩指標有明顯的收斂

3.4 全域敏感度分析

本研究主要分析目標為車輛系統，模型複雜度非常高，包含眾多系統參數及元件和
次系統之間的資訊交換。為了在分析參數敏感度的同時，考慮參數耦合的影響。本研究
使用全域敏感度分析方法，以量化車輛動態系統輸出對不確定模型參數的依賴性。Sobol
全域敏感度分析法是在工程領域被大量應用的全域敏感度方法。本節首先會介紹 Sobol
全域敏感度分析法的概念以及操作上的流程，後續再介紹本研究如何針對該方法進行流
程上的調整。

3.4.1 Sobol全域敏感度分析法

本研究採用 Sobol敏感度分析法量化敏感度。Sobol 法透過對系統輸出的變異數進
行歸因，可看出各項參數的主因素及參數之間的交互作用。這種透過類似變異數分析
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(ANOVA)的方法來分析全域敏感度的方法即可稱為變異數法。
Sobol法首先將系統的總變異數 V 以式3.26的方式展開。其中，Vi 為第 i個參數所

貢獻的變異量，而 Vi1,i2 則為第 i1 與 i2 個參數的交互作用所貢獻的變異量，其他項則以
此類推。

V =

(
k∑
i=1

Vi

)
+

(
k∑

i1=1

k∑
i2=i1+1

Vi1,i2

)
+
(∑∑∑

Vi1,i2,i3

)
...+ (V1,...,k) (3.26)

而全域敏感度指標則被定義為所探討所貢獻的變異量佔有總變異量的比例，如
式3.27所示：

Si1...is = Vi1...is/V (3.27)

若所探討的變異量僅為單一個參數 θi 的偏差所造成，則將其敏感度稱為「主效
應指標 (Main Sensitivity Index, MSI)」，標記為 Si，而若變異量為多個參數的交互
作用所造成，則稱之為交互作用效應指標 (Interaction Sensitivity Index, ISI)，標記為
Si1...is∀s ≥ 2；在全域敏感度分析的應用中，更多探討的是所有與目標參數 θi 有相關的
變量，稱之為 θi 的「總效應指標 (Total Sensitivity Index, TSI)」，如式3.28所示：

Sti = Si + ÛSi,∼i = 1− ÛS∼i = Si + Sij + Sil + ...+ Silm...k (3.28)

其中 ÛSi,∼i 為所有與 i有關的指標 Si1...is 但不包含 Si 之總和，而 ÛS∼i 則為所有與 i

無關的效應指標之總和。
全域敏感度指標的解析解求法需要仰賴多維度的積分 [45]，或者將變異數的

ANOVA 展開以多個單一維度的張量積基底函數 (Tensor product basis function) 計
算 [119]。雖然這些方法在使用上可以精準的計算出敏感度指標，但在複雜系統及電腦程
式的應用上缺乏效率。針對此問題，Saltelli及 Annoni根據全域敏感度指標的定義，對
Sobol敏感度分析方法進行改良 [49]，能更直接被應用在系統的模擬合實驗設計中，並
輕易計算其主效應指標及總效應指標。
首先定義系統與輸入樣本的關係。將系統中的 l 個操作參數以 x1, ..., xj, ..., xl 表

示，已知的非時變模型參數則以常數形式建立於模擬模型中，而 k 個不確定模型參數以
θ1, ..., θi, ..., θk 表示。對於系統的單一輸出m而言可以表達為：

m = f(x1, ..., xl; θ1, ..., θk) (3.29)

k 個不確定模型參數 θ 在空間中會形成 k 維度的機率分佈空間，經由取樣後做為系
統輸入，並輸出得到輸出 m。多次對 θ 取樣 N 次後，將取得的樣本矩陣作為系統輸入
樣本，並經由模擬生成一組輸出向量 m，如圖3.9所示。
計算全域敏感度指標的方法可分為以下步驟：
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圖 3.9: 系統於不確定模型參數分析之輸入輸出關係示意圖

1. 建立兩個獨立的輸入樣本矩陣
假設系統的不確定模型參數有 k 個，在所有不確定模型參數所組成的設計空間中
需取樣 N 次，首先，先建立一個維度為 2k 的矩陣

Sample =



θ1,1 · · · θ1,k θ1,k+1 · · · θ1,2k

θ2,1 · · · θ2,k θ2,k+1 · · · θ2,2k

...
. . .

...
...

. . .
...

θN,1 · · · θN,k θN,k+1 · · · θN,2k


= [P,Q] (3.30)

將矩陣的前 k 欄取出，稱作 P，剩餘的 k 欄則稱為 Q，形成兩個獨立的輸入樣本
矩陣。

P =

[
P1 · · · Pk

]
=



θ1,1 · · · θ1,k

θ2,1 · · · θ2,k

...
. . .

...

θN,1 · · · θN,k


, Q =

[
Q1 · · · Qk

]
=



θ1,k+1 · · · θ1,2k

θ2,k+1 · · · θ2,2k

...
. . .

...

θN,k+1 · · · θN,2k


(3.31)

2. 建立單一變量的輸入樣本矩陣
單一變量的輸入樣本矩陣 Ri 由 P 和 Q 衍生出來。在第 i 個輸入樣本矩陣中
(1 ≤ i ≤ k)，第 i欄的元素等同於樣本矩陣 Q的第 i欄，而其餘欄的元素則與樣
本矩陣 P的同位置元素相同。如下式所示。
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Ri =

[
P1, · · · ,Qi, · · · ,Pk

]
=



θ1,1 · · · θ1,i−1 θ1,i+k θ1,i+1 · · · θ1,k

θ2,1 · · · θ2,i−1 θ2,i+k θ2,i+1 · · · θ2,k

...
. . .

...
...

...
. . .

...

θN,1 · · · θN,i−1 θN,i+k θN,i+1 · · · θN,k


(3.32)

3. 主效應指標計算
主效應指標考慮直接與變數 θi 有關的影響，分母為計算輸出的總變異量，分子為
θi 直接造成的系統的變異數。總變異數及主效應指標計算方式如下：

var(f) =
1

N

N∑
u=1

(f(x,Pu))2 − (
1

N

N∑
u=1

f(x,Pu))2 (3.33)

Si =
var(E(f |θi))

var(f)
=

1
N

∑N
u=1 f(x,Qu)(f(x,Ri

u)− f(x,Pu))
1
N

∑N
u=1(f(x,Pu))2 − ( 1

N

∑N
u=1 f(x,Pu))2

(3.34)

4. 總效應指標計算
總效應指標考慮所有與變數 θi 有關的影響，分母同樣為總變異量，而分子為計算
當除了 θi 以外的所有參數都固定時的變異數期望值。排除 θi 的變異數期望值及總
效應指標的計算如下：

var(E(f |θ∼i)) =
1

2N

N∑
u=1

(f(x,Pu)− (x,Ri
u))

2 (3.35)

Sti =
var(E(f |θ∼i))

var(f)
=

1
2N

∑N
u=1(f(x,Pu)− (x,Ri

u))
2

1
N

∑N
u=1(f(x,Pu))2 − ( 1

N

∑N
u=1 f(x,Pu))2

(3.36)

由上述步驟，即可計算出不確定模型參數的主效應指標 Si 及總效應指標 Sti。

3.4.2 基於替代模型之全域敏感度分析方法

前章節介紹了如何透過取樣和對其輸出進行分析，進而計算全域敏感度指標。然
而，正如 [49] 所言，本研究在測試方法時也面臨到同樣的問題：當隨機取樣次數過少
時，敏感度指標也無法收斂在同一個值，而會隨機變動。在使用像 Sobol法這類的變異
數法計算全域敏感度指標時，就算使用低差異取樣方法進行取樣可減少輸入樣本數，敏
感度指標依然需要在樣本數到非常大的狀態下才會出現較明顯的收斂。考量到所分析的
對象多為複雜系統，單一次模擬所需的時間成本可能非常大，在大量計算的成本非常
高 [71, 119]，因此應用 DACE 的流程，對於單一輸出模型而言，在計算全域敏感度指
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標前先以替代模型取代原複雜系統。有了替代模型後，在使用 Sobol 敏感度分析法時
即可使用取樣次數較大的輸入樣本矩陣計算敏感度指標，可以大幅度的減少計算成本。
這種透過替代模型計算全域敏感度的方法則被稱為「基於替代模型之全域敏感度方法
(Metamodel-based Global Sensitivity Analysis)」。其步驟如圖3.10及下方所描述：

圖 3.10: 基於替代模型之單一輸出模型全域敏感度分析流程圖

1. 建立初始取樣
初始取樣為選取用以擬合成替代模型的輸入樣本。為了使取樣可以更均勻散佈在
整個由不確定模型參數所構成的設計空間中，建議使用低差異取樣方法進行輸入
樣本矩陣的建立，本研究即使用 Sobol序列完成此步驟。根據 [119]，在模擬時間
許可的情況下，建立替代模型所需要的初始取樣數量至少為不確定模型參數或變
量的 10倍至 100倍。

2. 系統模擬
將初始取樣之樣本依序代入模擬模型中進行模擬，將所有初始取樣經模擬後所得
的單一模型輸出匯整為單一維度的向量。
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3. 建立替代模型
以初始取樣之樣本矩陣作為輸入，單一模型輸出向量為輸出，將兩筆資料擬合成
替代模型，用以連結輸入與輸出關係，在後續的步驟中可以直接替換掉模擬模型。
本研究所使用的替代模型方法為前節所敘述的 Kriging模型，並搭配 EGO進行最
佳取樣點的決定，在後續案例探討中會進一步討論使用上的細節和參數的調整。

4. 預測系統輸出
由於複雜系統的模擬模型已由替代模型所取代，因此對於透過數值模型經由內插
所得到的值，在計算上相對快速許多。為了獲得較有可信度的全域敏感度指標，
可使用低差異取樣建立取樣次數大的獨立樣本矩陣。依序將所建立的獨立樣本矩
陣 P、Q、及 Ri 作為輸入，透過替代模型預測對應的輸出 m̂。

5. 計算全域敏感度指標
當模型得到與 P、Q、及 Ri 樣本矩陣所對應的模型輸出後，即可用前小節所提到
的方法計算主效應指標及總效應指標，完成全域敏感度分析。

在全域敏感度分析中加入替代模型確實的提升了計算上的效率。然而，本小節所介
紹的流程僅能應用在當模型的輸出為單一純量，無法將同樣的流程應用於輸出為時間函
數的動態系統中。因此，後續小節首先介紹如何將動態輸出以主成分分析轉為以具有代
表性的單一數值表示，並整合主成分分析及替代模型於全域敏感度分析流程中，提出一
套適用於複雜動態系統的全域敏感度分析方法。

3.4.3 主成分分析

主成分分析 (Principle Component Analysis, PCA) 的概念最早由 Karl Pearson 於
1901年所提出 [120]，後續在不同領域被以不同方式命名，是一種用來簡化數據、重組
數據的方法，利用正交變換 (Orthogonal Transformations)對一系列可能相關的變數觀測
值進行線性變化，將其投影成一系列正交 (互不相關) 的值。而這些不相關的變數稱為
主成分 (Principle Components)。資料經過主成分分析之後，可以將資料以主成分的線
性疊加重組。舉例而言，假設一次輸出資料 y(t)，經由主成分分析分離主因素後重組為
yre(t)，可表示為：

yre(t) =
de∑
i

Ciϕi(t) ∼= y(t) (3.37)

其中 Ci 是 yre(t)中各項主成分的係數，在此稱為重要係數。
在信號處理的領域中，實現主成分分析的方法稱為離散 K-L 轉換 (discrete

Karlunen-Loève transform, KLT) [121]。該方法透過對共變異數矩陣 (Covariance Ma-
trix)進行特徵分解，以其特徵向量為主成分，特徵值作為對應主成分的權重，即重要係
數。這樣的結果可以理解為對原數據中的變異數作出解釋，可以探討數值的主成分影響
變異的程度有多大。而主成分分析的另一個特性是可以透過僅記錄有限數量的特徵值及
對應的特徵向量，有效的降低數據的維度 [98, 99]。
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K-L轉換的步驟說明如下：

圖 3.11: 主成分分析流程圖

1. 資料前處理
設有一數學模型，輸入一組模型參數 θi 可得到輸出為一時間函數 yi(t)。對時間函
數資料進行離散化，假設對該筆資料輸出取出 l個資料點，輸出資料可以表示為：

yi = [yi(1), yi(2), ...yi(l)] (3.38)

因此，若系統有 n筆模擬參數，則 n筆系統輸出資料可以以矩陣表示為：

y =



y1(1) y1(2) · · · y1(l)

y2(1) y2(2) · · · y2(l)

...
... . . . ...

yn(1) yn(2) · · · yn(l)


n×l

(3.39)

計算系統輸出的平均值

ȳ = [ȳ(1), ȳ(2), ȳ(3), ..., ȳ(l)]1×l (3.40)

將輸出資料 y的每一筆輸出資料減去 ȳ，處理後的資料為：

Ỹ =



y1(1)− ȳ(1) y2(2)− ȳ(2) · · · y1(l)− ȳ(l)

y2(1)− ȳ(1) y2(2)− ȳ(2) · · · y2(l)− ȳ(l)

...
...

. . .
...

yn(1)− ȳ(1) yn(1)− ȳ(1) · yn(l)− ȳ(l)


n×l

=



ỹ1(1) ỹ1(2) · · · ỹ1(l)

ỹ2(1) ỹ2(2) · · · ỹn(l)

...
...

. . .
...

ỹn(1) ỹn(2) · · · ỹn(l)


n×l

= [ỹ1, ỹ2, ..., ỹl]n×l

(3.41)

2. 建立共變異矩陣
建立處理後資料 Ỹ的共變異矩陣 Cov，其中 ỹi為 Ỹ的第 i欄，µỹi 為 ỹi向量之平
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均值。

Cov =



E[(ỹ1 − µỹ1)n×1(ỹ1 − µỹ1)n×1] · · · E[(ỹ1 − µỹ1)n×1(ỹl − µỹl)n×1]

E[(ỹ2 − µỹ2)n×1(ỹ1 − µỹ1)n×1] · · · E[(ỹ2 − µỹ2)n×1(ỹl − µỹl)n×1]

...
. . .

...

E[(ỹl − µỹl)n×1(ỹ1 − µỹ1)n×1] · · · E[(ỹl − µỹl)n×1(ỹl − µỹl)n×1]


l×l

(3.42)

求出共變異數之特徵值，由大至小排列，以及對應的特徵向量，可得到特徵值及
特徵向量以矩陣形式排列：

I = [I1, I2, I3, ..., Il]1×l

B = [B1,B2, ...,Bl]l×l
(3.43)

3. 降低維度
降低維度是 K-L轉換中一個非常重要的特性，主要從特徵值的大小來判斷維度的
選取。在特徵值向量 I 中，所有的特徵值都是由大至小排列。特徵值在這裡的意
義可以作維表示特徵值對應到的資料的重要程度，意即特徵值越大，該特徵值對
應到的特徵向量對資料的重組貢獻越多，反之，若特徵向量越小，則表示該特徵
向量對原資料點影響不大，在特定條件下可被忽略。這也是降低維度的關鍵所在。
假設我們想要保留原本資料的 99.9%的資料，則只要在特徵值向量 I中選擇前 de
組特徵值使其總合超過所有特徵值總合的 99.9%，則 de 可稱為 K-L 轉換在保留
99.9%資料特徵下的維度，即：∑de

j=1 Ij∑l
j=1 Ij

> Θ = 99.9% (3.44)

由上式所求得的 de，可做為將 K-L 重組式截斷 (Truncate) 的臨界值，因此將 de
稱為截斷數 (Truncation number)。

4. K-L重組
K-L重組是建立在共變異數矩陣的特徵值和特徵向量上。由於特徵向量即表示組
成資料的不同個互相正交的向量，也就是這些向量可以相疊加而不會互相影響，
而對應到的特徵值就可以被視為是某一種權重。因此，處理後的系統輸出 yi 在經
由 K-L轉換後，可以下列方式被重組。

yi =
l∑

j=1

√
IjBjCj =

l∑
j=1

Cjϕj + ȳ (3.45)

其中重要係數 Cj 的組成皆是來自原有資訊：

Ci,k =
1√
Ii

l∑
i=k

YkBk (3.46)
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將前步驟所得到的截斷數 de 套用到 K-L 重組中降低維度，重組資料可以被表示
為：

yrei =
de∑
j=1

√
IjBjCj + ȳ (3.47)

將降低維度後的資料展開後，即可得到重組後的數據：

yre1 =
√
I1B1C1,1 +

√
I2B2C1,2 + ...+

√
IdeBdeC1,de + ȳ = C1,1ϕ1 + C1,2ϕ2 + ...+ C1,deϕde + ȳ

yre2 =
√
I1B1C2,1 +

√
I2B2C2,2 + ...+

√
IdeBdeC2,de + ȳ = C2,1ϕ1 + C2,2ϕ2 + ...+ C2,deϕde + ȳ

...

yren =
√
I1B1Cn,1 +

√
I2B2Cn,2 + ...+

√
InBnCn,de + ȳ = Cn,1ϕ1 + Cn,2ϕ2 + ...+ Cn,deϕde + ȳ

(3.48)

透過 K-L轉換對一筆資料進行主成分分析，可以將每一筆動態輸出轉為同一組基底
函數的線性組合，而基底函數的係數 Cj 則為決定線性組合權重的關鍵。舉例說明 (以
第五章案例為例)，假設動態系統的輸出資料透過主成分分析並降低維度後，可分離出
de= 5個主成分 ϕ1 ∼ ϕ5，如圖3.12所示。

圖 3.12: 動態輸出資料之主因素分析

因此，對動態系統中的任意一筆資料，以式3.48重組，可以圖3.13為示意。其中，
原始動態軌跡、重組動態軌跡、以及全體資料的平均動態軌跡分別如圖3.14所示。

3.4.4 基於替代模型之動態系統全域敏感度分析方法

在主成分分析當中，由於在資料處理階段就已經先將所有資料減去其平均，因此建
立的共變異數矩陣可說是對每一筆資料的偏差所建立，而基底函數的意義也可以理解為
將資料的變異量拆解為不同方向的變異向量。也因此，重要係數既然代表著基底函數的
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圖 3.13: 動態輸出軌跡以主成分分析重組示意圖

圖 3.14: 原始動態軌跡、重組動態軌跡、以及全體資料平均之比較

係數，也可以理解為對於變異向量的倍數或表示變異的大小。如此一來，重要係數即可
被用來做為動態資料的量化指標，並用來計算全域敏感度指標。
儘管使用主成分分析於基於變異數之全域敏感度分析是被不少研究所使用的做法，

大多數的研究並沒有針對取樣次數被限制的複雜系統進行討論，幾乎都忽略了取樣次數
會如何敏感度指標的收斂性及取樣限制。同樣的，為解決複雜系統在模擬次數上的耗時
問題，本研究根據 [58, 61]所提出的方法進行調整，同樣將替代模型加入使用主成分分
析的動態系統全域敏感度分析方法中，並暫時稱這套流程為「基於主成分分析之替代模
型全域敏感度分析 (PCA-Metamodel Based Globol Sensitivity Analysis)」。
在這個方法中，被作為敏感度分析的對象是 de組重要係數 C，因此在分析中每一組

重要係數的敏感度分析都需要有非常多組重要係數參與。替代模型在此方法中所要替代
的是初始樣本到產出重要係數的過程，因此應該會產出 de個替代模型。詳細方法之操作
流程如下：

1. 建立初始取樣
選取用以擬合成替代模型的 N 個初始取樣為輸入樣本，可使用低差異取樣方法進
行輸入樣本矩陣的建立，本研究同樣使用 Sobol 序列完成此步驟。取樣次數約為
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圖 3.15: 基於替代模型之動態輸出模型全域敏感度分析流程圖

不確定模型參數數量的 10倍至 100倍。

2. 系統模擬
將初始取樣之樣本依序代入模擬模型中進行模擬，得到多筆模型的動態模型輸出。

3. 主成分分析
將所有的動態輸出進行主成分分析，透過降階後，將每一筆資料轉換為重要係數
C1, ...Cde 與主成分的線性組合。

4. 建立替代模型
取出所有模型的第 i組 N 個重要係數 Ci = {C1,i, ..., CN,i}, 1 ≤ i ≤ de作為模型
輸出，並以初始輸入樣本作為模型輸入，建立替代模型連結兩者。重複步驟直到
針對 de組重要係數都建立對應的替代模型。

5. 以替代模型預測重要係數
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與單一輸出模型的全域敏感度分析方法相同，建立獨立樣本矩陣 P、Q、及 Ri。
此時的複雜系統已經被 de個替代模型所替代，因此在大量的樣本輸入下可以經由
內插對重要係數進行預測。依序將所建立的獨立樣本矩陣 P、Q、及 Ri作為輸入，
並透過替代模型得到重要係數的預測值。

6. 全域敏感度指標分析
將 de組重要係數進行全域敏感度分析並得到 de組主效應指標及總效應指標。若
要將 de組敏感度指標融合 (Fusion)為一個單一指標，根據 [58]，可將每一組全域
敏感度指標以對所對應的共變異矩陣之特徵值作為權重，計算其加權平均，即可
得到單一組全域敏感度指標。

本研究在後續章節中，也會透過案例來驗證方法的可行性。確立了全域敏感度分析
方法並可計算出系統對於不確定模型參數的主效應指標及總效應指標後，即可透過最佳
化流程，找出最能激發不確定模型參數於模型中的影響。

3.5 最佳化操作參數

本研究的目的為找出使參數偏差造成的變異可以最被放大的操作方式，若將其寫為
最佳化的一般式，可表示為：

Optimize 目標函數(操作參數, 模型參數)

w.r.t. 操作參數 (3.49)

s.t. 不確定模型參數分佈空間與模型可控範圍

本節將介紹在分析對象為複雜系統時，實現最佳化時的目標函數建立方式，以及最
佳化方法的使用。

3.5.1 指標產生函數

根據研究目標，與目標函數有關聯的應為不確定模型參數的變異量，在本研究中為
全域敏感度指標。因此，建立目標函數時需先建立最佳化的設計變數 ──系統的操作參
數 x ── 與全域敏感度指標的關係。圖3.16的上半部為從替代模型的建立到全域敏感度
指標計算的流程。在不同的操作參數 xj 輸入下，若在不確定模型參數的分佈空間、初始
取樣的樣本矩陣、以及用於計算全域敏感度的樣本矩陣都不會改變條件下，計算出參數
的全域敏感度指標，則可以將整個流程視為一個系統 (圖3.16中藍色虛線內)，且系統的
輸入 (自變數)為系統的操作參數 xj，輸出 (應變數)為系統中各個不確定模型參數的全域
敏感度指標。因此，透過流程的整合，如圖3.16下半部，可以建立一個函數 F 來連結操
作參數與敏感度指標的關係，在此稱之為「指標產生函數」(Indices Generator)，以利後
續最佳化的執行。
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圖 3.16: 敏感度指標與操作參數之關係

考量到從建立模擬模型到計算全域敏感度指標的流程非常的複雜且可能具有高度非
線性，且計算成本非常大。因此，可以透過替代模型對操作參數與敏感度指標進行擬合，
可以較快速的建立操作參數與敏感度之間的連續數學模型，並透過替代模型進行最佳化。
圖3.17為建立指標產生函數之替代模型的流程圖，步驟如下：

圖 3.17: 建立指標產生函數之替代模型
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1. 建立模型操作參數之輸入樣本
將模型的操作參數進行參數化後，在模型的參數空間中取樣做為擬合替代模型的
輸入。輸入樣本可以透過低差異取樣方法或者實驗設計來建立。

2. 計算全域敏感度指標
依序將每一個操作參數代入系統模擬模型中，在固定不確定模型參數的取樣下，
計算每個不確定模型參數 θi 的全域敏感度指標 Si, S

t
i。

3. 建立指標產生函數之替代模型
分別將操作參數的輸入樣本矩陣與每一個全域敏感度指標擬合成替代模型。對 θi

而言，會建立可以預測主效應指標的替代模型 F̂mi
(x)及可以預測總效應指標的替

代模型 F̂ti(x)。若系統存在 k 個不確定模型參數，總共需建立 2k 個由替代模型取
代的指標產生函數。

3.5.2 目標函數

在本研究中，設計操作參數的目的有二：

• 最大化欲校準之不確定模型參數對模型輸出的變異量

• 最小化其他不確定模型參數對模型輸出的變異量影響

根據這兩項目標，在目標為突出單一不確定模型參數 θi 的不確定性，可以制訂目標
函數 Hp 如下：

Hp(S1...Sk, S
t
1...S

t
k) =

Sti − Si
Si

+
S1 + ...+ Sk − Si

Si
(3.50)

透過最小化此目標函數，不僅達成了對目標參數的主因素凸顯，也盡可能的降低目標參
數與其他模型參數的交互作用以及其他模型參數對系統的影響，以此降低參數之間的耦
合性。
目標函數看起來雖然是敏感度指標 S及 St 的函數，但在前小節介紹透過替代模型來

預測各個敏感度指標，因此式3.50可以改寫為式3.51。如此一來，目標函數即可透過替
代模型轉換為操作參數 x的函數。

Hp(S1...Sk, S
t
1...S

t
k) =

Sti − Si
Si

+
S1 + ...+ Sk − Si

Si

=
F̂ti(x)− F̂mi

(x)
F̂mi

(x)
+
F̂mi

(x) + ...+ F̂mk
(x)− F̂mi

(x)
F̂mi

(x)
= Hp(x)

(3.51)

51



doi:10.6342/NTU202001406

3.5.3 最佳化演算法與流程

建立目標函式後，完整的最佳化一般式可以被精確的表達為：

min Hp(S,St) =
Ŝti − Ŝi

Ŝi
+
Ŝ1 + Ŝ2 + ...+ Ŝk − Ŝi

Ŝi

w.r.t x

s.t. Ŝi = F̂mi
(x), i = 1, ..., k

Ŝti = F̂ti(x), i = 1, ..., k

∀{x,θ} ∈ F

(3.52)

其中 F 為兩種參數的設計空間。
對於最佳化演算法的選擇而言，考量到對於替代模型模型的全貌並不了解，僅知道

替代模型為一連續且平滑之曲面，因此並不適合使用以梯度下降為核心的局部最佳化演
算法 (Local Optimization Algorithm)以避免求解出局部最佳解 (Local Optimum)；本研
究所選擇的方法為全域最佳化演算法 (Global Optimization)，所搜尋的最佳解為演算法
認定的全域最佳解，其特性為經由巨觀的搜尋後，在進入局部的最佳解搜尋時仍然會在
搜尋區域外進行外部的探勘，以確保所選定的局部區域之外並無存在更好的解。類似的
概念如基因演算法 (Genetic Algorithm, GA) [122]。然而，考量到基因演算法本身在計
算時存在著非常大的隨機性，若需要有更精準的最佳化結果，則需要有非常大數量的子
代，使得每一次 GA在迭代時的計算量是非常大量的。因此，本研究在全域最佳化演算
法選擇以 DIRECT演算法來執行。

圖 3.18: DIRECT演算法搜尋全域最佳解示意 [123]

DIRECT 演算法由 Jones 於 1993 年所提出 [124]，在後續的研究中也被證實在設計
變數較少 (<20 個) 時，可以同時處理非線性、非平滑、及整數解等限制 [125]，且具有
非常高的效率，在使用替代模型進行最佳化的工程問題中也頻繁的被使用 [91, 111]。詳
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細操作方法可參考 [123]。簡單來說，DIRECT演算法的一次迭代中，會將所選擇的區域
切成五塊長方形，計算能代表該長方體中能代表局部的目標函數值，並選擇最小者做為
下一次迭代時域分割的區域範圍，如圖3.18(a) [123]中，可看見搜尋區域 (上色區域)除
了在選定的區域內，也會選擇在前步驟未被選擇的區塊進行搜尋。在不斷選擇下一個切
割區域時，DIRECT演算法本身也存在另一個機制，有系統的在所選擇的局部區域外進行
探索及比較目標函數值，以此方法搜尋全域最佳解，如圖3.18(b) [123]所示。
決定了目標函數的形式和演算法後，本研究的最佳化演算法流程如圖3.19：

圖 3.19: 建立目標函數及最佳化流程圖

3.6 動態系統之參數校準

於文獻回顧中，本研究參考多種參數校準的方法後，選擇了使用卡爾曼濾波器進行
參數的校準。這種參數校準方法同時可被應用於及時 (Online)的參數校準和估測。使用
卡爾曼濾波器校準參數的研究中，Blanchard [104]所提出混沌多項式展開結合延伸形卡
爾曼濾波器的研究，更是能有效的結合不確定因素分析、隨機程序的推估、以及參數校
準於一身，因此本研究嘗試將此方法應用於車輛系統的參數校準中。本節將先各別介紹
混沌多項式展開以及卡爾曼濾波器的原理及操作方法，最後在詳細介紹如何將兩者作結
合應用。

3.6.1 混沌多項式展開

混沌多項式展開 (Polynomial Chaos Expansion, PCE)是一種非常有效的基於隨機程
序 (Stochastic Process)的不確定性分析方法，能夠精確描述任意分佈形式的隨機變量之
隨機性，可以被用來分析存在不確定模型參數之動態系統的不確定性 [126]。混沌多項式
展開理論最早由Wiener於 1938年所提出 [127]，運用 Hermite正交多項式來表示當不
確定模型參數為高斯分佈時的隨機歷程。現階段所使用的混沌多項式展開主要為 Xiu及
Karniadakis於 2002年所提出來的廣義混沌多項式展開 (Generalized Polynomial Chaos
Expansion) [128]，解決了Wiener的理論中不確定輸入僅能是高斯分佈的使用限制，而
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是用利用不同類型的正交多項式基函數構建混合多項式，產生廣義的混沌多項式展開方
法，大幅的增加應用性，例如流場、多體動力學等分析中 [129–131]。
混沌多項式展開之所以能夠被應用於具有隨機程序的動態系統中，是因為任何一個

隨機變量的機率密度函數 (PDF)為連續可積分時，則該隨機變量能夠表示成若干相互獨
立的標準隨機變量的函數。這個特性在一階及二階系統中進行動態的計算和推估時非常
有效率，使用多組正交多項式進行擬合對取樣的數量要求也遠小於許多常見的線性及非
線性模型迴歸方法 [132]，而且能夠同時於系統的時域和頻域中進行不確定因素的量化。
在混沌多項式展開理論中，假設不確定模型參數 X(ϑ)的變異數為一個有限值，則

這個具有隨機性的不確定模型參數可以被近似於一組具有獨立變數且正交的多項式以線
性組成，可以表示為一個隨機事件 ϑ的函數。在此可以將 ϑ理解為一個事件的編號，對
運算上的影響不大。隨機的不確定模型參數可以被表達為：

X(ϑ) =
∞∑
j=1

cjψj(ξ(ϑ)) (3.53)

其中，ψj(ξ) 為廣義的混沌多項式，由多個多維度的基底函數所組成，而 ξ =

(ξ1, · · · , ξnp) ∈ Ω ⊆ Rnp 為分佈於不確定模型參數之樣本空間中 Ω中的 np 維隨機變數，
同樣也由隨機事件 ϑ所決定。特別留意 ξ 的樣本空間會由其對應的多項式 ψj 之定義域
所決定，而 X 的範圍則由真實系統的參數分佈範圍所決定。
多維度的基底函數 (Multi-dimensional basis functions)是由一維的多項式基底函數

以張量積 (Tensor product)所組成：

ψj(ξ1, · · · , ξn) =
n∏
k=1

P lk
k (ξk), j = 1, 2, · · · , S, lk = 1, 2, · · · , pb (3.54)

其中，pb 為多維度基底函數的最大次數，而 S 為該組混沌多項式中多維度基底函數的總
各數，也可作項目總數。對於多維度的基底函數而言，基底函數之間仍具有彼此呈現正
交的特性，因此在不同向量上的內積 (投影)仍保有以下性質：

〈
ψi, ψj

〉
= δij, i, j ∈ S, δij =

1, when i = j

0, when i ̸= j

(3.55)

該投影在混沌多項式展開理論中則稱為 Galerkin Projection。
瞭解了混沌多項式展開的一般式後，本研究操作混沌多項式展開的步驟如下：

1. 決定不確定模型參數之分佈及基底函數
在廣義混沌多項式展開的特色為不確定模型參數的分佈會決定不同的一維多項
式基底函數 [104]，例如：高斯分佈對應到的基底函數為 Hermite polynomials、
均勻分布對應到的多項式為 Legendre polynomials，Beta 分佈對應到的為 Jacobi
polynomials，Gamma 分佈對應到的為 Laguedre polynomials。本研究假設所有
的不確定模型參數皆為均勻分布，所使用的基底函數為 Legendre polynomials，
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且對應的隨機變數範圍在 −1 ≤ ξ ≤ 1，不同階數的基底函數可由查表取得 [133]，
如表所示：

表 3.2: Legendre polynomials

lk P lk(ξk)

0 1

1 ξk

2 1
2 (3ξ

2
k − 1)

3 1
2 (5ξ

3
k − 3ξk)

4 1
8 (35ξ

4
k − 30ξ2k + 3)

5 1
2 (63ξ

5
k − 70ξ3k + 15ξk)

6 1
16 (231ξ

6
k − 315ξ4k + 105ξ2k − 5)

7 1
16 (429ξ

7
k − 693ξ5k + 315ξ3k − 35ξk)

...
...

pb
∑

r=k,k−2,...
(2r+1)k!

2(k−1)/2( 1
2 (k−1))!(r+k+1)!

ξr

2. 決定多項式最高次數
混沌多項式中的每一個項都是由多個一維的基底函數相乘而得，每一個維度的多
項式都一定會參與在張量積當中，因此該組混沌多項式中的多項式總項數之計算
為重複排列的問題，可由最大次數 pb 與隨機變數的個數 np 來決定

S =
(np + pb)!

np!pb!
(3.56)

由此可知多項式的項目總數會隨著 np 和 p的增加急遽上升，同時也會增加建立模
型所需要的取樣次數和複雜度。因此，選定適當的 pb，將擁有無限項的一維基底
函數之高次項截斷 (Truncate)，限制混沌多項式的項目總數為有限數 S，可改寫
式3.53為：

X(ϑ) =
S∑
j=1

cjψj(ξ(ϑ)) (3.57)

3. 建立混沌多項式
對擁有 ξ1, ξ2, ..., ξnp 的混沌多項式來說，其每一項多項式都是由單一維度的多項
式相乘且總次數小於 pb。舉個簡單的例子說明，假設限制最高次項 pb = 3，則可
以容納兩個不確定模型參數 ξ1, ξ2 的混沌多項式 Ψ(ξ1, ξ2)所包含的項為兩個一維
的基底函數乘積且次數小於 3的所有可能列於下表：
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表 3.3: n = 2, pb = 3時混沌多項式的所有多維度項

j α ψα = ψj

0 [0,0] ψ0 = 1

1 [1,0] ψ1 = ξ1

2 [0,1] ψ2 = ξ2

3 [2,0] ψ3 = 1
2 (3ξ

2
1 − 1)

4 [1,1] ψ4 = ξ1ξ2

5 [0,2] ψ5 = 1
2 (3ξ

2
2 − 1)

6 [3,0] ψ6 = 1
2 (5ξ

3
1 − 3ξ1)

7 [2,1] ψ7 = 1
2 (3ξ

2
1 − 1)ξ2

8 [1,2] ψ8 = ξ1
1
2 (3ξ

2
2 − 1)

9 [0,3] ψ9 = 1
2 (5ξ

3
2 − 3ξ2)

因此，當 pb = 3時，一般化 Ψ(ξ1, ξ2)的係數後，可以表示為：

Ψ(ξ1, ξ2) ∼= a0 + a1ξ1 + a2ξ2 + a3(3ξ
2
1 − 1) + a4ξ1ξ2 + a5(3ξ

2
2 − 1)

+ a6(5ξ
3
1 − 3ξ1) + a7(3ξ

2
1 − 1)ξ2 + a8ξ1(3ξ

2
2 − 1) + a9(5ξ

3
2 − 3ξ2)

(3.58)

4. 計算係數
由上步驟所決定的混沌多項式可以解釋為一個由隨機變數組成的框架，不論是對
於系統輸入的不確定模型參數 X(ϑ)或是系統輸出的 y(ϑ)，都可以用同樣的多項
式組合表示，僅有多項式的係數不同。且由於混沌多項式是多項式的線性組合，
因此係數的求解可以透過蒙地卡羅取樣及最小平方法達成。

對求解不確定模型模型參數X(ϑ)的混沌多項式係數而言，首先生成 ξ(1), ξ(2), .., ξ(N)

個隨機變數，根據式3.57，可將式子寫為：

X(1)

X(2)

...

X(N)


N×1

=



ψ1(ξ(1)) ψ2(ξ(1)) · · · ψS(ξ(1))

ψ1(ξ(2)) ψ2(ξ(2)) · · · ψS(ξ(2))

...
...

. . .
...

ψ1(ξ(N)) ψ2(ξ(N)) · · · ψS(ξ(N))


N×S



c1

c2

...

cS


S×1

(3.59)

由於不確定模型參數的樣本產生皆是由隨機變數經過平移縮放所得來，因此 X矩
陣為已知；ψ 矩陣內容可將隨機變數直接代入多項式中即可求得矩陣每個位置的
數值，因此也可作為已知。此時係數矩陣 c即可由 c = (ψTψ)−1ψTx求得。
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同樣的，若一系統將同一組不確定模型參數代入系統，輸出為 y(ϑ)，也可表示為：

y(1)

y(2)

...

y(N)


N×1

=



ψ1(ξ(1)) ψ2(ξ(1)) · · · ψS(ξ(1))

ψ1(ξ(2)) ψ2(ξ(2)) · · · ψS(ξ(2))

...
...

. . .
...

ψ1(ξ(N)) ψ2(ξ(N)) · · · ψS(ξ(N))


N×S



d1

d2

...

dS


S×1

(3.60)

y為系統之輸出，可從模擬中以對應的輸入參得到，可作為已知。因此，y之係數
也可透過 d = (ψTψ)−1ψTx求得。

不論是對於不確定模型參數還是系統輸出，混沌多項式中都只有 S 個未知數需要
求解，在理想上僅需要進行實驗 S 次就可以將其機率分佈模型建立起來。但考量
到所使用的混沌多項式有經過截斷，使得最小平方法進行迴歸時會存在誤差，因
此根據 [134]，最佳的取樣次數在 2S ≤ N ≤ 3S。

透過以上四個步驟，即可將任意的隨機程序以混沌多項式展開的方式表達。

3.6.2 卡爾曼濾波器

卡爾曼濾波器是一種自迴歸濾波器，能夠從一系列的不完整和包含雜訊的量測中，
綜合所有量測資訊並給出動態系統的估測狀態。簡單來說，卡爾曼濾波器將帶有不確定
性的模型預測狀態 yf，與具有量測雜訊的量測值 z，將兩者的機率分佈以捲積的方式的
方式取得類似交集的機率分佈，得到估測狀態 ya 如圖3.20所示。

圖 3.20: 卡爾曼濾波器中結合預測及量測示意圖

而在 t = k 時所得到的狀態估測值，又可被用於預測 t = k + 1時的狀態。隨著系統
持續運作，卡爾曼濾波器也不停的進行迭代，如圖3.21(a) [135]所示。在應用上可以參
考圖3.21(b) [135]，圖中打叉色塊為物體的真實位置，但系統僅能提供兩個不準確的量
測，分別是兩個顏色的橢圓色塊，透過卡爾曼濾波器，可以在每一個時間點對位置的估
測值進行更新，達到較準確的位置估測。
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圖 3.21: 卡爾曼濾波器之應用示意 [135]

以數學方式來表達卡爾曼濾波器的運作時，系統架構如圖3.22所示：

圖 3.22: 卡爾曼濾波器架構

先定義動態系統的初始值為 t = t0 時，系統的狀態 y0 = y(t0)，且系統參數為 θ0。
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卡爾曼濾波器以一個時間單位 ∆t = tk − tk−1 進行更新，並以 k 紀錄迭代次數。整個卡
爾曼濾波器的運作主要可為三個主要結構：量測、預測、及更新，分別以 zk、yfk、及 yak
表示系統在時間為 tk時的量測狀態 (Measured state)、預測狀態 (Forecast state)、及估測
狀態 (Assimilated/Estimated state)。觀測矩陣 (Observer)H為狀態方程中的 C 矩陣，對
於模擬模型所輸出的狀態 y1, y2...進行線性疊加，將疊加結果作為模擬系統的觀測輸出
(Observed vector)，得到與真實系統輸出 z 相同的物理量。若觀測輸出為狀態的非線性
組合，該系統本身具有非線性，則觀測矩陣H中的每一項皆需要對系統偏微分，使H仍
然可以具有線性疊加的作用，這樣的應用屬於拓展形的卡爾曼濾波器 (Extended Kalman
Filter, EKF) [102]。Pk 為狀態 tk 時的誤差共變異矩陣 (Error covariance matrix)，用以
表示系統對狀態預測時的不確定性。瞭解卡爾曼濾波器所需要的元素後，進一步了解其
操作方法：

• 量測Measure
量測即針對真實系統的狀態進行量測後，得到系統的觀測輸出。然而雜訊在實驗
中確會直接影響到實驗，使得量測值為系統的狀態再加上於平均數為 0、為高斯分
佈的量測雜訊 ηk：

zk = H(yk + ηk), ηk ∈ N(0, Rk), ; zk ∈ RnO (3.61)

其中 nO 為系統觀測輸出 zk 的個數，y 為系統狀態的準確值。卡爾曼濾波器同時
考量到感測器在進行量測時會有偏差，因此在系統中加入建立由各個觀測輸出 zk

的量測誤差所組成的雜訊共變異矩陣 Rk，如式3.6.2。其中，ns為狀態的個數，而
Rik 則是第 i個狀態 zi 在 tk 時的變異數，i = 1, ..., nO。

Rk =



R1k 0 · · · 0

0 R2k · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · RnOk


nO×nO

(3.62)

矩陣中，需要先取得量測雜訊的變異數，使 Rk 矩陣為已知。同時，雜訊變異數可
能會隨著量測值的大小而改變，因此 Rk 不一定是固定的，而有可能會隨著每個時
間點根據量測值進行調整。

• 預測 Predict
預測所指的是將前一個時間點 tk−1 時所得到的估測狀態及共變異矩陣代入模擬模
型中。模擬模型中的M 是一個模型的求解器，可從自 yk−1 計算下一個時間點的
狀態 yk。需要留意的是，卡爾曼濾波器所預測的狀態，並不是單一個數值，而是
考量到量測不確定而產生的一個分佈。
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• 更新 Update
更新為卡爾曼濾波器結合量測狀態分佈及預測狀態分佈，透過卷積所計算出能代
表該時間下的估測狀態及估測誤差共變異矩陣。更新後的估測狀態 yak 及估測誤差
共變異矩陣 P a

k 是由預測狀態 yfk、預測狀態的共變異矩陣 P f
k、及量測狀態 zk，更

新方式如下：

yak = yfk + P f
kH(Rk +HP f

kH
T )(zk −Hyfk ) = yfk +K(zk −Hyfk ) (3.63)

P a
k = P f

k − P f
kH(Rk +HP f

kH
T )HP f

k = P f
a (I −KH) (3.64)

透過更新步驟得到的估測狀態 yfk 及估測誤差共變異矩陣 P f
k，在 tk+1 時會作為

模型求解器 M 的輸入，並預測 tk+1 時的預測狀態 yfk+1 及預測誤差共變異矩陣
P f
k+1。

整合上述資訊，卡爾曼濾波器的狀態可以圖3.23簡化。

圖 3.23: 卡爾曼濾波器狀態運作簡圖

3.6.3 應用多項式混沌展開與卡爾曼濾波器於參數校準

基於混沌多項式之卡爾曼濾波器 [104]，以下稱之為 PC-KF (Polynomial Chaos-
Based Kalman Filter, )，被應用於參數校準時，須先完成兩項調整：

1. 資料分佈以混沌多項式展開
PC-KF在與一般卡爾曼濾波器最不同的地方在於，當一般的卡爾曼濾波器在進行
更新時，須將同一個狀態於分佈內的所有樣本都進行更新及預測，而在 PC-KF
中，被更新和被預測的是混沌多項式的係數。因此，針對系統中以分佈表示的輸
出狀態 yfk 及作為不確定模型參數的 θfk，都須先透過同一組混沌多項式進行展開，
如式3.65及式3.66。其中，該組混沌多項式須依據系統中不確定模型參數的數量及
分佈，來生成可包含對應維度的多維度混沌多項式之線性組合。

yfm,k =
S∑
j=1

(yfm,k)
jψj(ξ), 1 ≤ m ≤ ns (3.65)
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θfi,k =
S∑
j=1

(θfi,k)
jψj(ξ), 1 ≤ i ≤ np (3.66)

2. 卡爾曼濾波器須考慮不確定模型參數的變異
卡爾曼濾波器若將參數的變異列入率波器中，則圖3.22中的模擬模型需延伸為：yfk

θfk

 =

M(tk−1, y
a
k−1, θ

a
k−1)

θak−1

 (3.67)

誤差共變異矩陣也需包含不確定模型參數之變異：

P f
k = Cov


yfk
θfk


 =

 Cov(yfk ) Cov([yfk , θ
f
k ])

Cov([θfk , y
f
k ]) Cov(θfk)

 =

(Pyy)fk (Pyθ)
f
k

(Pθy)
f
k (Pθθ)

f
k


(3.68)

Kalman Gain矩陣因誤差共變異矩陣的延伸因此改寫為：

Kk = Pk

HT

0

 (Rk +H(Pyy)
f
k)H

T )−1 =

(Pyy)fkHT

(Pθy)
f
kHT

 (Rk +H(Pyy)
f
kH

T )−1

(3.69)

因此，可將卡爾曼濾波器的更新步驟以下式表示：yak
θak

 =

yfk
θfk

+Kk(zk −H

yfk
θfk

) = (I−KkHk)

yfk
θfk

+Kkzk (3.70)

透過上述兩項調整，即可以將混沌多項式展開應用於卡爾曼濾波器進行參數校準。
接下來，即可將混沌多項式代入卡爾曼濾波器中。將 yk 及 θk 以 PCE呈現，將方程式改
寫為：

∑S
j=1(y

a
k)
jψj(ξ)

∑S
j=1(θ

a
k)
jψj(ξ)

 = (I−KkHk)


∑S

j=1(y
f
k )
jψj(ξ)

∑S
j=1(θ

f
k)
jψj(ξ)

+Kkzkψ
1(ξ), j = 1, ..., S

(3.71)
須留意的是，量測狀態 zk 為單一量值而非分佈，因此在式3.71中，zk 所對應到的

為混沌多項式的第一項 (常數項) ψ1(ξ) = 1。在式3.71中的混沌多項式共為 S 個多項式
所組成。為了使卡爾曼濾波器可以將混沌多項式中的係數分開校準，可將式3.71依序對
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ψj, j = 1, ..., S 進行 Galerkin Projection，由於不同的多項式彼此為正交，因此在投影的
運算上如式3.55，得到結果如下：(yak)j

(θak)
j

 = (I−KkH)(yfk )
j +Kkzkδ1j, j = 1, ..., S (3.72)

將式3.69代入3.72中，可得到經由卡爾曼濾波器更新後的不確定模型參數之 PCE係
數，可表示為：

(θak)
j = (θfk)

j + (Pθy)
f
kH

T (Rk +H(Pyy)
f
kH

T )−1(zkδ1j −H(yfk )
j), j = 1, ..., S (3.73)

當所有的混沌多項式展開係數都被更新之後，更新後的係數會組成一個一個新的分
佈作為對不確定模型參數的估側。在上述的步驟中，系統的狀態 yk 及誤差共變異矩陣
Pk 也都能隨著 PC-KF架構進行更新，並且根據混沌多項式理論，共變異數矩陣可以直
接透過混沌多項式展開的係數所求得，讓使用混沌多項式展開的效益可以被更完整的實
現在卡爾曼濾波器中。但本研究因模型和操作上的限制較難實現，因此並未採用，詳細
可參考 [134]。

3.7 參數校準驗證方法

模型驗證的最後一步，即為驗證模擬結果是否與真實系統的動態行為是吻合、或者
在統計的角度上可被認定是相同的。然而，動態系統的驗證非常的困難，對實驗而言，
重複多次會得到多筆時間序列資料，而同樣的對加入不確定因素模型的模擬模型重複
實驗多次，也會得到多筆時間序列資料。若對於純量輸出而言，可使用卡方檢定 (Chi
Square Test) 來檢驗兩分佈是否相同，但這樣的方法卻難以應用在輸出為時間序列的動
態系統輸出的檢定上。因此，本研究試著在基於假設檢定 (Hypothesis Testing) 的概念
下，提出一套適用於動態系統的模型驗證方法。
方法操作流程如下：

1. 於模擬模型中建立量測不確定性
為了使模擬模型能表現出真實系統在量測數據上的樣貌，特別是針對量測誤差的
模擬，因此首先需要模擬模型中建立不確定因素模型。通常可將量測誤差模型表
示為平均數為 0 之常態分佈模型，且標準差需先透過量測儀器或其他方法得知。
另外，需將模擬資料的取樣頻率調整為與真實系統相同。

2. 重複執行多次模擬
重複執行多次模擬後，可得到具有不確定的多筆模擬資料。假設模擬 N 次，每一
筆資料由 n個取樣資料點所組成，可表現如下：
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ysim =


ysim1 (1) ysim1 (2) · · · ysim1 (n)

ysim2 (1) ysim2 (2) · · · ysim2 (n)
...

... . . . ...
ysimN (1) ysimN (2) · · · ysimN (n)

 (3.74)

真實系統資料可以是單一次實驗數據，或者為多次實驗之平均值。真實系統的實
驗資料則可表示為：

yexp = [yexp(1), yexp(2), ..., yexp(n)] (3.75)

3. 建立模擬資料之信賴區間
分別計算模擬資料於第 i個時間點的資料 ysim(i) = [ysim1 (i), ysim2 (i), ..., ysimN (i)]T , i =

1, ..., n之平均數及標準差，並以 1.96倍標準差建立信賴區間上界及下界，如下圖
所示：

圖 3.24: 具量測不確定性之系統動態輸出信賴區間

4. 計算實驗資料於各取樣點之檢定統計量
計算第 i 個取樣點的實驗資料 yexp(i) 於第 i 個取樣點的模擬資料 ysim(i) =

[ysim1 (i), ysim2 (i), ..., ysimN (i)]T , i = 1, ..., n中的檢定統計量 (Test Statistic)，並透過
常態分佈之累積函數 (CDF)的反函數計算對應到的機率，即 α值。其中，為了方
便後續計算，不論檢定統計量為正或負，統一對其取決對值，讓統計檢定量可以
被鏡射於常態分佈之右側。在此步驟中，共可得到 i組 α值，表示為：

α = [α(1), α(2), ..., α(n)] (3.76)

將 α幾何平均數作為可以代表整筆資料的單一檢定統計量，即為：

αeq =
n

»
α(1)× α(2)× ...× α(n) (3.77)
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5. 假設檢定
以 αeq 為檢定統計量，建立假設檢定：

• H0：模擬模型與真實系統的輸出表現可被視為相同，即模型參數相同

• H1：模擬模型與真實系統的輸出表現不可被視為相同，即模型參數不同

if αeq ≥ 0.975, H0 is rejected, H1 stands

if αeq < 0.975, H1 is rejected, H0 stands

透過所建立的假設檢定流程，可以透過判斷真實量測資料與模擬資料是否相同，來
判斷參數的校準是否具有統計上的意義，完成參數校準的驗證。

3.8 小結

本章主要介紹針對複雜的動態系統進行全域敏感度分析之方法，透過結合低差異取
樣、替代模型、主成分分析，將動態系統的時間輸出轉換為單一輸出，並透過替代模型
生成多組樣本輸出，以實現建立可收斂、具可信度且全域敏感度指標。針對參數的激發，
本研究透過將參數化的系統操控作為最佳化的設計變數，並以全域敏感度指標建立了可
凸顯單一模型參數影響且最小化其他參數之交互作用的目標函數，透過最佳化方法得到
系統在激發參數時的最佳操作參數。以最佳參作參數操作系統後，利用基於混沌多項式
之卡爾曼濾波器，來校準各個不確定模型參數於混沌多項式之係數，最後得到參數的估
側分佈，作為參數校準的最終結果。
接下來的章節中，本研究將使用兩個數學按例來驗證提出方法的可行性及操作細節。

確認方法為可行後，將所提出之方法應用於車輛工程案例，並探討實際應用於複雜系統
上的優劣級及成效。
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第四章

單一輸出數學模型之不確定參數激發

在開發及驗證本研究所提出流程時，首先以數學模型取代複雜系統進行方法的探討。
使用數學系統優點主要有以下：

1. 數學系統較複雜系統簡單，且在分析時可以有絕對正確之答案作為依據，若使用
不同方法進行分析，可以針對結果進行誤差分析，驗證方法可行性

2. 數學系統運算速度較高，可針對計算環境和方法進行多次調整及測試

因此，本研究選定數學模型進行分析，在後續章節會針對所建立之方法進行可行性驗證
及比較。
本章期望可以透過數學模型，建構並示呈現操作參數及不確定模型參數所扮演的角

色，驗證透過最佳化操作參數凸顯出單ㄧ個設計參數之不確定性的可行性。

4.1 數學模型

4.1.1 數學方程式之參數組成

本研究選擇 Chen於發表之論文 [119]所使用之數學模型，在文中所提出的方法為針
對系統之全域敏感度指標進行解析解計算。本研究雖然不使用該方法，但仍然將其計算
結果作為驗證方法正確性之依據。數學模型如下：

f(x) = α1 + ex1[(θ1−1)2+θ22 ]+x2(θ
2
3+θ

2
4) + ex3[(θ2−1)2+θ21 ]+x4(θ

2
3+θ

2
4) (4.1)

其中，各項參數預設值如表4.1所示。
在數學模型中，x = {x1, x2, x3, x4}被視為數學模型之可調整的操作參數，也是本

研究的設計變數，可調整的範圍皆設定在 [0,−5]之間。而 θ = {θ1, θ2, θ3, θ4}則被視為
數學模型之具有不確定性的模型參數。本章的目的即為找到一組最佳的操作參數來最大
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表 4.1: 數學模型預設操作參數

α1 x1 x2 x3 x4

1 −2 −0.5 −2 −0.5

化模型參數的敏感度，可表達為：

x∗i = argmax
∂f

∂θi
, i = 1, 2, 3, 4 (4.2)

4.1.2 敏感度指標求解困境

Chen也在論文 [119]中提到，要求得敏感度指標的値並不是一件容易的事情，原因
是對於基於模擬 (Simulation-based)所得到的敏感度指標，會因取樣次數的不同而有所
變異，如表4.2所示。因此，Chen 才會提出了針對數學模型或替代模型 (Metamodel or
Surrogate Model)求得敏感度指標之解析解 (Analytical-based)的方法。

表 4.2: 比較解析解與蒙地卡羅法所得之敏感度指標

(S1, S
t
1) (S2, S

t
2) (S3, S

t
3) (S4, S

t
4)

Analytical Method (0.0033, 0.5798) (0.0033, 0.5798) (0.2063, 0.2220) (0.2063, 0.2220)

N = 100, 000 (0.0208, 0.5820) (0.0089, 0.5838) (0.2126, 0.2235) (0.2326, 0.2216)

N = 10, 000 (0.0787, 0.5809) (0.0518, 0.5835) (0.2126, 0.2235) (0.2326, 0.2216)

N = 1000 (0.2448, 0.6119) (0.3761, 0.6167) (0.4844, 0.2225) (0.2814, 0.2467)

然而，Chen 提出的這種解析分離變異數 (ANOVA Decomposition) 的基於變異數
(Variance-based)的方法雖然可以求得替代模型的準確敏感度指標，但建立解析解的過程
非常繁瑣且無法輕易由電腦展開，不容易快速求解。基於模擬的方法使用蒙地卡羅法得
到全域敏感度指標，雖然從上表中可以看見當取樣次數非常大時，所求得的解即可逼近
解析解，但考量到取樣次數與計算成本仍然存在ㄧ定正相關，因此不能毫無邏輯的將取
樣次數增加，而是得從全域敏感度指標的收斂性與取樣次數的關係來決定，才能找出既
有可信度又使運算最有效率之全域敏感度指標。

4.2 全域敏感度分析

本使用兩種全域敏感度指標計算方法求解並比較，分別為：

1. 直接求解法 (Direct Approach)：直接對數學模型進行多次取樣，計算其全域敏感
度指標
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2. 替代模型求解法 (Metamodel Approach)：針對數學模型建立其對應之替代模型，
並對替代模型求解其全域敏感度指標

面對數學模型，兩種方法都可以很容易求得敏感度指標。但，考量到工程的應用上，
研究目標多半非數學模型而是複雜系統，在單一次取樣過程中即會消耗非常多時間，計
算成本過大。因此，本節會著重探討替代模型求解法的細節操作，並以直接求解法所得
的解作為參考目標，計算其偏差。

4.2.1 直接求解法

直接求解法流程如圖4.1所示：

圖 4.1: 直接求解法演算流程圖

步驟說明如下：

1. 指定操作參數的數值及具有不確定模型參數之設計空間
預設之操作參數的數值與表4.1相同，在後續才會使用不同參數進行驗正；對於不
確定模型參數 x則將其變動範圍設定在 [0, 1]

2. 決定蒙地卡羅法的取樣次數 Nsampling

由於直接求解法在此僅作為參考用，且數學模型取樣速度非常快，因此並不會針
對此方法的取樣次數進行探討，將其預設為 Nsampling = 1e7次

3. 以低差異取樣方法建立樣本矩陣
在此案例中有四個模型參數，為建立兩組獨立之樣本矩陣，首先以低差異取樣方
法列建立行 (column)數為 4× 2 = 8個維度、列 (row)數為取樣次數 1e7的矩陣。
取出前四行作為第一組樣本矩陣 P，剩餘的四行作為第二組樣本矩陣 Q
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4. 建立獨立輸入樣本矩陣
依序將 P矩陣的第 i列與 Q矩陣的第 i列交換，經替換行的 P矩陣則作為 Ri 矩
陣，在本案例中 i = 1, 2, 3, 4，共建立四個獨立輸入樣本矩陣

5. 計算敏感度指標
將前步驟所產生的樣本矩陣 P、Q、及 Ri 依序代入數學模型中計算其函數輸出，
即可得到全域敏感度指標

運用直接求解法所得到敏感度指標與 Chen 的論文中得到的全域敏感度指標比較，
結果如下：

表 4.3: 直接求解法與解析解之比較

(S1, S
t
1) (S2, S

t
2) (S3, S

t
3) (S4, S

t
4)

Analytical Method (0.0033, 0.5798) (0.0033, 0.5798) (0.2063, 0.2220) (0.2063, 0.2220)

N = 10, 000, 000 (0.0033, 0.5798) (0.0033, 0.5798) (0.2063, 0.2220) (0.2063, 0.2220)

表中可以看到，在取樣次數達到 1e7時，直接求解法與解析解得到的敏感度指標幾
乎相同，因此可確認此方法的可行性。由於解析解僅提供模型參數在一組操作參數下的
解析解，在同一個數學模型中若改變操作參數則無法與解析解進行比對驗證。在後續的
操作中若有更改操作參數，皆假設透過直接求解法得到的敏感度指標為準確值。

4.2.2 替代模型求解法

考量到若將方法應用於實際工程案例中，取樣的速度並無法如同數學模型一樣快速，
使用直接求解法會使得計算成本非常高。因此，替代模型求解法則被應用於解決在有限
取樣次數下實現全域敏感度分析。
方法流程圖如圖4.2所示，方法共分為三個階段：數學模型初始取樣、EGO演算法、

以及全域敏感度分析。步驟的操作過程如下：

1. 指定操作參數的數值及具有不確定模型參數之分布空間
預設之操作參數的數值與前表相同，在後續才會使用不同參數進行驗正；對於不
確定模型參數 θ 則將其變動範圍皆設定在 [0, 1]。

2. 在設計空間中對模型參數進行低差異取樣點
於四個模型參數的設計空間中，使用低差異取樣創造四個維度、組數為 Ninitial 之
低差異數列，作為輸入樣本矩陣 θini。

3. 計算數學模型之取樣輸出
將步驟 2中產生的樣本矩陣代入數學模型中，得到數學模型輸出 yini。
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圖 4.2: 替代模型求解法演算流程圖

4. Kriging模型擬合
將 θini 作為輸入，yini 作為輸出，經由擬合建立 Kriging模型。擬合的結果除了會
得到 Kriging模型的參數外，同時得到在 Kriging模型中，變異數的最大值及其對
應到的樣本位置 θ∗，作為此案例的取樣指標。

5. 判斷模型擬合度是否具有一定可信
判斷模型是否需要進一步進行取樣以提升模型可信度，以收斂變異數 CV ar 作為
收斂條件，與 Kriging擬合之最大變異數進行比較判斷是否進一步進行取樣。若最
大變異數小於收斂變異數，即認定 Kriging模型能有效的表達數學模型；若最大變
異數大於 CV ar，則表示需再進行取樣，提升 Kriging模型可信度。

6. 使用取樣指標進行取樣並擬合新的 Kriging模型
以取樣指標 θ∗ 作為取樣點，經數學模型計算後取得對應的輸出 y∗。將 θ∗ 及原有
的取樣點 θ0、y∗ 及原有的取樣輸出 y0 組合為新的取樣點 θ 及取樣輸出 y，並再
次將 {θ, y} 作為輸入及輸出，合成新的 Kriging 模型。重複步驟 5 及步驟 6，直
到 Kriging模型的最大變異數達到收斂條件。

7. 對 Kriging模型進行參數之敏感度分析
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有了可信的 Kriging模型後，其全域敏感度分析方法與直接求解法相同，唯一不同
為將直接求解法中的數學模型以 Kriging模型取代，並且考量計算效率，將差異取
樣的樣本數設定為變數 NGSA，其餘的樣本矩陣建立及全域敏感度指標計算方法前
小節敘述相同。完成此步驟後即完成以間接求解法計算數學模型之全域敏感度。

間接求解法的步驟雖然複雜，但面對到取樣時間漫長的複雜系統，此方法為計算其
敏感度較有效率之方法。然而，在操作間接求解法時，仍有幾項參數被認定為會直接影
響敏感度計算結果，分別是：

1. 初始取樣數量 Ninitial：雖然有 EGO 演算法可使 Kriging 模型到達一定擬合可信
度，但初始取樣數量卻也直接的影響 EGO的迭代次數，在計算時間上亦是一大負
擔。再者，雖然 EGO可以保證取樣位置為最有效率之取樣點，但透過低差異取樣
方法進行初始取樣的結果仍然會與 EGO有些許差異，因此選擇適當的 Ninitial 在
求解過程中仍極為重要。

2. 收斂變異數 CV ar：收斂變異數直接決定了 Kriging模型中對尚未取樣位置預測時
的變異數大小，也決定了模型準確度。然而收斂變異數的大小影響了 EGO的迭代
次數，也間接地影響計算時間。

3. 全域敏感度分析之取樣次數 NGSA：在間接求解法中，取樣點會經由 Kriging模型
計算出輸出結果，在運算上仍有一定的時間消耗，因此 NGSA 是否選取適當仍需
由敏感度指標的收斂與否作為判斷依據。

由於無法透過系統化的方法得到演算參數的最佳組合，為了觀察上述三個參數對計
算結果的影響，首先對於參數的數量級進行測試，透過三個參數在不同水準下的組合來
探討參數數量及對收斂結果的影響。三個參數組合如表4.4所示。

表 4.4: 演算參數組合

Parameter Levels

Ninitial {100, 200, 300, 1000}

CV ar {0.01, 0.0025, 0.0001}

NGSA {1e5, 1e6}

針對表中的參數組合，共進行 21組實驗測試，分別記錄 EGO迭代次數及每個階段
所運用的計算時間，並對其敏感度指標計算結果與解析解進行比較及誤差分析。結果列
於表4.5及4.6。
從表4.5中可以看見，計算的時間主要來自於 EGO演算法及分析全域敏感度時使用

的蒙地卡羅法。
EGO演算法在進行搜尋取樣指標及更新 Kriging模型時所花費的時間會隨著迭代次

數呈現倍數成長，且成長時間與 Kriging模型本身所包含的擬合樣本數量有關係。在收
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表 4.5: 不同演算參數與各階段演算時間

set [Ninitial, CV ar,NGSA]
EGO

number

Kriging

Fitting time(s)

EGO

time

GSA

sampling time

total

time

1 [100, 0.01, 1e5] 7 0.0072 2.57 2.79 5.37

2 [100,0.01,1e6] 7 0.003 2.19 27.91 30.10

3 [100,0.0025,1e5] 17 0.0034 55.22 5.52 60.74

4 [100,0.0025,1e6] 17 0.0029 43.92 60.74 104.66

5 [100,0.0001,1e5] 393 0.0048 346.02 12.86 358.88

6 [100,0.0001,1e6] 393 0.004 319.82 193.63 513.45

7 [200,0.01,1e5] 1 0.0032 0.80 5.09 5.90

8 [200,0.01,1e6] 1 0.0028 0.40 50.10 50.50

9 [200,0.0025,1e5] 37 0.003 14.49 6.19 20.68

10 [200,0.0025,1e6] 37 0.0034 14.63 59.98 74.62

11 [200,0.0001,1e5] 92 0.0036 534.64 15.22 549.87

12 [200,0.0001,1e6] 92 0.0039 527.68 351.04 878.72

13 [300,0.01,1e5] 1 0.0029 1.06 7.58 8.65

14 [300,0.01,1e6] 1 0.0028 0.78 74.77 75.55

15 [300,0.0025,1e5] 1 0.0031 0.81 7.66 8.48

16 [300,0.0025,1e6] 1 0.0033 0.73 74.07 74.80

17 [300,0.0001,1e5] 65 0.0048 427.02 14.59 441.62

18 [300,0.0001,1e6] 65 0.0041 424.18 382.70 806.88

19 [1000,0.01,1e5] 1 0.0063 10.49 26.87 37.37

20 [1000,0.0025,1e5] 1 0.0065 10.37 26.50 36.87

21 [1000,0.0001,1e5] 26 0.0045 281.03 27.76 308.79

斂變異數為 0.0025時 EGO的迭代次數都僅有一次，代表著他們的初始取樣次數已經可
以使得擬合得到的 Kriging 模型具有一定的可信度，且在此案例中，擬合 Kriging 模型
的時間並不會受到取樣次數影響太多。從上述觀察結果可以得到結論：在此案例中，若
要提升演算效率並提升 Kriging模型的可信度，為避免 EGO迭代的計算時間花費，應增
加初始取樣 Ninitial。
從演算的時間來討論演算法的效能後，實際上來探討各組參數在演算後所得的結果

與解析解的差異。從表4.6中可以發現，誤差的數量級大約落在 1%到 5%之間，而更精
確的預測則可以使誤差縮小至 0.1%至 0.5%之間。考量到工程的需求以及對敏感度判讀
並不至於要求精確，因此將可接受誤差範圍設定在 1%以內。從表中整理不同的初始取
樣數量下，所需要達到誤差在 1%以內的最低條件及其時間花費，整理結果列於表。
考量到模型在不同的操作參數下，演算參數對預測結果準確度可能也會有相當的影

響。為了保證初始取樣本身就具有ㄧ定的準確度，盡可能減少 EGO 的迭代次數，同時
參考計算時間的多寡，在此案例中設定初始取樣次數 Ninitial = 1000。為了更準確計算

71



doi:10.6342/NTU202001406

表 4.6: 不同演算參數與誤差關係

[Ninitial, CV ar,NGSA] S1 S2 S3 S4 St
1 St

2 St
3 St

4

Set Analytical Solution 0.0033 0.0033 0.2063 0.2063 0.5798 0.5798 0.2220 0.2220

1
[100, 0.01, 1e5] 0.1057 0.1055 0.1129 0.1107 0.6031 0.6027 0.2540 0.2526

error -0.1024 -0.1022 0.0934 0.0956 -0.0233 -0.0229 -0.0320 -0.0306

2
[100,0.01,1e6] 0.1060 0.1061 0.1133 0.1104 0.6031 0.6027 0.2540 0.2526

error -0.1027 -0.1028 0.0930 0.0959 -0.0233 -0.0229 -0.0320 -0.0306

3
[100,0.0025,1e5] 0.0476 0.0476 0.2480 0.2470 0.5747 0.5745 0.2208 0.2196

error -0.0443 -0.0443 -0.0417 -0.0407 0.0051 0.0053 0.0012 0.0024

4
[100,0.0025,1e6] 0.0476 0.0474 0.2484 0.2469 0.5748 0.5746 0.2208 0.2196

error -0.0443 -0.0441 -0.0421 -0.0406 0.0050 0.0052 0.0012 0.0024

5
[100,0.0001,1e5] 0.0041 0.0043 0.2068 0.2072 0.5800 0.5800 0.2221 0.2219

error -0.0008 -0.0010 -0.0005 -0.0009 -0.0002 -0.0002 -0.0001 0.0001

6
[100,0.0001,1e6] 0.0040 0.0041 0.2072 0.2070 0.5801 0.5801 0.2221 0.2220

error -0.0007 -0.0008 -0.0009 -0.0007 -0.0003 -0.0003 -0.0001 0.0000

7
[200,0.01,1e5] 0.0590 0.0585 0.1489 0.1489 0.5912 0.5915 0.2311 0.2305

error -0.0557 -0.0552 0.0574 0.0574 -0.0114 -0.0117 -0.0091 -0.0085

8
[200,0.01,1e6] 0.0593 0.0589 0.1491 0.1486 0.5913 0.5916 0.2311 0.2305

error -0.0560 -0.0556 0.0572 0.0577 -0.0115 -0.0118 -0.0091 -0.0085

9
[200,0.0025,1e5] 0.0114 0.0118 0.2158 0.2136 0.5805 0.5806 0.2254 0.2236

error -0.0081 -0.0085 -0.0095 -0.0073 -0.0007 -0.0008 -0.0034 -0.0016

10
[200,0.0025,1e6] 0.0116 0.0118 0.2163 0.2136 0.5804 0.5807 0.2254 0.2236

error -0.0083 -0.0085 -0.0100 -0.0073 -0.0006 -0.0009 -0.0034 -0.0016

11
[200,0.0001,1e5] 0.0020 0.0022 0.2050 0.2053 0.5804 0.5803 0.2225 0.2223

error 0.0013 0.0011 0.0013 0.0010 -0.0006 -0.0005 -0.0005 -0.0003

12
[200,0.0001,1e6] 0.0019 0.0019 0.2054 0.2051 0.5804 0.5804 0.2225 0.2223

error 0.0014 0.0014 0.0009 0.0012 -0.0006 -0.0006 -0.0005 -0.0003

13
[300,0.01,1e5] 0.0072 0.0070 0.1989 0.1975 0.5866 0.5866 0.2270 0.2250

error -0.0039 -0.0037 0.0074 0.0088 -0.0068 -0.0068 -0.0050 -0.0030

14
[300,0.01,1e6] 0.0074 0.0074 0.1991 0.1972 0.5866 0.5867 0.2270 0.2251

error -0.0041 -0.0041 0.0072 0.0091 -0.0068 -0.0069 -0.0050 -0.0031

15
[300,0.0025,1e5] 0.0072 0.0070 0.1989 0.1975 0.5866 0.5866 0.2270 0.2250

error -0.0039 -0.0037 0.0074 0.0088 -0.0068 -0.0068 -0.0050 -0.0030

16
[300,0.0025,1e6] 0.0074 0.0074 0.1991 0.1972 0.5866 0.5867 0.2270 0.2251

error -0.0041 -0.0041 0.0072 0.0091 -0.0068 -0.0069 -0.0050 -0.0031

17
[300,0.0001,1e5] 0.0046 0.0048 0.2077 0.2080 0.5802 0.5802 0.2226 0.2222

error -0.0013 -0.0015 -0.0014 -0.0017 -0.0004 -0.0004 -0.0006 -0.0002

18
[300,0.0001,1e6] 0.0046 0.0046 0.2081 0.2079 0.5802 0.5802 0.2225 0.2222

error -0.0013 -0.0013 -0.0018 -0.0016 -0.0004 -0.0004 -0.0005 -0.0002

19
[1000,0.01,1e5] 0.0001 0.0003 0.2036 0.2042 0.5814 0.5813 0.2230 0.2229

error 0.0032 0.0030 0.0027 0.0021 -0.0016 -0.0015 -0.0010 -0.0009

20
[1000,0.0025,1e5] 0.0001 0.0003 0.2036 0.2042 0.5814 0.5813 0.2230 0.2229

error 0.0032 0.0030 0.0027 0.0021 -0.0016 -0.0015 -0.0010 -0.0009

21
[1000,0.0001,1e5] 0.0028 0.0026 0.2005 0.2012 0.5809 0.5808 0.2228 0.2228

error 0.0005 0.0007 0.0058 0.0051 -0.0011 -0.0010 -0.0008 -0.0008
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表 4.7: 使全域敏感度指標 < 1%之演算參數最低條件

Ninitial CV ar NGSA Time Needed(s)

100 0.0001 1.00E+05 358.88

200 0.0001 1.00E+05 549.87

300 0.0001 1.00E+05 441.62

1000 0.01 1.00E+05 37.37

全域敏感度指標，NGSA 的大小與全域敏感度的收斂關係仍需要進一步被探討。

4.3 替代模型求解與評估

在前小節中，三個重要的演算參數對計算時間及準確性的影響被深入探討，也透過
實驗決定了初始取樣次數。本節將進一步對 Kriging模型的擬合程度及預測性能進行分
析，用來確認所選定之演算參數具有足夠的信心水準替代原數學模型以計算全域敏感度
指標。本節所探討的目標主要有以下兩點：

1. Kriging模型之準確度評估：透過交叉驗證計算 Krging模型與數學模型輸出之誤
差及誤差百分比。

2. 探討最小 NGSA 之需求：比較在不同的取樣數量 NGSA 下所計算得到的全域敏感
度指標與解析解的誤差，並從中歸納出全域敏感度指標的收斂性，以決定 NGSA

的值。

4.3.1 Kriging模型擬合準確度評估

Kriging 模型的準確度評估可藉由交叉驗證得到，以前小節所設定的初始取樣次數
Ninitial 建立訓練 Kriging模型後，另外建立一組獨立的驗證樣本矩陣，分別以數學模型
和 Kriging模型得到模型的真實輸出及預測輸出，並計算兩者之間誤差的平均及標準差、
誤差百分比的平均及標準差、並計算 R2 及 RAAE。

Ninitial = 1000的三種模型準確度評估如下：

• 誤差分佈及誤差百分比分佈
圖4.3為 Kriging模型於交叉驗證中所呈現的誤差分佈與誤差百分比分佈圖，可看
見其誤差百分比平均為 0.000071%，且誤差百分比的標準差為 0.0000026，可見
其誤差百分比非常小。

• 系統真實輸出與 Kriging模型預測輸出比較
圖4.4選擇驗證樣本矩陣中任意 200組資料，直接比較數學模型輸出與 Kriging模
型之輸出，也可以看見兩者輸出差異非常小，誤差幾乎可以被忽略。
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• 準確度評估指標
計算其決定系數及其平均絕對誤差，可得到 R2

1000 = 0.9998 及 RAAE1000 =

0.0055。根據上述四項指標，可以判定 Kriging 模型可以非常有效的表達真實模
型。

圖 4.3: 初始取樣 1000次之誤差分佈

圖 4.4: 數學模型真實輸出與 Kriging模型預測輸出之比較

透過三種 Kriging模型擬合準確度評估的呈現，呈現了初始取樣次數為 1000次時，
Kriging模型可替代數學模型的精確程度，也證實了 Kriging模型可在高度信心水準下，
替代數學模型。
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4.3.2 全域敏感度指標之準確度評估

進一步探討 NGSA 與演算收斂的關係。分別以 NGSA = 1e4, 5e4, 1e5, 1e6, 5e6, 1e7

進行實驗，並列出 NGSA 與計算所得的全域敏感度指標的關係。
Ninitial = 1000 的實驗結果如圖4.5。圖中可看見曲線的趨勢在取樣次數到達 1e6

時，其全域敏感度指標幾乎不會有變化，表示收斂，且收斂值與解析解的計算結果相差
約在 0.0001∼0.004 之間；在取樣次數為 1e5 時，最大誤差約落在 0.003 左右；然而在
樣本數為 1e4時，所得的結果是幾組實驗中最接近解析解計算結果的，但在收斂實驗中，
卻不是 Kriging模型的全域敏感度收斂值。
從實驗結果可以得到結論：當 NGSA 達到 1e6 時，Kriging 模型會在誤差範圍

0.0001內呈現收斂，而在 NGSA 達到 1e4時，雖然未達到收斂的情形，但誤差仍在合理
範圍內，因此從此實驗中可以確定只要 NGSA 在 1e4以上，皆可以計算出具有可信度的
敏感度指標。

圖 4.5: 初始取樣 1000次之蒙地卡羅取樣與收斂關係

在實驗中也可以發現，在系統的全域敏感度指標非常小時，以 S1 為例，有可能會使
計算的敏感度指標呈現負數，在敏感度的意義上是不合理的。因此可以得到另一個結論：
使用基於模擬的方法計算全域敏感度指標，對於數值小的敏感度指標估測無法做到非常
精準，因此面對經由計算所得的敏感度，可判定與系統真實的敏感度約會存在 0.5%的
誤差。這項結論也讓我們對於後續估計系統以及進行最佳化演算時，能對演算結果的誤
差數量級有初步的了解。
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4.4 最佳化操作參數與準確度評估

4.4.1 最佳化操作參數之目標函數

所謂「最佳的操作參數」的意義，即為能最有效將單一個模型參數之不確定性凸顯
出來，或可稱為對參數的「激發」。為此，本研究使用主效應指標 Si 及總效應指標 Sti 為
依據，建立最佳化程序中的目標函式。以 θ1 為激發目標參數為例，建立目標函式如下：

Hp = (
St1 − S1

S1

+
S2 + S3 + S4

S1

) (4.3)

從方程式中可看見，欲使目標函式 Hp 有最小值，分母的 St1 − S1 表示 x1 的主效
應指標不只要被放大，與其他模型模型參數之間的交互作用需要被縮小；而另ㄧ項分母
S2 + S3 + S4 則表示其他模型參數的主效應指標也需要被縮小。本研究則期望透過此目
標函數，透過最佳化方法，可分別使不確定性 θ2, θ3, θ4 的偏差所造成的影響被凸顯。
利用第3.5.1節介紹的指標產生器 F (x)，將每個全域敏感度指標改寫為操作參數 x的

函式。對於目標函數而言，所有的項皆為各個參數的敏感度指標組成，因此也可以將目
標函式改寫為操作參數 x的函數。
透過方程式的結合和代換，以凸顯不確定參數 θ1 的影響為例，最佳化此目標函式的

一般式可以寫成：

min Hp(S,St) = (
St1 − S1

S1

+
S2 + S3 + S4

S1

)

w.r.t x

s.t. Ŝi = F̂mi
(x), i = 1, ..., 4

Ŝti = F̂ti(x), i = 1

∀{x,θ} ∈ F

(4.4)

4.4.2 最佳化結果及準確度評估

為了測試本研究所提出來的最佳化方法是否可以有效且準確的達成激發參數的效果，
本研究同時使用直接求解法對目標函數進行求解。此方法僅能在取樣成本非常低的數學
模型中才能使用，因此只被用於方法的驗證，而無法被實際應用於工程案例中。

直接求解最佳化演算法
與前小節所提到的直接求解法概念相同，直接求解即為不使用 Kriging模型取代原

系統來計算敏感度，方法流程如圖4.6所示。直接求解最佳化演算法步驟如下：

1. 由最佳化演算法指定操作參數 x的設計空間

2. 在模型參數中進行取樣，建立樣本矩陣 θMC
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圖 4.6: 直接求解最佳化演算法流程圖

3. 計算在操作參數及輸入樣本矩陣 θMC 時，由輸出計算各參數的全域敏感度指標

4. 透過敏感度指標計算目標函數於 x的輸出，並透過 DIRECT演算法尋找下一個操
作參數的取樣點

5. 重覆步驟 2至 4直到演算法收斂，即可求得最佳操作變數 x∗

直接求解法所得到的最佳解在這裡被認定為可以最大化特定參數之最佳操作參
數的標準答案，對於不確定參數 p = {θ1, θ2, θ3, θ4} 而言，所對應到的最佳操作參數
x∗1, x∗2, x∗3, x∗4 整理於表4.8：

表 4.8: 直接求解之最佳操作參數

Uncertain Parameter Operation Parameters

θi [x∗1 , x∗2 , x∗3 , x∗4]

θ1 [-1.3727 , -0.0309 , -4.9074 , -4.9691]

θ2 [-1.3727 ,-0.0309 , -4.9074 , -4.9691]

θ3 [-0.0926 , -0.6481 , -0.0926 , -0.6481]

θ4 [-0.0926 ,-0.6481 , -0.0926 , -0.6481]

各個不確定模型參數在對應的最佳操作參數下，對應到的敏感度列於表4.9及圖4.7。
由於對 θ1, θ2 及 θ3, θ4 來說，最佳的激發參數是相同的，因此圖4.7僅各自顯示一組

敏感度指標。參數的影響具有對稱性也可以從模型中觀察出來。
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表 4.9: 於直接求解法之最佳操作參數下各個模型參數之全域敏感度指標

Sensitivity Indices MSI and TSI of model parameters under optimal operation parameters (MSI,TSI)

θ1 θ2 θ3 θ4

cost 1.4547 1.4547 1.0355 1.0355

(S1, S
t
1) (0.3959,0.5483) (0.3959,0.5483) (2.37e-4,7.13e-4) (2.37e-4,7.13e-4)

(S2, S
t
2) (0.3959,0.5483) (0.3959,0.5483) (2.40e-4,7.09e-4) (2.40e-4,7.09e-4)

(S3, S
t
3) (0.0138,0.0594) (0.0138,0.0594) (0.4907,0.5077) (0.4907,0.5077)

(S4, S
t
4) (0.0138,0.0594) (0.0138,0.0594) (0.4907,0.5078) (0.4907,0.5078)

(a) θ1 及 θ2 於最佳操作參數激發下之敏感度指標

(b) θ3 及 θ3 於最佳操作參數激發下之敏感度指標

圖 4.7: 模型參數於直接求解法最佳激發操作參數下之敏感度指標

基於替代模型求解最佳化演算法
有了直接求解法的最佳解作為依據後，由基於替代模型方法所得到的解就可以被驗

證。基於模型法的操作步驟如下：

1. 使用低差異取樣，於操作變數 x 的設計空間中透過低差異取樣得到 x =

{x1, ..., xj, ..., xNopt}。在此案例中，Nopt = 96

2. 依序將 x1 至 xNopt 代入模型的指標生成函數 (見圖3.16，計算所對應的 4個主效應
指標 S1, ..., S4 及 4個總效應指標 St1, ..., S

t
4)
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3. 以 x 為模型輸入、依序以主效應及總效應指標作為模型輸出，共擬合生成 8 個
Kriging模型 (見圖3.17)，分別為 F̂m1(x), ..., F̂m4(x); F̂t1(x), ..., F̂t4(x)

4. 將 F̂m1(x), ..., F̂m4(x); F̂t1(x), ..., F̂t4(x)代換式4.4中的全域敏感度指標項，使目標
函數可作為操作參數 x的函數。

5. 經由最佳化演算法，求解基於替代模型求解法下的用於激發不同參數 θi 之最佳操
作參數 x∗i

將利用基於替代模型方法下所求得的最佳操作參數列於表，可看見與直接求解法的
最佳解有些微不同。表4.10列出使用基於替代模型法求解得到的最佳操作參數。

表 4.10: 基於替代模型法之最佳操作參數

Uncertain Parameter Operation Parameters

θi [x∗1 , x∗2 , x∗3 , x∗4]

θ1 [-1.1366,-0.1857,-4.7374,-4.0052]

θ2 [-1.1366,-0.1857,-4.7374,-4.0052]

θ3 [-0.0944,-0.6667,-0.0833,-0.6833]

θ4 [-0.0944,-0.6167,-0.0833,-0.6833]

將所求得的最佳操作參數代回至原替代模型中，並找出各個模型參數在對應的最佳
操作參數下所對應到的主效應指標及總效應指標，整理於表4.11。

表 4.11: 基於替代模型求解法之最佳操作參數下各個模型參數之全域敏感度指標

Sensitivity

Indices

MSI and TSI of model

parameters under optimal operation parameters (MSI,TSI)

θ1 θ2 θ3 θ4

cost 1.6496 1.6493 1.4306 1.4302

(S1, S
t
1) (0.3606,0.5170) (0.3606,0.5170) (0.0744,0.1100) (0.0744,0.1100)

(S2, S
t
2) (0.3606,0.5169) (0.3606,0.5169) (0.0744,0.1101) (0.0744,0.1101)

(S3, S
t
3) (0.0390,0.1009) (0.0390,0.1009) (0.3941,0.4148) (0.3941,0.4148)

(S4, S
t
4) (0.0389,0.1009) (0.0389,0.1009) (0.3941,0.4149) (0.3941,0.4149)

同時，為了驗證 Kriging模型預測的全域敏感度指標準確度，圖4.8中也同時將由基
於替代模型法所求得的最佳操作參數代回真實模型，求出真實模型在該最佳操作參數下
的真實全域敏感度，與預測的敏感度指標進行比較。
透過細部來觀察兩種不同的求解方法在 Direct演算法中的求解歷程，可以判定求

得的最佳解是否為合理可以被合理的解釋。如圖4.9，可看見在左側欄中，所代表的意義
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(a) θ1 及 θ2 於最佳操作參數激發下之估測及真實敏感度指標

(b) θ3 及 θ3 於最佳操作參數激發下之估測及真實敏感度指標

圖 4.8: 模型參數於替代模型法之最佳激發操作參數下之估測及真實敏感度指標

為總效應和主效應的差收斂在較小值，同時主效應收斂在較大值，而4.9中右側欄可以
看見，對 θ1 和 θ2 來說，可以同時找到其他參數主效應相對小且自己的主效應較大的位
置，但對於 θ3 及 θ4 而言，受目標函式的限制，較難找到符合所有條件趨勢的解。然而
從圖4.9中可以看見不論是直接求解法或是基於替代模型法，收斂的趨勢都是相近的，並
且收斂的位置相差皆位於 10個百分點內。
從圖4.9中可以發現，不論是使用 Kriging模型進行全域敏感度的預測主效應指標或

是總效應指標時，仍然會與估測的真實數值有些許的落差，誤差範圍約介於 1% 至 3%
左右。

4.5 小結

本章以一個單一輸出的數學模型作為模型案例，驗證了將替代模型加入基於變異數
法之全域敏感度分析方法時，透過調整初始取樣及蒙地卡羅取樣數量，可以使替代模型
有效的取代原系統，也應該可以被應用於複雜系統的全域敏感度分析方法中。其次，本
章也驗證了將最佳化演算法中的目標函式以指標產生函數取代全域敏感度指標，直接透
過替代模型搜尋最佳解的方法是可行的。雖然在預測最佳操作參數的準確度並不至於精
確，誤差範圍約介於 1%至 3%之間，但由於工程應用對於透過此方法所求得的敏感度
需求並不會非常精準，根據方法驗證的結果，本研究認為此方法是可行且可以被應用的。
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圖 4.9: 兩種求解法之最佳化演算歷程
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第五章

動態輸出數學模型之不確定模型參數激發
與校準

在前章本研究以一個單一輸出的數學案例驗證了以替代模型結合最佳化方法來尋找
用於激發參數之效應的最佳操作參數。本章欲探討的，則是當分析對象的輸出為時間函
數的動態系統，是否也能以相同的概念來進行操作參數的最佳化及校準。本章建立一個
輸出為時間函數之動態輸出模型，首先驗證以結合替代模型及主成分分析於動態模型的
全域敏感度分析方法之可行性及準確性評估，並以與前章相同的方法驗證求解最佳化操
作參數方法與評估。完成驗證及操作參數的最佳化後，本章也將透過此數學模型及最佳
化操作參數，將混沌多項式展開及卡爾曼濾波器應用於數學模型的參數校準中，並進行
模型校準，確認方法的應用可行性及操作細節。

5.1 數學模型

本章所選擇的數學模型參考Wang於 [99]所應用之數學模型，為高度非線性且參數
耦合複雜的模型，且可明顯的觀察到參數的偏差對動態輸出的影響。數學模型如下：

y(t) = θ1x1 cos(
θ2 + x2
θ3

t) + θ3 log(x2)(sin(
1

x1
) +

√
x2tθ3x3)− 3 + ϵ (5.1)

其中，θ1, θ2, θ3 為不確定模型參數，在以均勻分布呈現，而 x1, x2, x3 為可調整的操
作參數，ϵ作為模型的量測雜訊。各項數值區間列於表5.1。
設定模型取樣時間為 15秒，取樣頻率為 100Hz，單筆資料供有 1500個資料點。將

操作參數預設為 x1 = 10, x2 = 0.5, x3 = 10，動態輸出模型於不確定因素下的輸出結果
如圖5.1。
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表 5.1: 動態輸出模型之參數分佈

不確定模型參數 θ1 θ2 θ3 ϵ

分佈區間 U(0.95, 1.05) U(0.95, 1.05) U(0.95, 1.05) N(0, 0.01)

操作參數 x1 x2 x3

操作區間 [5, 10] [0, 0.5] [0, 10]

圖 5.1: 動態輸出模型於不確定因素下之輸出

5.2 全域敏感度分析

本節同樣會以直接求解法及基於模型的全域敏感度計算方法來計算敏感度指標，後
者可被應用於複雜系統來降低取樣次數並藉此降低運算成本；前者僅能被應用於數學案
例中，可將其計算結果用來驗證基於替代模型方法的準確性。

5.2.1 直接求解動態系統全域敏感度指標

直接求解動態系統的全域敏感度指標流程可以圖5.2簡單表示。詳細操作步驟如下：

1. 建立獨立輸入樣本矩陣
自不確定模型參數 θ 的設計空間中以低差異取樣、根據式 3.30和式3.31，建立獨
立輸入樣本矩陣 P,Q,Ri。在此案例中，假設每個獨立輸入樣本矩陣的取樣次數為
Ninitial。對於量測雜訊的取樣，可以直接於高斯分佈下取隨機變數，或者可在均
勻分布空間中取樣後，再以反函數方式轉換為低差異之高斯分佈。

2. 進行模擬並輸出動態曲線
將獨立輸入樣本矩陣依序輸入模型中進行模擬，並將每個獨立輸入樣本矩陣的輸
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圖 5.2: 直接求解動態系統全域敏感度流程

出資料整理為：

y =


y1(1) y1(2) · · · y1(1500)

y2(1) y2(2) · · · y2(1500)

...
...

. . .
...

yNinitial
(1) yNinitial

(2) · · · yNinitial
(1500)


Ninitial×1500

3. 資料前處理
計算所有輸出資料在每一個時間點的平均，並將每一筆資料減去平均值，計算出
每一筆資料的在每個取樣時間時與平均相比的變異。減去平均後的資料可表示為：

y− ȳ = [ỹ1, ỹ2, ..., ỹ1500]Ninitial×1500 (5.2)

4. 建立共變異矩陣
建立 y− ȳ的共變異矩陣，並求得共變異矩陣的特徵值與特徵向量，並將變異數依
照大小排序，如式3.43。

5. 降低維度
在這個案例中，希望有達 99.9%的資料可以被保存。根據依序排列的特徵值，選
擇前 de個特徵值的合，使其合能大於所有特徵值總合的 99.9%。在此案例中，只
要初始取樣 Ninitial > 200，de皆為 5。
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6. 計算重要係數
透過上個步驟確定了截斷數 de = 5 後，表示每一筆資料在 K-L 重組時僅需要計
算 5個重要係數，即可幾乎還原原始資料。重要係數的計算方式可參考式3.46。此
時，所得到的重要係數為：

CP = [CP,1 CP,2 CP,3 CP,4 CP,5]

CQ = [CQ,1 CQ,2 CQ,3 CQ,4 CQ,5]

CR1 = [CR1,1 CR1,2 CR1,3 CR1,4 CR1,5]

CR2 = [CR2,1 CR2,2 CR2,3 CR2,4 CR2,5]

CR3 = [CR3,1 CR3,2 CR3,3 CR3,4 CR3,5]

CR4 = [CR4,1 CR4,2 CR4,3 CR4,4 CR4,5]

7. 計算重要係數之全域敏感度指標
將五個重要係數作為動態輸出模型的五個不同的純量輸出，根據式3.34及式3.36，
依序計算 C1 至 C5 的全域敏感度指標。此步驟結束，會得到每個不確定模型參數
對應的 5個重要係數的主效應指標及 5個總效應指標。

{S1,St1} = {(S1,1, S
t
1,1), (S1,2, S

t
1,2), ..., (S1,5, S

t
1,5)}

{S2,St2} = {(S2,1, S
t
2,1), (S2,2, S

t
2,2), ..., (S2,5, S

t
2,5)}

{S3,St3} = {(S3,1, S
t
3,1), (S3,2, S

t
3,2), ..., (S3,5, S

t
3,5)}

{Sϵ,Stϵ} = {(Sϵ,1, Stϵ,1), (Sϵ,2, St1,2), ..., (Sϵ,5, Stϵ,5)}

8. 指標融合
最後，即可將每個不確定模型參數的 5 組敏感度指標，融合成一組等效、具有代
表性的指標。將同一個不確定模型參數中的指標以對應的特徵值作為該指標的權
重，進行加權平均，即可得到單一指標。以 θ1 為例：

S1 =
1

I1 + I2 + I3 + I4 + I5
(S1,1I1 + S1,2I2 + S1,3I3 + S1,4I4 + S1,5I5)

St1 =
1

I1 + I2 + I3 + I4 + I5
(St1,1I1 + St1,2I2 + St1,3I3 + St1,4I4 + St1,5I5)

由於無法自文獻得到此模型各參數的全域敏感度準確值，且根據 [119]所敘述，使
用蒙地卡羅法求解全域敏感度指標會因取樣數量不同而有差異。因此在開始後續分析前，
本研究先以大樣本數生成輸出矩陣，直到全域敏感度指標及特徵值有明顯收斂值，則將
該收斂值作為全域敏感度指標準確的標準解。以不同大樣數計算求得的全域敏感度指標
如表5.2。從表5.2中可以看到，在初始取樣數為 1e6 時，指標的數值有明顯的收斂。因
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此可以將這組指標作為當操作參數 x1 = 10, x2 = 0.5, x3 = 10時，系統中不確定模型參
數的全域敏感度指標的準確值。

表 5.2: 動態輸出模型之各重要係數及等效全域敏感度指標與取樣數量之關係

Ninitial

θ1 θ2 θ3 Eigen value
(S1,St

1) (S2,St
2) (S3,St

3)

Overall

1000 (0.626,0.7028) (0.2903,0.3637) (0.0182,0.0182) 13302.5

100000 (0.6189,0.6998) (0.2821,0.363) (0.0181,0.0182) 13307.76

1000000 (0.6189,0.6998) (0.2821,0.363) (0.0181,0.0182) 13307.54

C1

1000 (0.6836,0.6896) (0.3166,0.3191) (0.0008,0.0009) 11343.28

100000 (0.6804,0.6856) (0.3136,0.3188) (0.0008,0.0008) 11347.11

1000000 (0.6804,0.6856) (0.3136,0.3188) (0.0008,0.0008) 11346.97

C2

1000 (0.3314,0.9296) (0.1115,0.7055) (0.0049,0.0061) 1565.973

100000 (0.2938,0.932) (0.0634,0.7016) (0.0047,0.0047) 1567.353

1000000 (0.2938,0.9321) (0.0633,0.7016) (0.0047,0.0047) 1567.263

C3

1000 (0.1406,0.1503) (0.2492,0.2639) (0.5913,0.596) 373.4143

100000 (0.1392,0.1524) (0.2507,0.2643) (0.5965,0.5969) 373.4537

1000000 (0.1392,0.1524) (0.2507,0.2643) (0.5965,0.5969) 373.4628

C4

1000 (0.1047,0.9661) (0.036,0.8826) (0.0047,0.005) 14.7957

100000 (0.1123,0.9714) (0.0228,0.882) (0.0056,0.0056) 14.787

1000000 (0.1125,0.9715) (0.0229,0.8819) (0.0056,0.0056) 14.785

C5

1000 (0.1799,0.2245) (0.3967,0.4462) (0.3797,0.3806) 5.0388

100000 (0.1778,0.2257) (0.3969,0.4451) (0.3772,0.3775) 5.0565

1000000 (0.1778,0.2257) (0.3968,0.4451) (0.3772,0.3775) 5.0565

5.2.2 基於替代模型之動態系統全域敏感度分析方法

考量到使用 Sobol法分析全域敏感度所需用的取樣次數需要非常多才能使指標收斂，
因此本研究針對現存的動態系統全域敏感度指標分析方法進行調整，在原本的流程中加
入替代模型的使用，流程概念可參考3.15。將此流程應用於本案例中，其流程與方法如
下：

1. 建立初始取樣獨立矩陣與系統模擬
以低差異取樣方法在不確定模型參數設計空間中取出 Ninitial 組初始取樣，並進行
模擬，得到 Ninitial 筆輸出資料。Ninitial 的建議須超過不確定模型參數數量的 100

倍。

2. 主成分分析
對輸出資料以 K-L轉換進行主成分分析，並透過降低維度將每一筆原始資料轉換
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圖 5.3: 基於替代模型之動態系統全域敏感度分析操作流程圖

為主成分與 de個重要係數的線性組合，同時記錄重要係數所對應的共變異矩陣特
徵值。

3. 擬合初代 Kriging模型
以初始取樣輸入矩陣為輸入，分別以第 1至第 de組重要係數作為系統輸出，共擬
合成 de個 Kriging模型。

4. 判斷初代 Kriging模型是否達收斂標準
由 K-L轉換進行主成分分析時，每一組重要係數的變異數皆為 1，因此在此可一
律將收斂變異數 CV ar設定為 0.05。考量到建議採樣的決策複雜度，EGO在計算
取樣指標時僅考慮最大特徵值所對應到的重要係數之 Kriging模型的準確度 (此項
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對全體的影響權重最高)。透過演算法搜尋 Kriging模型中的最大變異數及其設計
空間中的位置作為取樣指標 θ∗，並以最大變異數與 CV ar 進行比較判定是否需繼
續取樣以更新 Kriging模型。在這個案例中，考量到 EGO的演算時間，因此設定
對單一個 Kriging模型的 EGO迭代次數上限為 50次。

5. 更新 Kriging模型
以 θ∗ 作為系統輸入，並輸出得到對應的輸出資料 y∗。以 y∗ 來更新原輸出資料矩
陣，並重複步驟 2 4直到 Kriging模型達到收斂條件或達 EGO迭代次數限制，以
該 Kriging模型作為最終的 Kriging模型。

6. 建立獨立輸入樣本矩陣
自不確定設計變數的設計空間中，以低差異取樣方法建立取樣 NGSA 次的兩獨立
輸入樣本矩陣 P、Q、及 R1 ∼ R3。方法可參考式3.31。

7. 預測重要係數及全域敏感度分析
將 P、Q、及 R1 ∼ R3 依序輸入至 de個 Kriging模型，得到預測的重要係數。透
過式3.34及式3.36計算各個不確定設計參數的每個重要係數的主效應指標及總效應
指標。

8. 指標融合
將每個參數的 de項敏感度指標，以其對應的特徵項量作為權重，進行加權平均，
得到最終可代表系統不確定模型參數的敏感度指標。

透過此方法，可以在使用較少的系統模擬次數及達成可收斂的全域敏感度計算。然
而，與第四章所面臨的問題相同，演算的結果也會在三個演算參數所決定：初始取樣次
數 Ninitial、CV ar、及 NGSA。在後續章節中，本研究會先討論如何透過擬合準確度來
決定 Ninitial，並透過指標的收斂性來探討 NGSA。

5.3 替代模型求解與評估

本節首先探討初始取樣次數 Ninitial 與 Kriging模型準確度的關係。由於收斂變異數
CV ar 在並不會隨著操作參數不同而有改變，因此並不會將 CV ar 列入討論。在這一節
的討論中，模擬參數的設定會以本案例預設操作為主，在取樣成本的許可下進行探討，
並提出一個可供參考的流程。在其他案例中則須根據不同模型的運算時間、可承擔的運
算成本進行評估。本節分別對於 Ninitial = [200, 300, ..., 700, 800] 共 7 組不同的初始取
樣來探討其運算時間及準確度，最後決定一組最適當的演算參數。選定最適合的初始取
樣後，再針對 NGSA 與敏感度指標的收斂性進行探討，決定最有效率之 NGSA

5.3.1 Kriging模型擬合準確度評估

以 7 組不同的初始取樣各數進行模擬後，所得到的總運算次數、Kriging 模型擬合
時間、EGO演算法進行的時間 (包含取樣和模擬)、全域敏感度分析的時間、以及運算的
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總時間，都列於表5.3。

表 5.3: 動態輸出模型中不同初始取樣次數與各階段演算時間之關係

Ninitial Total simulation runs Kriging fitting time EGO time GSA time overall

200 249 0.6056 62.2007 3.3595 66.4893

300 319 1.2835 39.5943 4.2986 45.5606

400 413 2.4220 45.6761 5.7109 54.2130

500 507 4.2244 39.1923 7.0711 50.9197

600 603 6.7712 25.4634 8.5173 41.1856

700 701 10.3243 13.3260 10.0323 34.1392

800 800 15.1747 2.1041 11.4701 29.2579

自表5.3中可以發現，EGO 的迭代次數與演算時間為正相關，且樣本數越多時不論
是在進行 EGO的迭代還是全域敏感度分析，由於演算法在進行預測輸出值時會考量到
預測點與所有參與擬合的樣本之關係，所以速度相對會變慢。
進一步模型準確度評估，步驟如下：

1. 保留以初始取樣擬合的最終 Kriging模型。此時的初始取樣資料為訓練集

2. 建立輸入次數為 4000次之獨立輸入矩陣，並透過系統模擬得到其輸出

3. 透過 K-L轉換得到該筆資料的 de組重要係數，將此作為驗證集

4. 將驗證集的輸入矩陣輸入由訓練集擬合之 Kriging模型，得到預測輸出

5. 以驗證集輸出作為真實資料，計算與預測輸出之間的關係誤差分佈、R2、及
RAAE

自模型驗證中所計算不同的 Ninitial 下各個重要係數的 R2 及 RAAE 為：

表 5.4: 動態輸出模型之初始取樣數量及對應 R2

Ninitial C1 C2 C3 C4 C5

200 0.9946 0.9585 0.9801 0.8328 0.9748

300 0.9984 0.9866 0.9940 0.9155 0.9905

400 0.9990 0.9932 0.9953 0.9457 0.9920

500 0.9993 0.9976 0.9986 0.9682 0.9955

600 0.9996 0.9978 0.9988 0.9810 0.9979

700 0.9997 0.9985 0.9993 0.9832 0.9979

800 0.9998 0.9991 0.9995 0.9899 0.9987
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表 5.5: 動態輸出模型之初始取樣及對應 RAAE

Ninitial C1 C2 C3 C4 C5

200 0.0484 0.1273 0.1157 0.1938 0.1133

300 0.0256 0.0707 0.0602 0.1389 0.0657

400 0.0178 0.0448 0.0522 0.1216 0.0592

500 0.0143 0.0259 0.0226 0.0913 0.0424

600 0.0111 0.0238 0.0230 0.0666 0.0295

700 0.0092 0.0191 0.0162 0.0540 0.0269

800 0.0078 0.0158 0.0171 0.0442 0.0226

從表5.4及表5.5中可以發現，Ninitial 為 200至 400次時雖然有使用 EGO來強化模
擬模型，但模型準確性卻不如 Ninitial 為 500 次以上的實驗。因此可以知道在如此的
CV ar作為收斂條件下，EGO在此案例的效果並不顯著。從 R2 及 RAAE 中可以發現，
在樣本數較少時，Kriging模型針對 C4 的預測能力差異較為顯著。而觀察初始取樣次數
較大的實驗可以發現，在初始取樣次數自 500次增加至 600次時，各項重要係數在 R2

及 RAAE 上皆顯示有明顯的成長，而在初始取樣次數達到 600次後，模型的準確度隨
著取樣次數增加的程度則不明顯，如圖5.4所示。

圖 5.4: 初始取樣次數與模型準確度評估指標之關係

因此，從上述的模型準確度評估中，可以看到取樣次數 600次，且不使用 EGO時，
可使用較有效率的計算成本建立預測能力較好的 Kriging模型。比較初始取樣次數 200
次、600次、及 800次時的誤差分佈，比較如圖5.5至5.7所示。
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圖 5.5: 動態輸出模型初始取樣 200次之重要係數預測誤差分佈

圖 5.6: 動態輸出模型初始取樣 600次之重要係數預測誤差分佈

比較誤差分佈可以看到當初始取樣次數從 200次增加至 600次時，在誤差分佈上可
以看到誤差百分比有顯著的縮小，而 600 次提升至 800 次除了 C1 有明顯的提升之外，
其他的誤差提升較不顯著。
從誤差分佈瞭解模型擬合度的不同後，可以直接從重要係數的真實值與 Kriging模

型的預測值來觀察誤差程度。自三組不同初始取樣次數的實驗中各取出前 80 組重要
係數，分別列出來自直接計算的重要係數以及 Kriging模型預測的重要係數。從圖5.8、
圖5.9、和圖5.10中可以看到透過計算及透過 Kriging預測的重要係數之比較，圖中藍色
空心圓為來自計算之重要係數，紅色點為來自 Kriging預測之重要係數，而橫軸為取樣
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圖 5.7: 動態輸出模型初始取樣 800次之重要係數預測誤差分佈

編號，資料前後並無關聯。從圖中可到，對 C4 之預測在每一種不同的初始取樣實驗中，
預測皆有較明顯的偏差。從圖5.8中可看見初始取樣次數僅 200次的實驗，在大多數的預
測中都帶有偏差，特別在預測絕對值較大的重要係數時更為明顯；從圖5.9中可看見，取
樣次數為 600次時，對於絕對值較小的重要係數幾乎已經可以準確的預測，僅在絕對值
較大的重要係數偏差較明顯，這也與 Kriging 模型本身的曲面特性有關；從圖5.10中可
看見，取樣次數為 800次時，在絕對值較大的重要係數可以做到更好的預測，但整體而
言與取樣次數 600次時的預測品質相差不大。
擬合準確度評估的最後，在驗證取樣中，隨意選擇一次取樣，透過由 K-L轉換來重

組輸出曲線，直接觀察真實曲線、K-L轉換重組、及 Kriging預測重要係數重組，來判
斷所選擇的參數是否為可用。圖5.11、圖5.12、與圖5.13分別比較了同一組模型參數在
三種取樣次數實驗中的輸出曲線與重組曲線的差異。在取樣次數為 200次時，可以看到
K-L重組與 Kriging模型預測重組的曲線皆與真實輸出有所差距；而取樣次數為 600次
及 800 次的曲線比較中，則幾乎看不出差距。若將其放大來看，在 t=15(s) 時，兩者由
Kriging模型重組的曲線與真實輸出曲線約會有 0.3的差距，為可接受差距。除此之外，
觀察兩者的局部放大圖，可發現兩者的偏差狀況相差不遠，表示 Kriging模型的預測能
力差異不大。
綜合以上，透過誤差分佈、重要係數比較、及曲線重組和運算時間來選擇初始取樣

次數，本案例決定以 Ninitial = 600來進行後續模擬。另外，考量到 EGO在此案例中在
模型準確度的提升上效果有限，且占用的運算成本相對取樣成本來的更高，因此在此案
例中並不會使用 EGO於模擬中。
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圖 5.8: 動態輸出模型初始取樣 200次之重要係數預測及真實比較

93



doi:10.6342/NTU202001406

圖 5.9: 動態輸出模型初始取樣 600次之重要係數預測及真實比較
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圖 5.10: 動態輸出模型初始取樣 800次之重要係數預測及真實比較
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圖 5.11: 動態輸出模型初始取樣 200次之輸出曲線重組比較

圖 5.12: 動態輸出模型初始取樣 600次之輸出曲線重組比較

圖 5.13: 動態輸出模型初始取樣 800次之輸出曲線重組比較
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5.3.2 全域敏感度指標之準確度評估

決定了初始取樣次數，為確保 Kriging 模型可以準確預測重要係數，使 Kriging 模
型可以有效取代真實系統後，接著則須決定 NGSA 的數量使全域敏感度指標可以收斂。
以不同的取樣次數 NGSA 所計算得到的全域敏感度指標，可以下圖呈現：

圖 5.14: 動態輸出系統於不同全域敏感度取樣次數之收斂性

從圖5.14中可以看見，主效應指標會隨著取樣次數的增加而有較明顯的收斂性，收
斂結果也與真實數值較接近；但對於總效應指標，似乎在收斂性不受到取樣次數的影響，
甚至較偏離真實數值。因此，在這個案例中，決定 NGSA 的關鍵就來自於主效應指標的
收斂性。根據圖5.14，在 NGSA 達到 4000 次時，敏感度指標會有較明顯的收斂，且對
於 Kriging模型的取樣成本非常低，對取樣時間負荷較小，因此透過收斂性的探討決定
NGSA 設定在 4000次。
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5.4 最佳化操作參數及準確度評估

瞭解如何對動態系統進行不確定模型參數的全域敏感度分析之後，同樣的，可以透
過設定適當的目標函數，以最佳化方法求解能凸顯目標參數效益同時降低參數間的耦合
度和其他參數的影響。本節將介紹目標函數的設定，並提出基於替代模型的最佳化方法，
提升演算效率。

5.4.1 最佳化目標函數

此案例的最佳化操作參數之目標函數參考式4.4進行些微調整，將變異數同時加入至
目標函數中。考量到全域敏感度指標本身已經對總變異數進行一般化，所呈現的指標為
比較單一組 (同一個操作參數)實驗中各個不確定模型參數的敏感度大小，卻不能直接用
於表達不同組實驗 (不同的操作參數) 之間不確定模型參數對系統輸出變異的大小。因
此，為了能夠實現跨組的比較，目標函數則需要同時考慮該組實驗的總變異數，即可將
全域敏感度指標轉變為表示不確定模型參數所貢獻的變異量。以凸顯 θ1 的效應為例，修
正後的目標函數如下：

Hp =
1

V ar
(
St1 − S1

S1

+
S2 + S3

S1

) (5.3)

與單一輸出模型相同，目標函數中的所有項次皆可以透過將流程化簡為指標產生函
數 F (x)表示為操作參數 x的函數。使用於動態輸出模型的指標產生函數經調整可表示
如下：

圖 5.15: 動態輸出系統之指標產生函數示意圖
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將敏感度指標和系統變異數透過指標產生函數，最佳化此目標函式的一般式可以寫
成：

min Hp(S,St) =
1

V ar
(
St1 − S1

S1

+
S2 + S3

S1

)

w.r.t x

s.t. ∀{x,θ} ∈ F

(5.4)

5.4.2 最佳化結果與準確度評估

使用基於替代模型法進行最佳化的方法，在使用前仍需要被妥善評估。因此，在本
節會分別使用直接求解法和基於替代模型求解法進行最佳化結果的比較。其中，直接求
解法僅適合應用於取樣成本低的數學模型中，在複雜系統中的應用成本相對非常高，因
此僅適合用在此案例中作為方法的驗證。

直接求解最佳化演算法
本章所使用的直接求解法流程與前章所使用的流程非常相似，僅針對全域敏感度分

析方法加入主成分分析，對系統輸出動態進行動態分析。直接求解最佳操作參數的流程
如下：

圖 5.16: 動態輸出系統之直接求解最佳化演算法

1. 輸入操作參數至系統
使用 DIRECT 演算法產生第一組操作變數，將操作變數輸入至系統中進行模擬，
得到多筆模擬輸出的動態資料

2. 主成分分析
以 K-L轉換進行主成分分析，將動態資料轉換為多筆重要係數及特徵值總合作為
總變異數

3. 計算全域敏感度指標
以重要係數計算各個不確定模型參數之主效應指標及總效應指標

4. 計算目標值
將主效應指標、總效應指標、與總變異數代入至目標函數，計算目標值
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5. 判斷是否收斂
由 DIRECT演算法判斷目標函數是否達收斂；若未達到收斂條件，則產生一組新
的操作參數，並重複所有步驟

透過直接求解法得到用於激發 θ1 ∼ θ3 的最佳操作參數列於表。

表 5.6: 激發各個不確定模型參數之最佳操作參數

Uncertain Parameter Operation Parameters

θi [x∗1, x∗2, x∗3]

θ1 [9.7222, 0.4722, 0.5556]

θ2 [9.7222, 0.0278, 9.4444]

θ3 [5.0001,0.1140,9.9997]

將三組最佳操作參數分別代入系統中，由系統模擬後所得到的各個不確定模型參數
之全域敏感度指標，則列於下表：

表 5.7: 於直接求解法之最佳操作參數下各個模型參數之全域敏感度指標

Sensitivity Indices MSI and TSI of model parameters under x∗

θ1 θ2 θ3

(S1, S
t
1) (0.6480, 0.7254) (0.4329, 0.4878) (0.3418, 0.3877)

(S2, S
t
2) (0.2756, 0.3538) (0.4809, 0.5271) (0.4461, 0.4925)

(S3, S
t
3) (0.0004,0.0008) (0.0422, 0.0425) (0.1678, 0.1678)

V ar 11977 9661 3454

基於替代模型最佳化演算法
基於替代模型之最佳化演算法可參考式4.4，同樣的將目標函數中的全域敏感度指標

替換程指標產生後，以最佳化用於激發 θ1 之操作參數，可得到最佳化一般式為：

min Hp(Ŝ, Ŝt) =
1

ˆV ar
(
Ŝt1 − Ŝ1

Ŝ1

+
Ŝ2 + Ŝ3

Ŝ1

)

w.r.t x

s.t. Ŝi = F̂mi
(x), i = 1, ..., 3

Ŝti = F̂ti(x), i = 1

ˆV ar = F̂V ar(x)

∀{x,θ} ∈ F

(5.5)

其中，目標函數中的指標與變異數皆以指標產生函數表示，而指標產生函數則以替
代模型取代，流程可參考3.17。本案例的操作步驟如下：
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1. 建立操作參數樣本矩陣
以操作參數為設計變數，在本案例中以 x1,x2,和 x3 的分佈建立設計空間，並以 5
種水準的全因子設計進行取樣，共取樣 125次。

2. 以基於替代模型之全域敏感度求解法計算全域敏感度指標及變異數
將操作參數輸入矩陣輸入系統，以 Ninitial = 600、NGSA = 4000依序計算對應的
全域敏感度指標 S1, S2, S3、St1, St2, St3、及變異數 V ar。

3. 建立指標產生函數之 Kriging模型
以操作參數樣本矩陣為輸入，分別以其對應到的全域敏感度指標與變異數建立
Kriging模型。在此案例中，共需要建立 7個 Kriging模型。完成建立指標產生函
數後，將目標函數中的全域敏感度指標與變異數替換為對應的指標產生函數。

4. 操作參數最佳化
以 DIRECT 演算法計算最佳操作參數。當演算法計算出取樣點時，目標函數則會
透過指標產生函數對指標和變異數進行預測，將所得到的預測值代入目標函數中，
即可得到目標函數值。演算法的計算結果即為最佳化操作參數。

使用基於替代模型求解用於激發三個參數的最佳操作參數，紀錄於表中：

表 5.8: 基於替代模型求解之最佳操作參數

Uncertain Parameter Operation Parameters

θi [x∗1, x∗2, x∗3]

θ1 [9.8333,0.4883,0.3333]

θ2 [9.7222, 0.0278, 9.1667]

θ3 [5.0333, 0.0250, 9.8444]

將最佳操作參數代入系統中，以基於替代模型之全域敏感度方法計算全域敏感度指
標，可得到結果如下表：

表 5.9: 使用基於替代模型法求解之最佳操作參數下各模型參數之全域敏感度指標

Sensitivity Indices MSI and TSI of model parameters under x∗

θ1 θ2 θ3

(S1, S
t
1) (0.6507, 0.7323) (0.4401, 0.5006) (0.3463, 0.3926)

(S2, S
t
2) (0.2688, 0.3511) (0.4491,0.5101) (0.4910, 0.5275)

(S3, S
t
3) (0.0004,0.0007) (0.0520,0.0522) (0.1419,0.1420)

V ar 12206 9469 3242
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最佳化演算法準確度評估
將透過兩種方法所得到的全域敏感度指標以圖5.17表示，可以看到兩種方法所得到

的全域敏感度指標相差並不大，最大誤差範圍約為 5%，為可接受範圍。

(a) θ1 於最佳操作參數激發下之敏感度指標比較

(b) θ2 於最佳操作參數激發下之敏感度指標比較

(c) θ3 於最佳操作參數激發下之敏感度指標比較

圖 5.17: 模型參數於最佳激發操作參數下之敏感度指標

從圖5.17中可看到，θ1 相較於其他兩者，全域敏感度較大，而 θ3 則相對較小，儘管
在設計於激發 θ3 的操作參數下，其全域敏感度指標依然小於 θ1 和 θ2。但儘管如此，仍
然可以明顯的看到於5.17中 θ3 的全域敏感度指標明顯的大於其他兩者，表示操作參數的
設計對於參數具有顯著的效果。
最後，比較兩種方法所得到的全域敏感度指標在最佳化演算法中的演算歷程。

圖5.18顯示直接求解法的演算歷程，並標示其對應的最佳解位置且與替代模型法的最佳
解進行比較。
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圖 5.18: 直接求解法之演算歷程及與替代模型求解法結果之比較

從圖5.18可以看到，在全域敏感度指標的預測上，兩種演算法的差距約為 0.03 左
右，顯示替代模型法的最佳化演算準確度是非常高的。再者，可以看到在兩種演算法中，
最佳解的位置皆顯示欲凸顯之參數的主效應指標皆被放至最大，而其他參數的主效應指
標則被最小化；然而，變異數並不一定可以在凸顯參數之主效應參數被放大時同時也被
放大，因此在收斂位置較無顯著的規律。從圖中可以看出，此目標函數確實的達到參數
激勵的效果，同時也驗證了以替代模型求解最佳操作參數的準確性及可行性。確認了最
佳化操作參數的方法後，後續將透過參數校準方法，來探討求解最佳操作參數的重要性
和必要性。
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5.5 模型參數校準

建立了用於激發各個不確定模型參數的激發操作參數後，本章透過卡爾曼濾波器來
進行參數的校準。在此案例中，本研究對卡爾曼濾波器的操作進行了調整，因為數學模
型並沒有辦法直接建立 One-Step-Ahead 的模擬模型，透過前一個時間所估測的狀態和
模型參數對下一個時間點的狀態和模型參數。由於本系統的模型本身即為一時間函數，
雖然無法對估測狀態及估測誤差共變異矩陣進行更新，但仍然可直接透過模型本身來求
得這兩項必要的資訊。
應用基於混沌多項式之卡爾曼濾波器操作流程如下：

圖 5.19: 應用基於混沌多項式之卡爾曼濾波器於動態輸出模型之流程

104



doi:10.6342/NTU202001406

1. 決定不確定模型參數之分佈類型及維度
使用混沌多項式展開對系統進行不確定模型參數分析時，對不確定因素之分布狀
態的設定會決定所選擇的單一維度的基底函數類型。在此案例中，由於不確定模
型參數在系統中是固定數值，不隨時間改變，因此針對不確定模型參數則先假設
參數以均勻分布散佈在分佈區間內。面對皆為均勻分佈的不確定模型參數，分別
建立三組單一維度的多項式基底函數，對應到三個不確定模型參數。

X1(ξ1) = 1 + ξ1 +
1

2
(3ξ21 − 1) +

1

2
(5ξ31 − 3ξ1)... =

∞∑
i=0

P i(ξ1)

X2(ξ2) = 1 + ξ2 +
1

2
(3ξ22 − 1) +

1

2
(5ξ32 − 3ξ2)... =

∞∑
m=0

Pm(ξ2)

X3(ξ3) = 1 + ξ3 +
1

2
(3ξ23 − 1) +

1

2
(5ξ33 − 3ξ1)... =

∞∑
n=0

P n(ξ3)

2. 選擇最大次數 pb 並建立多維度混沌多項式
最大次數 pb 與隨機變數 ξ 的維度會直接的影響混沌多項式的個數，也影響了計
算時間及採樣次數，因此最大次數的選擇得依照該案例所能承擔的計算成本而決
定。在本案例中，選擇 pb = 7對函數進行截斷，因此可得到多維度的混沌多項式
Ψ(ξ1, ξ2, ξ3)。透過式3.56可知多項式具有 120 項，且每項皆有一般化係數 as。，
如下式所示：

Ψ(ξ1, ξ2, ξ3) =
7∑
i=1

7∑
m=1

7∑
n=1

ajP
i(ξ1)P

m(ξ2)P
n(ξ3) =

120∑
j=1

ajψj(ξ1, ξ2, ξ3), i×m× n ≤ 7

(5.6)

3. 計算係數
決定了可以代表不確定模型參數的混沌多項式後，即可將求解一般化係數 as。首
先，以低差異取樣方法建立維度為 3、取樣次數為 3× s = 360次的樣本矩陣，將
其平移至 [−1, 1]，分別代表三個維度的隨機變數 ξ1, ξ2, ξ3。再將其平移至不確定
模型參數的分佈區間，分別代表對 θ1, θ2, θ3 的取樣。將 ξ1, ξ2, ξ3 代入混沌多項式
Ψ中，並以矩陣方式將矩陣的一般化係數與多維度基底函數分離。以 θ1 為例：


θ1,1

θ1,2
...

θ1,360

 =


ψ1(ξ(1)) ψ2(ξ(1)) · · · ψ120(ξ(1))

ψ1(ξ(2)) ψ2(ξ(2)) · · · ψ120(ξ(2))
...

... . . . ...
ψ1(ξ(360)) ψ2(ξ(360)) · · · ψ120(ξ(360))





a1

a2

a3
...

a120


利用最小平方法，即可求解一般化係數大小，同時也完成了對不確定模型參數以
混沌多項式展開的操作。將求解後的係數代入卡爾曼濾波器前，將係數的符號改

105



doi:10.6342/NTU202001406

寫為 (θfi,k)
j，i 代表第 i 個不確定模型參數，j 代表第 j 個混沌多項式係數，k 代

表於卡爾曼濾波器的第 k 次疊代，而 f 則表示係數為預測狀態、尚未經過濾波器
進行估測。

4. 設定卡爾曼濾波器
在此案例中，由於僅存在一個系統輸出狀態，且設定觀察器 (Observer) 所量
測系統的狀態與系統輸出狀態相同，因此將觀測矩陣 H 設為 1；同時，也設
定對真實系統的量測存在一量測誤差，以 N(0, 0.12) 呈現，因此可設定雜訊共
變異矩陣為雜訊變異數 0.12 = 0.01。在此案例中，設定卡爾曼濾波器總共疊
代 20 次，且系統的終止時間為 15 秒，因此每一次疊代的系統估測時間點為
tk = k(20

15
), k = 1, ..., 20。

5. 建立誤差共變異矩陣
將步驟 3 所建立的不確定模型參數代入系統模擬中，共輸出 360 組系統於
tk, k = 1的單一輸出 y = [y1(tk), y2(tk), ...y360(tk)]

T。根據式3.68，將單一輸出與
不確定模型參數建立誤差共變異矩陣：

P f
k = Cov



yk

θ1,k

θ2,k

θ3,k


 =


(Py,y)

f
k (Py,θ1)

f
k (Py,θ2)

f
k (Py,θ3)

f
k

(Pθ1,y)
f
k (Pθ1,θ1)

f
k (Pθ1,θ2)

f
k (Pθ1,θ3)

f
k

(Pθ2,y)
f
k (Pθ2,θ1)

f
k (Pθ2,θ2)

f
k (Pθ2,θ3)

f
k

(Pθ3,y)
f
k (Pθ3,θ1)

f
k (Pθ3,θ2)

f
k (Pθ3,θ3)

f
k


6. 量測真實系統
對真實系統進行一次量測，並在量測值中加入量測雜訊 ϵ，創造不確定性。在此
同樣取出真實系統在 tk 時的輸出 zk = yreal(tk)。在本案例中，以另一個已知參
數大小的模型，並加上量測誤差，來模擬真實系統輸出。模擬真實系統之參數
θreal1 , θreal2 , θreal3 如下：

表 5.10: 真實系統之模型參數

θreal1 θreal2 θreal3

1.015 1.03 0.96

7. 輸出狀態混沌多項式展開
將模擬模型的輸出以混沌多項式展開，並計算輸出在同樣的混沌多項式中的各項
係數。以矩陣表示模擬模型輸出與輸出狀態的混沌多項式係數如下：
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
y1(tk)

y2(tk)
...

y360(tk)

 =


ψ1(ξ(1)) ψ2(ξ(1)) · · · ψ120(ξ(1))

ψ1(ξ(2)) ψ2(ξ(2)) · · · ψ120(ξ(2))
...

... . . . ...
ψ1(ξ(360)) ψ2(ξ(360)) · · · ψ120(ξ(360))





(yk)
1

(yk)
2

...
(yk)

j

...
(yk)

120


以最小平方法可即可求解上式右側係數。係數以 (yfk )

j 表示，其中 j 表示混沌多項
式中第 j 個係數，而 k為卡爾曼濾波器於第 k次迭代，於初始係數中 k = 1，f 表
示該係數為卡爾曼濾波器進行濾波前的係數值。

8. 預測係數
將所得到的各項矩陣代入式3.73中，並依序更新每個不確定模型參數的混沌多項式
展開中的各項係數。將 H = 1,R = 1代入，可得到：

(θa1,k)
j = (θf1,k)

j + (Pθ1,y)
f
k(1 + (Py,y)

f
k)

−1(zkδ1,j − (yk)
j)

(θa2,k)
j = (θf2,k)

j + (Pθ2,y)
f
k(1 + (Py,y)

f
k)

−1(zkδ1,j − (yk)
j)

(θa3,k)
j = (θf3,k)

j + (Pθ3,y)
f
k(1 + (Py,y)

f
k)

−1(zkδ1,j − (yk)
j)

9. 還原不確定模型參數分佈
完成估測混沌多項式的各項係數後，不確定模型參數的機率分佈方程式就能以
係數和多項式表達。此時，將 ξ1, ξ2, ξ3 再次代入新的混沌多項式後，即可得到在
t = tk 時的參數估測數值，以 θ̂1 為例：

θ̂1 =


θ̂1,1

θ̂1,2
...

θ̂1,360

 =


ψ1(ξ(1)) ψ2(ξ(1)) · · · ψ120(ξ(1))

ψ1(ξ(2)) ψ2(ξ(2)) · · · ψ120(ξ(2))
...

... . . . ...
ψ1(ξ(360)) ψ2(ξ(360)) · · · ψ120(ξ(360))




(θ1,k)
1

(θ1,k)
j

...
(θ1,k)

120


10. 更新模型參數
將估測的參數數值作為下一時間點 tk+1 的系統模擬之輸入，並重複步驟 5 至 9，
隨著系統的運動和時變不斷更新對模型參數的估測。將最後所得到的估測參數數
值輸出，即可得到卡爾曼濾波器對不確定模型參數的估測，如下所示，並分析其
平均值與變異數。

θ̂1 = [θ̂1,1, θ̂1,2, ..., θ̂1,360]
T
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θ̂2 = [θ̂2,1, θ̂2,2, ..., θ̂2,360]
T

θ̂3 = [θ̂3,1, θ̂3,2, ..., θ̂3,360]
T

根據以上步驟，分別將激發 θ1, θ2, θ3 的操作參數代入卡爾曼濾波器中，分別得到三
組估測參數的平均值和標準差，列於下表：

表 5.11: 以卡爾曼濾波器於最佳激發參數下之參數校準結果

Real Parameter Value

θ1 θ2 θ3

1.015 1.03 0.96

Excite θ1

θ̂1 θ̂2 θ̂3

Mean 1.017 1.0326 0.9876

Variance 0.0018 0.0027 0.0137

Excite θ2

θ̂1 θ̂2 θ̂3

Mean 1.0125 1.0282 0.9616

Variance 0.0016 0.0017 0.0017

Excite θ3

θ̂1 θ̂2 θ̂3

Mean 1.0112 1.0267 0.9595

Variance 0.0033 0.0035 0.003

同時，比較三種不同的激發下，原始的參數分佈與經由卡爾曼濾波器估測後的參數
分佈異同，可參考如下：
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(a) 於激發 θ1 之最佳操作參數時卡爾曼濾波器估測參數之分佈

(b) 於激發 θ2 之最佳操作參數時卡爾曼濾波器估測參數之分佈

(c) 於激發 θ3 之最佳操作參數時卡爾曼濾波器估測參數之分佈

圖 5.20: 卡爾曼濾波器於不同最佳操作參數下之參數估測結果

誤差絕對值及誤差百分比整理於表5.12。從表5.12及圖5.20中可以發現，對激發 θ1

而言，在激發 θ1 及 θ2 時差異並不大，儘管在前節中在不同的最佳操作參數下全域敏感
度指標有差異，但由於所貢獻的變異數比重相當高，仍然屬於非常好辨識的參數類型，
因此較容易被校準，且其分佈的標準差也非常接近；對 θ2 而言，根據前節所計算在激發
不同參數時 θ2 的全域敏感度指標，在激發 θ2 時的主效應指標及總效應指標約較激發 θ1
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時成長約 20個百分點，在誤差上雖然並沒有顯著的成長，但標準差卻有明顯的縮小，表
示所估測出來的參數的信心水準更高；對 θ3 而言，則可看到在激發 θ1 的操作參數下，
θ3 可說是幾乎無法被估測出來，分佈的區間非常大。而在 θ3 被激發的操作參數中，雖然
在 θ3 的估測上是最接近真實數據的，但在標準差上顯示信心水準較於激發 θ2 之操作參
數下還低。同時，θ1 和 θ2 雖然在這組實驗中在全域敏感度指標的表現與前組差異不大，
卻在估測的信心水準上也降低了不少，推測是因為在系統在用於激發 θ3 的最佳操作參數
下時，輸出結果的變異數僅為其他兩組的 0.25倍，而變異較小可能會使得卡爾曼濾波器
在進行估測時更容易因量測雜訊的加入，使判讀更難進行，因此所呈現的收斂情況較差。
然而，根據表5.9，比較 θ3在激發 θ1與激發 θ3兩組實驗中所貢獻的變異量，可發現雖然
在激發 θ1 時，系統的總變異量較大，但由 θ3 所貢獻的變異量卻僅為 θ3 於激發 θ3 的操
作下的百分之一，推測是是造成參數估測結果差異的主要原因。

表 5.12: 於不同操作參數下不確定模型參數估測之誤差絕對值與百分比

Excite θ1 Excite θ2 Excite θ3

θ1 θ2 θ3 θ1 θ2 θ3 θ1 θ2 θ3

Error value 0.002 0.0026 0.0276 0.0025 0.0018 0.0016 0.0038 0.0033 0.0005

Error Percentage 0.20% 0.25% 2.88% 0.25% 0.17% 0.17% 0.37% 0.32% 0.05%

同時，本研究也發現，卡爾曼濾波器每次的估測狀況並非相同，可能是受到量測雜
訊所影響，讓參數估測的收斂值並非唯一且固定。因此，在參數估測的平均數可能會有
些微的變動下，信賴區間的大小也會是決定參數校準結果是否為可信之重要依據。
因此，綜合以上討論，此案例透過基於混沌多項式之卡爾曼濾波器校準參數的結果

如下：

表 5.13: 以卡爾曼濾波器估測參數結果

θ1 θ2 θ3

1.0125 1.0282 0.9616

5.6 模型驗證

為了確定經由校準後的模型是否可以有效的表達真實系統，本節也透過假設檢定來
檢測校準後的數學模型與用來模擬真實系統的模型的等效性。參數校準的驗證程序可參
照3.7。本案例的模型驗證操作過程如下：

1. 選擇另一組獨立的操控參數
在驗證流程中，選擇一組與所以用於校準參數無關的操控方式為模型驗證流程中
所強調的「獨立性」。在驗證此模型中，操作參數選擇如表5.14所示。
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表 5.14: 用於模型驗證之操作參數選擇

xval1 xval2 xval3

7.5 0.25 5

2. 建立模擬模型輸出資料
將用於驗證模型的操作參數 xval 和估測參數 θ̂ 代入模擬模型中，並在模型中的每
一次取樣加入量測雜訊 N(0, 0.12)。在此設定模擬次數 Nval = 500，資料點數量
為先前模擬相同的 n = 1500。500次模擬輸出如下：

圖 5.21: 具量測不確定性之模擬模型 500次輸出

3. 真實系統動態輸出
將用於驗證模型的操作參數 xval 和真實系統參數 θreal 代入系統中，並在模型中的
每一次取樣加入量測雜訊 N(0, 0.12)。在真實的工程案例中，真實系統為未知，僅
能透過實驗進行量測。所得到的輸出如圖5.22：

4. 計算信賴區間與檢定統計量
計算模擬模型中每一個取樣點的輸出資料之平均值與標準差，並建立動態輸出的
信賴區間，如圖所示：

同時，也計算在每一個取樣點中，真實系統的輸出資料在該取樣資料中的檢定統
計量 α(i)，共可得到 1500組 α 值。計算所有 α 的幾合平均數作為代表整個動態
輸出的檢定統計量，在此案例中可得 αeq = 0.7416

5. 假設檢定
對模型驗證建立無效假設及對立假設：

• H0：模擬模型與真實系統的輸出表現可被視為相同，即模型參數相同
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圖 5.22: 真實系統於驗證操作下之輸出

圖 5.23: 模擬模型動態輸出 95%信賴區間

• H1：模擬模型與真實系統的輸出表現不可被視為相同，即模型參數不同

if αeq ≥ 0.975, H0 is rejected, H1 stands

if αeq < 0.975, H1 is rejected, H0 stands

在此案例中，由於檢定統計量 αeq = 0.7416 < 0.975，沒有足夠證據可以推翻無
效假設 H0，因此無效假設 H0 成立，在檢定下可認定模擬模型與真實系統之模型
參數相同。
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5.7 小結

在此案例的分析中，透過對動態輸出模型建立 K-L 轉換的重要係數之 Kriging 模
型，首先透過對演算參數的選擇，決定了初始取樣次數並驗證模型準確度後，也驗證了
基於替代模型之全域敏感度分析方法的準確度。在激發各個參數的效應上，透過直接求
解最佳化方法來驗證基於替代模型之最佳化求解方法的準確性，並得到了對應各個不確
定模型參數的最佳激發操作參數。接著，使用基於混沌多項式之卡爾曼濾波器對不確定
模型參數進行校準，成功的對三個不確定模型參數進行具有可信度的校準，同時也透過
校準結果和參數激發結果推測了模型參數的可校準性，以及系統輸出的總變異量不可被
忽略的結論。
透過一連串的流程，此案例證實了所提出方法的可用性，加入替代模型和混沌多項

式雖然使各個階段的計算誤差被累積，但也可以確實的看見對模擬系統取樣的數量需求
已經有大幅度的降低。雖然在整體的演算次數仍然不少，但對於要將透過對不確定模型
參數的激發幫助參數校準的流程應用於複雜系統中，已經將演算成本及使用門檻降低許
多。在後續章節中，將實際應用此流程於校準車輛模型中的不確定模型參數，並進一步
透過操作工程案例，對方法的使用性進一步提出討論。
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第六章

車輛工程案例

在前面的章節中，已經對於找出激發動態的方法進行驗證，也了解如何校準動態系
統的參數。本研究的最終目標，即是將此流程應用於真實車輛系統中，嘗試以所提出方
法於校準真實系統的不確定模型參數。本章首先簡介本研究中作為工程案例之目標–線控
操作三輪車之模型建構和操作方法 (完整建構及模擬細節可參考附錄A)，並介紹如何應
用所提出之方法於真實系統上的操作過程，同樣的也會針對替代模型的擬合準確度進行
評估後，以基於替代模型的全域敏感度分析和最佳化方法計算最佳操作參數，並以基於
混沌多項式之卡爾曼濾波器進行參數校準，並對校準結果進行驗證及討論。

6.1 車輛模型建構

車輛模型的建構須考慮到多個次系統和元件的作動原理和動力的控制，也需將車輛
與環境間的作用力和摩擦力納入模型，是個非常複雜且需要多個領域的專業參與在建模
過程中。本研究在工程案例探討中選擇了具有 X-by-Wire (線控操作)及自主駕駛功能之
蝌蚪型 (Tadpole Design)三輪車作為工程案例之探討目標。考量到模型本身所具備的複
雜度和次系統的耦合性相較一般車輛低、所具備的參數數量較少、且系統為自行搭建，
在規格的控制上更為容易、也容易在量測上取得資訊，同時也具備著與一般車輛相似的
動力學模型和控制方式，因此被認為可適合作為本研究的探討案例。

6.1.1 硬體規格

本研究所使用自行組裝之蝌蚪型設計線控三輪車如圖6.1所示，三輪車車體由三組自
行車車架所組成，以前兩輪後一輪的方式配置，以後輪為動力輪，由輪轂馬達帶動；前
輪為轉向輪，由轉向機構帶動兩輪轉向。
全車硬體架構如圖6.2所示：以 Jetson TX2作為 VCU (Vehicle Control Unit)，分別

以 Arduino 作為轉向、驅動、煞車次系統的 PLC 及控制單元；全車由 48V 電池供電，
除了直接以 48V驅動轉向馬達及輪轂馬達，也透過降壓模組提供 12V電壓給 TX2，再

114



doi:10.6342/NTU202001406

圖 6.1: 作為真實系統之三輪車

圖 6.2: 系統架構示意圖

由 TX2提供 5V電壓至 Arduino；另配有霍爾感測器作為輪速感測器以及兩組 IMU量
測六軸動態。車輛所配置之主要元件列表如下：

表 6.1: 車用元件規格表

元件名稱 型號 (廠商) 元件 型號 (廠商)

輪轂馬達 ERM-G07RD 48V (AICO) 轉向馬達 ARM46SBK 48V (Oriental)

輪轂馬達驅動器 G3M20211(AICO) 轉向馬達驅動器 ARD-K (Oriental)

車用鋰電池 BD4812LT(AICO) 煞車馬達 MG996

PLC/CU UNO/mini (Arduino) VCU Jetson TX2 (Nvidia)

48/12降壓模組 MGS304805(Cosel) 加速規 9DoF Razor (SparkFun)

面對車輛的模型參數分類，對於是否將該參數作為確定或不確定參數，首先根據對
工程的判斷來決定是否須針對對參數量測的不確定性進行進一步的校準。若經評估認為
該參數對於車輛的影響不大，或者易於量測，則先將其假設為確定數值，作為模型中的
常數。若該參數被認定為重要參數且不易直接換算或被量測，則將其設定為不確定模型
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參數，於所提出方法中進行校準。
車輛中的硬體規格參數整理於表6.2中，列於表中的量質及幾何意義可參考圖A.2。

列於表中的參數為車輛模型中的確定參數，為根據對車輛進行量測、以 CAD檔進行推
算、或根據合理之工程假設而得。

表 6.2: 真實車輛之可量測/確定參數

Item Notation Value Unit Item Notation Value Unit

前輪軸至質心距離 l1 0.724 m 全車質量 m 48.3 kg

後輪軸至質心距離 l2 0.719 m x軸轉動慣量 Ix 12.1 kg ·m2

左輪軸至質心距離 w1 0.3065 m y 軸轉動慣量 Iy 36.7 kg ·m2

右輪軸至質心 w2 0.3135 m 右前輪轉動慣量 IfR 0.3 kg ·m2

質心離地高度 h 0.4896 m 左前輪轉動慣量 IfL 0.3 kg ·m2

軸距 p 1.43 m 後輪轉動慣量 Ir 0.5 kg ·m2

前輪輪距 w 0.62 m 前輪初始半徑 r0f 0.3302 m

前叉偏移量 d 0.048 m 後輪初始半徑 r0f 0.3302 m

左輪轉向初始位置 ∆fL -1 deg 前輪胎寬 tf 0.025 m

右輪轉向初始位置 ∆fR 3.5 deg 後輪胎寬 tr 0.025 m

縱向最大靜摩擦係數 µdp 0.8 −− 輪胎垂直剛性 kz 30000 N/m

橫向最大靜摩擦係數 µdp 0.8 −− 重力加速度 g 9.81 m/s2

6.1.2 模型架構

Simulink的模型架構包函車輛動力學模型、軌跡生成、循跡駕駛演算法、以及提供
使用者監控的循跡視覺化視窗，同時也建立了資料中心方便使用者監測及擷取整台車在
行駛時的狀態輸出。整體的架構如下：

圖 6.3: 全車控制之 Simulink模型

圖6.3中的車輛動力學模組內，又可細分為轉向次系統、推進次系統、阻力模型、動
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力學 (底盤) 模型、正向力分配等次系統，各個次系統建立自己的 Simulink 模組後，再
連接其次系統之間資訊的流動。車輛動力學模組中，由各個次系統所組成的 Simulink架
構如圖6.4。各個次系統的建置方法及所運用到的物理模型及對次系統的搭配方法建立
Simulink模型之流程皆列於附錄A。

圖 6.4: 由各次系統模組所組成的車輛動力學模組之 Simulink模型
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6.1.3 不確定模型參數

對於車輛模型中較難透過直接量測、僅能透過動態行為進行推估、同時又有可能較
顯著的影響系統行為的參數，本研究將其歸類至需要被進行校準的不確定模型參數。本
小節將針對本研究所選定的 6項不確定模型參數進行介紹，節錄部分物理方程式進行其
意義之說明，以及其區間的訂定方式。不確定模型參數的區間訂定如表6.3所示：

表 6.3: 不確定參數分佈區間

參數 項目 符號 下界 上界 單位

θ1 z軸轉動慣量 Iz 30 90 kg．m2

θ2 側偏剛性 Cα 500 1500 N/rad

θ3 外傾剛性 Cβ 25 75 N/rad

θ4 回正參數 SAP 0 0.03 m

θ5 滾動阻力係數 µr0 0.0045 0.0135 –

θ6 滾動阻力係數 1 µr1 0.0002 0.00075 v−2

所選擇的不確定參數與對應的物理模型如下：

• z軸轉動慣量
由式6.1所示，偏移角速度 (Yaw Rate) ψ̇ 會直接由 Z軸轉動慣量 Iz 影響。由於此
車輛沒有懸吊系統，經由計算後確認在車輛進行轉向時，滾轉和傾斜角的變化極
小可忽略，因此僅將 Z方向之慣量歸類為不確定模型參數，影響轉轉與傾斜角方
向的 x與 y 軸轉動慣量則假設為確定之模型規格參數。

ψ̇ =

∫ ∑
M + (Ix − Iy)ϕ̇θ̇

Iz
dt (6.1)

透過 3D電腦繪圖軟體直接透過材料性質及幾何形狀計算車輛之 z軸轉動慣量，得
到慣量約為 45 kg．m2。考量到繪圖的尺寸誤差，以及各項掛載之硬體尚未列入計
算，且對於材料係數的掌握不足，因此建立較大的不確定區間為 30至 90，較能確
定真實系統之 z軸轉動被包含在該區間內。

• 側偏剛性
當輪胎因側滑角 α 所產生之形變而生成側滑力時，該側滑力在輪胎的線性操作區
間時，可以經驗公式表達為：

Fside−slip = Cαα (6.2)

其中 Cα即為側偏剛性。根據 [136]，Cα會受到正向力大小影響，但由於在此案例
中，因車輛加減速所產生的正向力變化仍不足以對 Cα 造成太大的改變，因此可將
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其視為定值。於 [136]推算 Cα 的大小約落在 1000左右，但考量到不同輪胎之間
的差異，對該數值的預測範圍則設定為較大的 500至 1000之間。

• 外傾剛性
當車輛具有後傾角時，輪胎於轉向會產生外傾角 β 所產生一側向力時，該力大小
可簡化為一線性模型：

Fcamber = Cββ (6.3)

其中 Cβ 即為外傾剛性。根據 [136]推算 Cβ 的約介於 50-60之間，且受到正向力
的不同所影響。與側偏剛性相同，在本案例中忽略正向力變化對 Cβ 的影響，也同
樣考量不同輪胎和車種之間的差異，因此將該數值的預測範圍設定為 25至 75。

• 回正參數
在車輛行進間，輪胎與地面接觸面因形變而使側向力作用位置並不會與轉向軸位
於同一個 z軸上，因而產生的一力臂，該稱為 SAP (Self-Aligning Parameter)。因
此該力矩又被稱為回正力矩 (Self-Aligning Torque)MSAT，其模型可表示為：

MSAT = −SAP × Fy (6.4)

對 SAP 而言，較難找到相對應的規格資料來進行假設，僅能透過於其他研究案例
所進行之量測作為假設，且由於本案例所使用之車輛重量較小，SAP 同樣也有可
能可以忽略。在各種不確定下，則將參數範圍設定為 0至 0.3之間。

• 滾動阻力係數
滾動阻力 (Rolling Resistance) 會對於行駛間的車輛施加一輪胎朝向相反的阻力，
其不確定會決定在固定扭力輸出時車輛的行進速度。滾動阻力大小與輪胎的形變
和滾動的速度有直接的關係，而形變與正向力有直接關聯，因此透過經驗公式可
將滾動阻力模型近似為：

Fr = −µrFz (6.5)

其中，滾動阻力係數 µr 之數值解可以二階方程式近似為：

µr = µr0 + µr1v
2
x (6.6)

由 [136]所提供的案例中，設定 µr0 = 9.91× 10−3 及 µr1 = 1.95× 10−5。考量到
其不確定性，則分別增加 50%的不確定性，設定 µr0 的區間為 0.0045至 0.0135
及 µr1 的區間為 0.0002至 0.00075。
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由於資訊管道及量測方法並不完全，本研究無法精確且有系統的設定不確定模型參
數的區間。但由於本研究所討論的核心為如何透過調整操作對模型參數的全域敏感度進
行調整，因此只要在分析過程中將此區間固定不變，不同操作下全域敏感度指標的變化
仍然可以有效的表達模型參數能否能被有效的觀察並進行比較。

6.2 路徑參數化與車輛模型駕駛

參數化的路徑在此案例中被作為輸入至閉迴路駕駛的操控指令。因著將路徑參數化，
最佳化方法可被應用於求解最佳路徑參數，在此案例中即為最佳操作參數。本節將探討
四組不同參數化軌跡，並說明其參數化幾何模型及可參作之參數範圍。

6.2.1 車道變換

車道變換 (Double Lane Change)是車輛動態測試中常被使用的情境 [8]，車輛在一
般駕駛皆會碰到此情境外，也是用來評估乘客舒適度的一大測試方法。然而，ISO所規
範的車道變化測試方式所限制的操作範圍非常大，而 Tsai和 Peng都曾提出在不同的超
車情境下對於車輛的動態都會有所不同 [17, 18]。因此，針對車道變換的操控情境，本研
究參考 [18]的軌跡建構方式，建立由兩個幾何參數所控制的車道變換軌跡。
為了使車道變換的軌跡能更平滑，Tsai 提出若以 G2 曲率連接車道變換軌跡與直

行軌跡 [18]，可減少循跡轉向時的橫向加速度。為了能將預期的軌跡設為可調整的操
作參數，使用兩段三次貝茲曲線規畫參考軌跡，連接車道變換的起點與終點。貝茲曲
線 (Bézier curves) 是一種參數化曲線 [137]，以 t 為輸入，三次貝茲曲線函數 B(t) 如
式6.7，而組成貝茲曲線的參數則列於圖6.5 [18]中。

B(t) = P0(1− t)3 + 3P1(1− t)2 + 3P2t
2(1− t) + P3t

3, t ∈ [0, 1] (6.7)

圖 6.5: 三次貝茲曲線示意圖 [18]
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一般的貝茲曲線有四個控制點 P0, P1, P2, P3，其中 P0 與 P3 固定不動，為變換車道
的起點與終點，直接與執行軌跡連接。而 P1 及 P2 僅能在 X方向上調整，各自的 Y座
標則分別與 P0 與 P3 對齊，可使軌跡以 G2連續性連接。為使參數易於被調整，本研究
選擇設定圖6.5中 d1 與 d2 為貝茲曲線的軌跡參數，藉由不同的組何可產生不同的軌跡，
也能代表不同的駕駛風格。將所建立的貝茲曲線進行鏡射後，即可得到由變換車道切換
回原先車道的軌跡曲線。圖6.6為不同軌跡參數下的貝茲曲線。

圖 6.6: 不同參數下之貝茲曲線

本研究中建立貝茲曲線的操作參數 (x1, x2) = (d1, d2)，且 d1 ∈ [0, 8], d2 ∈ [0, 8]，
並自操作參數的設計空間中建立具有 5種水準的全因子設計進行 25組的取樣。

6.2.2 定轉角轉向

定轉角轉向 (Steady State Cornering)，或稱為穩態轉向，同樣也是 ISO規範下的車
輛動態測試方法 [10]。與車道變換的不同是，定轉角轉向之所為穩態測試，是因為車輛
的所有角速度及角加速度在操作過程中皆為 0 [56]，也因此穩態測試多半被用於測試與
加速無關的車輛性能。本研究認為使用定轉角轉向也能夠激發不同的參數，因此也採用
定轉角轉向作為測試。
定轉角轉向分別由循圓半徑 r 及循跡速度 vreq 兩個參數所組成，其中循圓半徑決定

軌跡的幾何形狀，而循跡速度則改變循跡演算法內部參數。定轉角轉向的軌跡方程式可
表示為： x = r cos(2rt− π

2
)

y = r sin(2rt− π
2
)

(6.8)

對定轉角轉向的操作模式的操數化中，設定操作參數 (x1, x2) = (r, vreq) 且 r ∈
[2, 6], vreq ∈ [0.8, 2]，同樣對於操作參數的設計空間中建立具有 5種水準的全因子設計進
行 25組的取樣。不同循圓半徑的軌跡如圖6.7所示。

6.2.3 啾頻

啾頻 (Chirp Sine) 為系統識別中常用於「掃頻」(Sweep) 之輸入訊號類型，為一種
固定振幅、角頻率隨時間改變的函數 [138]。在車輛駕駛中，雖然不使用啾頻進行掃頻，
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圖 6.7: 不同參數下之定轉角軌跡

但以啾頻作為軌跡仍然可以使車輛的轉向角在行駛間不斷在改變，同時改變曲線震盪頻
率，具有高度的動態，因此選擇以啾頻作為激發用操作參數的選項之一。在此案例中，
啾頻分為正啾頻與逆啾頻，其中正啾頻的角頻率隨時間而變大，而逆啾頻的角頻率則隨
之變小。

圖 6.8: 正啾頻與逆啾頻於不同參數下之軌跡

正啾頻數學模型可表示如下：
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(xchirp, ychirp) =

 x = 0.2t

y = A sin((0.5 + 0.05eλt)ωt)

(6.9)

此模型由振幅 A、衰減常數 λ、及角頻率 ω 所組成，而在案例中設定操作參數
(x1, x2) = (A, λ)，其中 A ∈ [0.5, 1], λ ∈ [0.05, 0.25]，而 ω 固定為 0.01。
逆啾頻數學模型可表示如下：

(xinv.chirp, yinv.chirp) =

 x = 0.2t

y = A sin((1− 10−8eλt)ωt)

(6.10)

同樣的，逆啾頻也由振幅 A、衰減常數 λ、及角頻率 ω 所組成，而在案例中設定操
作參數 (x1, x2) = (A, λ)，其中 A ∈ [0.5, 1], λ ∈ [0.04, 0.2]，而 ω 固定為 0.1。不同參
數下的啾頻軌跡如圖6.8所示。
本研究將針對所定義的四種不同型態之駕駛方式來進行模擬與最佳化操作，並嘗試

透過四種操作方式激發參數並進行參數的校準。操作方式的增加與否則會在完成實驗後
討論。

6.2.4 閉迴路駕駛與開迴路駕駛

在此案例中，操作參數、閉迴路駕駛、與開迴路駕駛的關係如圖6.9所示。在本研究
中，閉迴路駕駛表示操作參數輸入至模擬模型中，而產出控制指令的流程；開迴路駕駛
則為駕駛執行控制指令的模組，兩者的 Simulink架構不同。

圖 6.9: 操作參數、閉迴路駕駛、與開迴路駕駛關係

閉迴路使用純追蹤法 (方法細節可參考附錄A.6.1)對於透過由操作參數所生成的軌跡
進行循跡駕駛，駕駛架構如圖6.10所示，可分為三步驟：

1. 建立路徑點
將操作參數輸入至路徑產生函數並生成對應的路徑點，並輸入至純追蹤演算法中。
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2. 車輛循跡駕駛
選擇不確定模型參數的中位數值作為閉迴路駕駛模型的模型型參數 θ0，並讓該車
輛模型進行循跡駕駛。

3. 記錄控制指令
在循跡駕駛的過程中，以時間序列記錄整趟駕駛的轉向指令及推進指令。

圖 6.10: 閉迴路駕駛模擬架構

由閉迴路駕駛模型產生的操控指令時間序列後，將時間序列輸入至開迴路駕駛模型
中，如圖6.11所示，使開迴路模型無論模型參數為何，車輛的轉向馬達及動力馬達皆可
輸出相同的動態。將透過低差異取樣所建立的不確定模型參數樣本矩陣輸入至開迴路駕
駛模擬後，即可生成多筆狀態輸出，進行資料分析。

圖 6.11: 開迴路駕駛架構圖

6.3 參數激發與校準之操作流程

本節將介紹如將所提出之方法應用於真實系統中，首先先介紹車輛中不確定模型參
數的產生和分佈區間，接著會針對方法使用上的流程進行說明。
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6.3.1 模型運作概述

車輛系統的運作方式可以相同的數學式表達為：

y(t) = f(x,θ, t) (6.11)

其中，操作參數 x為控制車輛路徑的幾何參數，透過循跡演算法將循跡駕駛過程的
控制指令做為系統之輸入；而不確定模型參數 θ 則先對該參數建立可能的分佈區間，在
以低差異取樣方法自該分佈區間中建立系統輸入的樣本矩陣。系統的輸出 y(t)為車輛之
狀態 (State)，皆為時間函數。在此案例中，選擇做為被觀察且用於計算全域敏感度的輸
出狀態為：車輛於全域座標 X軸與 Y軸之位置、以及於車體座標 z 軸上的偏移角速度
ψ。

6.3.2 完整操作流程

清楚定義輸入及輸出後，即可將模擬模型應用於方法中。所提出方法之流程可參考
圖3.1，將車輛模型置入此流程中，可得到操作流程如圖6.12所示。流程同樣分為激發操
作生成與參數估測兩大階段，操作內容與前述案例相似。車輛不確定參數激發與校準流
程的流程說明如下：

1. 系統建立
對系統操作參數空間的設計及實驗設計，建立系統操作參數的輸入樣本矩陣，同
時對不確定模型參數也進行第一次低差異取樣，並建立不確定模型參數輸入樣本
矩陣。

2. 替代模型建立
將系統參數轉換為駕駛路徑，以閉迴路循跡駕駛生成駕駛指令，並將駕駛指令與
模型參數輸入樣本矩陣輸入至開迴路駕駛模擬中，得到觀察狀態的動態輸出資料。
將動態資料以 K-L轉換進行主成分分析，並以 Kriging模型擬合輸入模型參數與
主成分之重要係數。建立 Kriging模型時加入 EGO流程，有效增進模型的擬合準
確性。

3. 全域敏感度分析
在每一組輸出狀態中，計算各個重要係數中各個模型參數之全域敏感度指標，並
透過變異數進行加權平均得到輸出狀態的單一全域敏感度指標；計算各輸出狀態
的單一全域敏感度指標後，將各輸出狀態同樣以自訂權重進行加權平均，得到能
代表系統在該操作參數下之單一組全域敏感度指標。

4. 建立目標函數
依序對所有的操作參數組合進行全域敏感度指標的建立後，以 Kriging模型分別建
立操作參數的輸入樣本與各個主效應指標與總效應指標的替代模型，進而將建立
以操作參數為設計變數之目標函數。
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圖 6.12: 車輛不確定參數激發與校準流程
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5. 操作參數最佳化
以 DIRECT演算法計算目標函數之最佳解，作為激發模型參數的最佳操作參數。

6. 混沌多項式展開
根據不確定模型參數的分佈建立多維度混沌多項式，並以低差異取樣建立另一個
輸入樣本矩陣，並最小平方法計算混沌多項式的係數。

7. 最佳操作參數系統模擬
將最佳操作參數及模型參數中位數輸入至閉迴路循跡駕駛模型，並記錄操控指令，
與輸入樣本矩陣一起輸入至開迴路駕駛模擬至取樣時間點。

8. 建立共變異矩陣
以取樣時間點之系統輸出狀態與對應的模型參數建立誤差共變異矩陣。同時也建
立真實系統量測的量測誤差共變異矩陣。

9. 卡爾曼濾波器
將閉迴路循跡駕駛所紀錄的操操控指令作為真實系統的輸入進行實驗，並記錄系
統於取樣時間的狀態輸出。將量測所得的輸出與系統模擬輸出以卡爾曼濾波器整
合，並更新混沌多項式係數。將隨機亂數取樣代入混沌多項式後，可得到更新後
的不確定參數分佈，並輸入重新輸入至系統中，即可透過下一個取樣時間點的量
測及模擬狀輸出狀態更新不確定模型參數之分佈。

10. 驗證估測參數
將估測之模型參數分別輸入至開迴路駕駛模擬及真實系統中，透過開迴路駕駛模
擬建立動態軌跡不確定性之信賴區間後，檢定模擬及真實系統之動態於量測不確
定性下是否能被視為相同，完成模型驗證。

此操作流程以車輛系統為範例，也期望可作為一般複雜動態系統所之參數激發與校
準流程。後續節中會詳細說明本案例在操作上的細節及所需要進行的評估，藉由工程案
例之應用驗證方法的可行性，同時也對方法的優化和未來工作進行討論。

6.4 Kriging模型擬合準確度評估

使用基於替代模型之全域敏感度於工程案例中時，替代模型能否有效的替代系統
是首要評估的，且需要透過擬合準確度來修正初始取樣的次數以保證模型的擬合準確
性。本節首先介紹在此案例中以 Kriging 模型搭配 EGO 建立替代模型的流程，並探討
Kriging模型在不同的駕駛軌跡中初始取樣次數與模型擬合準確度的關係，最後決定不同
情境中的模型取樣次數，並評估方法可行性。

6.4.1 Kriging模型建立

此案例中的 Kriging模型所替代的對象為不確定模型參數的取樣位置與車輛輸出狀
態的重要係數的關係，可以圖6.13表示：
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圖 6.13: 以 Kriging模型替代車輛動態輸出之重要係數示意圖

建立替代模型的步驟如下：

1. 建立初始取樣之輸入樣本矩陣
由表6.3的參數分佈範圍組成的模型參數設計空間，以低差異取樣Ninitial 次、建立
Ninitial × 6的輸入樣本矩陣。

2. 以閉迴路駕駛模擬生成操控指令
以操作參數 x生成軌跡、不確定模型參數的中位數作為初始的模型參數 θ0，並將
x及 θ0，輸入至閉迴路駕駛模擬中，以時間序列記錄循跡駕駛過程中的轉向馬達
及動力馬達的控制指令。

3. 開迴路駕駛模擬
將控制指令及不確定模型參數的輸入樣本矩陣輸入至開迴路駕駛模擬中，分別記
錄在 X、Y、和 ψ̇ 三個輸出狀態各自的 Ninitial 筆輸出動態，同時將輸出資料以資
料點的內插壓縮為長度為 10000個取樣點的序列，輸出資料以矩陣表示如下：
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X =


X,1 (1) X1(2) · · · X1(10000)

X2(1) X2(2) · · · X2(10000)
...

...
. . .

...
XNinitial

(1) XNinitial
(2) · · · XNinitial

(10000)


Ninitial×10000

Y =


Y1(1) Y1(2) · · · Y1(10000)

Y2(1) Y2(2) · · · Y2(10000)
...

...
. . .

...
YNinitial

(1) YNinitial
(2) · · · YNinitial

(10000)


Ninitial×10000

ψ̇ =


ψ̇1(1) ψ̇1(2) · · · ψ̇1(10000)

ψ̇2(1) ψ̇2(2) · · · ψ̇2(10000)
...

...
. . .

...
ψ̇Ninitial

(1) ψ̇Ninitial
(2) · · · ψ̇Ninitial

(10000)


Ninitial×10000

4. 以 K-L轉換進行主成分分析
對 X、Y、及 ψ̇ 進行主成分分析，將每一組取樣的狀態輸出以重要係數表示，可
得到：

CX =


CX

1

CX
2
...

CX
Ninitial

 =


CX

1,1 · · · CX
1,de

CX
2,1 · · · CX

2,de
... . . . ...

CX
Ninitial,1

· · · CX
Ninitial,de


Ninitial×de

CY =


CY

1

CY
2
...

CY
Ninitial

 =


CY

1,1 · · · CY
1,de

CY
2,1 · · · CY

2,de
... . . . ...

CY
Ninitial,1

· · · CY
Ninitial,de


Ninitial×de

Cψ̇ =


Cψ̇

1

Cψ̇
2
...

Cψ̇
Ninitial

 =


C ψ̇

1,1 · · · C ψ̇
1,de

C ψ̇
2,1 · · · C ψ̇

2,de
... . . . ...

C ψ̇
Ninitial,1

· · · C ψ̇
Ninitial,de


Ninitial×de

5. 建立替代模型
以不確定模型參數的樣本矩陣為輸入，分別以每個狀態的第 1至第 de個重要係數
為系統輸出，進行 Kriging模型的擬合。例如，若對 X座標的輸出矩陣 CX 進行
主成分分析後得到 de 組重要係數，則需要建立 de 個 Kriging 模型來預測每個 X
座標中的重要係數。
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6. 以取樣指標決定 EGO取樣位置
由於建立的 Kriging模型數量非常多，以取樣指標決定下一個最佳取樣位置時，以
所有的 Kriging模型中，變異數 (特徵值)最大者做取樣指標的計算。例如，CX

1 為
所有 Kriging模型中具有最大的變異數，則計算用於預測 CX

1 的 Kriging模型中變
異數最大處為最佳取樣位置。由於重要係數在 K-L轉換中已經被一般化至變異數
等於 1，因此設定 EGO的啟動條件為目標 Kriging模型的最大變異數大於 0.05時
才啟動，且迭代次數不超過 50次。EGO於此案例中的流程可表示如圖所示。

圖 6.14: EGO於車輛案例之流程圖

6.4.2 Kriging模型準確度評估

由於在不同的操作方式下，所呈現的 Kriging模型、主成分分析的結果、甚至截斷
數 de都是不一樣的。為了確保在每一種操作下，Kriging模型對於預測的重要係數可以
有一定的準確度，因此在此案例中，針對每一種操作，透過對不同的取樣次數與模型準
確度進行探討，並呈現在選擇的初始取樣次數下 Kriging模型的擬合和軌跡的預測結果。
選擇初始取樣次數的依據主要有二：

• R2 及 RAAE 兩指標隨著取樣次數的增加而優化的程度趨緩

• R2 > 0.95且 RAAE < 0.05

以這兩項原則決定初始取樣次數後，對該 Kriging模型準確度評估以交叉驗證方式
進行，流程如下：
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圖 6.15: 車輛案例之 Kriging模型準確度驗證流程

1. 建立訓練資料及 Kriging模型
以低差異取樣方法建立不同初始取樣次數之輸入樣本矩陣做為 Kriging模型的訓練
集，輸入至模型中進行模擬並對動態輸出以 K-L轉換進行主成分分析，得到對應
之重要係數後，搭配 EGO建立 Kriging模型。

2. 建立驗證資料
以低差異取樣方法建立另一組驗證樣本矩陣，輸入至模型中進行模擬並對動態輸
出以 K-L 轉換進行主成分分析，得到該重要係數 Cval，以此資料做為驗證資料。
在本案例中設定驗證樣本數量 Nval 為 1200次。

3. 模型驗證及準確度評估
將驗證樣本矩陣輸入至 Kriging 模型中，得到重要係數的預測值 Ĉval。比較 Cval

與 Ĉval 的差異及對還原動態的重現性。在驗證流程中，每一種操作方式可以建立
四種表現 Kriging模型準確度的表達方式：

• 誤差分佈百分比：以直方圖呈現誤差百分比的分佈

• 單一輸出資料比較：比較單一組來自真實系統的輸出動態、經由 K-L轉換而
重組的動態、以及經由 Kriging模型預測之重要係數所重組的動態之間的差
異

• 全體資料散佈差異：比較所有來自真實系統的輸出動態、經由 K-L轉換而重
組的動態、以及經由 Kriging模型預測之重要係數所重組的動態之散佈程度
的差異

• 重要係數比較圖：比較經由計算所得的重要係數及透過 Kriging模型所預測
之重要係數的差異。在此選擇前 200筆驗證資料的重要係數進行比較
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以下整理以任選一組之車道變換、定轉角轉向、正啾頻、及逆啾頻的操作參數 x0 輸
入系統，進行 Kriging模型擬合時，不同的初始取樣次數所對應的 R2 和 RAAE。列於
表6.6至表B.3中。各個操作所輸入的操作參數 x0 如下：

表 6.4: 任意選擇之操作參數

車道變換 定轉角轉向 正啾頻 逆啾頻

(x1, x2) (4,2) (4,1) (0.15,0.75) (0.1,0.75)

模擬時間 (s) 21 50 30 30

表6.5中也列出每一種操作下，各個重要係數所對應到的共變異矩陣特徵值。由於每
一組重要係數在 K-L轉換中已經被一般化至平均為 0、變異數為 1的集合，因此特徵值
也可被用於表達重要係數的變異量。

表 6.5: 四種操作中重要係數所對應特徵值

車道變換 定轉角轉向 正啾頻 逆啾頻

C1 43.6405 429.9338 19.1735 21.7364

C2 3.158 8.5212 0.1132 0.1093

C3 – 4.5489 – –

C4 – 0.3903 – –

X

Sum 46.7985 443.3942 19.2867 21.8457

C1 11.5837 692.7774 26.4496 2.802

C2 3.7363 3.4223 0.2619 0.1679

C3 0.8454 0.4786 0.1562 0.0041
Y

Sum 16.1654 696.6783 26.8677 2.974

C1 0.242 0.1071 0.4422 0.0262

C2 0.0443 0.0013 0.0187 0.0084

C3 0.0169 0.000003 0.0012 9.38E-06

C4 – – 0.0005 –

ψ̇

Sum 0.3032 0.108403 0.4626 0.03461

表6.6、表B.1至表B.3中，分別列出三個觀測狀態的重要係數，且在每一個觀測狀態
中，以重要係數所對應的特徵值做為權重，以加權平均方式將各個重要係數的擬合準確
度評估指標求出。
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表 6.6: 車道變換操作下不同初始取樣次數之 R2 和 RAAE

R2

Ninitial 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

C1 0.9242 0.9267 0.9667 0.9796 0.9883 0.9905 0.9929 0.9943 0.9953

C2 0.9417 0.9662 0.9781 0.9877 0.9922 0.9933 0.9953 0.9961 0.9963X

fusion 0.9243 0.927 0.9668 0.9797 0.9884 0.9905 0.9929 0.9943 0.9953

C1 0.9517 0.9687 0.9827 0.9897 0.9937 0.9947 0.9958 0.9964 0.997

C2 0.9588 0.9718 0.9818 0.9879 0.9924 0.9936 0.9948 0.9956 0.996

C3 0.8037 0.8418 0.8584 0.8817 0.9098 0.9144 0.9208 0.9175 0.92
Y

fusion 0.9515 0.9685 0.9824 0.9894 0.9934 0.9945 0.9956 0.9962 0.9968

C1 0.9327 0.9538 0.9717 0.983 0.9903 0.9921 0.9944 0.9953 0.9961

C2 0.9356 0.9565 0.9697 0.9746 0.9826 0.9843 0.986 0.9879 0.9884

C3 0.9402 0.9543 0.9671 0.9736 0.9792 0.9796 0.9805 0.9815 0.9822
ψ̇

fusion 0.9328 0.9538 0.9716 0.9827 0.99 0.9918 0.9937 0.995 0.9958

RAAE

Ninitial 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

C1 0.1741 0.1642 0.1048 0.0831 0.0656 0.0576 0.0513 0.0438 0.0387

C2 0.1405 0.1047 0.0822 0.0617 0.0489 0.0444 0.0381 0.0338 0.0318X

fusion 0.1739 0.1639 0.1046 0.083 0.0655 0.0575 0.0512 0.0438 0.0386

C1 0.1419 0.1103 0.0811 0.0638 0.0516 0.0462 0.0418 0.0382 0.035

C2 0.1237 0.0994 0.0796 0.06398 0.0522 0.0487 0.0443 0.041 0.0384

C3 0.2833 0.2555 0.2408 0.2252 0.2028 0.1992 0.1911 0.1949 0.1913
Y

fusion 0.142 0.1104 0.0814 0.0642 0.052 0.0466 0.0422 0.0386 0.0354

C1 0.1654 0.1302 0.0976 0.0766 0.0604 0.0531 0.0472 0.04502 0.0354

C2 0.1553 0.125 0.1087 0.0991 0.0838 0.08 0.0774 0.0725 0.0712

C3 0.157 0.1336 0.1191 0.1066 0.0976 0.0974 0.0963 0.0948 0.093
ψ̇

fusion 0.1651 0.1301 0.0981 0.0774 0.0613 0.0542 0.0484 0.0415 0.0368

從表6.6中可以看到，在車道變換的操作方式下，當初始取樣次數到達 1800次之後，
指標成長的速度趨緩，同時 R2 皆大於 0.99、RAAE<0.05；而從表B.1至表B.3中，當
初始取樣次數到達 1400 次後，指標成長的速度明顯趨緩，且指標皆達到收斂目標。透
過對初始取樣的測試，在車道變換的操作下，設定初始取樣次數為 1800 次，而其他操
作下設定為 1400次。以下將分別呈現四種操作所組的 Kriging模型驗證結果。
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以車道變換為例，車道變換操作下 Kriging 模型驗證下的誤差分佈如圖6.16所示。
在初始取樣次數為 1800次時，大多數的重要係數的預測誤差大多集中於 10%以內，而
圖6.16(b)中的 C2 及圖6.16(c)的 C3 呈現較大的預測誤差。

(a) 車道變換操作中 X之重要係數預測誤差百分比分佈

(b) 車道變換操作中 Y之重要係數預測誤差百分比分佈

(c) 車道變換操作中 ψ̇ 之重要係數預測誤差百分比分佈

圖 6.16: 車道變換操作下重要係數預測誤差百分比分佈
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車道變換操作下原始輸出動態與還原動態之比較如下：

(a) 車道變換操作中原始動態、PCA重組之動態、以 Kriging模型預測重要係數重組之單一動態比較

(b) 車道變換操作中原始動態、PCA重組之動態、以 Kriging模型預測重要係數重組之 X全體動態比較

(c) 車道變換操作中原始動態、PCA重組之動態、以 Kriging模型預測重要係數重組之 Y全體動態比較

(d) 車道變換操作中原始動態、PCA重組之動態、以 Kriging模型預測重要係數重組之 ψ̇ 全體動態比較

圖 6.17: 車道變換操作中原始動態、PCA重組之動態、以 Kriging模型預測重要係數重
組動態比較
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車道變換操作下重要係數與預測之重要係數比較 (比較前 200筆資料)：

(a) 車道變換操作下 X重要係數與預測之重要係數比較

(b) 車道變換操作下 Y重要係數與預測之重要係數比較

圖 6.18: 車道變換操作下與 Y重要係數與預測之重要係數比較
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圖 6.19: 車道變換操作下 ψ̇ 重要係數與預測之重要係數比較

儘管圖6.16中顯示 Kriging 模所預測的重要係數與實際值存在一定顯著的誤差，
圖6.18及圖6.19藉由實際比較兩數值，也可看見 Kriging 模型對於較極端值的重要係數
預測能力較差，但自圖6.17中可看出，以 Kriging 模型所預測的重要係數重組之動態曲
線與原始動態曲線完全一致，並且對全體資料進行進行重組後的動態曲線之分佈，也與
原始動態曲線的分佈非常相似。透過圖表可以認定當初始取樣次數為 1800 次時所建立
之 Kriging模型可以有效的預測動態資料的散佈狀況，因此在該取樣次數下，所計算出
的全域敏感度指標具有一定可信度。
其餘三種操作之 Kriging模型準確度評估皆列於第B.2節。確認所選擇的操作參數可

見立足夠可信度的 Kriging 模型後，即可將 Kriging 模型取代複雜系統，進行全域敏感
度分析。
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6.5 全域敏感度分析

決定初始取樣次數後，接下來則針對全域敏感度的執行進行探討。本節的目標為決
定最適當的全域敏感度分析之取樣次數 NGSA，而此案例與數學案例不同，無法透過直
接求解法計算全域敏感度指標的標準值，因此僅透過 NGSA 與敏感度指標的收斂性進行
觀察，並決定最佳取樣次數 NGSA。本節將說明如何應用動態系統的全域敏感度分析方
法於此案例中，並透過收斂性分析選擇最適當之取樣次數 NGSA。

6.5.1 全域敏感度分析流程

面對具有多組輸出狀態的動態系統，會得到多組全域敏感度指標，因此需要透過加
權平均方式對指標進行融合，以計算系統於操作下，不確定模型參數得等效全域敏感度
指標，計算方式如下：

圖 6.20: 具有多組輸出狀態之全域敏感度指標融合示意圖

1. 建立獨立輸入樣本矩陣
以低差異取樣方法自不確定模型參數空建立間兩個取樣次數為 NGSA 之獨立輸入
樣本矩陣 P及 Q，並建立 k 組獨立矩陣 Ri, i = [1, k]，其中 k 為不確定模型參數
個數。
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2. 以替代模型預測重要係數
將 P、Q、及 Ri 依序輸入至 Kriging 模型中，可得到三組輸出狀態 X、Y、與 ψ̇

中，每一組輸入樣本的第 1至第 de組重要係數。

3. 全域敏感度指標計算及兩階段指標融合
計算各個輸出狀態中，每一組重要係數的主效應指標及總效應指標。第一次的指
標融合中，將各組中 C1 至 Cde 的全域敏感度指標以對應的特徵值做為權重，進行
全域敏感度指標的融合，得到可代表不確定模型參數在該狀態中的全域敏感度。
第二階段的指標融合則將代表各狀態的全域敏感度指標以自訂的權重融合為代表
在該操作下的單一組指標。在指標融合的權重選擇上，則依據各個操作狀態中，
觀測狀態變異的程度自定權重。例如，X的共變異矩陣特徵值雖然較 Y和 ψ̇ 來的
大，但不論在資料累積的方式上、資料的變異量、以及在設定輪速固定的情況下，
X的變異量所具有的參考價值較低；Y 的變異量在各操作中相對顯著，是評估車
輛姿態的主要關鍵，因此權重較大；偏移角速度雖然同樣影響姿態較多，但量值
本身較小，較不容易呈現顯著差異，因此將權重縮小。根據圖6.17、圖B.2、圖B.
6、和圖B.10中三種輸出狀態的資料散佈情形以及數值大小，各個操作方式下重新
分配的指標融合權重如下表：

表 6.7: 各種操作下不同輸出狀態之全域敏感度指標融合權重

觀測狀態 車道變換 定轉角轉向 正啾頻 逆啾頻

X 0.1 0.4 0.05 0.05

Y 0.7 0.4 0.85 0.85

ψ̇ 0.2 0.2 0.1 0.1

6.5.2 全域敏感度分析準確度評估

建立了計算等效全域敏感度指標的方法後，本小節將探討用於計算全域敏感度指標
的取樣次數 NGSA 與指標收斂性的關係。
在這個案例中，分別以 NGSA = [1500, 5000, 10000, 20000, 30000, 40000, 60000,

120000]進行全域敏感度分析，並找出兩項全域敏感度指標與取樣次數的關聯。與數學
模型為案例的狀況不同是，在工程案例中並無法透過直接求解法或非常大的樣本數來計
算全域敏感度指標，因此針對收斂性僅由曲線的特性判斷。
圖6.21、圖B.13至圖B.15為四種不同的操作方式在表6.4的操作參數下，全域敏感度

與 NGSA 的關係圖。從圖中可以看到，在 NGSA 數量到達 5000次時，敏感度指標的隨
著取樣次數而偏移的數值大小約在 0.01 以內；若 NGSA 達到 40000 次，敏感度指標的
偏移量則小於 0.001，並且圖中曲線呈現較明顯的收斂情形。透過全域敏感度分析的準
確度評估，本研究在考量計算成本及指標準確度後，將以 NGSA = 40000做為本案例在
後續分析和最佳化時使用的演算參數。
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圖 6.21: 車道變換操作下取樣次數與全域敏感度指標關係

將 NGSA = 40000代入表6.4中的四種操作下生成的 Kriging模型並進行全域敏感度
分析後，可得到主效應指標及總效應指標如圖所示：
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(a) 於車道變換操作下任意選擇操作參數之全域敏感度指標

(b) 於定轉角轉向操作下任意選擇操作參數之全域敏感度指標

(c) 於正啾頻操作下任意選擇操作參數之全域敏感度指標

(d) 於逆啾頻操作下任意選擇操作參數之全域敏感度指標

圖 6.22: 於不同操作下任意選擇操作參數之全域敏感度指標

6.6 最佳化操作參數

決定了各個操作方式下所需要的初始取樣次數及全域敏感度分析時所需要的樣本數
後，可進行操作參數的最佳化。本節首先介紹最佳化方法的操作流程，並呈現於不同操
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作方式下激發各個模型參數的最佳操作參數組合。

6.6.1 最佳化流程

在此案例中，由於取樣成本非常高，因此僅能以替代模型法來進行最佳化。以替代
模型法進行最佳化時，首要完成的即是建立指標生成函數 F̂ (x)，如圖6.23所示，用以
替代全域敏感度的計算過程，並且建立連續曲面。在此案例中，指標生成函數由多個
Kriging模型所組成，例如，用於預測 θi 的主效應及總效應指標的指標生成函數可表示
為 F̂mi

及 F̂ti。指標生成函數同樣由操作參數 x的取樣擬合而來，以於6.2節中不同操作
下操作參數的區間組成 x的二維設計空間，並以 5種水準的全因子設計生成 25個樣本
點，並計算出六個不確定模型參數之主效應指標、總效應指標、及系統總變異數。再分
別對這些指標進行 Kriging模型之擬合，即可得到 F̂mi

、F̂ti、及 F̂var。其中，考量到不
同的輸出狀態之間變異數所代表的重要性不同，因此在此案例中以最能代表動態變異量
的 Y的總變異數代表系統的總變異數。

圖 6.23: 用於車輛工程案例之指標生成函數示意圖

完成指標生成函數的建立後，即可根據式3.50將目標函數改寫為：
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Hp(Ŝ, Ŝt) =
1(
ˆV ar

1
3

) ( Ŝt1 − Ŝ1

Ŝ1

+
ˆS2 + S3

Ŝ1

)

=
1(

F̂var(x)
) 1

3

(
F̂ti(x)− F̂mi

(x)
F̂mi

(x)
+
F̂m1(x) + · · ·+ F̂mk

(x)− F̂mi
(x)

F̂mi
(x)

)
, i = 1, · · · , k

(6.12)
考慮到此案例中的變異數變化幅度較大，為了不使目標函數受變異數所影響的比例

過大，因此將變異數開三次方根，縮小變異數對目標函數的作用。由此可將目標函數轉
為操作參數 x的函數。以操作參數為設計變數，以設計用於激發 θ1 為例，所建立的最佳
化一般式可表示如下：

min Hp(x) =
1(

F̂var(x)
) 1

3

(
F̂t1(x)− F̂m1(x)

F̂m1(x)
+
F̂m1(x) + · · ·+ F̂m6(x)− F̂m1(x)

F̂m1(x)

)

w.r.t x

s.t. ∀{x,θ} ∈ F

(6.13)
以 DIRECT演算法對 x進行演算，可得到用於激發不同模型參數之最佳操作參數。

6.6.2 於不同操作方式下之最佳化操作參數

透過上述流程，於四種不同的操作方式下，用於激發 θ1 至 θ6 的最佳操作參數整
理於表6.8。由最佳化結果所對應到各個參數的全域敏感度指標列則表示於圖6.24至
圖6.27。

表 6.8: 不同操作下激發特定不確定模型參數之最佳操作參數

(x1, x2)

操作方式
車道變換 定轉角轉向 正啾頻 逆啾頻

(d1, d2) (軌跡半徑,速度) (ω,振幅) (ω,振幅)

激發目標

θ1 (0.40669, 6.5813) (2.8194, 2.0000) (0.2434, 0.9905) (0.2000, 0.7327)

θ2 (5.8253, 1.1578) (2.0011, 0.9078) (0.0500, 0.5666) (0.2000, 0.8762)

θ3 (7.52e-6, 2.8891) (2.8775, 1.2097) (0.0500, 0.5339) (0.0400, 0.5350)

θ4 (2.25e-5, 2.9651) (2.3086, 2.0000) (0.2284, 0.9999) (0.1169, 1.0000)

θ5 (4.7821, 7.9999) (2.7722, 0.8346) (0.2499, 0.8230) (0.2000, 0.7257)

θ6 (0.8015, 6.5759) (2.8692, 2.0000) (0.2499, 0.9021) (0.1169, 1.0000)
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圖 6.24: 於車道變換操作下激發各個不確定參數之全域敏感度指標

144



doi:10.6342/NTU202001406

圖 6.25: 於定轉角轉向操作下激發各個不確定參數之全域敏感度指標
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圖 6.26: 於正啾頻操作下激發各個不確定參數之全域敏感度指標
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圖 6.27: 於逆啾頻操作下激發各個不確定參數之全域敏感度指標
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在車道變換的操作中，圖6.24中可看見 θ2 在此操作中所貢獻的變異量非常的顯著，
在激發 θ2 時，甚至幾乎貢獻了所有的變異量。在激發 θ3、θ5 的操作參數中，可以看見
兩者的主效應指標明顯的較其他組實驗的數值較大，但同時也發現這兩組實驗的總變異
量僅是變異量最大的操作 (激發 θ2)的 0.25倍。因此在該操作下雖然能有效的凸顯參數
的主效應和總效應，但能否在變異數較小的條件下，在真實實驗加入量測雜訊後，參數
偏差所造成的差異仍然能被有效的識別並對系統進行參數的調整仍然需要由後續流程確
認。
在定轉角轉向中的操作中，圖6.25中顯示 θ2 及 θ3 所代表的側偏剛性和外傾剛性在

此操作下，在任意一組最佳操作參數下主效應指標及總效應指標都相較於其他參數更顯
著，而其他參數只有在總變異量下降的特定操作下，能貢獻較高比例的變異量。由於定
轉角轉向屬於穩態操作，因此在與側向加速度較有相關的參數 θ1 影響較不顯著，但可有
效激發輪胎上的側偏剛性和外傾剛性。
在正啾頻的操作中，圖6.26可見 θ2 的效應相較於前兩者降低許多，且 θ1、θ3、和 θ5

在經由激發後，在主效應指標上很明顯被凸顯，且總變異數並沒有同時下降。θ4 和 θ6 在
此操作下依然無法有效的被激發。值得留意的是，在激發 θ4 與 θ5 的實驗中，θ5 的主效
應與總效應指標在兩組最佳操作中差距非常小，但總變異量卻有顯著的差異，因此以兩
組最佳操作進行參數校準時，可從校準結果來探討總變異量與校準的關係和影響。
在逆啾頻的操作中，圖6.27中顯示在用於激發不同的不確定模型餐數時，對應到的

目標激發參數之效應都能被顯著的激發，特別是 θ4 與 θ6 在主效應上較容易被觀察。然
而，在激發 θ4 與 θ6 的實驗中，系統的總變異量遠少於用於激發 θ2 的最佳操作，因此 θ4

與 θ6 的校準是否會受總變異量所影響，在此特性中也能被觀察。
綜合以上，透過建立指標生成函數及最佳化，呈現了以操控參數為設計變數進行激

發不同不確定模型參數的模擬成果，同時也證實了儘管在同一種操作方法下，操作參數
的不同對於各項參數的全域敏感度和變異程度也能造成非常大的差異。也因此，本研究
也證實了所提出之方法對車輛系統之動態驗證的重要性及可行性，提供操作者一種能有
效的進行實驗比對、誤差歸因、及設計動態驗證項目的程序。

6.7 模型參數校準

透過最佳化方法求出不同操作下，用於激發各個不確定模型參數的最佳操作參數後，
本節將使用卡爾曼濾波器對不確定參數進行校準。然而，於數學模型操作卡爾曼濾波器
時發現變異數的大小相對於模型參數的主效應指標，對於參數校準的影響似乎更大。本
節首先將針對總變異數與目標參數的主效應指標對卡爾曼濾波器校準參數的影響，歸納
出結果後，再提出一套整合各種操作的軌跡設計方法，並對該軌跡進行模擬與驗證。本
節所包含的項目如下：

• 模擬實驗的架設及量測誤差的模擬

• 應用基於混沌多項式展開之卡爾曼濾波器校準車輛動力學模型中的不確定模型參
數之操作流程
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• 於不同的最佳操作參數下，以卡爾曼濾波器在模擬實驗中進行參數校準，並根據
參數的校準狀況討論總變異數與目標參數主效應指標的取捨

• 根據上述結論，整合多種操作為單一軌跡，並重新進行參數校準

6.7.1 實驗架構

在此案例中，對於真實系統的實驗架構如下圖6.28所示。在實驗環境設計中，將同
時觀察五個輸出狀態，分別是透過 IMU直接量測車輛質心於車體座標的加速度 ax、ay、
及偏移角速率 ψ̇，和透過空拍機錄製車輛行駛的 X與 Y座標位置，以動態影像分析軟體
Tracker對的質心在全域作標下的位置。將五種狀態以時間序列記錄，並輸入至卡爾曼濾
波器中做為真實系統的量測資訊。

圖 6.28: 真實系統操作實驗環境設置示意圖

然而，本研究基於假設真實系統與模擬模型的唯一不同為參數的不一致，為了更聚
焦於此假設，需要先忽略模型建構上未完整表達的物理模型，因此選擇以 Simulink模型
先進行模擬實驗，用以做為卡爾曼濾波器中的真實系統實驗。
以 Simulink模型進行模擬實驗的關鍵主要有二：

• 設定模型參數：設定模擬實驗的模型參數為已知，可在參數校準流程進行後做為
比對依據。模擬模型的真實模型由各個不確定模型參數的設計空間中以亂數表產
生，所設定的參數如下：

表 6.9: 模擬實驗中真實系統之不確定參數數值

θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6

Iz Cα Cβ SAP µr0 µr1

48.8834 1413.4876 56.618 0.0029 0.007 5.23E-04
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• 於模擬實驗中加入量測雜訊：考量到對於真實系統進行輸出狀態量測時感測器皆
存在量測誤差，因此也在模擬實驗中加入量測誤差模型，讓模擬實驗能更接近真
實實驗，同時也讓卡爾曼濾波器能夠在具有量測雜訊的情境下進行參數的校準。
誤差變異數的設定方式可參考 [18, 104]。根據感測器的規格表以及對動態影像識
別的誤差假設，將 Simulink中的量測誤差設定為平均為 0之白噪音，其誤差範圍
如下：

表 6.10: 感測器誤差列表

量測目標 誤差項目 誤差範圍 分佈類型

ax IMU加速度量測誤差 ±3% N (0, (0.03ax)
2)

ay IMU加速度量測誤差 ±3% N(0, (0.03ay)
2)

ψ̇ IMU角速度量測誤差 ±0.08726 rad/s N (0, 0.043632)

X 空拍影像分析誤差 ±0.05 m N(0, 0.0252)

Y 空拍影像分析誤差 ±0.05 m N(0, 0.0252)

模擬實驗中的 Simulink模型增加量測雜訊於操控模型 (圖A.40)中。加入雜訊模型
的 Simulink架構如下：

圖 6.29: Simulink模型加入雜訊模型架構
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6.7.2 參數校準流程

本小節將說明在此案例中，使用基於混沌多項式之卡爾曼濾波器於參數校準的流程，
將卡爾曼濾波器所呈現的參數估測分佈之平均值做為參數校準的結果。以下流程以假設
初始時間 t = tk 進行說明，設定初始時間為 k = 1，此方法操作流程如下：

圖 6.30: 於車輛工程案例應用基於混沌多項式之卡爾曼濾波器於參數校準之流程

1. 建立單一維度混沌多項式
針對每個不確定模型參數先建立單一維度的混沌多項式模型。考量到不確定模型
參數在尚未被校準前，不確定模型參數於設定的參數可能分佈區間內的出現機
率皆相同，因此將每一組不確定模型參數的機率分佈設定為均勻分佈，即可採用
表3.2建立 6組單一維度的混沌多項式。

2. 建立多維度混沌多項式
將六組一維混沌多項式相乘，得到多維度混沌多項式。考量到混沌多項式的項數
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會影響到混沌多項式在隨機程序中的預測準確性，且項數的多寡會直接影響到取
樣次數和模擬成本，綜合考量下設定截斷係數 p = 5，建立具有 6 個維度、共有
462項的多維度混沌多項式。

3. 計算混沌多項式係數初始值
自不確定模型參數的設計空間中以低差異取樣選取 N 個取樣點，其中 N 為混沌
多項式項數的三倍。在建立低差異取樣時，將所建立的 Sobol序列由 [0, 1]平移至
[−1, 1]，做為隨機變數 ξ，再平移至各個維度的設計空間中，做為不確定模型參數
的取樣 θ。設每一個維度中的參數取樣，都是由隨機變數以混沌多項式做為函數而
產生，因此將隨機變數 ξ 帶入混沌多項式中，以最小平方法求出所有混沌多項式
的係數。以 θ1 為例，所對應到的混沌多項式係數初始值，可得到：


θ1,1

θ1,2
...

θ1,1386

 =


ψ1(ξ(1)) ψ2(ξ(1)) · · · ψ462(ξ(1))

ψ1(ξ(2)) ψ2(ξ(2)) · · · ψ462(ξ(2))
...

... . . . ...
ψ1(ξ(1386)) ψ2(ξ(1386)) · · · ψ462(ξ(1386))





(θf1,k)
1

(θf1,k)
2

(θf1,k)
3

...
(θf1,k)

462


由最小平方法即可解出初始係數 [(θf1,k)

1, (θf1,k)
2, ..., (θf1,k)

462]。係數以 (θfi,k)
j 表

示，其中 j 表示混沌多項式中第 j 個係數，i為第 i項不確定模型參數 θj，而 k 為
卡爾曼濾波器於第 k 次迭代，於初始係數中 k = 1，f 表示該係數為卡爾曼濾波器
進行濾波前的係數預測值。

4. 卡爾曼濾波器設定
完成模擬實驗中的量測誤差設定後，可設定卡爾曼濾波器中的狀態量測矩陣 zk、
觀測矩陣 H及雜訊共變異矩陣 Rk。在此案例中，所觀測的狀態直接透過系統輸出
直接取得，不需經過線性或非線性的疊加。系統的狀態量測矩陣 zk 可表示為：

zk =
[
zax(tk), zay(tk), zψ̇(tk), zX(tk), zY (tk)

]T
對應的觀測矩陣 H可表示為：

H =


1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1


而對應的雜訊共變異矩陣 Rk 可表示為：
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Rk =


Rax,k 0 0 0 0

0 Ray ,k 0 0 0

0 0 Rψ̇,k 0 0

0 0 0 RX,k 0

0 0 0 0 RY,k


其中，

Rax,k = max
{
10−12, (0.03zax(tk))

2
}

Ray ,k = max
{
10−12, (0.03zay(tk))

2
}

Rψ̇,k = max
{
10−12, 0.043632

}
RX,k = max

{
10−12, 0.0252

}
RY,k = max

{
10−12, 0.0252

}
同時，考量模擬成本及混沌多項式所產的累積誤差，設定卡爾曼濾波器的迭代次
數 k = 8，而 tk 則由不同操作方式的模擬時間所決定。

5. 建立誤差共變異矩陣
將欲輸入至卡爾曼濾波器中的不確定模型參數取樣代入模擬模型中，並擷取模型
於第 k 個時間點 tk 的輸出狀態，分別以單一輸出矩陣記錄資料：

yax,k = [yax,1(tk), yax,2(tk), ...., yax,1386(tk)]

yay ,k = [yay ,1(tk), yay ,2(tk), ...., yay ,1386(tk)]

yψ̇,k = [yψ̇,1(tk), yψ̇,2(tk), ...., yψ̇,1386(tk)]

yX,k = [yX,1(tk), yX,2(tk), ...., yX,1386(tk)]

yY,k = [yY,1(tk), yY,2(tk), ...., yY,1386(tk)]

建立 θ1 至 θ6 與輸出狀態的誤差共變異矩陣，此處的 θi 為向量形式 θi =

[θi,1, θi,2, ..., θi,1386]，在此將標準的誤差共變異矩陣簡化為兩個卡爾曼濾波器所
需用的矩陣，分別是單一不確定模型參數與輸出狀態的 (Py,θ)fk 以及輸出狀態的共
變異矩陣 (Py,y)fk，表示如下，其中 Pa,b 表示 a, b之共變異數：

(Py,θ)fk =



(Pax,θ1)
f
k (Pay ,θ1)

f
k (Pψ̇,θ1)

f
k (PX,θ1)

f
k (PY,θ1)

f
k

(Pax,θ2)
f
k (Pay ,θ2)

f
k (Pψ̇,θ2)

f
k (PX,θ2)

f
k (PY,θ2)

f
k

(Pax,θ3)
f
k (Pay ,θ3)

f
k (Pψ̇,θ3)

f
k (PX,θ3)

f
k (PY,θ3)

f
k

(Pax,θ4)
f
k (Pay ,θ4)

f
k (Pψ̇,θ4)

f
k (PX,θ4)

f
k (PY,θ4)

f
k

(Pax,θ5)
f
k (Pay ,θ5)

f
k (Pψ̇,θ5)

f
k (PX,θ5)

f
k (PY,θ5)

f
k

(Pax,θ6)
f
k (Pay ,θ6)

f
k (Pψ̇,θ6)

f
k (PX,θ6)

f
k (PY,θ6)

f
k


6×5
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(Py,y)fk =


(Pax,ax)

f
k (Pax,ay)

f
k (Pax,ψ̇)

f
k (Pax,X)

f
k (Pax,Y )

f
k

(Pay ,ax)
f
k (Pay ,ay)

f
k (Pay ,ψ̇)

f
k (Pay ,X)

f
k (Pay ,Y )

f
k

(Pψ̇,ax)
f
k (Pψ̇,ay)

f
k (Pψ̇,ψ̇)

f
k (Pψ̇,X)

f
k (Pψ̇,Y )

f
k

(PX,ax)
f
k (PX,ay)

f
k (PX,ψ̇)

f
k (PX,X)

f
k (PX,Y )

f
k

(PY,ax)
f
k (PY,ay)

f
k (PY,ψ̇)

f
k (PY,X)

f
k (PY,Y )

f
k


5×5

6. 輸出狀態混沌多項式展開
將輸出狀態以相同的多維度混沌多項式展開，以最小平方法計算在該時間點的輸
出狀態所對應到的混沌多項式係數。以矩陣將多項式展開，以 yax,k 為例，以混沌
多項式展開的矩陣形式可表示為：


yax,1(tk)

yax,2(tk)
...

yax,1386(tk)

 =


ψ1(ξ(1)) ψ2(ξ(1)) · · · ψ462(ξ(1))

ψ1(ξ(2)) ψ2(ξ(2)) · · · ψ462(ξ(2))
...

... . . . ...
ψ1(ξ(1386)) ψ2(ξ(1386)) · · · ψ462(ξ(1386))





(yfax,k)
1

(yfax,k)
2

(yfax,k)
3

...
(yfax,k)

462


同樣的，係數以 (yfi,k)

j 表示，其中 j 表示混沌多項式中第 j 個係數，i表示不同輸
出狀態，而 k為卡爾曼濾波器於第 k次迭代，於初始係數中 k = 1，f 表示該係數
為卡爾曼濾波器進行濾波前的係數值。

7. 預測係數
將所得到的各項矩陣代入卡爾曼濾波器中，更新不確定模型參數之混沌多項式的
各項係數 (θi,k)，j = 1, ..., 462。更新流程如下：



(θa1,k)
j

(θa2,k)
j

(θa3,k)
j

(θa4,k)
j

(θa5,k)
j

(θa6,k)
j


=



(θf1,k)
j

(θf2,k)
j

(θf3,k)
j

(θf4,k)
j

(θf5,k)
j

(θf6,k)
j


+(Py,θ)fkH

T
(
Rk +H(Py,y)fkH

T
)−1


zkδ1,j −H



(yfax,k)
j

(yfay ,k)
j

(yf
ψ̇,k

)j

(yfX,k)
j

(yfY,k)
j





8. 還原不確定模型參數分佈
完成估測不確定模型參數之混沌多項式的各項係數後，不確定模型參數的機率分
佈方程式就可以對應的混沌多項式所組成，因此將 ξ 代入係數經更新的混沌多項
式中，即可得到於 tk 時的參數估測值。以估測 θ1 的參數為例，可以下列方式還
原：
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θ̂1 =


θ̂1,1

θ̂1,2
...

θ̂1,1386

 =


ψ1(ξ(1)) ψ2(ξ(1)) · · · ψ462(ξ(1))

ψ1(ξ(2)) ψ2(ξ(2)) · · · ψ462(ξ(2))
...

... . . . ...
ψ1(ξ(1386)) ψ2(ξ(1386)) · · · ψ462(ξ(1386))





(θa1,k)
1

(θa1,k)
2

(θa1,k)
3

...
(θa1,k)

462


9. 更新模型參數
將估測的參數數值做為下一個時間點 tk+1 的系統模擬之輸入，重複步驟 5 至 8，
隨著系統的運動和時變不斷更新對模型參數的估測。將最後所得到的估測參數數
值輸出，即可得到卡爾曼濾波器對不確定參數的最終估測。

6.7.3 於不同操作參數下之操數校準結果

為了有效率討論總變異數與主效應指標對卡爾曼濾波器校準參數的關係，本節選取
了來自四個不同操作參數共 12組操作參數，分別以卡爾曼濾波器進行參數校準。選取的
實驗組別列於下表：

表 6.11: 選擇以卡爾曼濾波器進行參數校準之實驗組別列表

組別 操作方式 操作參數 激發目標 可觀察目標 備註

1 車道變換 (5.8253, 1.1578) θ2 θ2 變異數最大

2 車道變換 (7.52e-6, 2.8891) θ3 θ1, θ2, θ3, θ5 變異數最小

3 車道變換 (4.7821, 7.7999) θ5 θ1, θ2, θ3, θ5 變異數較小

4 定轉角轉向 (2.0011, 0.9078) θ2 θ2 變異數最大

5 定轉角轉向 (2.8775, 1.2097) θ3 θ2, θ3, θ5 變異數較小

6 定轉角轉向 (2.3086, 2) θ4 θ2, θ3, θ4, θ5 變異數最大

7 正啾頻 (0.2434, 0.9905) θ1 θ1, θ2, θ5 變異數最大

8 正啾頻 (0.2284, 1) θ4 θ1, θ2, θ4, θ5 變異數較大

9 正啾頻 (0.2500, 0.8230) θ5 θ1, θ2, θ5 與 8做比較

10 逆啾頻 (0.2, 0.73272) θ1 θ1, θ2, θ3, θ5 變異數較大

11 逆啾頻 (0.1169, 1) θ4 All 變異數最小

12 逆啾頻 (0.1169, 1) θ6 All 與 11相同

比較各組實驗中不確定模型參數的取樣分佈與估測結果分佈，如下圖所示：
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圖 6.31: 第 1組實驗：於車道變換下激發 θ2 之參數估測結果

圖 6.32: 第 2組實驗：於車道變換下激發 θ3 之參數估測結果

圖 6.33: 第 3組實驗：於車道變換下激發 θ5 之參數估測結果
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圖 6.34: 第 4組實驗：於定轉角轉向下激發 θ2 之參數估測結果

圖 6.35: 第 5組實驗：於定轉角轉向下激發 θ3 之參數估測結果

圖 6.36: 第 6組實驗：於定轉角轉向下激發 θ4 之參數估測結果

157



doi:10.6342/NTU202001406

圖 6.37: 第 7組實驗：於正啾頻下激發 θ1 之參數估測結果

圖 6.38: 第 8組實驗：於正啾頻下激發 θ4 之參數估測結果

圖 6.39: 第 9組實驗：於正啾頻下激發 θ5 之參數估測結果
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圖 6.40: 第 10組實驗：於逆啾頻下激發 θ1 之參數估測結果

圖 6.41: 第 11、12組實驗：於逆啾頻下激發 θ4 與 θ6 之參數估測結果

自圖6.31至圖6.41可歸納出幾點結果：

• 不確定模型參數的校準可行性
θ1、θ2、及 θ5 屬於較容易識別的參數，而他們所對應到的全域敏感度指標也相對
較大；θ3 所呈現的分佈區間較大，對於其參數估測分佈無法縮小是較難透過全域
敏感度分析所預期的，在刻意激發 θ3 的實驗組別中，θ3 分佈之標準差有些許變
小，提升了對估測的信心水準。同時可以看到 θ4 除了在第 9組實驗中分佈區間較
小外，在大多數實驗中並無法被校準，其分部區間與初始區間相異不大，且平均
數有明顯的偏差；θ6 在所有的實驗中皆無法被校準，分佈情形在各組實驗之間差
異甚小。

• 多組解的可能性
從各組實驗中可看到雖然卡爾曼濾波器對於參數的估測可以具有非常高的信心
水準，但在參數的估測結果上與真實系統仍然是會有偏差的。舉例來說，在第 2
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表 6.12: 第 1至 6組實驗之參數校準結果與分佈

Real Model

θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6

Real value 48.8834 1413.488 56.618 0.0029 0.007 0.000523

u.b 90 1500 75 0.3 0.0135 0.00075

l.b 30 500 25 0 0.0045 0.0002

1

Estimate 48.3925 1391.6 61.9386 0.011 0.0032 0.00049

Error % 1.0042% 1.5485% 9.3974% 279.3103% 54.2857% 5.9992%

Standard dev. 0.5665 6.3012 2.6775 0.0081 7.13E-05 1.44E-04

95% u.b 49.50284 1403.95 67.1865 0.026876 0.00334 0.000775

95% l.b 47.28216 1379.25 56.6907 -0.004876 0.00306 0.000209

2

Estimate 45.395 1459.9 67.5377 0.0226 0.0038 0.00051

Error % 7.1362% 3.2835% 19.2866% 679.3103% 45.7143% 3.5155%

Standard dev. 0.7301 13.8111 2.8831 0.0081 7.13E-05 1.44E-04

95% u.b 46.825996 1486.97 73.188576 0.038476 7.45E-05 0.000788

95% l.b 43.964004 1432.83 61.886824 0.006724 0.00366 0.000222

3

Estimate 49.6175 1408.9 49.212 0.0092 0.0047 0.00051

Error % 1.5017% 0.3246% 13.0806% 217.2414% 32.8571% 3.5155%

Standard dev. 0.7581 11.1911 2.7223 0.0083 3.29E-04 1.44E-04

95% u.b 51.103376 1430.835 54.547708 0.025468 0.005345 0.000788

95% l.b 48.131624 1386.965 43.876292 -0.007068 0.004055 0.000222

4

Estimate 54.4902 1392.8 60.6211 0.0145 0.0054 0.00049

Error % 11.4697% 1.4636% 7.0704% 400% 22.8571% 6.3814%

Standard dev. 6.1955 11.0053 4.0195 0.0076 6.05E-04 1.44E-04

95% u.b 66.63338 1414.37 68.49932 0.029396 0.006586 0.000773

95% l.b 42.34702 1371.23 52.74288 -0.000396 0.004214 0.000207

5

Estimate 49.6439 1403 61.461 0.0139 0.0037 0.0005

Error % 1.5557% 0.742% 8.5538% 379.3103% 47.1429% 4.2797%

Standard dev. 0.9006 29.0112 1.7816 0.0086 2.06E-04 1.44E-04

95% u.b 51.409076 1459.862 64.952936 0.030756 0.004104 0.000784

95% l.b 47.878724 1346.138 57.969064 -0.002956 0.003296 0.000218

6

Estimate 45.3897 1335.8 79.2302 0.0162 0.0043 0.0005

Error % 7.147% 5.4962% 39.9382% 458.6207% 38.5714% 3.7065%

Standard dev. 0.9067 7.9649 2.7095 0.0076 1.88E-04 1.44E-04

95% u.b 47.166832 1351.411 84.54082 0.031096 0.004668 0.000787

95% l.b 43.612568 1320.189 73.91958 0.001304 0.003933 0.000221
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表 6.13: 第 7至 11組實驗之參數校準結果與分佈

7

Estimate 53.765 1553.8 61.9386 0.002 0.0039 0.0005

Error % 9.9862% 9.9267% 9.3974% 31.0345% 44.2857% 4.8529%

Standard dev. 0.7863 14.7255 4.742 0.0083 3.57E-05 1.44E-04

95% u.b 55.306148 1582.662 71.23292 0.018268 0.00397 0.000781

95% l.b 52.223852 1524.938 52.64428 -0.014268 0.00383 0.000215

8

Estimate 49.1612 1399.5 66.1529 -0.0157 0.0042 0.00049

Error % 0.5683% 0.9896% 16.8408% 641.3793% 40% 5.9992%

Standard dev. 0.7331 17.1441 5.0254 0.0071 1.40E-04 1.44E-04

95% u.b 50.598076 1433.102 76.002684 -0.001784 0.004475 0.000775

95% l.b 47.724324 1365.898 56.303116 -0.029616 0.003925 0.000209

9

Estimate 49.7341 1492.4 74.3278 0.0288 0.0037 0.00049

Error % 1.7403% 5.5828% 31.2795% 893.1034% 47.1429% 5.9992%

Standard dev. 0.4865 10.1731 5.4553 0.0053 2.20E-05 1.44E-04

95% u.b 50.68764 1512.339 85.020188 0.039188 0.003743 0.000775

95% l.b 48.78056 1472.461 63.635412 0.018412 0.003657 0.000209

10

Estimate 46.9991 1393.7 85.8917 -0.0082 0.0034 0.0005

Error % 3.8547% 1.3999% 51.7039% 382.7586% 51.4286% 3.8976%

Standard dev. 0.6896 4.2228 3.9329 0.0068 1.00E-04 1.44E-04

95% u.b 48.350716 1401.977 93.600184 0.005128 0.003596 0.000786

95% l.b 45.647484 1385.423 78.183216 -0.021528 0.003204 0.00022

11

Estimate 49.1893 1451.7 73.3713 0.011 0.0034 0.0005

Error % 0.6258% 2.7034% 29.5901% 279.3103% 51.4286% 4.0887%

Standard dev. 0.907 20.2429 7.7581 0.00083 2.05E-04 1.44E-04

95% u.b 50.96702 1491.376 88.577176 0.0126268 0.003803 0.000785

95% l.b 47.41158 1412.024 58.165424 0.0093732 0.002997 0.000219

至 4 組實驗中，定轉角轉向的操作下應該能使 θ2 和 θ3 可以同時被校準，然而自
圖6.34至圖6.36中可以看到，θ2 和 θ3 仍然無法被準確估測，且分佈的情況皆不
同。根據這組實驗以及卡爾曼濾波器的估測原理，本研究推測在參數估測時，因
著量測不確定性而造成了對於分佈區間的模糊性，使兩次估測結果進行折積時不
論參數估測的範圍或者準確度都有受到影響。另一個推測估測結果可能遭遇多組
解的觀察為，θ1、θ2、θ3 及 θ5 的估測結果在不同組實驗中雖然校準的參數組合之
結果不盡相同，但卻皆有相當高的信心水準。根據此現象，本研究推測，各組實
驗所估測的參數為符合該操作下的參數組合，可在該組實驗中以MLE達到最適當
估測，但同時該估測可能為多組解的其中之一。

• 估測結果超出可能分佈區間
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各組對於 θ5 的估測經常出現估測參數的分佈於初始分佈之外。針對此情境，考量
到參數估測的結果並不符合工程意義，因此在後續的模型驗證中會忽略此參數之
估測結果，改以參數於初始分佈中的中位數取代估測結果。

• 參數激發的效益
從各組實驗中可以很清楚的看見，總變異數越大，對於參數估測的分佈的標準差
則越小，代表估測更具有信心水準。同時，自第 4 組實驗更可得知，該組的總變
異量雖然大，但 θ1 的所貢獻的變異量比例非常少，該組的變異來源幾乎都由 θ2 及
θ3 所主導，因此對 θ1 明顯的呈現較大的估測分佈。由此可推論，激發預校準的參
數在此方法中相當重要，不只在參數校準前先判斷參數是否能有效被估測，同時
透過最大化目標校準參數的變異量及整體的總變異量，使參數可以在高度信心水
準下被估測與校準。

除了以上四點結果，本研究也發現使用卡爾曼濾波器於參數校準時所得到的校準結
果並不唯一，推測原因為量測誤差導致觀測狀態進入卡爾曼濾波器時所呈現的誤差分佈
較大，使卡爾曼濾波器在進行摺積時會對於選擇的區間有所偏差。解決這個狀況除了重
複實驗之外，本研究也嘗試將上述四種獨立操作方式整合為單一軌跡進行測試，除了使
各個參數可以有效的在各種操作區間被激發，同時透過多重的操作也期望可縮小參數的
估測偏差。

6.7.4 單一整合軌跡之參數校準

前一小節針對各個操作下，分析不同的參數組合對於參數估測準確度的影響，推斷
了參數能否被有信心的估測關鍵在於該參數所貢獻的總變異數需要被放大。同時也發現
由於基於量測誤差的影響，卡爾曼濾波器在同一組實驗內估測可能會往具有偏差的數值
收斂。本節整合四種操作下，在單一組實驗內有效激發不確定模型參數的實驗，建立單
一軌跡，試圖透過多組獨立的操作來解決上述問題。
整合四種操作方法的軌跡 (稱作整合軌跡)，選擇了第 1、2、7、及 10組實驗的操作

參數來建構單一軌跡，並預期可校準 θ1、θ2、θ3、及 θ5。整合軌跡如下：

圖 6.42: 整合軌跡
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在此操作中，模擬器設定總駕駛時間設定為 106 秒，可得到開迴路駕駛的軌跡如
圖6.43所示。

圖 6.43: 整合軌跡之閉迴路駕駛軌跡

以卡爾曼濾波器設計 16個時間截取點進行迭代，得到各個不確定模型參數的估測如
圖6.44，估測分佈的統計資訊則列於表6.14。由模擬結果可發現，使用整合軌跡做為操
作下的參數校準結果明顯的與真實數值接近，同時不確定模型參數的分佈區間也變小，
代表對於估測結果的信心水準非常高，可進入參數驗證階段。

圖 6.44: 整合軌跡操作下之不確定模型參數估測分佈
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表 6.14: 整合軌跡操作下之不確定模型參數估測結果與區間

θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6

Real 48.8834 1413.488 56.618 0.0029 0.007 0.000523

Estimate 49.9348 1422.5 57.6706 0.0023 0.0064 0.000495

Error/span % 1.7523% 0.9012% 2.1052% 2% 0.6667% 5.0909%

Standard dev. 0.202 2.7908 0.7202 0.0019 1.28E-05 1.44E-04

95% u.b 50.33072 1427.97 59.082192 0.006024 0.00642505 0.000778

95% l.b 49.53888 1417.03 56.259008 -0.001424 0.00637495 0.000212

6.8 模型驗證

完成參數的估測後，將模型參數代入模擬模型中，並加入不確定因素模型，多次模
擬後計算各個狀態的信賴區間，並計算檢定統計量，以假設檢定判斷所校準的模型是否
與真實系統相同。
在此案例中，模型驗證的流程如下：

圖 6.45: 車輛系統校準模型驗證流程

1. 建立獨立的驗證軌跡
生成驗證軌跡的流程同樣為建立一組不同於校準參數時所使用的軌跡，另外生成
一組軌跡，並透過閉迴路駕駛模擬得到其操作指令。此時的閉迴路駕駛模型所使
用的參數組合為不確定模型參數於可行分佈區間的中位數 θ0。所生成的模型驗證
軌跡如圖6.46所示。

2. 建立信賴區間
以透過卡爾曼濾波器所估測的各項參數之平均值作為該參數的估測值 θ̂，將其代
入可模擬感測不確定性的開迴路操作中，以前步驟所得到的操作指令駕駛 500次，
每一次操作分別將系統輸出狀態 X,Y, ax, ay, ψ̇ 以 100000個資料點所組成的向量
記錄，並計算各個輸出狀態中的每一個資料點的平均值與標準差，並建立 95%信
賴區間。
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圖 6.46: 用於驗證車輛模型之軌跡

3. 假設檢定
以模型參數的真實值代入可模擬感測不確定性的開迴路操作中，以模擬實驗的結
果做為真實實驗的輸出狀態 Xreal, Yreal, ax,real, ay,real, ψ̇real，也同樣將每個輸出以
100000個資料點所組成的向量記錄。依序針對各個狀態在每一個同位置的資料點
進行假設檢定，計算真實實驗輸出於該信賴區間下的檢定統計量。計算所得到的
100000個檢定統計量之幾何平均數，可得到每一個狀態的等效檢定統計量。將五
個狀態的檢定統計量再進行幾何平均後，得到代表全系統的檢定統計量。在此案
例中，同樣的以 95%信心水準判斷兩模型是否可被視為相同：

• H0：模擬模型與真實系統的輸出表現可被視為相同，即模型參數相同

• H1：模擬模型與真實系統的輸出表現不可被視為相同，即模型參數不同

比較估測參數所模擬的軌跡分佈 (圖6.47淺色軌跡)與真實實驗的軌跡 (圖6.47深紅色
軌跡)可發現，模擬模型的輸出與真實實驗的結果非常接近，僅在少部分過彎處具有些許
的偏差，再加上量測不確定性，使兩者的差異更不容易區分。

圖 6.47: 估測參數所模擬的軌跡分佈與真實實驗的軌跡比較圖

透過假設檢定計算所觀測的五項系統輸出以及全系統之檢定統計量，可得到結果如
下表：
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表 6.15: 各項輸出及全系統之假設檢定結果

X Y ax ay ψ Overall

統計檢定量 0.7659 0.8507 0.7718 0.7425 0.7369 0.7725

檢定結果 Reject H1 Reject H1 Reject H1 Reject H1 Reject H1 Reject H1

表6.15中可見，透過假設檢定，不論是各項輸出的檢定結果，或者以系統的等效檢
定統計量進行檢定，都沒有足夠的證據推翻 H0，即代表 H0 成立，可於 95%的信心水
準下將所校準的模擬模型視為真實系統模型，完成參數校準。

6.9 小結

本章以三輪車系統做為工程案例，示範如何以將所提出之方法應用於複雜系統的參
數激發與校準中。本案例以三輪車的 z 軸轉動慣量、側偏剛性、外傾剛性、SAP、以及
兩個輪胎滾動阻力係數 µr0 與 µr1 做為不確定模型參數，並透過全域敏感度分析及最佳
化操作，設計出可用於激發參數的軌跡與最佳操作。在該操作下，以基於混沌多項式展
開之卡爾曼濾波器對參數進行估測，得到不確定模型參數的估測分佈。將其分佈的平均
值作為代表模型的參數估測值，並以假設檢定比較模擬模型與真實系統之動態，透過假
設檢定，在 95%信賴區間下證實兩模型的參數相同。
本章從卡爾曼濾波器校準參數的結果來推論參數激發的必要性，可得到以下結論：

• 透過全域敏感度分析及操作設計來判斷參數是否可以有效被校準的可能性

• 參數是否被激發並非單以全域敏感度指標的大小為依據，而是判斷參數所能貢獻
的總變異量是否能被放大

• 參數被激發與否對於參數能否被精準的校準影響較小，但對於參數估測的信心水
準有顯著的影響

• 透過對參數的激發，設計用於校準參數之動態，能夠使參數有效的被校準，同時
可解決部分多組解的問題，也說明了方法的可行性

儘管在此案例中參數被成功校準，但對於研究流程和設計上的邏輯，仍然有許多可討論
之處。在後續的討論中也將列出可討論之細節，以及未來可延伸的方向。
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第七章

結論與討論

7.1 研究成果與具體貢獻

動態系統的模型驗證過程倚賴著對正確的操作方式，並且需要清楚的了解模型校準
過程中誤差的來源。本研究透過數學案例及工程案例，建立並示範了一套完整的參數驗
證的流程，讓使用者可以了解如何透過系統化方法量化建立一套可以使參數的偏差在最
有效率的操作下被看見，並且透過參數的校準建立具有高度可靠度的模擬模型，完成模
型驗證。本研究的具體成果與貢獻如下：

• 對一般化模型參數之激發與校準方法
本研究針對一般化系統建立一套系統化的操作流程，具體內容如下：

1. 將動態系統以一般化數學式表示，並提出以一般化的數學模型描述參數激發
的機制。

2. 透過文獻回顧用於各種工程案例中的模型參數激發設計方法，歸納出系統化
的設計模型參數的激發方法主要有兩個要素：參數化操作方式及量化參數偏
差所造成的誤差。

3. 以 Kriging 模型做為替代模型，按照 DACE 架構建立對單一輸出模型的全
域敏感度分析方法；同時以 K-L 轉換對動態系統的動態輸出進行主成分
分析，提出一套整合 PCA 和 Kriging 模型於 Sobol 全域敏感度分析方法
(PCA-Kriged-Variance-Based Sensitivity Analysis Method)。

4. 透過不確定模型參數的主效應指標、總效應指標、及總變異數，建立用於激
發特定不確定模型參數之目標函式。同時，也提出以替代模型作為整合全域
敏感度指標的計算流程，建立指標生成函數的概念，加速最佳化流程。此方
法也透過直接求解法進行驗證，確認了方法的可行性。

5. 在基於模擬模型與真實系統的差異全來自模型參數不同的假設下，提出一套
基於 DACE和 CAE技術的參數激發與校準流程，透過區分系統的操作參數
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和不確定模型參數，並透過全域敏感度指標建立最佳的激發操作，最後透過
卡爾曼濾波器校準參數。透過以一般化數學模型呈現系統樣貌，以及數學模
型和車輛模型案例，確認了此方法的可行性，更做為此方法能被一般化使用
於各樣複雜系統的說明案例。

6. 透過對數學及工程案例進行全域敏感度分析、設計激發操作、設計操作方
法、參數校準、到模型驗證流程，確認了所提出方法之可行性及參數激發與
校準須互相搭配使用的必要性。

• 對單一輸出數學模型及動態輸出數學模型
本研究針對單一輸出數學模型及動態輸出數學模型進行方法的建構和可行性的驗
證，具體成果如下：

1. 以交叉驗證方法對替代模型進行驗證，透過 R2、RAAE、誤差分佈、曲線
重組等方法，建立替代模型擬合準確度的評估機制。

2. 透過對初始取樣次數進行調整，並加入 EGO 流程以增加模型準確度，建立
具有可信度的替代模型。

3. 建立並驗證指標生成函數進行激發操作的最佳化的可行性。

4. 以基於混沌多項式之卡爾曼濾波器進行參數校準，透過參數校準建立可靠的
模型。

• 對車輛動力學模型
本研究針對車輛工程中所使用之車輛動力學模擬模型做為實踐方法之案例，具體
結果如下：

1. 基於現有的三輪車硬體，整合摩托車動力學模型及車輛動力學模型，建立了
三輪車的動力學模型，並以 Simulink呈現三輪車的模擬模型。

2. 建立四種參數化的軌跡模型做為操作情境。

3. 建立線控操作車輛測試流程：開迴路與閉迴路操控模型的駕駛程序，完成對
複雜系統之全域敏感度分析和誤差歸因。

4. 針對車輛模型中的不確定模型參數以基於替代模型之全域敏感度分法進行全
域敏感度分析，且以所提出方法對每一個模型參數於四種參數化的操作方式
下求出最佳操作參數，並整合為單一操作軌跡之最佳設計。

5. 應用基於混沌多項式展開之卡爾曼濾波器對不確定模型參數進行估測，透過
假設檢定，使校準後的模型可與真實系統 (模擬實驗)的輸出於 95%信心水
準下可被視為相同。

• 學術發表
本研究將部分研究內容發表於 ASME IDETC-CIE (2020) Design Automation
Conference (DAC)，論文名稱：Designing Excitation Maneuvers with Maximal
Parameter Sensitivity for an X-by-Wire Autonomous Tricycle
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7.2 討論

本研究在方法的建立、驗證，以及在案例的探討中，有許多的假設和近似於操作當
中。在方法的選擇和自行建構的操作流程中，也存在著許多可以深入探討的議題。以下
則將對於研究中的邏輯和可以討論的問題進行整理，也期望這部分的問題可以提供方法
優化的方向。

1. 模型進行參數校準前需要先設計激發動態的必要性
本研究認為設計激發動態再進行參數校準是模型驗證階段非常重要的流程，不僅
有效率的使參數的偏差被放大、增加校準的準確性，透過複合式的動態設計也能
有效的解決可行參數具有多組解的處境。雖然使用未被激發的動態進行參數校準
同樣也可以得到可行解，但若缺少全域敏感度分析及參數激發流程，則無法有效
的提高校準參數的信心水準，同時若參數具有多組解，也較難被察覺。本研究所
提出之方法從模型校準的觀點出發進行設計，在方法中同時考慮了誤差歸因、最
大化誤差效應、到設計操作，是一套以校準模擬模型參數出發的系統化方法，可
有效的完成模型驗證。

2. 模型參數之全域敏感度指標大小與估測信心水準的關聯
全域敏感度指標的大小在某種程度也代表了參數是否被激發與否，然而自參數校
準的實驗結果來判斷，卻發現參數的全域敏感度指標與參數校準的準確性和信心
水準似乎並沒有直接的關聯。本研究針對此問題提出以下推測：

(a) 全域敏感度為同一組實驗內對於所有變量而言的相對值，也因此該參數所
提供的變異直接相關的還包含系統的總變異量。因此，參數能否被有效的校
準，系統的總變異數與全域敏感度指標都有直接的影響。

(b) 全域敏感度僅能代表該參數的偏移量可以容易被觀察，但當單一參數被調整
時，同時也會面臨與其他參數的交互作用之影響，而使模型無法藉由調整單
一模型參數被校準。

3. 指標生成函數並沒有進行準確度評估
在本研究中指標生成函數同樣為替代模型，但卻沒有進行準確度評估和取樣次數
的最佳化選擇，僅在兩數學案例中有透過直接求解法與其結果進行比較。不進行
準確度評估的原因主要有三：

• 單一次取樣成本太高，準確度評估的執行可行度並不高。在車輛工程案例
中，面對操作參數所組成的二維設計空間，接採用 5 個水準的全因子設計，
使樣本點可以平均的散佈在設計空間中。若要使擬合指標生成函數的取樣更
有效率，也可搭配 EGO，以取樣指標決定取樣位置，達到最有效率之取樣。

• 指標生成函數的準確度若不高，對結果所造成的直接影響並不大。由於
Kriging 模型的特性為，參與擬合的樣本數值在模型中並不會改變，因此指
標生成函數所提供的僅為由趨勢進行預測，得到可能激發不確定模型參數的
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操作參數。並且，卡爾曼濾波器校準參數的能力並不會因為操作參數有些許
的偏差而改變。

• 操作參數在真實實驗中，得由真實系統執行，其執行上並不能完全準確的按
照操作參數所生成的指令運作，在控制上會存在誤差。因此，最佳操作參數
僅是在巨觀上提供一個操作的依據，而非精準控制的指令，所以本研究對指
標生成函數的準確度要求並沒有深入探討。

4. 截斷數的選擇
在本研究中所使用的主成分分析與混沌多項式展開中，皆為了提高計算效能而對
其展開後的數學方程式進行截斷，僅保留部分資料。而根據文獻，使用混沌多項
式展開時，對於多項式所保留的項數在操作多次後累積誤差會顯著的影響結果。
因此，如何正確的選擇截斷數，在估測的準確度和運算成本之間進行取捨，也值
得討論。

5. 不確定模型參數的設計空間選擇
對於不確定模型參數的設計空間之選擇，對於全域敏感度指標或許會產生較大的
影響。例如在本研究中，側偏剛性的設計區間較大，或者這個區間的設計對系統
的影響是大的，以至於在所有的全域敏感度分析實驗中，該參數所貢獻的變異量
會占據大多數，同時也會使得其他參數的全域敏感度指標較小，導致最佳化操作
函數的效果有限。因此，選擇適當的參數區間，使各個參數在尚未被激發時所呈
現的敏感度指標差異可以縮小是可以調整和優化的程序。

6. 卡爾曼濾波器的收斂機制
本研究雖然使用卡爾曼濾波器進行參數校準，卻無法明確清楚在實務上使卡爾曼
濾波器收斂最快且最準確的資料型態為何者，也因此在研究過程中不斷的嘗試使
用變異數最大以及參數的全域敏感度指標最大者來進行實驗與比較。根據卡爾曼
濾波器的理論，應該能支持本研究在於敏感度最大化的狀態下調整參數的設定，
但由於量測雜訊的加入，使得全域敏感度在主效應指標被放大時，同時需要使總
變異數最大化，才能使卡爾曼濾波器掌握參數偏差的存在。

7. 目標函式的建立方法
本研究在制定目標函式的過程中，僅是直觀的考慮主效應指標、總效應指標如何
搭配才能使目標參數被有效凸顯，並且由於實驗需要跨組別比較，因此也把變
異數納入目標函式中。然而，變異數要如何參與在目標函式中，也是值得探討的
議題。當變異數加入了目標函式，若變異數的量値變化較大，會呈現變異數主導
(Dominate)了目標函數及最佳解，使主效應指標與總效應指標對最佳解的影響比
例降低。在本研究的車輛案例中，將變異數開三次方根以降低變異數的變化對最
佳解的影響。面對此問題，甚至在進行跨組別 (操作方式)的比較或者最佳化，可
能需要建立一套能將變異數一般化的機制，使變異數對目標函數的影響不至於大
過全域敏感度指標，也確保操數的激發能有效的呈現參數的單一影響程度，而非
激發最大變異數。
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8. 卡爾曼濾波器的估測不確定性
以卡爾曼濾波器進行的參數估測結果，會因著量測雜訊本身具有不確定性，而生
成不同的估測結果。本研究建議在模擬成本的允許情況下，可重複實驗增加樣本
數量以縮小估測參數的變異數，或者採取複合操作方式使卡爾曼濾波器的摺積區
段可以被改變，提升參數估測的準確度。

9. 指標融合的權重選擇
若系統同時參與全域敏感度分析的輸出狀態超過一組，例如車輛案例中同時具有
三組輸出狀態，則可以對決定指標融合的權重選擇建立更系統化之方法。在指標
融合的程序中，面臨到輸出狀態的單位和尺度本身就不同，無法再以總變異數進
行加權平均。因此，如何客觀的針對輸出狀態的重要性，甚至考慮感測器的誤差，
有系統的分配權重，也是直得探討的問題。

10. 參數較準方法選擇
使用基於混沌多項式之卡爾曼濾波器來校準模型參數之方法對本研究而言可能不
是最適合的。考量到本研究所預期的目標為設計一個使單一模型參數可以被激發
的環境，讓開發者可透過調整該模型參數使模擬模型與真實系統誤差最小。然而，
卡爾曼濾波器並沒有設定可讓開發者針對單一參數進行微調的機制，因此較難呈
現參數激發與參數校準的關聯性。本研究認為，若以梯度下降的最佳化演算法，
或許更能體現參數是否被激發對於參數校準的影響。儘管如此，卡爾曼濾波器卻
同時解決了參數之間耦合的問題，在同時校準多組參數下，可忽略校準單一參數
時因交互作用而無法準確校準模型的困境。

11. 多組解
在參數校準的實驗中，每一組實驗所呈現的校準結果皆不相同，且組別之間差異
和趨勢都不一樣。從此現象可推論，參數在被校準時，仍然會遭遇到多組解的狀
況。面對這種狀況，使用者在測試環境中，選擇一組能做為代表之參數組合，且
未必為系統的真實參數。對此，本研究採用整合後的單一軌跡，整合多組獨立的
操作，透過多變的操作減少參數陷入局部最佳解中。

7.3 未來工作

本研究也整理研究過程中的假設及嘗試過的問題，提供未來可基於本研究的成果，
繼續發展的方向。

1. 以真實系統進行實驗並執行參數校準
本研究並未以真實系統進行實驗，僅針對所建立之模擬模型以模擬實驗取代，為
較不完整之處。未來也期望能以真實系統進行所規畫之實驗，對未知參數進行校
準，同時也了解模型與真實車輛的差距，並規畫模型優化方向。
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2. 比較使用最佳化設計操作與否的模型驗證結果
本研究雖然在參數校準的實驗中以非常多組實驗比較並討論目標參數在被激發與
否時對於模型校準結果的影響，但並未針對於使用最佳化設計操作與否的模型驗
證結果進行系統化的比較。該論點可作為未來研究探討之重點。

3. 車輛模型之完整性及系統識別
本研究所建構車輛模型是由非常多簡化的物理模型所組成，例如輪胎的操作僅限
於線性操作區間、轉向馬達以 PI控制器取代延遲的特性、聯軸器未建模...等，都
是可以持續建構完整模型的方向。

4. 以狀態方程建構車輛模型
本研究在基於對車輛動力學模型的建構尚未熟悉時以 Simulink 完成建模。然而，
若使用卡爾曼濾波器進行參數校準，由於 Simulink模型無法實現該方法中所建議
使用的 One-step ahead模型，因此對下一個擷取時間的估測得要將估測後的模型
參數帶入系統後從初始開始模擬，不僅降低了估測的效率，也失去了卡爾曼濾波
器對於誤差共變異矩陣和輸出狀態的估測能力無法被使用。若以狀態方程建構車
輛動力學模型，則可使卡爾曼濾波器與參數校準流程更匹配。同時，狀態方程的
計算速度也優於 Simulink模型，面對應用本研究之方法於更複雜的系統時，使用
狀態方程也可以加速模擬時間，提升應用層面。

5. 以混沌多項式展開計算卡爾曼濾波器之誤差共變異矩陣
混沌多項式搭配卡爾曼濾波器的應用中，透過向量的特性，其係數可以於濾波器
中對系統的誤差共變異矩陣進行估測，以降低運算成本。在本研究中由於模型特
性的不同並沒有使用此方法，在未來的研究中可嘗試此方法，並針對其準確度進
行討論。

6. 同時校準多組參數
在以車輛工程案例做為複雜系統的案例時，僅針對 6個不確定參數進行校準。若
將此方法應用於模型更複雜、取樣成本更高、且不確定模型參數更多的複雜系統
時，不論是在初始取樣、模型驗證、到卡爾曼濾波器的應用，都會是另一大挑戰。
如何有效的對替代模型的準確度進行取捨、甚至卡爾曼濾波器是否能同時校準更
多組參數，都是可深入探討的議題。

7. 探討模擬模型與真實系統之間的模型不完整性量化與激發
本研究在基於模型參數的偏差為模擬模型與真實系統的唯一差異的假設下進行研
究，然而模擬模型與真實系統之間可能本身還存在著模擬模型所未包含的物理特
性沒有被建立在模型中。未來可探討如何在同時考量參數的偏差以及模型的不完
整性下，將模型的誤差歸因至二者，並且提出優化模型的具體策略，使模型建構
更完整。

8. 模型的完整度與預測能力的關係探討
面對各項次系統所建立的模型而言，模型越精確則建構的成本越高。如何在基於
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本研究的成果中，對於模型的清晰程度進行明確的定義，並且能針對系統的不同
操作，計算出最佳的模型開發精度，使需求與模型清晰度能有系統性的匹配，是
未來可延伸探討的議題。
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附錄A

車輛模型建構

本附錄主要介紹車輛系統的硬體規格及模擬模型的建置，特別著重在模擬模型之
力學根據，並強調如何將數學及物理定理呈現於 Simulink 模型中，同時也說明在模型
建構中所忽略或線性化處理的部份。對此案例而言，車輛動力學模型概念的建立參考
自 [16, 22, 136, 139–144]，而三輪車模型的建構則參考 [145–150]。
在本章中所建立的車輛動態方程式是根據 ISO-8855:2011 [151] 所訂定的車輛座標

系統，如圖A.1 [151]所示。

圖 A.1: ISO規範之車輛座標系

該座標系為局部座標，固定於車輛質心位置，並以車輛的質心為原點車體座標原點，
x方向為車頭指向、z 方向垂直地面射出。另建立全域座標系，以 X, Y, Z表示三軸，且
坐標系為固定、不隨車體一定而改變，如圖A.2所示。
本章期望透過對模擬模型中的物理和數學模型建構過程呈現詳細的紀錄，在未來可

持續修正模型細節、也方便模型驗證能順利進行。
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圖 A.2: 車體座標與全域座標、幾何長度標示

A.1 車輛模型建構方法

Allen及 Kutluay曾在論文中提到：「一個模型必須要夠好，但不是更好，且模型的
複雜度必須由他的使用方式來決定。」[3]。因此，對於車輛模型的建立，在各種不同的
研究用途及目標中皆有所差異。本節將對車輛動力學模型進行分類以及案例的探討，透
過了解不同建立模型的方式來確定本研究模型建立的目標及方向。

圖 A.3: 車輛動力學簡述 [152]
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車輛動力學領域主要對於車輛的行為分為兩個面向進行探討—車輛設計的獨立性
(Isolation)以及車輛的控制性 (Control)。如圖A.3 [152]所示，可以看見在車輛動力學領
域中考量的議題和處理的任務之間複雜的交互影響。獨立性探討的是車輛要如何與環境
互動，例如在固定的輸入下能否降低外界的干擾影響車輛的震動等行為；控制性著重於
面對駕駛策略，車輛能如何有最佳的表現，同時也能讓駕駛及乘客有最舒適和簡易的乘
車經驗。而連接這兩者的橋樑，如圖A.3灰色著色處，即為車輛動力學模型，觀察的是以
駕駛命令及環境參數為輸入時，系統輸出的物理量與時間的關係。透過具有一定可信度
的車輛動力學模型，工程師即可針對系統所輸出的物理量，進行乘客舒適度 (NVH)的最
佳化 [153]、輸出效率的最佳化 [154]、駕駛策略 [155]等研發工程。本研究所探討的模
型驗證，則會著重探討這個領域。

A.1.1 車輛動力學模型

最早的車輛動力學模型為單軌式的腳踏車模型 (Bicycle Model or Single Track
Model)，最早可追朔至 1940 年代，且至今仍在研究中被使用 [3]。1957 年，Segel 首
先提出第一個應用於時域的模型，可完整計算整車運動與時間的關係 [156]；1975 年，
McRuer和 Klein則深入探討車輛動態在頻域的響應 [157]，首次將車輛動力學模型應用
於分析頻率，開啟了另一個車輛工程的研究領域。從此之後，車輛動力學模型逐漸形成
一門成熟的學問。
一般而言，完整的車輛動力學模型 (Vehicle Dynamic Model) 包含的元素和之間的

互動方式可繪製成下圖A.4 [158]的方塊圖：

圖 A.4: 車輛動力學模型基本架構 [158]

圖A.4中可見，模型包含的元素有：
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• 動力學模型 (Dynamics Model)：在部分文獻中會因著重的面向不同而被稱為底盤
模型 (Chassis Model)或者操作模型 (Handling Model)，主要為整合次系統所輸出
的力和力矩，透過牛頓力學計算簧上質量 (Sprung Mass) 與簧下質量 (Unsprung
Mass)的動態及互動方式。

• 輪胎模型 (Tire Model)：包括輪胎因正向力、側滑、側傾所產生的側向力及縱向
力模型。

• 動力鏈模型 (Power train Model)：包括引擎或馬達提供的扭矩及傳動機構模型，
可表現動力是如何透過馬達傳遞至輪胎。

• 轉向模型 (Steering Model)：包含轉向機構，若有外力輔助轉向裝置，也須將其
控制器及匹配建模。

• 煞車模型 (Braking Model)：煞車機構的輸入與輸出關係之模型，包含機構的運
動及下層控制器。

• 駕駛模型 (Driver Model)：提供整合性的煞車、油門、及轉向指令。

• 車輛動態模型 (Vehicle/Road Kinematic Model)：計算車輛相對於地面的位置及
車頭朝向。

上述的每個元素，各自都可以組成一個次系統，透過彼此的輸入與輸出關係，整合
成車輛最後的動態行為輸出。隨著車輛系統的複雜性越來越高，非線性的車輛動力學模
型也難以直接計算，加上車輛具有高度安全性和性能輸出的要求，對於開發產品的結果
須有一定程度的掌握，無法透過近似或者多次嘗試就得到合理的結果，因此研發過程中
僅能仰賴電腦進行輔助工程進行車輛動力學模型的整合。

A.1.2 車輛動力學模型種類

可應用於建立車輛模型的電腦輔助軟體非常多種，研發者可根據需求使用不同的模
型。以下整理常見於建立車輛動力學模型的方法和工具，並介紹其應用上劣及普遍被應
用之研究領域。

• 狀態方程模型
狀態方程模型將車輛次系統之間的輸入與輸出關係以線性系統的方式表示。在模
型的使用上，若將探討的物理量皆在時域，且模擬時的時間間隔非常小，即可將
次系統與元件的物理模型或動態方程進行線性化展開，且當探討對象是車輛的動
態時，更適合做為計算下一時間 (One-step Ahead)的模型 [104]。狀態方程模型對
於模型的階數、動態的時變關係能有清楚的掌握，使用電腦軟體進行矩陣的數值
運算也非常快速。因此，狀態方程模型大多應用於自動駕駛策略的開發與控制器
設計、應用矩陣關係進行參數校準 [56]等。然而，此方法並不適合應用於模擬較
複雜的車輛模型，因為對於高度非線性化的複雜系統皆會進行線性簡化或降階處
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理。對開發者而言，建立狀態方程模型除了需要了解車輛系統及元件的動態方程
式，對於系統模型的調整較沒有彈性，因此對車輛模型而言，狀態方程模型大多
應用於策略的開端，較少被應用於車輛硬體開發階段的設計與分析。

• Simulink模型
Simulink 模型多為根據前章節所提的車輛動力學模型建立而成 [159]。對四輪車
及二輪的腳踏車模型進行建模的研究非常多，但依照所選定的目的不同，所使用
的自由度、模型的複雜程度皆不同。Simulink的優點為，對於研究或開發者而言，
模型的建立可完全依照使用者對模型細緻度需求所建立。由於 Simulink 的環境
中，可對於次系統建立模組，在使用上僅需要考慮次系統之間的輸入與輸出關係，
並對於系統整合的物理量有適當的整合即可運用，對次系統選配上的修改，也
較有修改模型的彈性，如圖A.5所示 [160]。但也因著 Simulink的自由開發環境，
Simulink Model 的準確度則倚賴著模型開發者對車輛次系統及元件的了解程度，
以及對於運動方程式的建構。

圖 A.5: 使用 Simulink建構車輛動力學模型 [160]

Simulink 模型由於可以與 Matlab 環境做直接的配合，且運算快速、模型建構快
速、可自由地設定車輛參數和元件及次系統選配，因此 Simulink模型被廣泛使用
於參數校準模型、模擬駕駛行為、及動力能耗等研究領域。實際案例像 Nasir等人
使用 Simulink建立了 9個自由度的四輪車模型，並透過車道變換及步階轉角與實
際模型進行驗證 [16]；Martino運用 Simulink建立車輛及輪胎模型，模擬不同輪
胎在不同的行車環境中對車輛的性能影響 [161]；Ahmad等人也透過 Simulink建
立 14-DOF 車輛模型，並透過更換兩種不同的輪胎，探討駕駛行為對車輛動態影
響，也透過轉向控制器的參數設定降低過彎打滑機率 [162]。

• ADAMS模型
ADAMS 全名為 Automatic Dynamic Analysis of Mechanical System，集建模、
求解、可視化技術於一體的虛擬樣機軟體，是目前世界上使用最多的機械系統仿
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真分析軟體。ADAMS可以直接透過以組合元件 CAD來建構複雜的機械系統，並
在虛擬實境中模仿其運動過程，在不須對動態系統進行耗時的建模和原型機測試
即可快速分析多種參數組合進行最佳化和動態 [163]，其介面如圖A.6所示 [164]。
與其他模型不同在於，ADAMS 的求解器皆是透過剛體動力學進行數值求解，因
此對於系統之間力的傳導和特性可以被完整分析。在車輛工程中，ADAMS 最常
被應用於分析駕駛性能與穩定性 [164]及開發懸吊系統 [165]。

圖 A.6: ADAMS模型示意圖 [164]

經過文獻搜尋及嘗試，本研究認為狀態方程雖然在應用上比較接近研究目的，且有
許多相關的方法可被應用，但在考量模型的複雜度、非線性程度、以及模型的建構難易
度，並不考慮使用；而 ADAMS雖然在模型建構上非常容易，且對系統的物理及數學知
識並不需具備得非常完整，但對於系統在參數上的設定上缺乏彈性，因此在無法簡化或
以巨觀角度建置系統模型時，不確定的參數數量反而過多，使分析更無法準確。因此，
經由比較後，本研究決定使用 Simulink建立車輛動力學模型。

A.2 轉向次系統

轉向次系統是決定車輛運動最重要的次系統，而模擬模型能否與真實系統進行匹配
的一大關鍵也在於轉向模型能否精確的表達系統的轉向機構的幾何狀態。本節將介紹轉
向的指令輸入，至連桿進行傳動後轉動前輪，並透過幾何關係得到等效的轉向角。同時，
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由於本車並不包含懸吊系統，因此傾斜角 (Pitch Angle)和滾轉角 (Roll Angle)都可以直
接從轉向機構中計算而得。整個轉向次系統的 Simulink架構如圖A.7所示，包函了轉向
馬達的角度輸入 PID控制器以及轉向機構，而轉向傳動機構又可分為轉向連桿模型與等
效轉角計算兩個模組，如圖A.8所示。

圖 A.7: 轉向次系統模組 Simulink架構

圖 A.8: 轉向機構 Simulink架構
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A.2.1 轉向馬達

在車輛模型中，線控轉向模型所需要表達的是馬達的指令如何被傳遞至轉向機構當
中。在真實車輛中，所使用的轉向馬達輸出扭矩應可以順利帶動機構的運作，因此在這
個模型中僅考慮馬達透過聯軸器，再帶動轉向機構時機構的作動與指令下達時間的延誤
時間。由於目前尚無法對馬達參數與聯軸器進行完整的系統識別與模型建立，因此儘建
立 PI控制器來模擬作動的延遲和避免過衝 (Overshoot)。考量到轉向機構的本身的轉角
限制，另外增加一柵欄將輸入訊號限定在 −50◦ ∼ 50◦ 之間。轉向馬達模型建置於圖A.
7的 Steering PID模組中，架構如下：

圖 A.9: 轉向馬達 PID等效模型

設定控制器中，Kp = 0.01, KI = 8時，控制器在不同輸入訊號下的響應如下：

圖 A.10: 轉向馬達於不同輸入訊號下之響應

從馬達的響應可看出，步階響應有約 0.3秒的暫態時間，且在斜坡響應和正弦輸入
響應中也有約 0.2秒的延遲，較符合真實系統中轉向系統的運動狀態。由於真實系統中
的聯軸器為二階系統，在缺乏可靠的鑑別下選擇忽略阻尼效應，同時也忽略轉向連桿的
在做動時的慣性，因此在轉向模型的響應中僅單純的考慮角度的關係，在模擬中並不會
出現震盪。
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A.2.2 轉向連桿

轉向連桿為一個六桿七接頭機構，具有一個自由度。如圖A.11所示，轉向馬達控制
於 θinput 處輸入轉向角度，由 δtempfL 及 δtempfR 輸出轉向角於左輪及右輪。由於轉向機構所
構成的平面與水平面具有 20度的後傾角 (Caster Angle)，因此 δtempfL 及 δtempfR 僅是轉向
機構的輸出，而並非車輛真實的轉向角度，在下個小節中會針對後傾效應進行等效轉向
角的換算。
轉向連桿機構的模型所呈現的是以馬達帶動的轉向角為輸入，以連桿連接兩前輪前

叉的接頭轉向角度為輸出。為了方便分析，可以將六桿七接頭機構拆解為兩個對稱且相
依的四桿四接頭機構，如圖A.11所示。其中，θ2 與 θ5 的角位移由轉向馬達所控制，兩
者角位移量相同但方向相反；θ4 及 θ7 的角位移則分別代表 δtempfL 與 δtempfR 的轉動角度。

圖 A.11: 轉向連桿機構分解示意圖

各桿件及規格參數列於下表：

表 A.1: 連桿規格表 (長度單位：mm)

r1 r2 r3 r4 θtr

469.048 96.236 411.2 85.82 17.93◦

r5 r6 r7 r8 θoffset

96.236 411.2 85.82 469.048 47.618◦
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將轉向機構拆解為四連桿的分析後，即可透過向量迴路法 (Loop-closure equation)
取得連桿角度資訊 [166]。操作步驟如下：

1. 計算 θ2 與 θ5 初始位置
在將連桿分解為四連桿機構時，將設定兩組連桿的地桿 r1 與 r8 在水平位置，因此
首先須將 θ2 與 θ5 分別定義為 r2 與 r1、r5 與 r8 的夾角，可表示為：

θ2,0 =
π

2
− θtr − θoffset (A.1)

θ5,0 = π − θ2,0 − θtr − θoffset (A.2)

2. 計算 θ4 與 θ7 之初始位置
代入 θ2,0 與 θ5,0，透過向量迴路法可將 θ4,0 與 θ7,0 表示為：

θ4,0 = 2 tan−1

[
−b1 +

√
b21 − 4d1e1
2d1

]
+ θoffset + 2π (A.3)

θ7,0 = −

(
2 tan−1

[
−b2 +

√
b22 − 4d2e2
2d2

]
+ θoffset − π

)
(A.4)

其中，

b1 = sin(2θ2,0)

b2 = sin(2θ7,0)
(A.5)

d1 = −h1 + (1− h3) cos(θ2,0) + h5

d2 = −h1 + (1− h3) cos(θ7,0) + h5
(A.6)

e1 = h1 − (1 + h3) cos(θ2,0) + h5

e2 = h1 − (1 + h3) cos(θ7,0) + h5
(A.7)

h1 =
r1
r2

=
r8
r5

(A.8)

h3 =
r1
r4

=
r8
r7

(A.9)

h5 =
r21 + r22 − r23 + r24

2r2r4
=
r28 + r25 − r26 + r27

2r5r7
(A.10)

3. 計算加入轉向輸入後 θ4 與 θ7 的位置
將輸入 θinput 輸入模型中，定義逆時鐘方向為正，可得到 θ2 與 θ5 的位置：

θ2 = θ2,0 + θinput (A.11)
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θ5 = π − θ2 − θtr − θoffset (A.12)

將 θ2 及 θ5 代入式A.3至式A.10中，即可得到 θ4 及 θ7。

4. 計算轉向機構輸出角度
轉動機構輸出角度為所帶動的兩前叉的位移角度 δtempfL 與 δtempfR ，可由下式取得：

δtempfR = θ7 − θ7,0 (A.13)

δtempfL = θ4 − θ4,0 (A.14)

轉向模型之輸入與輸出關係可以下圖表示：

圖 A.12: 轉向機構輸入與輸出之關係

A.2.3 後傾效應

由於車輛的轉向機構本身具有後傾角 ϵ，使得轉向輪在轉彎時與地面的夾角並非呈
現 90◦，也因此車輛的轉向特性需要經過另一層換算。後傾效應在一般的車輛動力學中
較少被提到，但在摩托車動力學 (Motorcycle Dynamics)中特別被強調。本小節針對幾
項後傾角所帶來的效應進行探討 [167]：

• 曳距 Trail
曳距為輪胎與地面接觸點至前叉轉軸的距離，可細分為投影於地面的距離上、輪
胎與地面接觸點至轉軸軸線延伸與地面接觸的一般曳距 (Trail) a，以及輪胎與地面
接觸點至前叉轉軸的幾何最短距離，稱之為垂直曳距 (Normal Trail) an，如圖A.
13 [167]所示。

曳距雖然為一段尺度不大的物理量，卻成了側向力作用於前叉上的力臂，使得前
叉轉軸上的另一個回正力矩來源，如圖A.14 [167]所示，因此仍然不容忽略。
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圖 A.13: 曳距示意圖 [167]

圖 A.14: 曳距作用於車輛示意圖 [167]

一般曳距及垂直曳距分別可下式中得到：

an,R = Rf
cos δtempR sin ϵ»

1− (sin δtempR sin ϵ)2
− d

an,L = RL
cos δtempL sin ϵ»

1− (sin δtempL sin ϵ)2
− d

(A.15)
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aR = Rf tan ϵ cos δtempR −

»
1− (sin δtempR sin ϵ)2

cos ϵ
d

aL = Rf tan ϵ cos δtempL −

»
1− (sin δtempL sin ϵ)2

cos ϵ
d

(A.16)

• 等效轉向角 Kinematic Steering Angle
又作「動態轉向角」。由於轉向機構所在的平面與地面夾有後傾角，因此轉向角的
效應需要經由投影取得，如圖A.15 [167]所示。

圖 A.15: 等效轉向角示意圖 [167]

等效轉向角可由下式計算得到。其中 ϕ為車輛之傾斜角。

δR = arctan
(

sin δtempR cos(ϵ)
cosϕ cos δtempR − sinϕ sin δtempR sin(ϵ)

)
δL = arctan

(
sin δtempL cos(ϵ)

cosϕ cos δtempL − sinϕ sin δtempL sin(ϵ)

) (A.17)

A.2.4 重心偏移

在存在後傾角的轉向機構中，當轉向機構轉向時，輪胎與地面的接觸點也會隨之改
變，進而改變車輛的重心位置和傾斜角與滾轉角，如圖A.16 [167]所示。
設轉向機構做動時輪胎與地面的接觸點 Pf 相對於未轉向時的原接觸點在 x方向的

位移為 xPf，在 y 方向上的位移為 yPf，將滾轉角 µ及傾斜角 ϕ代入，則 xPf 與 yPf 可
以下式求得：

xPf,R = (c1,R + c2,R) sinµ+ (c4,R + c5,R) cosµ

xPf,L = (c1,L + c2,L) sinµ+ (c4,L + c5,L) cosµ
(A.18)
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圖 A.16: 輪胎與地面接觸點於轉向時移動示意圖 [167]

yPf,R = (−(c1,R + c2,R) cosµ+ (c4,R + c5,R) sinµ) sinϕ+ c3,R cosϕ− (tf − tr)

yPf,L = (−(c1,L + c2,L) cosµ+ (c4,L + c5,L) sinµ) sinϕ+ c3,L cosϕ− (tf − tr)
(A.19)

其中

c1,R = d sin ϵ(1− cos δtempfL ) + tr − tf

c1,L = d sin ϵ(1− cos δtempfR ) + tr − tf
(A.20)

c2,R = ρf

[
cos ϵ cos(β ′

fR − ϵ)− cos δtempfR sin ϵ sin(β ′

fR − ϵ)− 1
]

c2,L = ρf

[
cos ϵ cos(β ′

fL − ϵ)− cos δtempfL sin ϵ sin(β ′

fL − ϵ)− 1
] (A.21)

c3,R = d sin δtempfR + ρf sin δtempfR sin(β ′

fR − ϵ)

c3,L = d sin δtempfL + ρf sin δtempfL sin(β ′

fL − ϵ)
(A.22)

c4,R = p− d cos ϵ(1− cos δtempfR )

c4,L = p− d cos ϵ(1− cos δtempfL )
(A.23)

c5,R = ρf

[
sin ϵ cos(β ′

fR − ϵ) + cos δtempfR cos ϵ sin(β ′

fR − ϵ)
]

c5,L = ρf

[
sin ϵ cos(β ′

fL − ϵ) + cos δtempfL cos ϵ sin(β ′

fL − ϵ)
] (A.24)
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β
′

fR = ϵ

(
sin δtempfR tanϕ− sin ϵ cos δtempfR

cos ϵ

)

β
′

fL = ϵ

(
sin δtempfL tanϕ− sin ϵ cos δtempfL

cos ϵ

) (A.25)

因此，重心於 y 方向上的位置 w1 及 w2 則隨轉向輸入大小及正負號調整為：

wn1 = w1 ± yPf,L

wn2 = w2 ∓ yPf,R
(A.26)

轉向時，由於輪胎的傾斜，使得輪軸位置也隨著轉向角而下降，幾何關係如圖A.
17 [167]中 ∆h所示。

圖 A.17: 於轉向時輪軸位置下降示意圖 [167]

由幾何關係可以推得 ∆h為：

∆hR =
(
1−
»

1− sin2 δtempR sin2 ϵ
)
Rf

∆hL =
(
1−
»

1− sin2 δtempL sin2 ϵ
)
Rf

(A.27)

當前兩輪的輪軸位置下降時，整車的重心位置也會隨之改變 [146]，如圖A.18所示。
根據幾何關係，可以推得重心下降距離 ∆hCOM 為：

∆hCOM =
l2
p

(
∆hL + (∆hR −∆hL)

wn2
wn1 + wn2

)
(A.28)
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圖 A.18: 轉向時重心下降示意圖

透過後傾角與輪子的幾何關係，並隨著轉向角更新 wn1、wn2、與∆hCOM，以及下個
小節所介紹的傾斜角 ϕ與滾轉角 θ，即可得到車輛的重心位置。

A.2.5 傾斜角與滾轉角

由於本車輛系統中並沒有裝載懸吊系統，因此車輛的傾斜角 θ 與滾轉角 ϕ在三輪都
未離地時，僅由轉向時的重心偏移所造成。因此，傾斜角與滾轉角的計算都仰賴著以上
所提及的幾何關係。

• 傾斜角
在此案例中，重心的降低是造成傾斜角的原因，如圖A.19所示，可以透過前軸的
重心降低距離及 x方向的重心位置求出傾斜角：

θ = arctan(
∆hCOM

l2
) (A.29)

圖 A.19: 傾斜角之幾何關係示意圖

• 滾轉角
滾轉角的計算在本案例中較為複雜。同樣的，如圖A.18所示，透過前軸在轉彎時
的重心下降，可以得到滾轉角 ϕ應為：

ϕ = arccos(
h−∆hCOM

h
) (A.30)
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然而，在計算 ∆hCOM 時所需代入的 yPf、c1 ∼ c5 等皆為 ϕ的函數，因此在計算
上需要透過遞迴運算，當透過計算所得到的 ϕ與所假設的 ϕ0 相符時，即表示 θ 為
模型運算之結果。運算流程如下：

圖 A.20: 計算滾轉角流程圖

1. 將滾轉角初始值 ϕ0 設為 0

2. 將 ϕ0 代入式A.19至式A.30中，由轉向幾何關係計算出應有的滾轉角 ϕ

3. 判斷計算所得的 ϕ是否與假設之初始值 ϕ0 相等。所謂相等定義為誤差於 1%
內即可認定為相等

4. 若判定兩角度不相等，則令 ϕ0 = ϕ，重複步驟 2∼3，直到兩角度可被認定
為相等

5. 若判定兩角度相等，則輸出 ϕ作為車輛最終的滾轉角

A.2.6 外傾角

外傾角 (Camber Angle) 為輪胎平面與車身之間的角度，以 β 表示。在本案例中將
外傾角沿 x軸正向以順時針旋轉的定義為負向，逆時針旋轉為正向，使其可與兩輪的轉
角同向，如圖A.21 [167]所示為正向外傾角之示意圖，其計算可由下式所得：

βfR = arcsin
(
cos δtempfR sinϕ+ cosϕ sin δtempfR sin ϵ

)
βfL = arcsin

(
cos δtempfL sinϕ+ cosϕ sin δtempfL sin ϵ

) (A.31)

圖 A.21: 外傾角示意圖 [167]
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A.3 推進次系統

真實車輛的推進次系統由線控驅動次系統 (Drive-By-Wire, DBW) 及線控煞車次系
統 (Brake-By- Wire, BBW)所組成。在對應的模型中，推進次系統模組則包含驅動及制
動兩種行為，但煞車機構模型由於缺乏完整的系統鑑別因此無法被完整的建立，僅僅透
過 PID控制器輸出一制動力替代煞車機構的運作。
圖A.22為推進次系統的系統架構，包含了輪速轉換模組、PID控制器模組、馬達模

組、以及推進力整合模組。其中，為方便起見推進力整合模組被建置於阻力模型中。本
節將針對上述模組進行模型建構之說明。

圖 A.22: 推進次系統 Simulink架構

A.3.1 PID控制器

PID控制器對整車的於 x方向的速度 vx 進行速度控制，其中 PID控制器的輸出若
為正，則輸出為正的力矩訊號至馬達中；反之若輸出為負，則輸出為負的力矩訊號替代
煞車機構輸出。PID控制器架構如圖所示：

圖 A.23: 推進次系統 PID控制器 Simulink架構
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在本研究對模型的操作中，由於缺乏對馬達驅動器的完整鑑別，因此為了使馬達的
輸出可以較準確被模型表現，在實驗中所皆給定車輛系統固定速度，讓車輛可以等速前
進。因此，PID 控制器最需要表達的即是車輛加速的暫態。在 Simulink 模擬中，則建
立 PI 控制器，其中 Kp = 200 及 KI = 5。其中為了使控制器的輸出為扭力，因此設
定 Kp 同時有放大 Gain 訊號至扭矩輸出之作用。以控制車輛於 v = 1(m/s) 下等速進
行為例，速度命令與車速的關係可顯示於圖。由圖中可看出，車輛的加速度大約控制在
a = 1(m/s2)。

圖 A.24: 推進系統 PID控制器之輸入與系統響應關係

A.3.2 輪速轉換

根據運動學及輪胎等效半徑的換算，可得到輪速轉換之 Simulink架構如下圖A.25所
示。

圖 A.25: 速度轉換為輪速之 Simulink架構

轉速轉換模組的功能為將回授所得的車輛速度 (m/s)轉換為動力輪的角速度 (rpm)，
以便馬達模組使用。根據物體滾動的運動學，可得到輪速為：
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ωr =
V

reffr

(A.32)

其中，reffr 為後輪的等效半徑。假設後輪輪胎在未受力時半徑為 r0r 於半徑在受後輪
正向力 Fzr 上的行為可近似於線性彈簧，且彈力係數為 kz，則後輪的等效半徑 [136]可
表示為：

reffr = r0r − Fzrkz (A.33)

A.3.3 馬達模型

PID控制器所輸出的扭矩命令，首先進入到馬達模組後，再輸入至系統中。馬達模
組的功能即為限制動力輪於當下的轉速所能輸出的最大扭矩。因此在 Simulink中建立馬
達模型，所需要的資訊為馬達的扭矩與轉速的關係。馬達的扭矩與輸入關係如下：

圖 A.26: 馬達動力曲線測試結果

在 Simulink架構中，要計算馬達在該轉速下所輸出的輸出扭矩，除了限定輸出扭矩
的最大値 τmax 外，也假設在扭力輸出指令小於該輪速所能輸出之最大扭矩時，則該扭力
可被直接輸入至系統中。馬達模組的 Simulink架構如下圖所示。

圖 A.27: 馬達模組 Simulink架構
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A.3.4 推進力整合

馬達與煞車作用於同一輪上時會出現多種情境，若再加入倒檔的情境，則需要將馬
達與煞車的合力矩輸出進行探討及分類。在此模型中，將推進力整合模組建置於阻力模
型當中以便操作。
在此模型中，令使車輛能具有正向加速度 ax 的馬達扭矩 τmotor 符號為正，且令使

車輛具有負向加速度的煞車扭矩 τbrake 符號為負。其中，煞車扭矩的方向與車輛行徑方
向恆為相反，且作用時僅會使速度的量值 |vx|減少而不會增加。推進力整合的情境分類
共分為三階段：馬達扭矩 τmotor 是否大於 0、馬達扭矩的量值是否大於煞車扭矩的量值、
以及車輛前進速度 vx 的方向性。三階層的判斷架構及情境如下：

圖 A.28: 推進力整合之情境
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取其中一組分支為例，各階段的 Simulink架構如下：

圖 A.29: 第一階：馬達扭矩 τmotor 是否大於 0

圖 A.30: 第二階：馬達扭矩量值是否大於煞車扭矩量值

圖 A.31: 第三階：判斷車輛前進速度 vx
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A.4 阻力模型

在此案例中將車輛的阻力成因歸因於輪胎的滾動阻力、空氣阻力、及坡度阻力，分
別將建置於 Simulink模型的阻力模型架構中，如圖所示。其中，在阻力模型中也加入了
輪胎的滑動判斷，判斷輪胎的牽引力與最大靜摩擦力的關係。本節將介紹各種阻力模組
建置的方法及物理模型。

圖 A.32: 阻力模型 Simulink架構

A.4.1 滑動判斷

滑動判斷是根據輪胎與地面接觸點所受的力與最大靜摩擦力進行比較，若小於最大
靜摩擦力則表示未打滑，可輸出該力原始大小；若大於最大靜摩擦力，則輸出最大靜模
紮力值，方向與原始方向相同。滑動的判斷在此案例中僅針對作為動力輪的後輪，並假
設被動的前輪並不會有滑動現象。
最大靜摩擦力公式如下 [136]：

Fs = µdpFzr (A.34)

其中，µdp 為最大靜摩擦係數，與輪胎和接觸地面性質有關 [136]。在此案例中，則
假設在車輛一般操作乾路面下幾乎不產生滑動，設定 µdp = 0.8。在圖A.32中，經由推進
力整合模組所輸出的輸出扭矩首先須再經由換算將其轉為輪胎與地面接觸點之受力。滑
動判斷模組即可被建構如下：
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圖 A.33: 滑動判斷模組示意圖

A.4.2 滾動阻力模型

滾動阻力模型 (Rolling Resistance Model)為輪胎在非剛體滾動時，因著形變而產生
的阻力。圖A.34 [167]將輪胎以彈簧結構模型表示，當輪胎同時受到正向力及轉動扭矩
時，輪胎下緣會因為在垂直方向受力和形變量不同，使得較接近輪胎內徑側開始產生位
移時，與地面接觸側仍保持靜止。此時輪胎在運動上則會將部分的扭矩輸入能量轉換為
用於帶動形變的能量，這種能耗現象即被認定為滾動阻力的成因。

圖 A.34: 滾動阻力原理示意圖 [167]

滾動阻力的大小與輪胎的形變和滾動的速度有直接的關係，而形變與正向力有直接
關聯，因此透過經驗公式可將滾動阻力模型近似為：

Fr = −µrFz (A.35)

其中，滾動阻力係數 µr 之數值解可以二階方程式近似為：

µr = µr0 + µr1v
2
x (A.36)

其中，µr0 及 µr1 為系統中之不確定參數。因此，後輪的滾動阻力模組可建構如下：
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圖 A.35: 後輪滾動阻力模組架構

前輪的阻力模型與後輪有些許不同，由於滾動阻力的作用方向與輪胎共平面，因此
仍需要將車輛質心位置的速度透過座標轉換轉為前左輪與前右輪平面上的速度 vfRx 及
vfLx 。轉換方式如下：

vfRx = vx cos δR + vy sin δR + ψ(l1 sin δR + w2 cos δR)

vfRy = vx cos δL + vy sin δL + ψ(l1 sin δL − w1 cos δL)
(A.37)

圖 A.36: 質心速度與輪胎速度示意圖

以前右輪的滾動阻力模型為例，Simulink架構如下：
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圖 A.37: 前右輪滾動阻力模組架構

A.4.3 空氣阻力模型

空氣阻力模型公式為：

Fw =
1

2
ρACDv

2
w (A.38)

其中空氣密度 ρ = 1.225 kg/m3，迎風面積設為 A = 1 m2，風阻係數 CD = 0.25，
且由於車輛行駛速度較低，因此假設風速 vw = vx。空氣阻力模組可以建構為：

圖 A.38: 空氣阻力模組架構

A.4.4 坡度阻力模型

坡度阻力模型為車輛在坡面上行駛時，重力於平行斜面之分量，可表示如下：
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Fi = mg sin γ (A.39)

其中，γ 為斜坡坡度，在本案例中假設車輛皆在平面上操作，因此設定 γ = 0。由
此可建構坡度阻力模組為：

圖 A.39: 坡度阻力模組架構

A.5 操控模型

車輛的操控模型 (Vehicle Handling Model) 是決定車輛如何移動的核心，也是所有
的車輛動力學模型皆共同擁有的模型。在前面幾節中，將部份車輛的受力方式和力的計
算、角度的換算進行建模，而本節所探討的即是這些物理量如何影響車輛的行進。操控
模型的 Simulink架構可分為局部的動態計算以及全域的位置轉換，如圖A.40所示。

圖 A.40: 操控模型 Simulink架構

其中局部的動態計算又可分細分為：系統輸入與力整合、側滑角計算、偏行率計算、
回正力矩計算、局部動態計算。其 Simulink架構如圖A.41所示。
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圖 A.41: 局部動態計算 Simulink架構
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A.5.1 側滑角

側滑角 (Side-slip Angle)是輪胎軸線方向和輪胎行進方向之間的夾角。當前輪指向
改變時，由於地面摩擦力及輪胎內部形變的關係，輪胎和地面的接觸面並不會立刻跟隨
輪胎的其他部分改變運動方向，而會發生一定的扭曲。這種扭曲使得輪胎指向改變的時
候，輪胎指向和車頭指向所生成的夾角即稱為側滑角，如圖A.42所示：

圖 A.42: 前右輪側滑角示意圖

其中，(vfR)B 及 (vfL)B 為輪軸位置的速度。前輪之側滑角 α計算方式如下：

αfR = δfR − arctan
(vfRy )B

(vfRx )B
= δfR − arctan

vy + l1ψ

vx + w2ψ

αfL = δfL − arctan
(vfLy )B

(vfLx )B
= δfL − arctan

vy + l1ψ

vx − w1ψ

(A.40)

後輪的側滑角計算則為：

αr = − arctan
(vry)

B

(vrx)
B
= − arctan

vry − l2ψ

vrx
(A.41)

根據側滑角公式所建立的側滑角模組如圖所示。

圖 A.43: 後輪側滑角模組架構
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圖 A.44: 前輪側滑角模組架構

A.5.2 側向力合成

在了解如何計算側滑角 α及外傾角 β 後，即可透過輪胎模型來計算地面對輪胎所施
的力。因側滑角所產生的側向力在線性區間操作時可表示為：

Fside−slip = Cαα (A.42)

而因外傾角所產生的外傾力，在線性操作區間時也可以表示為：

Fcamber = Cββ (A.43)

從兩式中可看見，側向力的產生與側滑角和外傾角呈現比例關係，而 Cα 為側偏剛
性 (Cornering Stiffness)，Cβ 為外傾剛性 (Camber Stiffness)。因此，此案例中三個輪子
所受的側向力分別為：
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F fR
y = CααfR + CββfR

F fL
y = CααfL + CββfL

F r
y = Cααr + Cββr

(A.44)

以前右輪為例，側向力模組 Simulink架構如下：

圖 A.45: 右前輪側向力模組架構

側向力作用時，輸出的等效性同樣受到側向靜摩擦力所限制：若經由合成的側向力
大於輪胎於正向力作用下所能承擔的最大靜摩擦力，則輪胎呈現打滑，輸出的等效側向
力為最大靜摩擦力。在 Simulink架構中所使用的滑動判斷模組與圖A.33相同。
側向力對車輛而言，會顯著的影響車輛的轉彎性能，在模型建構中，側偏剛性及外

傾剛性的準確與否或許也直接的影響了模型與真實系統的相似性。然而，要側向剛性和
外傾剛性皆不易取得也不易量測。因此，本研究將 Cα 與 Cβ 設定為不確定模型參數，並
期望透過本研究之方法能在實驗過程中有效的校準參數。

A.5.3 回正力矩

在沒有後傾角的轉向輪中，回正力矩 (Self Aligning Moment) 是輪胎產生側偏時，
因輪胎形變及回彈而作用於輪胎，為繞著 z 軸的力矩，也是使輪胎回正的主要力矩。然
而，因著後傾角的設計，使轉向機構的產生曳距，如圖A.13，在輪胎的回正上，一部分
的力矩來自輪胎所受之側向力與曳距所產生的力矩，而另一部分則為輪胎受壓縮力，因
形變而產生的一力臂，該稱為 SAP (Self-Aligning Parameter)。因此，在忽略回正力矩
於後輪的作用下，前兩輪的回正力矩的大小可表示為：

M fR
SAT = −(afR + SAP )F fR

y

M fL
SAT = −(afL + SAP )F fL

y

(A.45)

其 Simulink架構可表示為：
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圖 A.46: 回正力矩模組架構

A.5.4 偏移角速度

建立各個輪胎的側向力及回正力矩後，將推進力、滾動阻力、及其他阻力之合力做
為後輪於 x方向的合力 F r

x，而前輪為被動輪，在 x方向上僅受滾動阻力作用。由此可
得到三輪車的自由體圖 (俯視)如下：

圖 A.47: 三輪車之自由體圖

透過自由體圖，即可由合力矩求出沿 z 軸旋轉的偏移角加速度。根據 [148, 168]可
建立沿 z 軸旋轉的動態為： ∑

M = Izψ̈ − (Ix − Iy)ϕ̇θ̇ (A.46)
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因此，偏移角速度可由下式計算而得：

ψ̇ =

∫ ∑
M + (Ix − Iy)ϕ̇θ̇

Iz
dt (A.47)

其中，
∑
M 為車輛之合力矩，為了方便分析，Simulink架構中將力矩以力臂分成

l1, l2, w1, w2 四組，並加入回正力矩。偏移角速度計算模組架構如下圖所示：

圖 A.48: 偏移角速度計算

根據圖A.47，回正力矩和以 l1, l2, w1, w2 為力臂之力矩分量可表示為：

MSAT =M fR
SAT +M fL

SAT +M r
SAT (A.48)

Ml1 = l1
(
F fL
x sin δL + F fL

y cos δL + F fR
x sin δR + F fR

y cos δR
)

(A.49)

Ml2 = −l2F r
y (A.50)

Mw1 = w1

(
−F fL

x cos δL + F fL
y sin δL

)
(A.51)

Mw2 = w2

(
−F fR

y sin δR + F fR
x cos cos δR

)
(A.52)

最後可得到
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∑
M =MSAT +Ml1 +Ml2 +Mw1 +Mw2 (A.53)

針對偏移角速度的計算，考量到滾轉角及傾斜角的角速度非常小，固推測 Ix 及 Iy

相較於 Iz 影響系統的成分較少，且 Iz 為不可直接量測之參數，因此也將 Iz 設定為需校
準的不確定模型參數。

A.5.5 等效質量

在計算 x方向的加速度時，輸入的動能不只用於提供車輛加速度，在帶動輪胎旋轉
時也會消耗一部分的能量 [169]。車輛加速的動能及三個輪子的動能分別為：

Kveh =
1

2
mvehv

2
x (A.54)

Kwheel =
1

2
(IfRω

2
fR + IfLω

2
fL + Irω

2
r) (A.55)

忽略內側輪與外側輪的輪速差異，設 ωfR = ωfL = vx
rf
，且 IfR = IfL = If，則可

將系統總能量表示如下，且等效質量可從能量方程式中求得：

Kwhole =
1

2
mvehv

2
x +

1

2
(IfRω

2
fR + IfLω

2
fL + Irω

2
r)

=
1

2
mvehv

2
x +

1

2

(
IfR(

vx
rf

)2 + IfL(
vx
rf

)2 + Ir(
vx
rr
)2
)

=
1

2

(
mveh + 2

If
r2f

+
Ir
r2r

)
v2x

=
1

2
meqv

2
x

(A.56)

因此，計算 x方向時，可以等效質量模組替代車輛的質量參數。等效質量模組架構
如下：

圖 A.49: 等效質量模組架構
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A.5.6 正向力分配

正向力分配模組之 Simulink架構如下圖所示：

圖 A.50: 正向力分配模組架構

地面透過三個輪子給車輛的正向力會因著車輛在六個自由度的運動而改變。在六軸
的運動中，假設輪胎皆不離地，可以列出與正向力相關的加速度與角加速度之動態方程
式： 

mg cos θ = F fR
z + F fL

z + F r
z

Iyθ̈ = −F fR
z l1 − F fL

z l1 + F r
z l2 − (meqaxh) + (Iz − Ix)ψ̇ϕ̇

Ixϕ̈ = F fL
z w1 − F fR

z w2 + (mayh) + (Iy − Iz)θ̇ψ̇

(A.57)

其中，

meqax = (F fL
x )B + (F fR

x )B + (F r
x )
B (A.58)

may = (F fL
y )B + (F fR

y )B + (F r
y )
B (A.59)

而 (F )B 為以車輛質心座標所表示的力分量，因此由輪胎模型所得到的力需要再進行一
次座標轉換：
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(F fL
x )B = F fL

x cos δL − F fL
y sin δL

(F fL
y )B = F fL

x sin δL + F fL
y cos δL

(F fR
x )B = F fR

x cos δL − F fR
y sin δL

(F fR
y )B = F fR

x sin δL + F fR
y cos δL

(A.60)

將式A.57中未知的正向力與其他已知項分離，以矩陣表示，可表示為：


−l1 −l1 l2

1 1 1

w1 −w2 0




F fL
z

F fR
z

F r
z

 =


Iyθ̈ +

(
(F fL

x )B + (F fR
x )B + (F r

x )
B
)
h− (Iz − Ix)ψ̇ϕ̇

mg cos θ

Ixϕ̈−
(
(F fL

y )B + (F fR
y )B + (F r

y )
B
)
h− (Iy − Iz)θ̇ψ̇


(A.61)

除正向力為未知外，其於項次皆為已知物理量，因此可由反矩陣求出 F fL
z 、F fR

z 、
及 F r

z。

A.5.7 局部動態

計算出車輛的受力後，即可透過車輛的受力計算車輛在該受力下的動態，並對其位
移進行累進 [144]。圖A.51為車輛在連續兩個取樣點時的運動狀態，其中 vx, vy, vz 為車
輛在相對於全域固定座標 X, Y, Z的速度於車體座標 x, y, z 方向上之投影。

圖 A.51: 以固定於車體座標分析空間運動示意圖

在車輛由 t運行至 t+∆t時，於車體座標之 x, y, z 方向因受力所產生的速度變化量
可表示為：
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axdt = (vx +∆vx) cos∆ψ − vx − (vy +∆vy) sin∆ψ + (vz +∆vz) sin∆θ

aydt = (vy +∆vy) cos∆ψ − vy + (vx +∆vx) sin∆ψ − (vz +∆vz) sin∆ϕ

azdt = (vz +∆vz) cos∆θ − vz + (vy +∆vy) sin∆ϕ− (vx +∆vx) sin∆θ

(A.62)

假設 ∆θ,∆ψ,∆ϕ為小角度，將三角函數近似後可得到：

axdt = ∆vx − vy∆ψ + vz∆θ

aydt = ∆vy + vx∆ψ − vz∆ϕ

azdt = ∆vz + vy∆ϕ− vx∆θ

(A.63)

將等號兩側對時間微分後，可得到：

ax =

∑
(Fx)

B

meq

=
dvx
dt

− vy
dψ

dt
+ vz

dθ

t
= v̇x − vyψ̇ + vz θ̇

ay =

∑
(Fy)

B

m
=
dvy
dt

+ vx
dψ

dt
− vz

dϕ

t
= v̇y + vxψ̇ − vzϕ̇

az =

∑
(Fz)

B

m
=
dvz
dt

+ vy
dϕ

dt
− vx

dθ

t
= v̇z + vyϕ̇− vxθ̇

(A.64)

其中，ax, ay, az 為車輛質心於車體座標 x, y, z 方向上由受力產生的加速度，而各方向之
合力可由輪胎受力轉換至與車體座標平行之向量，可由式A.60求得。因此，車輛質心位
相對於全域座標、在車體座標上的加速度分量可表示為：

v̇x =

∑
(Fx)

B

meq

+ vyψ̇ − vz θ̇

v̇y =

∑
(Fy)

B

m
− vxψ̇ + vzϕ̇

v̇z =

∑
(Fz)

B

m
− vyϕ̇+ vxθ̇

(A.65)

將加速度分量積分後，即可得到速度分量 v，再將速度分量代回系統中，持續迭代
計算下個時間點的動態。以計算 vx 為例，Simulink 架構可如圖??所示，其中，由加速
度積分至速度的數值積分使用 Simulink內建數值積分演算法，累積誤差較小，因此在時
間區間小的時候可被使用。

A.5.8 全域動態及位置換算

車輛動力學模型的最後一項輸出為：將於車體座標上的動態資訊轉換至全域座標中。
設車輛開始行駛時，車輛的質心位置位於全域作標之原點，且車頭朝向與 X軸平行。首
先，將偏移角速度對時間積分，得到相對於偏移角 ψ，同時也是車頭 x的指向全域作標
X軸的夾角。將車體的速度分量經由座標轉換至全域作標上，關係如下：
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圖 A.52: 計算 vx 之局部動態模組架構

VX = vx cosψ − vy sinψ

VY = vx sinψ + vy cosψ
(A.66)

最後，將 VX , VY 對時間積分後，即可得到車輛質心於全域作標中的位置和路徑。將
由車體座標的速度分量換至全域座標上的 Simulink架構如下：

圖 A.53: 全域速度計算模組架構

如此一來，即完成根據車輛動力學模型的建置，可得到車輛在輸入轉向指令與推近
指令下的動態輸出。在後續節中，也將持續說明如何對車輛模型輸入操控指令。
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A.6 駕駛指令輸入

透過對駕駛軌跡進行參數化後，同時完成了對操作參數的定義。本節將介紹如何讓
使車輛進行循跡駕駛，並如何在線控駕駛的車輛中實現所提出之方法。

A.6.1 循跡駕駛演算法

對無人車而言，對於規劃好的全域路徑 (Global path) 可轉變為以一系列的路徑點
(Global Waypoint) 所構成，這些路徑僅需要包含空間位置和姿態的信息，但不需要與
時間相關。無人車對軌跡的追蹤方法目前可分為兩大類：基於幾何追蹤方法 (Geometric
path tracking method)以及基於模型預測方法 (Model driven state estimation)，而本案例
所使用為基於幾何追蹤法中廣泛使用的追蹤方法：純追蹤法 (Pure Pursuit)。
純追蹤法的概念為假設車輛在循跡和轉向過程中速度變化非常小及轉向角度極小，

可線性化偏移角變化率與輪胎轉角的關係，透過改變轉向角使車輛追蹤距離前視距離
(Lookahead distance)最近的路徑點，並以目標姿態及現有姿態的差值進行負回授控制。
純追蹤法的演算法可分為幾個步驟 [170]：

1. 決定車輛質心位置
演算法的所需的車輛質心位置資訊包含質心於全域座標中的 X,Y 座標位置及姿
態。

2. 決定追蹤點
在幾何追蹤法中，追蹤點被定義為與車輛質心距離小於前視距離的點，而在追蹤
過程中非常有可能會出現多組追蹤目標的可能。因此純追蹤法對於追蹤點的選擇
定義為路徑上與前視點最接近的位置。因此，前視距離的選擇會對車輛循跡的決
策產生非常大的影響，如圖A.54 [171] 所示，過小的前視距離會使車輛快速的改
變姿態，卻可能會出現擺盪；過大的前視距離則會使車輛在循跡駕駛時忽略較銳
利及複雜的路徑轉角，呈現較圓滑的駕駛策略。

3. 決定目標點位置
計算出路徑上距離前視點最近的位置後，計算該位置的全域座標以及該位置與車
輛質心位置的距離。

4. 轉換目標點至車體座標系
將目標點的全域座標轉換為車輛質心的車體座標位置，並計算欲達到目標點所需
改變的轉向角度。轉向角計算可參考 [155]。

5. 執行循跡並更新車輛位置
隨著車輛行駛的過程進行回授控制，如圖A.55 [155] 所示，並重複前述步驟，遲
序更新車輛位置及所需轉向角。在此案例中，假設在循跡過程中的行駛速度皆不
改變，因此回授僅針對轉向角度進行修正。
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圖 A.54: 不同前視距離對循跡演算法之影響示意圖 [171]

圖 A.55: 轉向回授控制 [155]

在本案例中，循跡演算法使用 Matlab Robotic System Toolbox 中的 Pure Pursuit
Controller作為回授控制器，並設定前視距離為 1.2公尺，而目標速率則依照除了定轉角
轉向外，皆設定為 1 m/s。完成循跡演算法的建立後，即可對模擬模型進行開迴路駕駛和
閉迴路駕駛模擬。

A.6.2 模擬環境建置及資料蒐集

在建置 Simulink模型時，在模擬環境上的設定也會對模擬結果產生影響。在本小節
中則整理了對於模擬環境上的設定，提供權衡演算時間及演算準確度的方法，也可在未
來工作中持續優化。

• 取樣時間
在此案例中的數值解求解器設定所使用的取樣時間固定為 0.001 秒。由於在
Simulink的架構中，有許多需由迴圈迭代、在時間間隔夠短的條件下才能校準確
計算。在開迴路的模擬中需進行大量的蒙地卡羅取樣，為了降低模擬成本，因此
暫時不將時間間隔再調降。若需要進行單次以求精準的模擬，建議可將時間間隔
降為 1e-4秒。
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• 數值解方法
在此案例中設定求解器的數值解方法為 ODE4(Runge-Kutta)，可在有效率的運算
中同時保有較好品質的積分和內插。若要降低演算時間，可使用 ODE1(Euler)進
行演算。

• 資料中心
在 Simulink 模擬中，數值顯示方塊 (Display,Scope) 會使模擬速度變緩，但兩者
在模型中對於各個物理量之監控仍不可缺少。為了使演算速度可以維持一定品質，
建議可建立一個獨立的輸出資訊整合介面，如圖6.3中的資料中心，在進行大量取
樣和模擬時，可以註解方式將該方塊隱藏，可降低演算成本。

• 平行運算
在進行多次取樣和模擬時，由於不同組實驗之間並沒有先後和互相影響之關
係，因此透過平行運算可將計算工作分散至不同核心中。在此案例中所使用的
為Matlab附加的 Parallel Computing Toolbox，可將計算分散至 CPU的所有核心
中。

• 動態資料內插
考量到動態輸出資料在進行 K-L轉換時，共變異矩陣的矩陣大小會由取樣點的數
量決定，且Matlab無法求解過大的共變異矩陣特徵。因此，對於所有狀態的輸出
資料，都先將動態資料壓縮為由 10000次取樣所組成的序列。此案例用片段式的
三次 Spline內插法以縮小內插時所產生的誤差。

A.7 小結

本附錄介紹了本研究中作為探討目標的真實系統及模擬模型架構。首先，介紹了真
實系統的硬體配置，瞭解系統的規格及參數的成分，並建立系統的操控方法。
針對真實系統的模型建構，分別介紹動力學模型的建構及駕駛模擬的環境建立。在

動力學模型的建構上，介紹了以 Simulink逆向建構模型模型的方法，並在過程中選出需
要被校準的參數，分別是：z 軸轉動慣量 Iz、側偏剛性 Cα、外傾剛性 Cβ、兩個輪胎滾
阻係數 µ0 和 µ1、及 SAP共六個不確定模型參數；在模擬駕駛環境的建立上，介紹四種
參數化軌跡模型的建構方法，並設定操作參數，同時說明操作參數如何透過閉迴路駕駛
模擬和開迴路駕駛進行系統模擬。
完成模型建構和模擬環境的建立後，即可用所提出之方法對此模型進行不確定參數

的激發、校準、及驗證。
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附錄B

車輛工程案例之準確度評估

本附錄為補充第6.4.2節對於不同案例之 Kriging模型準確度之探討。於正文中僅針
對車道變換案例進行說明，而對於其他三種操作方式的準確度評估資料則列於此。

B.1 Kriging模型準確度評估指標

下表分別為定轉角轉向、正啾頻、與逆啾頻操作下，初始取樣數與各個重要係數之
Kriging模型的準確度評估指標 R2 與 RAAE 之關係：
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表 B.1: 定轉角轉向操作下不同初始取樣次數之 R2 和 RAAE

R2

Ninitial 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

C1 0.9411 0.9592 0.9750 0.9842 0.9918 0.9939 0.9955 0.9963 0.9969

C2 0.6727 0.7483 0.7912 0.8991 0.9328 0.9349 0.9488 0.9459 0.9583

C3 0.9370 0.9616 0.9779 0.9767 0.9847 0.9847 0.9872 0.9893 0.9901

C4 0.8849 0.9131 0.9089 0.9658 0.9651 0.9686 0.9734 0.9432 0.9750

X

fusion 0.9311 0.9515 0.9683 0.9809 0.9895 0.9915 0.9935 0.9942 0.9953

C1 0.9352 0.9547 0.9711 0.9820 0.9905 0.9929 0.9947 0.9956 0.9963

C2 0.7093 0.7559 0.8179 0.9080 0.9409 0.9486 0.9570 0.9574 0.9627

C3 0.9164 0.9401 0.9566 0.9700 0.9821 0.9820 0.9866 0.9879 0.9892
Y

fusion 0.9271 0.9475 0.9656 0.9794 0.9887 0.9912 0.9933 0.9942 0.9951

C1 0.9287 0.9494 0.9671 0.9804 0.9896 0.9919 0.9939 0.9949 0.9957

C2 0.9466 0.9644 0.9771 0.9815 0.9894 0.9907 0.9935 0.9948 0.9955

C3 0.7406 0.7694 0.8674 0.8978 0.9394 0.9474 0.9502 0.9688 0.9699
ψ̇

fusion 0.9296 0.9501 0.9676 0.9804 0.9895 0.9918 0.9938 0.9949 0.9957

RAAE

Ninitial 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

C1 0.1505 0.1221 0.0874 0.0712 0.0525 0.0449 0.0396 0.0359 0.0316

C2 0.2929 0.2524 0.2062 0.1572 0.1295 0.1256 0.1178 0.1168 0.1031

C3 0.1625 0.1267 0.0987 0.1059 0.0791 0.0852 0.0818 0.0747 0.0715

C4 0.1923 0.1565 0.1564 0.1056 0.1084 0.1007 0.0923 0.0870 0.0837

X

fusion 0.1561 0.1270 0.0921 0.0752 0.0560 0.0489 0.0435 0.0399 0.0352

C1 0.1559 0.1266 0.0916 0.0746 0.0552 0.0473 0.0418 0.0381 0.0336

C2 0.2716 0.2487 0.1903 0.1451 0.1190 0.1060 0.1026 0.0986 0.0918

C3 0.1597 0.1280 0.1012 0.0892 0.0624 0.0621 0.0577 0.0526 0.0483
Y

fusion 0.1660 0.1310 0.0951 0.0771 0.0575 0.0494 0.0440 0.0403 0.0357

C1 0.1613 0.1310 0.0954 0.0770 0.0577 0.0496 0.0446 0.0407 0.0358

C2 0.1356 0.1039 0.0787 0.0707 0.0504 0.0470 0.0416 0.0367 0.0337

C3 0.2642 0.2350 0.1831 0.1639 0.1264 0.1139 0.1107 0.0901 0.0857
ψ̇

fusion 0.1599 0.1296 0.0946 0.0767 0.0574 0.0495 0.0445 0.0405 0.0357

216



doi:10.6342/NTU202001406

表 B.2: 正啾頻操作下不同初始取樣之 R2 和 RAAE

R2

Ninitial 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

C1 0.961 0.9799 0.9888 0.9928 0.9953 0.9963 0.9973 0.9975 0.9977

C2 0.9428 0.96 0.9702 0.9792 0.988 0.9907 0.9935 0.9942 0.9951X

fusion 0.9609 0.9798 0.9887 0.9928 0.9953 0.9963 0.9973 0.9975 0.9977

C1 0.9551 0.9722 0.9845 0.9906 0.9946 0.9957 0.9966 0.9972 0.9974

C2 0.9438 0.9619 0.9712 0.9794 0.9874 0.9894 0.993 0.9939 0.9947

C3 0.9304 0.957 0.9761 0.9836 0.9912 0.9923 0.9937 0.9945 0.9951
Y

fusion 0.9548 0.972 0.9844 0.9904 0.9945 0.9957 0.9966 0.9971 0.9974

C1 0.9347 0.9538 0.9729 0.9836 0.9917 0.9934 0.9949 0.996 0.9966

C2 0.9486 0.9652 0.9752 0.9814 0.9891 0.9904 0.9934 0.9947 0.9954

C3 0.9507 0.9742 0.9854 0.9899 0.9935 0.9947 0.9963 0.9963 0.9966

C4 0.8085 0.8581 0.9171 0.9351 0.9557 0.9593 0.9651 0.9747 0.9774

ψ̇

fusion 0.939 0.9575 0.9738 0.983 0.991 0.9925 0.9945 0.9956 0.9962

RAAE

Ninitial 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

C1 0.1261 0.0925 0.0669 0.0542 0.0442 0.0377 0.0314 0.0297 0.0278

C2 0.1409 0.1135 0.0889 0.0762 0.0567 0.0497 0.0441 0.0415 0.0377X

fusion 0.1262 0.0926 0.067 0.0543 0.0443 0.0378 0.0314 0.0298 0.0279

C1 0.1282 0.1001 0.0728 0.0605 0.0463 0.04 0.035 0.0316 0.0292

C2 0.1334 0.1048 0.0837 0.0705 0.0519 0.0502 0.0421 0.0403 0.0368

C3 0.164 0.126 0.091 0.0773 0.0594 0.0561 0.0509 0.0485 0.0459
Y

fusion 0.1284 0.1003 0.073 0.0607 0.0464 0.0402 0.0352 0.0318 0.0294

C1 0.1523 0.1239 0.0883 0.0715 0.0541 0.0468 0.0419 0.0376 0.0332

C2 0.1317 0.1015 0.0786 0.0688 0.0492 0.0467 0.04 0.0357 0.0324

C3 0.1403 0.1023 0.0757 0.0616 0.0497 0.0442 0.0375 0.0372 0.0352

C4 0.2361 0.1924 0.1484 0.1324 0.1114 0.1079 0.0961 0.0844 0.077

ψ̇

fusion 0.1461 0.117 0.0853 0.0705 0.0526 0.0467 0.0413 0.037 0.033
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表 B.3: 逆啾頻操作下不同初始取樣次數之 R2 和 RAAE

R2

Ninitial 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

C1 0.9629 0.9801 0.9888 0.993 0.9954 0.9964 0.9974 0.9976 0.9978

C2 0.9342 0.9545 0.9676 0.9786 0.9877 0.9905 0.9933 0.9939 0.9949X

fusion 0.9627 0.98 0.9887 0.9929 0.9954 0.9964 0.9973 0.9976 0.9977

C1 0.9403 0.9575 0.9735 0.9843 0.9918 0.9936 0.9952 0.9961 0.9967

C2 0.9483 0.9656 0.9768 0.9826 0.9897 0.9909 0.9936 0.995 0.9956

C3 0.9423 0.9672 0.9799 0.9862 0.991 0.9924 0.9931 0.9934 0.9933
Y

fusion 0.9408 0.958 0.9737 0.9842 0.9917 0.9934 0.9951 0.996 0.9966

C1 0.934 0.9535 0.973 0.9835 0.9918 0.9934 0.9948 0.996 0.9965

C2 0.9466 0.9636 0.9737 0.9803 0.9883 0.9898 0.9931 0.9943 0.9951

C3 0.7546 0.7959 0.8884 0.9104 0.9424 0.9529 0.9548 0.9647 0.9724
ψ̇

fusion 0.937 0.9559 0.9732 0.9827 0.9909 0.9925 0.9944 0.9958 0.9962

RAAE

Ninitial 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

C1 0.1216 0.0908 0.0658 0.0536 0.0432 0.0364 0.0308 0.0285 0.027

C2 0.1464 0.1193 0.0921 0.077 0.0587 0.0514 0.0447 0.0425 0.0382X

fusion 0.1218 0.0909 0.0659 0.0537 0.0432 0.0365 0.0308 0.0285 0.027

C1 0.1461 0.1189 0.0867 0.0695 0.0521 0.0449 0.0397 0.036 0.0318

C2 0.1306 0.101 0.0785 0.0681 0.0501 0.0466 0.0413 0.0365 0.0331

C3 0.1544 0.1184 0.0967 0.0827 0.0673 0.0613 0.0595 0.057 0.0573
Y

fusion 0.1452 0.1179 0.0863 0.0694 0.052 0.045 0.0398 0.0361 0.0319

C1 0.1532 0.1241 0.0884 0.0714 0.0543 0.0469 0.0422 0.0378 0.0334

C2 0.1314 0.1024 0.0799 0.069 0.0494 0.0467 0.0401 0.036 0.0325

C3 0.262 0.225 0.1683 0.1504 0.1254 0.1109 0.1067 0.0983 0.0842
ψ̇

fusion 0.1479 0.1189 0.0864 0.0708 0.0531 0.0469 0.0417 0.0374 0.0332

218



doi:10.6342/NTU202001406

B.2 Kriging模型之輸出比較

定轉角轉向

圖B.1中可見，各項重要係數的誤差百分比多及中於 10% 至 15% 之間，唯獨在 ψ̇

的第三組重要係數，誤差百分比分佈於 400%為多數。由於該重要係數對應的特徵值相
對較小，是否會對整體的準確度造成較大的影響仍須從其他比較判斷。

(a) 定轉角轉向操作中 X之重要係數預測誤差百分比分佈

(b) 定轉角轉向操作中 Y之重要係數預測誤差百分比分佈

(c) 定轉角轉向操作中 ψ̇ 之重要係數預測誤差百分比分佈

圖 B.1: 定轉角轉向操作下重要係數預測誤差百分比分佈
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定轉角轉向操作下原始輸出動態與還原動態之比較如下：

(a) 定轉角轉向操作中原始動態、PCA重組之動態、以 Kriging模型預測重要係數重組之單一動態比較

(b) 定轉角轉向操作中原始動態、PCA重組之動態、以 Kriging模型預測重要係數重組之 X全體動態比較

(c) 定轉角轉向操作中原始動態、PCA重組之動態、以 Kriging模型預測重要係數重組之 Y全體動態比較

(d) 定轉角轉向操作中原始動態、PCA重組之動態、以 Kriging模型預測重要係數重組之 ψ̇ 全體動態比較

圖 B.2: 定轉角轉向操作中原始動態、PCA 重組之動態、以 Kriging 模型預測重要係數
重組動態比較
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定轉角轉向操作下重要係數與預測之重要係數比較 (比較前 200筆資料)：

(a) 定轉角轉向操作下 Y重要係數與預測之重要係數比較

(b) 定轉角轉向操作下 ψ̇ 重要係數與預測之重要係數比較

圖 B.3: 定轉角轉向操作下 Y與 ψ̇ 重要係數與預測之重要係數比較
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圖 B.4: 定轉角轉向操作下 X重要係數與預測之重要係數比較

自圖B.2(a) 中可見，K-L 轉換重組偏移角速度 ψ̇ 的動態與原始動態有較顯著的差
異，而由 Kriging模型還原的動態也同樣呈現的些許的偏差。自圖B.3及圖B.4中也可看
到，Kriging模型對於 ψ̇ 的 C3 所呈現無效的預測，而對於極值外的重要係數幾乎可以有
準確的預測。圖B.2也顯示，雖然預測與實際值存在一定的誤差，但將全體資料重組後的
分佈進行比較，可發現分佈的狀態是非常相似的。因此，以初始取樣次數為 1400 次的
Kriging模型被認定為可有效的替代真實系統，進行全域敏感度分析。
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正啾頻

正啾頻操作下 Kriging模型驗證下的誤差分佈如圖B.5所示，可看見誤差分佈幾乎集
中於 10%以內，少部分誤差會超過 15%。其中，偏移角速度在 C4 的預測較不準確，誤
差分佈集中在 20%內。

(a) 正啾頻操作中 X之重要係數預測誤差百分比分佈

(b) 正啾頻操作中 Y之重要係數預測誤差百分比分佈

(c) 正啾頻操作中 ψ̇ 之重要係數預測誤差百分比分佈

圖 B.5: 正啾頻操作下重要係數預測誤差百分比分佈
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正啾頻操作下原始輸出動態與還原動態之比較如下：

(a) 正啾頻操作中原始動態、PCA重組之動態、以 Kriging模型預測重要係數重組之單一動態比較

(b) 正啾頻操作中原始動態、PCA重組之動態、以 Kriging模型預測重要係數重組之 X全體動態比較

(c) 正啾頻操作中原始動態、PCA重組之動態、以 Kriging模型預測重要係數重組之 Y全體動態比較

(d) 正啾頻操作中原始動態、PCA重組之動態、以 Kriging模型預測重要係數重組之 ψ̇ 全體動態比較

圖 B.6: 正啾頻操作中原始動態、PCA 重組之動態、以 Kriging 模型預測重要係數重組
動態比較
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正啾頻操作下重要係數與預測之重要係數比較 (比較前 200筆資料)：

(a) 正啾頻操作下 X重要係數與預測之重要係數比較

(b) 正啾頻操作下 Y重要係數與預測之重要係數比較

圖 B.7: 正啾頻操作下 X與 Y重要係數與預測之重要係數比較
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圖 B.8: 正啾頻操作下 ψ̇ 重要係數與預測之重要係數比較

自圖B.6(a)中可看出，在系統的三個觀測狀態中，由 K-L重組及透過 Kriging模型
預測的重要係數重組之動態，與原始動態完全重合；而圖B.6(b) 至圖B.6(d) 中則可看
見，兩種動態重組的方式皆可呈現與原始資料幾乎相同的動態曲線分佈。圖B.7及圖B.
8中則可看到 Kriging模型對於越接近 0的重要係數有校準確的預測能力，而對於較極端
的重要參數則無法有準確的預測。雖然從 Kriging模型的誤差百分比分佈較廣，但論重
要係數的比較或者資料重組的還原能力，Kriging模型所呈現的預測能力仍然可有效的預
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測模型輸出，也因此認定在正啾頻的操作下，以初始取樣次數 1400次所擬合的 Kriging
模型替代模擬模型對重要係數進行全域敏感度分析的方法是可行的。

逆啾頻

逆啾頻操作下 Kriging模型驗證下的誤差分佈如下：

(a) 逆啾頻操作中 X之重要係數預測誤差百分比分佈

(b) 逆啾頻操作中 Y之重要係數預測誤差百分比分佈

(c) 逆啾頻操作中 ψ̇ 之重要係數預測誤差百分比分佈

圖 B.9: 逆啾頻操作下重要係數預測誤差百分比分佈
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逆啾頻操作下原始輸出動態與還原動態之比較如下：

(a) 逆啾頻操作中原始動態、PCA重組之動態、以 Kriging模型預測重要係數重組之單一動態比較

(b) 逆啾頻操作中原始動態、PCA重組之動態、以 Kriging模型預測重要係數重組之 X全體動態比較

(c) 逆啾頻操作中原始動態、PCA重組之動態、以 Kriging模型預測重要係數重組之 Y全體動態比較

(d) 逆啾頻操作中原始動態、PCA重組之動態、以 Kriging模型預測重要係數重組之 ψ̇ 全體動態比較

圖 B.10: 逆啾頻操作中原始動態、PCA重組之動態、以 Kriging模型預測重要係數重組
動態比較
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逆啾頻操作下重要係數與預測之重要係數比較 (比較前 200筆資料)：

(a) 逆啾頻操作下 X重要係數與預測之重要係數比較

(b) 逆啾頻操作下 Y重要係數與預測之重要係數比較

圖 B.11: 逆啾頻操作下 X與 Y重要係數與預測之重要係數比較
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圖 B.12: 逆啾頻操作下 ψ̇ 重要係數與預測之重要係數比較

逆啾頻操作下，由圖B.9所呈現的誤差分佈與正啾頻相似，同樣也在偏移角速度的
C3 有較差的預測能力，誤差集中於 20% 內，而其他重要係數的預測誤差大多集中於
10%以內。對於 Kriging模型對動態的重組而言，無論是圖B.10任意選擇一筆資料進行
比較或是圖B.10(b)至B.10(d)，所還原之資料與原始資料幾乎無法分變差異。圖B.11及
圖B.12顯示 Kriging模型所預測的重要係數與真實的重要係數的偏差狀況，可見 Kriging
模型在大多情況下對於極端數值無法有校準確的預測，且對於預測偏移角速度的 C3 也
呈現較明顯的偏差。儘管如此，由於 Kriging模型的預測重要係數對動態的重組具有高
度還原性，因此認定在逆啾頻的操作下，初始取樣次數為 1400 次能夠建構出足夠信心
程度之替代模型，並可用於全域敏感度分析。
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B.3 取樣次數與全域敏感度指標之關係

本附錄為補充第6.5.2節中，於定轉角轉向、整啾頻、和逆啾頻之操作下取樣次數與
全域敏感度指標之收斂關係。

圖 B.13: 定轉角轉向操作下取樣次數與全域敏感度指標關係
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圖 B.14: 正啾頻操作下取樣次數與全域敏感度指標關係
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圖 B.15: 逆啾頻操作下取樣次數與全域敏感度指標關係
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附錄C

Matlab Code

此附錄附上用於數學模型之激發與校準所使用的Matlab程式碼，包含直接求解法與
基於替代模型求解法之全域敏感度分析與激發，以及基於混沌多項式展開之卡爾曼濾波
器的程式碼。其餘的程式碼與 Simulink模型皆開放 Github供自由使用。網址：https://
github.com/ypchen514/Codes-for-Master-Thesis.git

C.1 單一輸出數學模型

C.1.1 數學模型

1 f u n c t i o n y = g ( a lpha , p1 , p2 , p3 , p4 , ma t r i x )
2 f o r i = 1 : s i z e ( ma t r i x , 1 )
3 R = ma t r i x ( i , : ) ;
4 y ( i ) = a l ph a +exp ( p1 .* ( (R(1)−1)^2+R( 2 ) . ^ 2 ) + p2 .* (R(3 )^2+R

( 4 ) ^ 2 ) ) + exp ( p3 .* (R( 1 ) ^ 2+ (R(2)−1)^2)+ p4 .* (R(3 )^2+R
( 4 ) ^ 2 ) ) ;

5 end
6

7 end

C.1.2 全域敏感度分析主程式

1 c l e a r
2 c l c
3 c l o s e a l l
4

5 s y s _p a r = [1000 , 0 . 0001 , 1 e4 ] ;

234



doi:10.6342/NTU202001406

6

7 f o r s = 1 : s i z e ( sy s_pa r , 1 )
8

9 %% Pa r ame t e r s
10 % f i x e d sys tem pa r ame t e r s
11 a l ph a = 1 ;
12 % tu n a b l e sys tem pa r ame t e r s
13 p1 = −2;
14 p2 = −0.5;
15 p3 = −2;
16 p4 = −0.5;
17

18 % de f i n e d e s i g n v a r i a b l e s
19 x1_ lb = 0 ;
20 x1_ub = 1 ;
21 x 1 _ d e l t a = x1_ub−x1_ lb ;
22 x2_ lb = 0 ;
23 x2_ub = 1 ;
24 x 2 _ d e l t a = x2_ub−x2_ lb ;
25 x3_ lb = 0 ;
26 x3_ub = 1 ;
27 x 3 _ d e l t a = x3_ub−x3_ lb ;
28 x4_ lb = 0 ;
29 x4_ub = 1 ;
30 x 4 _ d e l t a = x4_ub−x4_ lb ;
31 % u n c e r t a i n t y
32 N_s = sy s _p a r ( s , 1 ) ; % t a k e N t ime s samp l ing
33 N = sy s _p a r ( s , 3 ) ;% N t ime s samp l ing f o r k r i g i n g s e n s i t i v i t y

a n a l y s i s
34 t i c
35 %% sampl ing f o r k r i g i n g
36 Q = s o b o l s e t ( 4 , ’ s k i p ’ , 2 00000 ) ;% c r e a t e a d i f f e r e n t s obo l

s equence
37 Q_ss_1 = n e t (Q, N_s ) ;
38 i n p u t = Q_ss_1 ;% N_s by 4 ma t r i x as i n p u t f o r 4 v a r i a b l e s

and N_s samp l ing
39 ou t p u t = g ( a lpha , p1 , p2 , p3 , p4 , i n p u t ) ’ ;
40 k r i g _ s amp l i n g _ t ime = t o c
41 %% f i t t i n g
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42 l b = [ 0 , 0 , 0 , 0 ] ;
43 ub = [ 1 , 1 , 1 , 1 ] ;
44 f i t t y p e = 1 ;
45 SCFtype = 1 ;
46 max_va r i ance = 1 ;
47 run_num = 0 ;
48

49 %% I n f i l l s amp l ing
50 whi l e max_va r i ance > s y s _p a r ( s , 2 )
51 run_num = run_num +1;
52 % f i n d nex t
53 kparam = f _ v a r i o g r am _ f i t ( i npu t , ou t pu t , lb , ub ) ;
54 [ x_next , v a r i a n c e _ n e x t ] = f _ f i n d _ k r i g i n g _max_ v a r i a n c e (

kparam ) ;
55 o u t p u t _ n e x t = g ( a lpha , p1 , p2 , p3 , p4 , x_nex t ) ’ ;
56 max_va r i ance = abs (max ( v a r i a n c e _ n e x t ) ) ;
57 % r e c u r r e n t
58 i n p u t = [ i n p u t ; x_nex t ] ;
59 ou t p u t = [ o u t p u t ; o u t p u t _ n e x t ] ;
60 end
61 t o t a l _ k r i g _ s am p l e = l e n g t h ( o u t p u t ) ;
62 EGO_time = t o c
63 %% S e n s i t i v i t y Ana l y s i s
64 % fp _ k r i g = f _ p r e d i c t k r i g e ( xp , kparam ) ;
65 Q = s o b o l s e t ( 8 , ’ s k i p ’ , 20000000 ) ;% c r e a t e a d i f f e r e n t s obo l

s equence
66 Q_ss = n e t (Q,N ) ;
67 % Q_ss = l h s d e s i g n (N, 8 , ’ smooth ’ , ’ o f f ’ ) ;
68 % load ( ’ Q_ss ’ ) ;
69

70 P1 = x1_ lb +( Q_ss ( : , 1 )* x 1 _ d e l t a ) ;
71 P2 = x2_ lb +( Q_ss ( : , 2 )* x 2 _ d e l t a ) ;
72 P3 = x3_ lb +( Q_ss ( : , 3 )* x 3 _ d e l t a ) ;
73 P4 = x4_ lb +( Q_ss ( : , 4 )* x 4 _ d e l t a ) ;
74 Q1 = x1_ lb +( Q_ss ( : , 5 )* x 1 _ d e l t a ) ;
75 Q2 = x2_ lb +( Q_ss ( : , 6 )* x 2 _ d e l t a ) ;
76 Q3 = x3_ lb +( Q_ss ( : , 7 )* x 3 _ d e l t a ) ;
77 Q4 = x4_ lb +( Q_ss ( : , 8 )* x 4 _ d e l t a ) ;
78
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79 GSA_sampling_time = t o c
80

81 f o r j = 1 :1
82 %% Ca l c u l a t i o n
83 P = [ P1 , P2 , P3 , P4 ] ;
84 Q = [Q1 , Q2 , Q3 , Q4 ] ;
85

86 p a c k_ s i z e = 1e4 ;
87 N_pack = f l o o r (N/ p a c k_ s i z e ) ;
88 p a r f o r i = 1 : N_pack
89 % i f i <= N_pack
90 g_P_pack = f _ p r e d i c t k r i g e ( P ( ( i −1)* p a c k_ s i z e +1: i*

pack_ s i z e , : ) , kparam ) ;
91 g_Q_pack = f _ p r e d i c t k r i g e (Q( ( i −1)* p a c k_ s i z e +1: i*

pack_ s i z e , : ) , kparam ) ;
92 g_P ( i ) = s t r u c t ( ’ no ’ , i , ’ v a l u e ’ , g_P_pack ) ;
93 g_Q ( i ) = s t r u c t ( ’ no ’ , i , ’ v a l u e ’ , g_Q_pack ) ;
94 end
95

96 temp_P = [ ] ;
97 temp_Q = [ ] ;
98 f o r i = 1 : N_pack
99 temp_P = [ temp_P ; g_P ( i ) . v a l u e ] ;
100 temp_Q = [ temp_Q ; g_Q ( i ) . v a l u e ] ;
101 end
102 g_P = temp_P ’ ;
103 g_Q = temp_Q ’ ;
104

105 sub_ t ime = t o c
106 va r_g = 1 /N*( sum ( g_P . ^ 2 ) ) − ( 1 /N*sum ( g_P ) ) ^ 2 ; %To t a l v a r i a n c e
107

108 f o r i = 1 :4
109 PP = P ;
110 QQ = Q;
111 PP ( : , i ) = QQ( : , i ) ;
112 R( i ) = s t r u c t ( ’ number ’ , i , ’ i n ’ , PP ) ; % w i l l g e n e r a t e R

ma t r i x as sample ma t r i x
113 g_R ( i ) = s t r u c t ( ’ no ’ , i , ’ v a l u e ’ , g ( a lpha , p1 , p2 , p3 , p4 ,R( i

) . i n ) ) ;% c a l u l a t e each g (R^ j )
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114 C( i ) = s t r u c t ( ’ no ’ , i , ’ v a l u e ’ , 1 /N*( sum ( g_Q .* ( g_R ( i ) .
va lue−g_P ) ) ) ) ;

115 D( i ) = s t r u c t ( ’ no ’ , i , ’ v a l u e ’ , 1 / ( 2*N)* sum ( ( g_P−g_R ( i ) .
v a l u e ) . ^ 2 ) ) ;

116 Sj ( i ) = s t r u c t ( ’ d e s i g n _ v a r i a b l e ’ , i , ’ m a i n _ e f f e c t ’ ,C( i ) .
v a l u e / var_g , ’ t o t a l _ e f f e c t ’ ,D( i ) . v a l u e / va r_g ) ;

117

118 end
119

120 S j_ s ( j ) = s t r u c t ( ’ no ’ , j , ’ S1 ’ , S j ( 1 ) . ma i n_ e f f e c t , ’ S2 ’ , S j ( 2 ) .
ma i n_ e f f e c t , ’ S3 ’ , S j ( 3 ) . ma i n_ e f f e c t , ’ S4 ’ , S j ( 4 ) .
m a i n _ e f f e c t ) ;

121

122 end
123 t o t a l _ t i m e = t o c
124

125 % s imu l a t i o n d a t a
126 Sim_data ( s ) = s t r u c t ( ’ I n i _ s p ’ , s y s _p a r ( s , 1 ) , ’ max_var ’ ,

s y s _p a r ( s , 2 ) , ’MCS_sp ’ , s y s _p a r ( s , 3 ) , ’ Kr ig_samp_t ’ ,
k r i g _ s amp l i ng_ t ime , ’EGO_N’ , t o t a l _ k r i g _ s amp l e , ’EGO_t ’ ,
EGO_time , ’GSA_sam_t ’ , GSA_sampling_time , ’ t o t a l _ t ’ ,
t o t a l _ t im e , ’ S j ’ , S j )

127

128 c l e a r g_P ;
129 c l e a r g_Q ;
130 end

C.2 動態輸出數學模型

C.2.1 數學模型 +主成分分析

1 f u n c t i o n [C1 , C2 , C3 , C4 , C5 , lambda , y_e ] = g ( a_e , b_e , c_e , e_e , x1
, x2 , x3 )

2

3 % Time spand
4 t = l i n s p a c e ( 0 , 1 5 , 1 5 0 0 ) ;
5 % Design p a r ame t e r s
6
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7 %% Math model
8 % Exper imen t model
9 y_e = a_e .* x1 .* cos ( ( b_e+x2 ) . / a_e .* t ) + c_e .* l og ( x2 ) .* ( s i n ( t

. / x1 )+ s q r t ( x2* t ) .* b_e*x3)−3+e_e ;
10

11 %% P r i n c i p l e Component Ana l y s i s (PCA)
12 Yc = y_e−mean ( y_e ) ;
13 T = cov (Yc ) ; % Cova r i ance Mat r i x
14 [L e i g _ v a l ] = e i g (T ) ;
15 e i g _ v a l = e i g (T ) ;
16 [ lambda i n d e x _ e i g _ v a l ] = s o r t ( e i g _v a l , ’ descend ’ ) ;% lambda

i s t h e e i g en va l u e s o r t i n o r d e r
17

18 % de c r e a s i n g d imens ion
19 t h e t a = 0 ;
20 i = 1 ;
21 whi l e t h e t a <0 .999
22 t r a c e = sum ( lambda ) ;
23 num = sum ( lambda ( 1 : i ) ) ;
24 t h e t a = num / t r a c e ;
25 i = i +1 ;
26 end
27 d = 5 ;
28

29 f o r i = 1 : d
30 C ( : , i ) = 1 / s q r t ( lambda ( i ) )*Yc*L ( : , i n d e x _ e i g _ v a l ( i ) ) ;
31 end
32

33 lambda = lambda ( 1 : d ) ;
34

35 C1 = C ( : , 1 ) ;
36 C2 = C ( : , 2 ) ;
37 C3 = C ( : , 3 ) ;
38 C4 = C ( : , 4 ) ;
39 C5 = C ( : , 5 ) ;

C.2.2 全域敏感度分析

1 %% Globa l S e n s i t i v i t y Ana l y s i s on PC s c o r e
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2 % The main pu rpose i s t o f i n d t h e PC s c o r e o f each b a s i s
f u n c t i o n t h a t

3 % compose a sample f u n c t i o n
4 % Under t h i s method , t h e o u t p u t o f a s im u l a t i o n w i l l be t h e

PC s c o r e s
5 % Thus , s e n s i t i v i t y a n a l y s i s can be done by an a l y z e t h e

change i n
6 % a f u s i o n of Pc s c o r e s by a we igh t ed sum due t o d i f f e r e n t

o p e r a t i o n
7 % pa r ame t e r s
8 c l c
9 c l e a r
10 c l o s e a l l
11

12 t i c
13 N_sample_e = 300 ;
14 %% Model p a r ame t e r s
15 % Ope r a t i o n p a r ame t e r s
16 x1 = 10 ;
17 x2 = 0 . 5 ;
18 x3 = 10 ;
19 % Random Pa r ame t e r s by Low−d i s c r e p a n c y Sampl ing
20 Q = s o b o l s e t ( 8 , ’ s k i p ’ , 5 000000 ) ;% c r e a t e a d i f f e r e n t s obo l

s equence
21 Q_ss = n e t (Q, N_sample_e ) ;
22 P_a = ( Q_ss ( : , 1 ) −0 . 5 )*0 . 1+1 ; % u n c e r t a i n t y o f a
23 P_b = ( Q_ss ( : , 2 ) −0 . 5 )*0 . 1+1 ; % u n c e r t a i n t y o f b
24 P_c = ( Q_ss ( : , 3 ) −0 . 5 )*0 . 1+1 ; % u n c e r t a i n t y o f c
25 P_n = norminv ( Q_ss ( : , 4 ) , 0 , 0 . 0 1 ) ; % s e n s i n g e r r o r e_e
26

27 %% Bui l d Kr i g i ng Rep l a c i ng t h e Math System
28 % Kr ig i ng i n p u t : P_a , P_b , P_c , P_n
29 % Kr ig i ng o u t p u t : C1 , C2 , C3 , C4 , C5
30 Kr i g_ i n = [ Q_ss ( : , 1 ) Q_ss ( : , 2 ) Q_ss ( : , 3 ) Q_ss ( : , 4 ) ] ; % Q_ss

from 0~1
31 [ C_1_out , C_2_out , C_3_out , C_4_out , C_5_out , lambda_g , y_e ] =

g ( P_a , P_b , P_c , P_n , x1 , x2 , x3 ) ; %P v a r i e s a s i t s p o s s i b l e
r ange

32 p l o t ( y_e ( : , : ) ’ ) ;
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33 s t a r t _ t o c = t o c ;
34 % Bui l d Kr i g i ng
35 l b = [ 0 , 0 , 0 , 0 ] ;
36 ub = [ 1 , 1 , 1 , 1 ] ;
37 f i t t y p e = 1 ;
38 SCFtype = 1 ;
39 max_va r i ance = 1 ;
40 run_num = 0 ;
41

42 kparam_C1 = f _ v a r i o g r am _ f i t ( Kr ig_ in , C_1_out , lb , ub ) ;
43 kparam_C2 = f _ v a r i o g r am _ f i t ( Kr ig_ in , C_2_out , lb , ub ) ;
44 kparam_C3 = f _ v a r i o g r am _ f i t ( Kr ig_ in , C_3_out , lb , ub ) ;
45 kparam_C4 = f _ v a r i o g r am _ f i t ( Kr ig_ in , C_4_out , lb , ub ) ;
46 kparam_C5 = f _ v a r i o g r am _ f i t ( Kr ig_ in , C_5_out , lb , ub ) ;
47

48 k r i g _ f i t _ t o c = t o c ;
49 %% EGO
50 CVar = 0 . 0 5 ; % conve rge v a r i a n c e = 0 .05
51 t r i a l = 0 ;
52 [ x_next , v a r i a n c e _ n e x t ] = f _ f i n d _ k r i g i n g _max_ v a r i a n c e (

kparam_C1 ) ;
53 whi l e abs ( v a r i a n c e _ n e x t ) >= CVar && t r i a l <= 50
54 Kr i g_ i n = [ K r i g_ i n ; [ x_nex t ( 1 ) x_nex t ( 2 ) x_nex t ( 3 )

x_nex t ( 4 ) ] ] ;
55 P_a = [ P_a ; ( x_nex t ( 1 ) −0 . 5 )*0 . 1+1 ] ;
56 P_b = [ P_b ; ( x_nex t ( 2 ) −0 . 5 )*0 . 1+1 ] ;
57 P_c = [ P_c ; ( x_nex t ( 3 ) −0 . 5 )*0 . 1+1 ] ;
58 P_n = [ P_n ; normrnd ( 0 , 0 . 0 1 ) ] ;
59 [ C_1_out , C_2_out , C_3_out , C_4_out , C_5_out , lambda_g ,

y_e ] = g ( P_a , P_b , P_c , P_n , x1 , x2 , x3 ) ; %P v a r i e s a s i t s
p o s s i b l e r ange

60 % Bui l d Kr i g i ng
61 l b = [ 0 , 0 , 0 , 0 ] ;
62 ub = [ 1 , 1 , 1 , 1 ] ;
63 f i t t y p e = 1 ;
64 SCFtype = 1 ;
65 max_va r i ance = 1 ;
66 run_num = 0 ;
67
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68 kparam_C1 = f _ v a r i o g r am _ f i t ( Kr ig_ in , C_1_out , lb , ub ) ;
69 kparam_C2 = f _ v a r i o g r am _ f i t ( Kr ig_ in , C_2_out , lb , ub ) ;
70 kparam_C3 = f _ v a r i o g r am _ f i t ( Kr ig_ in , C_3_out , lb , ub ) ;
71 kparam_C4 = f _ v a r i o g r am _ f i t ( Kr ig_ in , C_4_out , lb , ub ) ;
72 kparam_C5 = f _ v a r i o g r am _ f i t ( Kr ig_ in , C_5_out , lb , ub ) ;
73 [ x_next , v a r i a n c e _ n e x t ] = f _ f i n d _ k r i g i n g _max_ v a r i a n c e (

kparam_C1 ) ;
74 t r i a l = t r i a l + 1 ;
75 end
76 EGO_toc = t o c ;
77 %% Co e f f i c i e n t P r e d i c t i o n
78 N_kr ig_sample = 4000 ;
79 Q = s o b o l s e t ( 8 , ’ s k i p ’ , 4 000000 ) ;% c r e a t e a d i f f e r e n t s obo l

s equence
80 Q_kr ig = n e t (Q, N_kr ig_sample ) ;
81

82 % P
83 PC_p1 = f _ p r e d i c t k r i g e ( Q_kr ig ( : , 1 : 4 ) , kparam_C1 ) ;
84 PC_p2 = f _ p r e d i c t k r i g e ( Q_kr ig ( : , 1 : 4 ) , kparam_C2 ) ;
85 PC_p3 = f _ p r e d i c t k r i g e ( Q_kr ig ( : , 1 : 4 ) , kparam_C3 ) ;
86 PC_p4 = f _ p r e d i c t k r i g e ( Q_kr ig ( : , 1 : 4 ) , kparam_C4 ) ;
87 PC_p5 = f _ p r e d i c t k r i g e ( Q_kr ig ( : , 1 : 4 ) , kparam_C5 ) ;
88

89 % Q
90 PC_q1 = f _ p r e d i c t k r i g e ( Q_kr ig ( : , 5 : 8 ) , kparam_C1 ) ;
91 PC_q2 = f _ p r e d i c t k r i g e ( Q_kr ig ( : , 5 : 8 ) , kparam_C2 ) ;
92 PC_q3 = f _ p r e d i c t k r i g e ( Q_kr ig ( : , 5 : 8 ) , kparam_C3 ) ;
93 PC_q4 = f _ p r e d i c t k r i g e ( Q_kr ig ( : , 5 : 8 ) , kparam_C4 ) ;
94 PC_q5 = f _ p r e d i c t k r i g e ( Q_kr ig ( : , 5 : 8 ) , kparam_C5 ) ;
95

96 var_g1 = 1 / N_sample_e *( sum ( PC_p1 . ^ 2 ) ) − ( 1 / N_sample_e*sum (
PC_p1 ) ) ^ 2 ;

97 var_g2 = 1 / N_sample_e *( sum ( PC_p2 . ^ 2 ) ) − ( 1 / N_sample_e*sum (
PC_p2 ) ) ^ 2 ;

98 var_g3 = 1 / N_sample_e *( sum ( PC_p3 . ^ 2 ) ) − ( 1 / N_sample_e*sum (
PC_p3 ) ) ^ 2 ;

99 var_g4 = 1 / N_sample_e *( sum ( PC_p4 . ^ 2 ) ) − ( 1 / N_sample_e*sum (
PC_p4 ) ) ^ 2 ;
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100 var_g5 = 1 / N_sample_e *( sum ( PC_p5 . ^ 2 ) ) − ( 1 / N_sample_e*sum (
PC_p5 ) ) ^ 2 ;

101

102

103

104 f o r i = 1 :4
105 PP = Q_kr ig ( : , 1 : 4 ) ;
106 QQ = Q_kr ig ( : , 5 : 8 ) ;
107 PP ( : , i ) = QQ( : , i ) ;
108 R( i ) = s t r u c t ( ’ number ’ , i , ’ i n p u t ’ , PP ) ;
109 g1_R ( : , i )= f _ p r e d i c t k r i g e (R( i ) . i n p u t ( : , 1 : 4 ) , kparam_C1 ) ;
110 g2_R ( : , i )= f _ p r e d i c t k r i g e (R( i ) . i n p u t ( : , 1 : 4 ) , kparam_C2 ) ;
111 g3_R ( : , i )= f _ p r e d i c t k r i g e (R( i ) . i n p u t ( : , 1 : 4 ) , kparam_C3 ) ;
112 g4_R ( : , i )= f _ p r e d i c t k r i g e (R( i ) . i n p u t ( : , 1 : 4 ) , kparam_C4 ) ;
113 g5_R ( : , i )= f _ p r e d i c t k r i g e (R( i ) . i n p u t ( : , 1 : 4 ) , kparam_C5 ) ;
114

115 % S e n s i t i v i t y o f C1
116 num_C1 ( i ) = s t r u c t ( ’ no ’ , i , ’ v a l u e ’ , 1 / N_sample_e *( sum (

PC_q1 .* ( g1_R ( : , i )−PC_p1 ) ) ) ) ;
117 num_D1 ( i ) = s t r u c t ( ’ no ’ , i , ’ v a l u e ’ , 1 / ( 2* N_sample_e )* sum

( ( PC_p1−g1_R ( : , i ) ) . ^ 2 ) ) ;
118 S_C1 ( i ) = s t r u c t ( ’ d e s i g n _ v a r i a b l e ’ , i , ’ m a i n _ e f f e c t ’ , abs (

num_C1 ( i ) . v a l u e / va r_g1 ) , ’ t o t a l _ e f f e c t ’ , abs ( num_D1 ( i
) . v a l u e / va r_g1 ) ) ;

119 % S e n s i t i v i t y o f C2
120 num_C2 ( i ) = s t r u c t ( ’ no ’ , i , ’ v a l u e ’ , 1 / N_sample_e *( sum (

PC_q2 .* ( g2_R ( : , i )−PC_p2 ) ) ) ) ;
121 num_D2 ( i ) = s t r u c t ( ’ no ’ , i , ’ v a l u e ’ , 1 / ( 2* N_sample_e )* sum

( ( PC_p2−g2_R ( : , i ) ) . ^ 2 ) ) ;
122 S_C2 ( i ) = s t r u c t ( ’ d e s i g n _ v a r i a b l e ’ , i , ’ m a i n _ e f f e c t ’ , abs (

num_C2 ( i ) . v a l u e / va r_g2 ) , ’ t o t a l _ e f f e c t ’ , abs ( num_D2 ( i
) . v a l u e / va r_g2 ) ) ;

123 % S e n s i t i v i t y o f C3
124 num_C3 ( i ) = s t r u c t ( ’ no ’ , i , ’ v a l u e ’ , 1 / N_sample_e *( sum (

PC_q3 .* ( g3_R ( : , i )−PC_p3 ) ) ) ) ;
125 num_D3 ( i ) = s t r u c t ( ’ no ’ , i , ’ v a l u e ’ , 1 / ( 2* N_sample_e )* sum

( ( PC_p3−g3_R ( : , i ) ) . ^ 2 ) ) ;
126 S_C3 ( i ) = s t r u c t ( ’ d e s i g n _ v a r i a b l e ’ , i , ’ m a i n _ e f f e c t ’ , abs (

num_C3 ( i ) . v a l u e / va r_g3 ) , ’ t o t a l _ e f f e c t ’ , abs ( num_D3 ( i

243



doi:10.6342/NTU202001406

) . v a l u e / va r_g3 ) ) ;
127 % S e n s i t i v i t y o f C4
128 num_C4 ( i ) = s t r u c t ( ’ no ’ , i , ’ v a l u e ’ , 1 / N_sample_e *( sum (

PC_q4 .* ( g4_R ( : , i )−PC_p4 ) ) ) ) ;
129 num_D4 ( i ) = s t r u c t ( ’ no ’ , i , ’ v a l u e ’ , 1 / ( 2* N_sample_e )* sum

( ( PC_p4−g4_R ( : , i ) ) . ^ 2 ) ) ;
130 S_C4 ( i ) = s t r u c t ( ’ d e s i g n _ v a r i a b l e ’ , i , ’ m a i n _ e f f e c t ’ , abs (

num_C4 ( i ) . v a l u e / va r_g4 ) , ’ t o t a l _ e f f e c t ’ , abs ( num_D4 ( i
) . v a l u e / va r_g4 ) ) ;

131 % S e n s i t i v i t y o f C5
132 num_C5 ( i ) = s t r u c t ( ’ no ’ , i , ’ v a l u e ’ , 1 / N_sample_e *( sum (

PC_q5 .* ( g5_R ( : , i )−PC_p5 ) ) ) ) ;
133 num_D5 ( i ) = s t r u c t ( ’ no ’ , i , ’ v a l u e ’ , 1 / ( 2* N_sample_e )* sum

( ( PC_p5−g5_R ( : , i ) ) . ^ 2 ) ) ;
134 S_C5 ( i ) = s t r u c t ( ’ d e s i g n _ v a r i a b l e ’ , i , ’ m a i n _ e f f e c t ’ , abs (

num_C5 ( i ) . v a l u e / va r_g5 ) , ’ t o t a l _ e f f e c t ’ , abs ( num_D5 ( i
) . v a l u e / va r_g5 ) ) ;

135 end
136 t o t a l _ v a r = sum ( lambda_g ) ;
137 S_1 = ( S_C1 ( 1 ) . m a i n _ e f f e c t* lambda_g (1 )+ S_C2 ( 1 ) . m a i n _ e f f e c t*

lambda_g (2 )+ S_C3 ( 1 ) . m a i n _ e f f e c t* lambda_g (3 )+ S_C4 ( 1 ) .
m a i n _ e f f e c t* lambda_g (4 )+ S_C5 ( 1 ) . m a i n _ e f f e c t* lambda_g
( 5 ) ) / t o t a l _ v a r ;

138 S_2 = ( S_C1 ( 2 ) . m a i n _ e f f e c t* lambda_g (1 )+ S_C2 ( 2 ) . m a i n _ e f f e c t*
lambda_g (2 )+ S_C3 ( 2 ) . m a i n _ e f f e c t* lambda_g (3 )+ S_C4 ( 2 ) .
m a i n _ e f f e c t* lambda_g (4 )+ S_C5 ( 2 ) . m a i n _ e f f e c t* lambda_g
( 5 ) ) / t o t a l _ v a r ;

139 S_3 = ( S_C1 ( 3 ) . m a i n _ e f f e c t* lambda_g (1 )+ S_C2 ( 3 ) . m a i n _ e f f e c t*
lambda_g (2 )+ S_C3 ( 3 ) . m a i n _ e f f e c t* lambda_g (3 )+ S_C4 ( 3 ) .
m a i n _ e f f e c t* lambda_g (4 )+ S_C5 ( 3 ) . m a i n _ e f f e c t* lambda_g
( 5 ) ) / t o t a l _ v a r ;

140 S_n = ( S_C1 ( 4 ) . m a i n _ e f f e c t* lambda_g (1 )+ S_C2 ( 4 ) . m a i n _ e f f e c t*
lambda_g (2 )+ S_C3 ( 4 ) . m a i n _ e f f e c t* lambda_g (3 )+ S_C4 ( 4 ) .
m a i n _ e f f e c t* lambda_g (4 )+ S_C5 ( 4 ) . m a i n _ e f f e c t* lambda_g
( 5 ) ) / t o t a l _ v a r ;

141 St_1 = ( S_C1 ( 1 ) . t o t a l _ e f f e c t * lambda_g (1 )+ S_C2 ( 1 ) .
t o t a l _ e f f e c t * lambda_g (2 )+ S_C3 ( 1 ) . t o t a l _ e f f e c t * lambda_g
(3 )+ S_C4 ( 1 ) . t o t a l _ e f f e c t * lambda_g (4 )+ S_C5 ( 1 ) .
t o t a l _ e f f e c t * lambda_g ( 5 ) ) / t o t a l _ v a r ;
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142 St_2 = ( S_C1 ( 2 ) . t o t a l _ e f f e c t * lambda_g (1 )+ S_C2 ( 2 ) .
t o t a l _ e f f e c t * lambda_g (2 )+ S_C3 ( 2 ) . t o t a l _ e f f e c t * lambda_g
(3 )+ S_C4 ( 2 ) . t o t a l _ e f f e c t * lambda_g (4 )+ S_C5 ( 2 ) .
t o t a l _ e f f e c t * lambda_g ( 5 ) ) / t o t a l _ v a r ;

143 St_3 = ( S_C1 ( 3 ) . t o t a l _ e f f e c t * lambda_g (1 )+ S_C2 ( 3 ) .
t o t a l _ e f f e c t * lambda_g (2 )+ S_C3 ( 3 ) . t o t a l _ e f f e c t * lambda_g
(3 )+ S_C4 ( 3 ) . t o t a l _ e f f e c t * lambda_g (4 )+ S_C5 ( 3 ) .
t o t a l _ e f f e c t * lambda_g ( 5 ) ) / t o t a l _ v a r ;

144 St_n = ( S_C1 ( 4 ) . t o t a l _ e f f e c t * lambda_g (1 )+ S_C2 ( 4 ) .
t o t a l _ e f f e c t * lambda_g (2 )+ S_C3 ( 4 ) . t o t a l _ e f f e c t * lambda_g
(3 )+ S_C4 ( 4 ) . t o t a l _ e f f e c t * lambda_g (4 )+ S_C5 ( 4 ) .
t o t a l _ e f f e c t * lambda_g ( 5 ) ) / t o t a l _ v a r ;

145

146 % Fus ion
147 S_ o v e r a l l = [ S_1 St_1 ; S_2 St_2 ; S_3 St_3 ; S_n St_n ] ;
148 o v e r a l l _ t o c = t o c ;
149 EGO_number = N_sample_e + t r i a l ;
150 K r i g i n g _ f i t t i n g _ t i m e = k r i g _ f i t _ t o c − s t a r t _ t o c ;
151 EGO_time = EGO_toc − k r i g _ f i t _ t o c ;
152 GSA_time = o v e r a l l _ t o c − EGO_toc ;
153 t o c _ o u t = [ EGO_number K r i g i n g _ f i t t i n g _ t i m e EGO_time

GSA_time o v e r a l l _ t o c ] ;

C.2.3 最佳化主程式

1 %% Kr ig i ng Op t im i z a t i o n Algo r i t hm − − Main
2 % main f i l e
3 c l c
4 c l e a r
5

6 l o ad ( ’ S1_k r i g . mat ’ ) ;
7 l o ad ( ’ S2_k r i g . mat ’ ) ;
8 l o ad ( ’ S3_k r i g . mat ’ ) ;
9 l o ad ( ’ S t 1 _ k r i g . mat ’ ) ;
10 l o ad ( ’ S t 2 _ k r i g . mat ’ ) ;
11 l o ad ( ’ S t 3 _ k r i g . mat ’ ) ;
12 l o ad ( ’ Var . mat ’ ) ;
13

14 coun t = 0 ;
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15

16 g l o b a l S1_k r i g S2_k r i g S3_k r i g S t 1 _ k r i g S t 2 _ k r i g S t 3 _ k r i g
Va r_k r i g coun t

17 g l o b a l S1_e s t S2_e s t S3_e s t S t 1 _ e s t S t 2 _ e s t S t 3 _ e s t v a r _ e s t
18

19 S_1 = S1_e s t ;
20 S_2 = S2_e s t ;
21 S_3 = S3_e s t ;
22 St_1 = S t 1 _ e s t ;
23 St_2 = S t 2 _ e s t ;
24 St_3 = S t 3 _ e s t ;
25 Var = v a r _ e s t ;
26

27

28 t i c
29 % s e t t i n g
30 o p t i o n s . conTol = 1e−6;
31 o p t i o n s . d i s p l a y = 0 ;
32 f i l e I n f o . fName = ’ ob j ’ ;
33 % a l g o r i t hm
34 r e s u l t = UMDIRECT( f i l e I n f o , [ 5 , 0 , 0 ] , [ 1 0 , 0 . 5 , 1 0 ] , o p t i o n s ) ;
35 % r e s u l t
36 x_be s t = r e s u l t . xBes t ;
37 y_be s t = r e s u l t . f B e s t ;
38 t o c
39

40 h i s t o r y = r e s u l t . r e c t . x ;

C.2.4 拘束條件

1 %% Ob j e c t i v e f u n c t i o n
2 f u n c t i o n c o s t = ob j ( x )
3

4 g l o b a l S1_k r i g S2_k r i g S3_k r i g S t 1 _ k r i g S t 2 _ k r i g S t 3 _ k r i g
Va r_k r i g coun t

5 g l o b a l S1_e s t S2_e s t S3_e s t S t 1 _ e s t S t 2 _ e s t S t 3 _ e s t v a r _ e s t
6

7 coun t = coun t + 1 ;
8
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9 S1_e s t ( coun t ) = f _ p r e d i c t k r i g e ( x , S1_k r i g ) ;
10 S2_e s t ( coun t ) = f _ p r e d i c t k r i g e ( x , S2_k r i g ) ;
11 S3_e s t ( coun t ) = f _ p r e d i c t k r i g e ( x , S3_k r i g ) ;
12 S t 1 _ e s t ( coun t ) = f _ p r e d i c t k r i g e ( x , S t 1 _ k r i g ) ;
13 S t 2 _ e s t ( coun t ) = f _ p r e d i c t k r i g e ( x , S t 2 _ k r i g ) ;
14 S t 3 _ e s t ( coun t ) = f _ p r e d i c t k r i g e ( x , S t 3 _ k r i g ) ;
15 v a r _ e s t ( coun t ) = f _ p r e d i c t k r i g e ( x , Va r_k r i g ) ;
16

17 c o s t = ( ( S t 1 _ e s t ( coun t )−S1_e s t ( coun t ) ) / S1_e s t ( coun t ) + (
S2_e s t ( coun t )+ S3_e s t ( coun t ) ) / S1_e s t ( coun t ) ) / v a r _ e s t (
coun t ) ;

18 % co s t = ( ( S t 2 _ e s t ( coun t )−S2_e s t ( coun t ) ) / S2_e s t ( coun t ) + (
S1_e s t ( coun t )+ S3_e s t ( coun t ) ) / S2_e s t ( coun t ) ) / v a r _ e s t (
coun t ) ;

19 % co s t = ( ( S t 3 _ e s t ( coun t )−S3_e s t ( coun t ) ) / S3_e s t ( coun t ) + (
S2_e s t ( coun t )+ S1_e s t ( coun t ) ) / S3_e s t ( coun t ) ) / v a r _ e s t (
coun t ) ;

C.2.5 基於混沌多項式之卡爾曼濾波器

1 %% Polynomia l Chaos Expans ion Based Kalman −− Time
Dependent Outpu t Case

2 % We use a t ime−dependen t o u t p u t model a s an example
3 % y_e = a_e .* x1 .* cos ( ( b_e+x2 ) . / a_e .* t ) + c_e .* l og ( x2 ) .* ( s i n

( t . / x1 )+ s q r t ( x2* t ) .* b_e*x3)−3+e_e ;
4 c l e a r
5 c l c
6 c l o s e a l l
7 % Cre a t e Legendre Func t i o n
8 % Va r i a b l e 1
9 syms x_1
10 ph i_1 = [ 1 ; x_1 ; 1 / 2* ( 3* x_1 ^2−1) ;1 /2* (5* x_1^3−3*x_1 ) ; . . .% 0−3
11 1/8* (35* x_1^4−30*x_1 ^2+3 ) ; 1 / 8* ( 63* x_1^5−70*x_1^3+15*x_1

) ; . . . % 4−5
12 1/16* (231* x_1^6−315*x_1 ^4+105*x_1 ^2−5) ;1 /16* (429* x_1

^7−693*x_1 ^5+315*x_1^3−35*x_1 ) ] ; % 6−7
13 subs ( phi_1 , 0 . 5 ) ;
14

15 % Va r i a b l e 2
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16 syms x_2
17 ph i_2 = [ 1 ; x_2 ; 1 / 2* ( 3* x_2 ^2−1) ;1 /2* (5* x_2^3−3*x_2 ) ; . . .% 0−3
18 1/8* (35* x_2^4−30*x_2 ^2+3 ) ; 1 / 8* ( 63* x_2^5−70*x_2^3+15*x_2

) ; . . . % 4−5
19 1/16* (231* x_2^6−315*x_2 ^4+105*x_2 ^2−5) ;1 /16* (429* x_2

^7−693*x_2 ^5+315*x_2^3−35*x_2 ) ] ; % 6−7
20

21 % Va r i a b l e 3
22 syms x_3
23 syms x_3
24 ph i_3 = [ 1 ; x_3 ; 1 / 2* ( 3* x_3 ^2−1) ;1 /2* (5* x_3^3−3*x_3 ) ; . . .% 0−3
25 1/8* (35* x_3^4−30*x_3 ^2+3 ) ; 1 / 8* ( 63* x_3^5−70*x_3^3+15*x_3

) ; . . . % 4−5
26 1/16* (231* x_3^6−315*x_3 ^4+105*x_3 ^2−5) ;1 /16* (429* x_3

^7−693*x_3 ^5+315*x_3^3−35*x_3 ) ] ; % 6−7
27

28 %% Mu l t i v a r i a t e Po l ynomia l s
29 % The po lynomia l chaos expan s i on te rm a r e t h e same f o r

i n p u t and sys tem
30 % ou t p u t . So , we on ly need t o do t h i s p r o c e s s once t o

g e n e r a t e
31

32 % Mu l t i p l y Term
33 P = 7 ; % t r u n c a t i o n , P i s t h e h i g h e s t o r d e r o f t h e

po lynomia l
34 ph i_ t e rm1 = [ 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6 ; 7 ] ;
35 ph i_ t e rm2 = [ 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6 ; 7 ] ;
36 ph i_ t e rm3 = [ 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6 ; 7 ] ;
37 PHI = [ ] ;
38 l o c a t i o n = [ ] ;
39 Pos = 0 ;
40 f o r i = 1 : l e n g t h ( ph i_ t e rm1 )
41 f o r j = 1 : l e n g t h ( ph i_ t e rm2 )
42 f o r l = 1 : l e n g t h ( ph i_ t e rm3 )
43 i f ph i_ t e rm1 ( i )+ ph i_ t e rm2 ( j )+ ph i_ t e rm3 ( l ) <= P
44 Mul = [ i −1, j −1, l −1];
45 Pos = Pos +1;
46 o r d e r = sum (Mul ) ;
47 i f nnz (Mul ) ==1
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48 l o c a t i o n = [ l o c a t i o n ; [ Pos , o r d e r ] ] ;
49 end
50 PHI_temp = ph i_1 ( i )* ph i_2 ( j )* ph i_3 ( l ) ;
51 PHI = [ PHI ; PHI_temp ] ; % f i n a l m u l t i v a r i a t e

po l ynomia l e q u a t i o n
52 end
53 end
54 end
55 end
56

57 %% Co l l o c a t i o n Po i n t
58 Qs = s o b o l s e t ( 3 ) ;
59 Q = ne t (Qs ,3* l e n g t h ( PHI ) ) ; % 0~1
60

61

62 %% Co e f f i c i e n t
63 % By g i v i n g random v a r i a b l e (0−1) wi th n dimens ion , we can

use po lynomia l
64 % chaos expan s i on t o i n f e r what sys tem i n p u t i s .
65

66 % Def ine x
67 x = (Q−0 .5 )*2 ; % −1 <= x <= 1 , t h i s i s t h e random v a r i a b l e

f o r PCE e s t i m a t i o n
68 x1 = ( ( x ( : , 1 ) / 2 + 0 . 5 ) − 0 . 5 )* 0 . 1 + 1 ;
69 x2 = ( ( x ( : , 2 ) / 2 + 0 . 5 ) − 0 . 5 )* 0 . 1 + 1 ;
70 x3 = ( ( x ( : , 3 ) / 2 + 0 . 5 ) − 0 . 5 )* 0 . 1 + 1 ;
71

72 % sub Co l l o c a t i o n p o i n t i n po l ynomia l
73 ph i = doub l e ( subs ( PHI ’ , { x_1 , x_2 , x_3 } ,{ x ( : , 1 ) , x ( : , 2 ) , x

( : , 3 ) } ) ) ; % c r e a t e c o l l o c a t i o n p o i n t
74

75 % Def ine po lynomia l c o e f f i c i e n t o f x by Lea s t Square
76 C_x1 = doub l e ( i nv ( phi ’* ph i )* phi ’* x1 ) ;
77 C_x2 = doub l e ( i nv ( phi ’* ph i )* phi ’* x2 ) ;
78 C_x3 = doub l e ( i nv ( phi ’* ph i )* phi ’* x3 ) ;
79

80 % Reco n s t r u c t model i n p u t i n PCE form add ing c a l c u l a t e d
c o e f f i c i e n t

81 x1_re = PHI ’*C_x1 ;

249



doi:10.6342/NTU202001406

82 x2_re = PHI ’*C_x2 ;
83 x3_re = PHI ’*C_x3 ;
84

85 %% Outpu t
86 % Gene r a t e sys tem ou t p u t wi th u n c e r t a i n model p a r ame t e r s
87 p1 = 5 . 0 3 33 ;
88 p2 = 0 . 0 2 78 ;
89 p3 = 9 . 8 4 44 ;
90 t ime_ spa c e = 100 ;
91 t e rm i n a l _ t im e = 15 ;
92 t = l i n s p a c e ( 0 , t e rm i n a l _ t ime , t ime_ spa c e ) ;
93 y_e = x1 .* p1 .* cos ( ( x2+p2 ) . / x1 .* t ) + x3 .* l og ( p2 ) .* ( s i n ( t . / p1

)+ s q r t ( p2* t ) .* x2*p3 )−3;
94 f i g u r e
95 p l o t ( t , y_e ) ;
96

97 %% Extended Kalman F i l t e r
98 d e s i r e _ p i e c e = 10 ;
99 k = t e rm i n a l _ t im e / d e s i r e _ p i e c e ;
100 % Real model
101 % assume x1_ r e a l = 0 . 9 5 , x 2 _ r e a l = 1 . 0 1 , x 3 _ r e a l = 1 . 04
102 x 1 _ r e a l = 1 . 0 1 5 ;
103 x 2 _ r e a l = 1 . 0 1 ;
104 x 3 _ r e a l = 1 . 0 4 ;
105

106 y_exp = x1_ r e a l .* p1 .* cos ( ( x 2 _ r e a l +p2 ) . / x 1 _ r e a l .* t ) +
x 3 _ r e a l .* l og ( p2 ) .* ( s i n ( t . / p1 ) + . . .

107 s q r t ( p2* t ) .* x 2 _ r e a l*p3)−3+normrnd ( 0 , 0 . 1 , 1 ,
t ime_ spa c e ) ;

108

109 % Kalman F i l t e r
110 % 1 . S imu l a t i o n unde r t h e p r e d i c t p a r ame t e r s
111 % 2 . P r e d i c t c o v a r i a n c e ma t r i x
112 % 3 . E s t ima t e c o e f f i c i e n t o f each p a r ame t e r s
113

114 H = 1 ;
115 R = 0 . 0 1 ;
116 f o r j = 1 : d e s i r e _ p i e c e +1
117 % S imu l a t i o n t o d e s i r e t ime
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118 t _k = k*( j −1);
119 x1_kf = ph i*C_x1 ;
120 x2_kf = ph i*C_x2 ;
121 x3_kf = ph i*C_x3 ;
122

123 y_s im_kf = x1_kf .* p1 .* cos ( ( x2_kf+p2 ) . / x1_kf .* t _k ) +
x3_kf .* l og ( p2 ) .* ( s i n ( t _k . / p1 ) + . . .

124 s q r t ( p2* t _k ) .* x2_kf*p3)−3+normrnd ( 0 , 0 . 0 1 ,
l e n g t h (Q) , 1 ) ;

125

126 % Real model o u t p u t a t t = t _k
127 z_k = i n t e r p 1 ( t , y_exp , t _k ) ;
128 % PCE of y_s im_kf
129 C_y_kf = doub l e ( i nv ( phi ’* ph i )* phi ’* y_s im_kf ) ;
130 % Ca l c u l a t e c o v a r i a n c e ma t r i x
131 P = cov ( [ y_sim_kf , x1_kf , x2_kf , x3_kf ] ) ;
132 Pyy = P ( 1 , 1 ) ;
133 P_x1_y = P ( 1 , 2 ) ;
134 P_x2_y = P ( 1 , 3 ) ;
135 P_x3_y = P ( 1 , 4 ) ;
136 % Update c o e f f i c i e n t o f each po lynomia l a t a t ime
137 f o r i = 1 : l e n g t h ( PHI )
138 % Kerna l De l t a f u n c t i o n
139 i f i ==1
140 d e l t a = 1 ;
141 e l s e
142 d e l t a = 0 ;
143 end
144 C_x1_a ( i ) = C_x1 ( i )+ P_x1_y*H’* i nv (R+H*Pyy*H)* ( z_k*

d e l t a−H*C_y_kf ( i ) ) ;
145 C_x2_a ( i ) = C_x2 ( i )+ P_x2_y*H’* i nv (R+H*Pyy*H)* ( z_k*

d e l t a−H*C_y_kf ( i ) ) ;
146 C_x3_a ( i ) = C_x3 ( i )+ P_x3_y*H’* i nv (R+H*Pyy*H)* ( z_k*

d e l t a−H*C_y_kf ( i ) ) ;
147 end
148 C_x1 = C_x1_a ’ ;
149 C_x2 = C_x2_a ’ ;
150 C_x3 = C_x3_a ’ ;
151 end
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152 % F i n a l Value
153 x 1 _ f i n a l = ph i*C_x1 ;
154 x 2 _ f i n a l = ph i*C_x2 ;
155 x 3 _ f i n a l = ph i*C_x3 ;
156 x 1 _ t a r g e t = x 1 _ r e a l*ones ( 0 . 2* l e n g t h ( x 1 _ f i n a l ) , 1 ) ;
157 x 2 _ t a r g e t = x 2 _ r e a l*ones ( 0 . 2* l e n g t h ( x 2 _ f i n a l ) , 1 ) ;
158 x 3 _ t a r g e t = x 3 _ r e a l*ones ( 0 . 2* l e n g t h ( x 3 _ f i n a l ) , 1 ) ;
159

160 %% P l o t r e s u l t
161 s u b p l o t ( 1 , 3 , 1 )
162 h i s t ( [ x1 , x 1 _ f i n a l ] , 1 0 0 ) ;
163 ho ld on
164 p l o t ( [ x 1 _ r e a l x 1 _ r e a l ] , [ 0 , 2 0 0 ] ) ;
165 mean ( x 1 _ f i n a l ) ;
166 x l a b e l ( ’ $x_1$ ’ , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 6 )
167 l e g end ( ’ I n i t i a l D i s t r i b u t i o n ’ , ’ E s t ima t e by KF ’ , ’ Rea l Value ’

, ’ I n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ )
168 s u b p l o t ( 1 , 3 , 2 )
169 h i s t ( [ x2 , x 2 _ f i n a l ] , 1 0 0 ) ;
170 ho ld on
171 p l o t ( [ x 2 _ r e a l x 2 _ r e a l ] , [ 0 , 2 0 0 ] ) ;
172 mean ( x 2 _ f i n a l ) ;
173 x l a b e l ( ’ $x_2$ ’ , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 6 )
174 l e g end ( ’ I n i t i a l D i s t r i b u t i o n ’ , ’ E s t ima t e by KF ’ , ’ Rea l Value ’

, ’ I n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ )
175 s u b p l o t ( 1 , 3 , 3 )
176 h i s t ( [ x3 , x 3 _ f i n a l ] , 1 0 0 ) ;
177 ho ld on
178 p l o t ( [ x 3 _ r e a l x 3 _ r e a l ] , [ 0 , 2 0 0 ] ) ;
179 mean ( x 3 _ f i n a l ) ;
180 x l a b e l ( ’ $x_3$ ’ , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 6 )
181 l e g end ( ’ I n i t i a l D i s t r i b u t i o n ’ , ’ E s t ima t e by KF ’ , ’ Rea l Value ’

, ’ I n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ )
182 s u p t i t l e ( ’ P a r ame t e r E s t im a t i o n wi th Extended Kalman F i l t e r ’

)
183 f i g u r e
184 y_va l = mean ( x 1 _ f i n a l ) .* p1 .* cos ( ( mean ( x 2 _ f i n a l )+ p2 ) . / mean (

x 1 _ f i n a l ) .* t ) + mean ( x 3 _ f i n a l ) .* l og ( p2 ) .* ( s i n ( t . / p1 ) + . . .
185 s q r t ( p2* t ) .*mean ( x 2 _ f i n a l )* p3 )−3;
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186 p l o t ( y_exp ) ;
187 ho ld on
188 p l o t ( y_va l ) ;
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