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摘要 

    本論文旨在設計與探討不同力電耦合強度之壓電振子應用於能量擷取，並提

供一些方法可用於實驗量測壓電振子應用於能量擷取之系統等效材料參數。壓電

振動懸臂樑數學模型以能量法為基礎，採用模態函數或均佈力負載兩種形狀函數

來簡化壓電振子設計，亦可引入等效電路模型，將壓電振動懸臂樑數學模型比擬

成 RLC 電路。並採用雷利阻尼的概念來假設振子的等效機械阻尼係數，最後定義

壓電振子之力電耦合強度為無因次化力電耦合係數除以無因次化機械阻尼係數。 

    本論文第一部分是比較由不同系統等效參數之估計曲線的差異，實驗結果顯

示由三種方法用於實驗所算出的估計值曲線，估計曲線在最佳阻抗下的功率誤差

極小，在遠離最佳阻抗的電阻下之功率誤差則加大，但無論在何阻抗下，估計值

曲線的趨勢皆與實驗曲線的趨勢吻合。其中，等效電路法較能量法好的原因是可

在材料尺寸與參數未知的情況下作量測。 

    本論文第二部分是研究壓電層長度比對於力電耦合強度的影響，由理論、模

擬、實驗得到以下結論，實驗結果與理論結果趨勢吻合，因此理論結果是可以當

作預測壓電振子之物理行為的依據。分析發現強力電耦合振子與弱力電耦合振子

有相似的物理行為，第一，皆為當壓電層長度比約為 0.5 時，力電耦合強度最強。

第二，單位質量的發電功率並非隨著總質量的增加而增加，而是當壓電層長度比

約為 0.3 時，單位質量的發電功率最小。有趣的是，單位成本的發電功率約在與

前者相同的壓電層長度比下有最小值。第三，實驗結果顯示不同壓電層長度比之

雷利阻尼的係數皆在同次序且可趨近定值，且強力電耦合振子的雷利阻尼係數小

於弱力電耦合振子的雷利阻尼係數。 

 

關鍵字:壓電振子設計、壓電振動能量擷取系統之等效參數量測、能量法、等效電

路模型、力電耦合強度 
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Abstract 

The goal of the present thesis is to design the piezoelectric energy harvesters with 

different magnitudes of electromechanical coupling. In addition, it also proposes several 

methods for measuring the effective system parameters of an energy harvester. The 

methodology is based on the energy approach where the shape function is chosen either 

by the standard modal analysis or by the method of uniform load. Besides, the effective 

system parameters can also be determined based on the equivalent RLC circuit model. 

The proposed criterion for measuring the strength of electromechanical coupling of an 

energy harvester is defined by the ratio of electromechanical coupling to the mechanical 

damping ratio. The damping coefficient is assumed to the type of Rayleigh damping 

here. 

    The first part of the present thesis is to make comparisons among the different 

proposed estimates of effective parameters. It is found the estimation of harvested 

power frequency response measured at the optimal load agrees quite well with 

experimental observations. However, the disagreement increases in the case of attaching 

larger electric loads. It is also found the estimation based on the equivalent circuit 

model shows the least error compared to other methods.  

    The second part is to study the effect of different lengths of piezoelectric layers on 

the magnitudes of electromechanical coupling. It is found both analytic estimates and 

experimental observations exhibit the similar trends. Hence, our proposed estimates are 

capable of performance evaluations. The first observation from our analysis is that the 

behavior of the case of strong electromechanical coupling is similar to that of the weak 

electromechanical coupling. The second result is the strongest coupling is achieved 

when the ratio of the length of the piezoelectric layer to that of the substrate is about 

0.5.The third observation is the harvested power per unit mass is not monotone 

increasing as the increase of piezoelectric layer. Instead, it is minimized when the ratio 

of the piezoelectric layer to the substrate is around 0.3. Interestingly, the harvested 

power per unit price is also minimized at around the similar range. Finally, the 

experimental observations confirm that the coefficient of Rayleigh damping is 

approximate to be a constant in spite of different lengths of piezoelectric layers. In 

addition, it is observed the coefficient of Rayleigh damping in the case of weak 

coupling is larger than that in the case of strong coupling.  

 

Keywords: Design of Piezoelectric Oscillator、Measurement of Equivalent System 

Parameters、Energy Method、Equivalent Circuit Model、Electromechanical Coupling 
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Chapter 1. 導論 

1-1  研究動機 

    近年來因能源危機，且環保意識抬頭，再生能源受到重視，成為各國研究與

發展的重點之一，如何將能量轉換成可供使用的電力已成為學術界和產業界共同

關注的議題。環境中的每一處都充斥著各種形式的能量，如:太陽能、潮汐、地熱、

風力和振動能等，其中振動能量的來源受限於外在環境因素的影響較小且生活周

遭最常見，因此利用媒介將振動能量轉變為驅動電子電路元件之電源廣泛受到重

視。 

    壓電材料其具有高力電耦合效應[1]、簡單直接的力電轉換機制[2]、較高的品

質因子、完全自我供電[3],[4]、極快的反應速度等，一直以來均被視為力電轉換元

件的首選材料。簡而言之，壓電效應是一種力場和電場互相轉換的一種效應，利

用壓電振動能量擷取系統可以擷取環境中的振動能，將之轉換成電能並儲存，適

用於自主式的發電裝置。 

    壓電片之力電耦合強度定義為無因次化力電耦合係數除以等效機械阻尼係數，

等效機械阻尼係數與整體結構有關，在設計時不易估計，本文將引入雷利阻尼法

的概念，將等效機械阻尼係數加以定義，得其理論並用實驗驗證，使往後理論能

有實驗的依據來假定等效機械阻尼係數，及探討壓電振動樑的物理現象。在實驗

量測壓電振動樑的等效材料參數時，原先本團隊採用能量法理論，因式樣的材料

參數量測不易，導致無法得壓電振動能量擷取的估計值，由本文採用等效電路法

理論，可避開量測式樣的材料參數量測而得壓電振動能量擷取的估計值。 
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1-2  文獻回顧 

壓電振動能量擷取顧名思義為壓電材料因振動而產生能量使吾人來取得，將

壓電材料固定於設計的結構上，利用環境振動使壓電材料產生形變，其因形變而

產生能量，為一力學能轉換成電能的效應。 

壓電振動能量擷取系統主要可分為壓電振子、擷取電路、阻抗匹配三部分來

探討，如圖 1-1。壓電振子會因不同材料、尺寸規格、整體結構而有影響；因不同

擷取電路設計可提升壓電能量擷取系統的效能與轉換成所需的型式，如壓電材料

輸出為交流電轉換為直流電；當外部電路產生的電致阻尼與結構本身的機械阻尼

達到阻尼匹配時，壓電振子的輸出功率才可達最大值，由此可知最佳阻抗匹配的

重要性。 

 

 

圖 1-1 壓電振動能量擷取系統示意圖 

 

振動子理論的部分，起初由 Elvin 和 Inman 等團隊利用雷力茲法(Rayleigh-Ritz 

approach)與特徵模態分析，推導出完整的壓電振動樑在第一共振模態下之理論模

型架構[2],[3],[5]-[7]，基本壓電振動能量擷取系統即是後端介面電路僅用一電阻呈

現，Erturk、Lumentut 等團隊對此有發表相關理論[8],[9]。接著 Roundy 團隊將壓電

振動子等效成 RLC 電路，將壓電振動樑的控制方程式與等效電路的 RLC 電子元件

作類比，並轉換成在等效電路下的控制方程式[10]，Kim、Ashtari、Dalzell 等團隊
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採用此等效電路之控制方程式來做壓電振動樑的分析[11]-[13]。因振動子在共振時

之位移、形變最大，故欲將其架設於環境振動，並藉此擷取能量，則要設法將其

共振頻率與環境頻率作匹配，才能達到最大的功率輸出，結構的共振頻率與結構

本身之系統質量與系統勁度有關，因此 Wu 團隊提出了調整系統質量以達到改變振

動子之共振頻率的方法[14]，另外 Leland 團隊則是從改變系統勁度著手，在樑的

軸向施加應力來改變系統勁度[15]，接著 Hu 團隊將此方法建立出該模型之理論架

構[16]。上述調整系統質量與調整系統勁度的方法都能有效地改變振動子之共振頻

率。其中，壓電片前端加上質量塊，除可改變振動子之共振頻率，也可增加輸出

功率，Kim、Wang 即採用此方法[17],[18]。 

    擷取電路的部分，壓電振子因振動不斷的產生形變，單看樑的軸向即是一個

拉、壓反覆的變形，所以其輸出的電壓為交流電，但許多電子元件需求為直流電，

則搭配擷取電路將其轉為直流電。除了搭配由全橋整流器與濾波電容組成的標準

電路外，Guyomar 團隊提出了電感式同步開關(SSHI)，每半周期切換開關，使電容

與壓電振子內部共振，即增加位移極值，來達到輸出功率增加的效果[19]。由此可

發現壓電振動能量擷取與壓電振子之共振頻率有密切關係，一旦壓電振子的共振

頻率偏移了環境頻率，則發電效果會大打折扣，本團隊由 Shu 和 Lien 提出了一套

完整的模型，成功解決了振子共振頻偏移的問題[20],[21]，並修正電感式同步開關，

使壓電振動能量擷取頻寬增加且輸出能量功率更佳[22]-[24]。 

阻抗匹配的部分，本團隊在 2006 年時，提出了完整的全頻域交流電轉直流電

的理論模型，其研究中指出機電系統於簡諧振盪時，當電致阻尼比與機械阻尼比

兩相匹配時會產生最佳的力電轉換效果[20],[21]。另外近年來，Liang、Renno、Deng

等團隊亦有類似的結論，並進一步探討系統與最佳阻抗之間的搭配[25]-[28]。 

    壓電振動能量擷取的理論與實驗，多半假設為一維振動，Erturk 團隊則針對單

一自由度之壓電振動做進一步的探討[29],[30]，而振動外力多半為單一振動源，

Lumentut 團隊則是假定振動外力來自多方振動源，針對三維壓電振子的振動做進
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一步討論[31]。  

本團隊近年來致力於發展陣列式壓電振子，因單一振子之發電功率有限，預

期將多根振子聯合使用，可有效增加其發電功率。起初由 Shahruz 提出陣列式振子

的概念，並將系統各振子調整至共振頻僅些微的差距，令其有寬頻的效果[32]，隨

後有 Tadesse、duToit、Ferrari、Kim、Xue 等團隊學者採用陣列式振子的概念並有

相關的研究，主要在改善原先陣列式振子的缺失並針對電路作分析[33]-[37]，而本

團隊於 2012、2013 年提出了陣列式壓電振子搭配非線性的整流介面電路之理論模

型，此舉增加了陣列式壓電振子之頻寬[38]-[41]。 

壓電振子的力電耦合強度定義為無因次化力電耦合係數除以等效機械阻尼係

數，由力電耦合強度可將壓電振子分為強力電耦合、中力電耦合、弱力電耦合三

類，三種不同力電耦合強度類別的壓電振子，主要在於壓電振子所表現出的特性

相異，其差異在本文第四章會有更詳盡的介紹，研究發現不同力電耦合強度類別

的壓電振子要搭配不同的介面電路，能使能量擷取的效果發揮更佳，區分壓電振

子的好處在於能準確找到可使壓電振子之能量擷取效果發揮到最佳的電路。 

    反過來想，當確立了後端的介面電路，如何找到能使介面電路發揮最佳效果

的前端壓電振子即成為重要的課題，本文研究因此原因而誕生，旨在設計與探討

不同力電耦合強度之壓電振子應用於能量擷取。 

    本團隊以往皆使用樑型的壓電振子，而壓電振子也以樑型的振子最為常見

[15],[16],[42],[43]，基於此因，本文將沿用樑型的壓電振子做設計與探討。本團隊

以往除皆使用樑型的壓電振子外，壓電層長度皆與基板等長，本文的構想即由此

點發展，猜測改變壓電層長度應能有效改善振子的力電耦合強度，且本團隊不曾

有弱力電耦合振子，藉此也猜測當基板長度固定，壓電層長度逐漸減少時，力電

耦合強度會逐漸下降，此舉可出現弱力電耦合振子。而壓電層長度與基板不等長

的想法，Abdelkefi 團隊即設計將壓電片的基板與壓電層不等長，探討在壓電層與

基板之長度比不同下之輸出功率[44]，如圖 1-2。 
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    延續樑型的壓電振子，由樑的結構出發 Erturk 對樑的數學模型做不同等效樑

之假設，探討在各不同等效樑之假設下，壓電樑之數學模型的輸出功率[45]，針對

樑之軸向變形，Shi 團隊探討了樑之軸向應變因受力而產生的變化趨勢[46]，在樑

的變形假設，本文則選用尤拉-伯努利樑。 

本文由系統的能量形式，並根據漢米爾頓定理，推導出壓電振動懸臂樑的控

制方程式，Wickenheiser 則提出了壓電片可分段計算的模型理論，以解決多段為不

同材料與不同斷面面積之問題，並探討壓電層與基板在不同厚度比下之影響[47]。

壓電振動懸臂樑的數學模型，主要以能量法為基礎，能量法之形狀函數，Erturk 團

隊利用模態分析來定義形狀函數[29]，Kim 團隊利用均佈力附載來定義形狀函數，

並探討在平面應力與平面應變假設下之差異[48]，兩種方法的形狀函數本文皆採用，

並探討其優缺點。 

一般壓電振動能量擷取系統均在第一模態下操作，因共振頻較低容易達成，

且形變為單純的凹向上或凹向下之曲線，本文由此因也在第一共振頻下操作，但

在其他模態下的壓電振動能量擷取會有何結果，發電效能是否更佳，Lumentut、

Yuan 等團隊對此探討在其他模態下之樑的形變與輸出功率[49],[50]。 

將整體壓電振動能量擷取以實驗呈現後，常發現整體結構的等效機械阻尼係

數在理論上之定義，往往與實際有一段落差，Goldschmidtboeing 團隊採用雷利阻

尼的概念，將整體結構之等效機械阻尼係數用雷利阻尼作假設，將估計值與實驗

值相比，發現當外力振動在整體結構的共振頻時，估計值與實驗值的電壓誤差極

小，但當外力振動遠離整體結構的共振頻時，估計值與實驗值的電壓誤差則較大，

不過估計值與實驗值的整體電壓趨勢皆吻合[51]。本文在整體結構的等效機械阻尼

係數採用雷利阻尼的概念並加以簡化，藉此期望能找到強、中、弱力電耦合振子

之等效機械阻尼係數，此舉如成真，對未來本團隊在設計振子上有極大的幫助，

可使理論構想與實際結果相接近，本文實驗結果也會觀察是否有當外力振動遠離

整體結構的共振頻時，估計值與實驗值的電壓誤差則較大的現象發生。 
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圖 1-2 各尺寸壓電層的壓電片於不同電阻下之功率[44] 

 

 

1-3  論文架構 

    本論文將分為六個章節，第一章導論，介紹研究動機、文獻回顧。第二章壓

電振動子模型，簡述正、逆壓電效應，建立壓電能量擷取系統之模型，將此模型

轉化為數學式，並得同樣模型下之等效電路模型數學式。第三章模型數值驗證，

將第二章所推得之數學式解析解與有限元素軟體 COMSOL 數值解做比對，藉此來

驗證能量法的控制方程式，並引入雷利阻尼法來定義振子之等效機械阻尼係數。

第四章不同力電耦合強度振子之設計，定義力電耦合強度，並由第三章之結果延

伸探討物理現象。第五章實驗結果與分析比較，將以第三章所設計之壓電尺寸模

型藉由實驗呈現，並與第四章的壓電物理現象作相同的探討和比較。第六章結論

與展望，將本論文的研究做個統整，並簡單論述所得之結論。 
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Chapter 2. 壓電振動子模型 

2-1 壓電效應 

壓電效應(Piezoelectric Effect)為一種機械能與電能相互轉換的現象，其可分為

正壓電效應與逆壓電效應兩種。當壓電材料受外力作用而產生電壓或電流時，此

現象稱為正壓電效應(Piezoelectric Effect)；反之，當壓電材料受外接電壓或電流作

用而變形時，此現象稱為逆壓電效應(Converse Piezoelectric Effect)。 

 

2-1-1 正壓電效應 

壓電材料一般視為絕緣體，內部不具有自由電子，會因晶格內部不具對稱性

時，而發生極化(Polarization)現象。當材料承受張力或是壓力時，其材料內部晶體

結構之相對移動會產生電荷分佈的極化，在不同端之表面會累積不同極性的電荷，

這就是所謂的正壓電效應，如圖 2-1 所示。 

    選擇壓電材料做為能量擷取器之振動子，即是利用此效應實現力電能轉移的

效果，以懸臂樑形式固定壓電振動子，於固定端施加一簡諧振盪力，材料因受外

力而變形所產生相對應的週期性電壓。當簡諧振盪力頻率與材料本身的自然頻率

相同時，因達到共振而具有最大的電壓輸出效果。主要應用於感測器、點火器等。 

 

 

圖 2-1 正壓電效應示意圖 
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2-1-2 逆壓電效應 

    在壓電材料兩端電極層施加一電位差，會使材料內部的電偶極長度改變，為

抵抗電偶極的變化，材料產生形變，這就是所謂的逆壓電效應，如圖 2-2 所示。 

    外加電位差之方向若與材料之極化方向相同，材料之晶格內之正、負離子會

彼此遠離，此時材料會伸長；反之，當外加電位差之方向若與材料之極化方向相

反，則材料會縮短。主要應用於致動器、蜂鳴器等。 

 

 

圖 2-2 逆壓電效應示意圖 
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2-2 壓電懸臂樑之數學模型 

    模型為雙壓電層懸臂樑固定於簡諧振動 ( )Z t 基座上，而懸臂樑由壓電材料和

基板所組成的複合材料樑，如圖 2-3 所示，中間基板為銅片，上、下兩層為壓電陶

瓷材料。壓電層與銅片尺寸分別為長度𝐿𝑂、𝐿，寬度同為𝑤，厚度𝑡𝑝、𝑡𝑐，壓電陶

瓷材料上、下兩面鋪上電極層，為接收壓電材料因形變產生電壓之用，或可外加

一電場使壓電材料產生形變。 

 

 

圖 2-3 雙層壓電懸臂樑結構示意圖 

 

假設系統質點的位移u 與上、下電極層的電位差V ： 

                         

1

2

3 3

0

0

( , )

u

u

u u x t





 

                             (2.2.1) 

                          ( )V V t                                 (2.2.2) 
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而建立在圖 2-3 之數學模型下，將系統質點的位移u 與電位V 簡化為 

3

3

33

3

3                  
2 2 2

                                   
2 2

         
2 2

( ) ( ) ( )

( )
( )

2

0

( )
( )

2 2

s s s
p

p

s s

s s s
p

p

t t t
x t

t

t t

u d t N Z t

V

x

t t t
t

t
x

V

V t
x x

t

  

  

   

 


  



 

  




x

                           (2.2.3) 

    假設此數學模型為尤拉-伯努利樑（Euler-Bernoulli Beam），其應變極小與變形

後斷面仍保持平面，則縱向應變與側向位移之關係式為： 

                          
2

3
1 3 2

1

u
S x

x


 


                            (2.2.4) 

 

    因假設其應變極小，則壓電材料在形變後，其力電間的耦合仍具有相當高的

線性度。其中有 d-form、e-form、g-form、h-form 四種表示式，又以 d-form 與 e-form

最為常見。因可算得此數學模型的應變 S 與電場 E，故選用 e-form。 

e-form 表示式為 

                             
  

E T

S

  


 

T c S e E

D eS ε E
                       (2.2.5) 

應力T (Stress) 

應變S (Strain) 

電位移D (Electric Displacement) 

電場E (Electric Field) 

彈性矩陣
E

c (Elasticity Matrix) 

介電常數矩陣
S

 (Permittivity Constant Matrix) 

壓電電荷-應力轉換常數 e (Piezoelectric Charge-Stress Constant) 
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    壓電振動子之振動激發型式可分為{3-1}型態與{3-3}型態，{3-1}型態定義為壓

電材料因受力產生 1 方向的變形與 3 方向的電場，即變形與電場垂直，如圖 2-4(a)

所示；反之，{3-3}型態定義為壓電材料因受力產生 3 方向的變形與 3 方向的電場，

即變形與電場平行，如圖 2-4 (b)所示。 

 

 

圖 2-4 (a){3-1}型態與(b){3-3}型態示意圖 

 

  以雙壓電層懸臂樑作為式樣，懸臂樑輸出電壓部分可以有兩種接法，串聯型

式與並聯型式，如圖 2-5(a)與圖 2-5 (b)所示。串聯型式的特色為高電壓、低電流；

反之，並聯型式的特色為低電壓、高電流。 

 

 

圖 2-5 壓電懸臂樑的(a)串聯型式 (b)並聯型式 
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    此數學模型為{3-1}型態與串聯型式所構成，並採用 e-form，則雙層的壓電材

料本構方程式表為： 

   上壓電層           下壓電層      基板（銅片） 

1 11 1 13 3 1 11 1 13 3 1 1

3 13 1 33 3 3 13 1 33 3

                            

            

+ T

- +    

E E

sT c S e E T c S e E c S

D e S E D e S E 

   

  
                    (2.2.6) 

 

由(2.2.3)式與(2.2.4)式知，應變 1S 與電場 3E 可表為： 

2

3
1 3 32

1

3

3

3

3

                   
2 2

      

( ) ( )

( )

2

0

( )

                
2 2

           
2 22

s s
p

p

s

i

s

s s
p

p

u
S x x N x d t

x

V t

E V

V t

t t
x t

t

t t
x

t t
t x

t

 
   


 
 
 

    




  

  

  



 

                           (2.2.7) 

 

將(2.2.7)式式代入(2.2.6)得應力 1T 與電位移 3D ： 

11 3 13

1 3

11 3 13

13 3 33

3

3

3

3

                   
2 2

                             
2 2

           
2 2

( )

      

2

( )

( )
2

(    )
2

  

s s
p

p

s s

s s
p

E

i

b i

E

i

p

i

p

V
c x N d e

T c x N d

V
c x N d e

V
e x N d

t t
x t

t

t t
x

t t
t x

t

t

D




  

  

  

 



 



 












3

3

313 3 33

       
2 2

                                              
2 2

    

0

2
 

2
( )

2

s s
p

s s

s
p

p

i
s

t t
x t

t t
x

t t
t x

t

V
e x N d 

  

  



 

















  




  


                   (2.2.8) 

 

根據以上數學模型假設，接著求出此系統整體能量，可分為位能和動能兩大類。 
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根據壓電組成律 e-form 型式代入，電焓密度𝐻可表為： 

                       
1 1

( , )
2 2

H T S D E   S E                      (2.2.9) 

應力作功： 

1 2 3

2
11 3 13 3 3 1

0
2

2
3 3 3 1

0
2

2
11 3 13 3 3 1

0
2

3

1
( )
2

( ( ) )( )
2 2

( ( ) )( )
2

( ( ) )( )
2 2

1
( )( )[( ) (

2 3 2

s
o p

s

s

s

s
o

s
p

t
L t

E

t i j

p

t
L

t b i j

t
L

E

t i j
t

p

s
p

T S dx dx dx

w V
c x N d e x N d dx dx

t

w
c x N d x N d dx dx

w V
c x N d e x N d dx dx

t

t tw
t









 



   

  

   

  



 

 

 

3 2 2

11 1 13 1
0 0

3 3

1
0

3 3 2 2

11 1
0

1
) ] ( ) ( )( )[( ) ( ) ] ( )

2 2 2 2 2 2

1
( )( )[( ) ( ) ] ( )

2 3 2 2

1 1
( )( )[( ) ( ) ] ( ) ( )( )[( ) ( )

2 3 2 2 2 2 2 2

o o

o

L L
Es s s

i j p j

p

L
s s

b i j

L
Es s s s

p i j p

t tw V
c N N dx d d t e N dx d

t

t tw
c N N dx d d

t t t tw w
t c N N dx d d t

  

 

         

 



 13 1
0

] ( )
2

oL

j

p

V
e N dx d

t 

                                                                (2.2.10) 

將(2.2.10)式係數定義為： 

3 3

1

2 2

2

3 3

3

1
( ) 2 [( ) ( ) ]
3 2 2

1
( ) 2 [( ) ( ) ]
2 2 2

1
( ) [( ) ( ) ]
3 2 2

s s
p

s s
p

s s

t t
r t

t t
r t

t t
r


    




    



  


                                      (2.2.11) 

 

則(2.2.10)式可表為： 

1 2 3

1 11 1 3 1 2 13 1
0 0 0

1
( )
2

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )
2 2 2 2

o oL L L
E

i j b i j j

p

T S dx dx dx

w w w V
rc N N dx d d r c N N dx d d r e N dx d

t




  



  
                                                                 

(2.2.12)

’ 
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電位移作功： 

1 2 3

2
13 3 33 3 1

0
2

2
13 3 33 3 1

0
2

2 2 2

13 1 33
0

1
( )
2

( ( ) )( )
2 2 2

( ( ) )( )
2 2 2

1
2[( )( )[( ) ( ) ] ( ) ( ) ( ) ]

2 2 2 2 2 2 2

(

s
o p

s

s
o

s
p

o

t
L t

t i

p p

t
L

t i
t

p p

L
s s

p i p o

p p

D E dx dx dx

w V V
e x N d dx dx

t t

w V V
e x N d dx dx

t t

t tw V w V
t e N dx d t L

t t

w













 



  

   

    

 



 

 



233
2 13 1

0

1
) ( ) ( )( )

2 2 2 2

oL
o

i

p p

wLV
r e N dx d V

t t




               

                                                                (2.2.13) 

表面應力作功與表面自由電荷作功： 

* *

* *

3 1

* *

1

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

( )[ ( ) ( ) ( )] ( )( )
2

( )[ ( ) ( ) ( )]

upper lower

i upper lower

i

t Q V

V V
F t u x L Q Q

V
F t d t N x L Z t Q Q

F t d t N L Z t VQ

 

     

      

   

 u

                      

                                                                (2.2.14) 

由(2.2.12)式、(2.2.13)式、(2.2.14)式可得系統位能： 

* *

1

1 11 1 3 1
0 0

2 13 1
0

233
2 13 1

0

( , )

( )( )( ) ( )( )( )
2 2

( )( ) ( )
2 2

1
( ) ( ) ( )( )

2 2 2 2

( )[ ( ) ( ) ( )]

o

o

o

L L
E

i j b i j

L

j

p

L
o

i

p p

i

U H dx t Q V

w w
rc N N dx d d r c N N dx d d

w V
r e N dx d

t

wLw V
r e N dx d V

t t

F t d t N L Z t VQ




  

 



 

  

 

 





S E u

                             

                                                                (2.2.15) 
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系統動能： 

2

( )

0 0

0 0

0 0

1 1

2 2

1
(2 ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2 2

1
[(2 )( ) ( )( ) ( ) ( )]

2

[(2 )( ) ( )( )

o

o

o

x x

L L

P p r r r r s s r r r r r r

L L

P p s s i j

L L

P p s s

T d M

w w
t d N Z d N Z d t d N Z d N Z d M d N Z

t NNd w t NNd w MN L N L d d

t Nd w t Nd w



 

 

 



  

       

  

 



 

 

 

u u x u

x x

x x

x x

2

( ) ( )]

1
[(2 ) ( ) ]

2

i

P p o s s

MN L N L Z d

t L w t Lw M Z 



 

                                                                (2.2.16) 

如考慮阻尼的影響： 

2 2 2

1 1 1

2 2

1 1

( ) ( )( )

[ ( ) [ ]

t t t

i j
t t t

t t

i j j
t t

dt T U W d dt d N Z N d d dt

dt d NN d d dt Z N d d

     

  

 

 

       

  

    

   

u u x x

x x

     (2.2.17) 

 

    由系統的能量形式，並根據漢米爾頓定理(Hamilton’s Principle)，推導出壓電

振動懸臂樑的控制方程式。 

壓電振動懸臂樑之漢米爾頓定理： 

                         
2

1

[ ( )] 0
t

t
T U V dt                        (2.2.18) 

 

    將(2.2.15)式、(2.2.16)式、(2.2.17)式代入(2.2.18)式可得此壓電振動懸臂樑數學

模型的控制方程式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

 

( ) ( )

b

P

M d t d t Kd t V t F t N L M Z t

d t C V t Q t


     

  

                  (2.2.19) 

 

壓電振動懸臂樑數學模型的控制方程式其係數表示式如表 2-1 所示。 
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表 2-1 力學等效材料參數表示式 

系統之等效質量 
0

0 0
2 ( ) ( ) [ ( ) ( )]

L L

p p s sM t w d t w d M L L       1 1
N N x N N x N N  

系統之等效 

機械阻尼係數 
0

( )
L

m d   1
N N x  

系統之等效勁度 
0

1 11 3
0 0

( ) ( )
L L

E

sK wrc d wr c d    1 1N N x N N x  

系統之等效 

力電耦合係數 

02 13

0
[( )]

4

L

p

wr e
d

t
   1

N x  

固定端等效質量 
0

0 0
2 ( ) ( ) [ ( )]

L L

b p p s sM t w d t w d M L    1 1
N x N x N  

固定端之等效 

阻尼係數 
0

( )
L

bC d  1
N x  

壓電靜態電容 
0 33

2
p

p

wL
C

t


  

 

 為機械黏滯阻尼係數，所對應的形狀函數 N （shape function）定義為

1( )
=

( )

x

L




N ，由文獻知，可利用模態分析與均佈力負載兩方法求得，兩方法的詳細

推導流程與應用詳附錄 1。 
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 模態分析 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 1

         ( )=a sin( ) cos( ) sinh( ) cosh( )

( )=a sin( ) cos( ) sinh( ) cosh

 0

    (  )      

o

o

x x b x c x d x x

x x b x

L

L Lc x d x x

    

    

   

   





 

    
1 、

2 為此壓電懸臂樑結構的第一模態特徵值，
1a 、

1b 、
1c 、

1d 、
2a 、

2b 、

2c 、
2d 為相對應的係數。 

 

 均佈力負載 

2
3 2 4

1 1 1 1 1 1

1 1 1

2
2

2 1 1 1 1

1 1

3

1

2 2 2 2

1 11 1

2

1
( )=q( - - )

6( ) 4( ) 24( )

2 1 1 3
( )=q[ ( )- -

2( ) 3 2( ) 2 6( ) 4

1 1
( ( ) (6 3 2 4

          0 ?

( ) ( )

                    (2 )]
2( ) 12

o

o o o o o o

o o o o

L L
x x x x x

YI YI YI

L L
x x x x

YI YI YI

x L x

L

L L L L L L

L L L x L L x
YI



   

  

 

    1     oL Lx







 




  

    q 為 單 位 長 度 的 均 佈 力 值 ， 1( )YI 為
10 ox L  的 撓 性 剛 度 ， 又

1 1 11 3( ) E

sYI wrc wr c  ； 2( )YI 為 1  oL x L  的撓性剛度，又 2 3( ) sYI wr c 。 

 

 壓電懸臂樑之發電功率 

    當此壓電懸臂樑數學模型外接一電阻 R，圖 2-6，在此型式下所得的結果稱為

壓電振動懸臂樑之交流電解。 

 

 

圖 2-6 壓電振動能量擷取示意圖 
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假設此簡諧振動基座 ( )Z t 與流經電阻之電流 ( )Q t ： 

                             
0( ) sin( )

( )
( )

 Z t F t

V t
Q t

R





 


                    (2.2.20) 

將(2.2.20)式代入(2.2.19)式，可得圖 2-6 之壓電振動懸臂樑數學模型的控制方

程式： 

0( ) ( ) ( ) ( ) sin( )

( )
( ) ( ) ( )

 

P

M d t d t Kd t V t F t

V t
d t C V t Q t

R

 


   

    


                          (2.2.21) 

 

由(2.2.21)式的兩條控制方程式，可解得位移 d 與電壓V ，而由這兩參數可算

得壓電振動懸臂樑數學模型的發電功率。 

位移 d ： 

          0

22
2 2 2

2 2

( )
( ) ( )

( ) 1 ( ) 1
P

m

P P

F
d

C RR
K M

C R C R


  

 




   
 

     (2.2.22) 

電壓V ： 

                          
2( ) 1P

R
V d

C R









                     (2.2.23) 

又 

                              

2

2

V
P

R
  

則  

    
22

0

222
2 2 2

2 2

1 ( )

( )2 ( ) 1
( ) ( )

( ) 1 ( ) 1
PP

m

P P

FR
P

C RRR C R
K M

C R C R




  

 





   

 

   (2.2.24) 

    其中 0F 為簡諧振動基座之最大振幅，又可表為 2

0 bF M A ， bM 為固定端等效

質量、
2A 為基座之加速度。 
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    正規化負載電阻 r 、正規化頻率Ω、短路共振角頻率 2

n 、無因次化力電耦合

係數 2 ek 、無因次化機械阻尼係數
m ，以上五項參數的表示式如下 

正規化負載電阻 r  

                              
P nr C R ω                          (2.2.25) 

正規化頻率Ω  

                              
n


ω

ω
Ω                            (2.2.26) 

短路共振角頻率 2

n  

                              
2

n

K

M
ω                           (2.2.27) 

無因次化力電耦合係數 2 ek  

                              
2

2

e

P

k
KC


Θ

                         (2.2.28) 

無因次化機械阻尼係數 m  

                             
2

m
m

KM


η
ζ                         (2.2.29) 

將以上五項參數代入(2.2.24)式，可將功率可改寫為 

         
2 2 2

2 2 2 3 2

1

2 [1 (1 2 ) ] [(1 ) 2 ]

o e

n m e m

F k r
P

M r k r r


     ω ζ ζ

Ω

Ω Ω Ω Ω
     (2.2.30) 

令正規化功率為 

           
2 2

2 2 2 3 2

1

2 [1 (1 2 ) ] [(1 ) 2 ]

e

m e m

k r
P

r k r r


     ζ ζ

Ω

Ω Ω Ω Ω
         (2.2.31) 

則 

                              
2

o

n

F
P P

M


ω
                        (2.2.32) 
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2-3 壓電懸臂樑之等效電路 

    在 2-2 節，得到壓電懸臂樑之統御方程式，在(2.2.19)式中可得到壓電懸臂樑

的動態行為。然而在實驗上，統御方程式之各等效參數有時不易求得。因此，壓

電懸臂樑之等效電路模型不僅可以解決等效參數不易求得的問題，在實驗上也能

量得較精準的統御方程式之等效參數。由此可知，等效電路不但為機械結構與電

性模擬間轉換的重要橋樑，更可改善實驗上的缺失。 

    首先，將統御方程式(2.2.19)式的力學方程式整體外力項簡化為 ( )F t ，將電學

方程式對時間作一次微分，則統御方程式可改寫為 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )P

M d t d t Kd t V t F t

d t C V t I t




   

   

                               (2.3.1) 

    

由克希荷夫定律(Kirchhoff Circuit Laws , KCL)的第一定律，又名克希荷夫電流

定律，其定義 IN OUTI I  ，可將此(2.3.1)式化為電路關係，如圖 2-7，可視為

( ) ( )sourceI t d t 。 

 

 

圖 2-7 簡易等效電路模型 
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將 ( ) ( )sourceI t d t 此電流源與自由端位移之關係式代回(2.3.1)式中：  

2 2 2

( )
( ) ( ) ( ) ( )


   

   
m

source source source

M K F t
I t I t I t dt V t                     (2.3.2) 

 

將(2.3.2)式與 RLC 振盪電路之元件公式作類比，並利用克希荷夫定律的第二

定律，又名克希荷夫電壓定律，其定義 0V  ，可得到表 2-2 的關係式與圖 2-8

所示之等效電路。 

 

表 2-2 電學等效參數類比力學等效參數關係式 

( )
( )source

F t
V t 



 

( ) ( )R sourceV t RI t

  

*

2

mR





 

( )
( ) source

L

dI t
V t L

dt
  

  

*

2

M
L 


 

1
( ) ( )C sourceV t I t dt

C
   

  

2
*C

K


  

 

 

圖 2-8 等效振盪電路示意圖 
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將表 2-2 的關係式代入(2.2.23)式，則電壓V 可用等效電路參數表成 

* 2 *
3 * 2 2 * 2

* *

1
( ) ( )

source

P
P P

V
V

C R L
C L C R

C R RC R



 
   



     

              (2.3.3) 

 

則(2.2.24)式的功率用等效電路參數表成 

2
2

2
3 2 2 21 1

1 1

1 1

1
( )

12
[ ] [ ]

Sourse

P
P P

P V
C R LR

C L C R
C R RC R



 
   



     

        (2.3.4) 

     

    將(2.2.27)式的短路共振角頻率 2

n 、(2.2.28)式的無因次化力電耦合係數 2 ek 、

(2.2.29)式無因次化機械阻尼係數 m 三項參數代入表 2-2 中，可將等效電路參數用

此三項參數表示，如表 2-3。 

 

表 2-3 電學等效參數與力學等效參數轉換表示式 

*

2 2

2m m

n P eC k
R

 


 


 
*

2 22

1

P en C k

M
L


 


 2
2

*

P eC
K

C k


   

 

    壓電材料在每一模態下皆有兩個共振頻率，分別為短路共振頻 SCf 和開路共振

頻 OCf ，短路共振頻是將圖 2-8 的輸出端 ( )V t 相接，予以短路，電流便不流過寄生

電容
pC ，此型式下的迴路，可以得到短路共振頻;開路共振頻是不將圖 2-8 的輸出

端 ( )V t 相接，予以斷路，使電流全部流過寄生電容
pC ，此型式下的迴路，可以得

到開路共振頻，故寄生電容
pC 在系統為開路狀態時相當重要。而短路共振頻和開

路共振頻間存在一關係式，其中系統無因次力電耦合係數 2

ek 會影響短路共振頻和

開路共振頻之偏移量。上述之短路共振頻 SCf 、開路共振頻 OCf 與兩項參數關係式
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可表為 

                     SC

1 1

1 1 1

2 2

K
f

ML C 
                        (2.3.5) 

                     
OC

1 1 1

1 1 1

2 P

f
L C L C

                           (2.3.6) 

                     
2

OC SC(1 )ef k f                               (2.3.7) 
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Chapter 3. 模型數值驗證 

3-1  理論之等效機械阻尼係數 

    本章將 2-2 節中由能量法描述的壓電振動懸臂樑之物理行為，即表 2-1，與

COMSOL 模擬結果做驗證，驗證本文的數學模型之控制方程式是否正確。並探討

其能量輸出結果。 

    無論理論的能量法或 COMSOL 模擬的數值法，皆只能確定模型之尺寸、材料

參數，唯一無法定義的為等效機械阻尼係數 m ，在此情況下常造成所設計出的壓

電振子之力電耦合強度與實際式樣的力電耦合強度有較大落差。因此本文採用雷

利阻尼(Rayleigh damping)法的概念，其定義為 

                              m M K                          (3.1.1) 

本文假設壓電振子之等效機械阻尼係數 

                                m M                           (3.1.2) 

此假設除了簡單化外，主因為實驗皆在第一模態下做量測，而在同一式樣中，

實驗結果僅可找出一項對應的參數，如採用原本的假設，則 與  會有無限多組

解，則此法假定係數 ，可得等效機械阻尼係數 m 。此章即利用此方法，先設計

尺寸模型，選定材料得其參數，在假定等效機械阻尼係數，則可得到整體壓電振

子之物理行為。將此概念延伸至實驗上，猜測實驗在選用同材料之樑下，實驗所

量測之等效機械阻尼係數，改用本文假設的形式表示時，其係數 可趨於某一定

值，即可同樣用等效機械阻尼係數 m M  表示其等效機械阻尼係數，此想法會

在第五章實驗結果探討當中做驗證。  

 

     

 



doi:10.6342/NTU201600269

 

25 
 

3-2  模型驗證 

    在 2-2 節的數學模型所推導出其對應的控制方程式、等效材料參數表示式、形

狀函數N，此節要利用有限元素軟體 COMSOL 來驗證其是否正確。以下利用四種

尺寸模型來做驗證，而有限元素軟體 COMSOL 的操作詳附錄 2。 

    四種尺寸模型皆為雙壓電層懸臂樑，唯一差異在上、下兩層壓電陶瓷材料的

長度不同，其餘尺寸、材料參數皆相同。壓電層與銅片尺寸分別為長度
0L 、 L，

寬度同為w，厚度
pt 、

ct
；壓電層密度

p
、銅片密度

c
；壓電層其他材料參數為柔

度常數
11

Es 、壓電常數
31d 、介電常數

33 0/T ，銅片的材料參數為彈性常數
11

subc ，

7m M 。 

 

表 3-1 PZT-5A 與 Copper 之材料尺寸與材料參數 

(mm)L  (mm)w  (mm)pt  (mm)ct  
3(kg/m )p

 

60 10 0.2 1 7750 

3(kg/m )c
 2

11 ( / )Es pm N  
31( / )d pm V  

33 0/T  2

11 (GN/m )subc  

8700 16.4 -171 1700 110 

 

    四樣例子的長度，銅片長度皆為L，壓電層長度分別為
0L =60、40、30、20(mm)，

本文定義尺寸代號為”銅片長度(mm)-壓電層長度(mm)”，四種尺寸模型對應的代

號即為 60-60、60-40、60-30、60-20，而壓電層的材料會表示在尺寸之前，即表成”

材料名稱-銅片長度(mm)-壓電層長度(mm)”。四種尺寸模型皆會有三條曲線，分別

為 COMSOL 數值法與代入兩種不同形狀函數所得的能量法解析解。選取電阻的方

法為當此式樣是偏弱力電耦合時，取最佳阻抗之電阻與小於和大於最佳阻抗之電

阻各兩個，總共五組；當此式樣是偏強力電耦合時，取兩最佳阻抗之電阻與介於

兩最佳阻抗中間之電阻，小於較小之最佳阻抗與大於較大之最佳阻抗的電阻各一，

總共五組。 
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 PZT-5A 60-60 能量法模擬結果 

 

    本文所定義的壓電振動懸臂樑尺寸代號 60-60，其尺寸示意如圖 3-1 所示。在

PZT-5A 60-60 例子下，能量法理論分別代入由模態函數與均佈力附載兩方法所得

的形狀函數之等效材料參數，如表 3-2 所示。由兩組等效材料參數所得之壓電振動

懸臂樑輸出功率結果與模擬結果相比較，如圖 3-2 所示。 

 

 

圖 3-1 60-60 材料尺寸示意圖 

 

表 3-2 PZT-5A 60-60 能量法理論在兩形狀函數下之等效材料參數 

 Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

( )scf Hz  192.135 192.904 

( )ocf Hz  195.952 196.380 

ek  0.20030 0.19067 

( )M kg  0.00177 0.00181 

(N / )K m  2579.56 2670.88 

(C / )m  0.00143526 0.00139024 

( )bM kg  0.00277 0.00283 

( )pC nF  19.9037 19.9037 

( / )m N s m  0.04425 0.04545 

m
 0.01035 0.01031 

2 /e mk  3.87488 3.52537 
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

圖 3-2 PZT-5A 60-60 功率之頻率響應模擬圖(a=0.1g) (a) R=2kΩ (b) R=6kΩ    

(c) R=40kΩ (d) R=300kΩ (e) R=1MΩ (f) 合併 5 組 COMSOL 模擬結果 
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 PZT-5A 60-40 能量法模擬結果 

 

    本文所定義的壓電振動懸臂樑尺寸代號 60-40，其尺寸示意如圖 3-3 所示。在

PZT-5A 60-40 例子下，能量法理論分別代入由模態函數與均佈力附載兩方法所得

的形狀函數之等效材料參數，如表 3-3 所示。由兩組等效材料參數所得之壓電振動

懸臂樑輸出功率結果與模擬結果相比較，如圖 3-4 所示。 

 

 

圖 3-3 60-40 材料尺寸示意圖 

 

表 3-3 PZT-5A 60-40 能量法理論在兩形狀函數下之等效材料參數 

 Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

( )scf Hz  216.063 216.674 

( )ocf Hz  221.752 222.064 

ek  0.23099 0.22443 

( )M kg  0.00137 0.00141 

(N / )K m  2533.14 2618.63 

(C / )m  0.00133924 0.00132296 

( )bM kg  0.00227 0.00232 

( )pC nF  13.2691 13.2691 

( / )m N s m  0.03436 0.03532 

m
 0.00920 0.00918 

2 /e mk  5.79515 5.48600 
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

圖 3-4 PZT-5A 60-40 功率之頻率響應模擬圖(a=0.1g) (a) R=2kΩ (b) R=5kΩ    

(c) R=50kΩ (d) R=500kΩ (e) R=2MΩ (f) 合併 5 組 COMSOL 模擬結果 
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 PZT-5A 60-30 能量法模擬結果 

 

本文所定義的壓電振動懸臂樑尺寸代號 60-30，其尺寸示意如圖 3-5 所示。在

PZT-5A 60-30 例子下，能量法理論分別代入由模態函數與均佈力附載兩方法所得

的形狀函數之等效材料參數，如表 3-4 所示。由兩組等效材料參數所得之壓電振動

懸臂樑輸出功率結果與模擬結果相比較，如圖 3-6 所示。 

 

 

圖 3-5 60-30 材料尺寸示意圖 

 

表 3-4 PZT-5A 60-30 能量法理論在兩形狀函數下之等效材料參數 

 Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

( )scf Hz  216.637 217.588 

( )ocf Hz  222.465 223.39 

ek  0.23350 0.23246 

( )M kg  2339.16 0.00130 

(N / )K m  2533.14 2446.94 

(C / )m  0.00112663 0.00114715 

( )bM kg  0.00207 0.00214 

( )pC nF  9.9518 9.9518 

( / )m N s m  0.03156 0.03272 

m
 0.00918 0.00914 

2 /e mk  5.93747 5.91042 
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

圖 3-6 PZT-5A 60-30 功率之頻率響應模擬圖(a=0.1g) (a) R=2kΩ (b) R=7kΩ    

(c) R=70kΩ (d) R=750kΩ (e) R=3MΩ (f) 合併 5 組 COMSOL 模擬結果 
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 PZT-5A 60-20 能量法模擬結果 

 

本文所定義的壓電振動懸臂樑尺寸代號 60-20，其尺寸示意如圖 3-7 所示。在

PZT-5A 60-20 例子下，能量法理論分別代入由模態函數與均佈力附載兩方法所得

的形狀函數之等效材料參數，如表 3-5 所示。由兩組等效材料參數所得之壓電振動

懸臂樑輸出功率結果與模擬結果相比較，如圖 3-8 所示。 

 

 

圖 3-7 60-20 材料尺寸示意圖 

 

表 3-5 PZT-5A 60-20 能量法理論在兩形狀函數下之等效材料參數 

 Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

( )scf Hz  205.874 207.058 

( )ocf Hz  210.341 211.961 

ek  0.20943 0.21889 

( )M kg  0.00120 0.00125 

(N / )K m  2022.17 2122.77 

(C / )m  0.000767124 0.000821454 

( )bM kg  0.00194 0.00200 

( )pC nF  6.6345 6.6345 

( / )m N s m  0.03021 0.03135 

m
 0.00966 0.00960 

2 /e mk  4.53913 4.98672 
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

圖 3-8 PZT-5A 60-20 功率之頻率響應模擬圖(a=0.1g) (a) R=5kΩ (b) R=15kΩ   

(c) R=100kΩ (d) R=1MΩ (e) R=3MΩ (f) 合併 5 組 COMSOL 模擬結果 
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 PZT-5A 能量法模擬結果分析 

    由本節的結果顯示，兩條能量法理論的功率之頻率響應線，在四種尺寸模型

下，趨勢皆與有限元素軟體 COMSOL 的模擬結果相近，因此可知能量法可描述此

壓電振動懸臂樑模型的物理行為。 

    將兩種不同方法所求出的形狀函數分別代入能量法解析解，共振頻偏移方面，

代入模態函數法得的形狀函數與 COMSOL 在平面應力假設下，共振頻吻合度皆優

於均佈力負載得的形狀函數，但兩不同形狀函數所算出的共振頻皆與 COMSOL 數

值解的共振頻相近；輸出功率方面，代入模態函數法得的形狀函數與 COMSOL 在

平面應力假設下，在各電阻之最大功率皆較均佈力負載得的形狀函數接近，但兩

不同形狀函數所算出的最大功率皆與 COMSOL 數值解的共振頻相近。而針對

COMSOL 數值解在平面應力模組、平面應變模組、3D 模組的假設下與能量法解析

解的差異，本團隊先前已有詳盡的探討。 

本節結果有兩現象十分有趣，其一，四種尺寸模型之基板皆相同，僅改變上、

下壓電層的長度，一般常理應當壓電層長度越短，即整體壓電組成分越少，力電

耦合強度越弱，結果則不然，因此對這方面要深入做探討。其二，由上述延伸，

假使壓電組成分較少，發電功率卻較佳，在實驗上不但能降低成本，壓電片的尺

寸設計也能有更多元的選擇，第四章會就此結果做進一步的探討。 
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Chapter 4. 不同力電耦合強度振子之設計 

4-1  設計方法 

定義壓電振動能量擷取之壓電片的力電耦合強度為 

                            
2

m

ek

ζ
                              (4.1.1)    

    其中，依壓電振動子之力電耦合強度不同，可分成強、中、弱力電耦合振子

三種。 

強力電耦合 

                                
2

10e

m

k


ζ
                          (4.1.2) 

中力電耦合 

                             
2

1 10
m

ek
 
ζ

                          (4.1.3) 

弱力電耦合 

                                
2

1
m

ek


ζ
                           (4.1.4) 

    本團隊由 Shu 和 Lien 在 2006 年提出振子於直流電解下，可繪出正規化功率、

正規化頻率、無因次化力電耦合係數三項參數之關係圖[22]，如圖 4-1，而本文為

交流電解，在交流電解下，三項參數於(2.2.26)式、(2.2.28)式、(2.2.31)式中有交流

電解下各別的表示式。 

 

圖 4-1 直流電解之三項參數關係示意圖[22] 
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    三種類別的振子力電耦合強度有兩項不同特性，特性一為振子之最大正規化

功率，強力電耦合振子的特性為可在兩不同頻率與電阻的組合下得到相同的最大

正規化功率，即最大功率，且當力電耦合強度增加，最大正規化功率為定值，僅

與無因次化機械阻尼係數有關，而兩組不同頻率與電阻相比下，一組為較小的頻

率與較小的電阻，此時稱此功率為短路共振頻之功率，另一為較大的頻率與較大

的電阻，此時稱此功率為開路共振頻之功率，此時的電阻稱為最佳阻抗；中力電

耦合與弱力電耦合振子的特性為皆僅可在一不同頻率與電阻的組合下得到最大正

規化功率，即最大功率，此時的電阻稱為最佳阻抗。特性二為振子之(2.2.19)式的

兩條控制方程式，強力電耦合振子的特性為兩條控制方程式相依；弱力電耦合振

子的特性為系統之等效力電耦合係數很小，因此在力學方程式中的 V 項可忽略，

則力學方程式可直接求出位移，在代入電學方程式中，所以弱力電耦合振子的力

學方程式可視為獨立；中力電耦合振子的特性則介於兩者之間，兩條控制方程式

屬於相依關係。 

三種力電耦合強度於最大正規化功率之無因次化力電耦合係數圖的比較，如

圖 4-1，屬強力電耦合之振子，最大正規化功率之無因次化力電耦合係數圖的斜率

趨近於零，即當改變無因次化力電耦合係數值時，最大正規化功率值變化率不明

顯；屬中力電耦合之振子，最大正規化功率之無因次化力電耦合係數圖的斜率為

最大，即當改變無因次化力電耦合係數值時，最大正規化功率值變化率最為明顯；

屬弱力電耦合之振子，最大正規化功率之無因次化力電耦合係數圖的斜率較中力

電耦合之振子時小，即當改變無因次化力電耦合係數值時，最大正規化功率值變

化率介於強力電耦合與中力電耦合間。 

三種力電耦合強度於正規化頻率之無因次化力電耦合係數圖的比較，如圖 4-1，

屬強力電耦合之振子，當固定無因次化力電耦合係數值時可找到兩個相對應的正

規化頻率，而當無因次化力電耦合係數值越大，兩個相對應的正規化頻率差值越

大；屬中力電耦合之振子，正規化頻率之無因次化力電耦合係數圖可視為一線性
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曲線，而此曲線之斜率為正數，即無因次化力電耦合係數值越大，正規化頻率越

大；屬弱力電耦合之振子，正規化頻率之無因次化力電耦合係數圖可視為一線性

曲線，而此曲線之斜率為正數，即無因次化力電耦合係數值越大，正規化頻率越

大，但曲線斜率大於在中力電耦合之振子時，即無因次化力電耦合係數值變化率

相同時，弱力電耦合之振子的正規化頻率變化率較中力電耦合之振子大。 

三種力電耦合強度於最大正規化功率之正規化頻率圖的比較，如圖 4-1，屬強

力電耦合之振子，最大正規化功率之正規化頻率圖曲線為對稱於某一正規化頻率

值之一次曲線，以對稱中線為基準，為一絕對值之一次曲線，其斜率趨近於零，

即正規化頻率無論增加或者減少，最大正規化功率變化率皆很小；屬中力電耦合

之振子，最大正規化功率之正規化頻率圖可視為一線性曲線，而此曲線之斜率為

正數，即正規化頻率越大，最大正規化功率越大；屬弱力電耦合之振子，最大正

規化功率之正規化頻率圖可視為一線性曲線，而此曲線之斜率為正數，即正規化

頻率越大，最大正規化功率越大，但曲線斜率大於在中力電耦合之振子時，即正

規化頻率變化率相同時，弱力電耦合之振子的最大正規化功率變化率較中力電耦

合之振子大。 

定義振子之力電耦合強度可區分振子的物理行為，且後端電路可有較好的選

擇，使振子的發電效果達到最佳。本團隊發現當後端電路為 SSHI 電路，無論振子

的力電耦合強度，皆可有最佳的功率與頻寬。但當為強力電耦合振子時，後端電

路為標準電路，可達到與 SSHI 電路相同的效果，因此本團隊採用當為強力電耦合

振子則搭配標準電路，原因在於 SSHI 電路需要開關且電子元件較多，則相同效果

下採取較省成本的標準電路；當為中力電耦合振子時，後端電路為 SECE 電路，

且阻抗匹配為 1.7，可達到與 SSHI 電路相同的效果，因此本團隊採用當為中力電

耦合振子則搭配 SECE 電路，原因在於 SSHI 電路會受最佳阻抗的影響，而 SECE

電路只要阻抗匹配為 1.7，則在任意阻抗下影響不大，則相同效果下採取沒有阻抗

限制的 SECE 電路；當為弱力電耦合振子時，後端電路僅有 SSHI 電路可達到最佳
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的功率與頻寬，因此本團隊採用當為弱力電耦合振子則搭配 SSHI 電路，原因在於

SSHI 電路需要開關且電子元件較多，則相同效果下採取較省成本的標準電路。 

將(2.2.28)式、(2.2.29)式代入(4.1.1)式，則壓電振子之力電耦合強度可表為 

                             
2 22e

m m P

k M

C K


ζ η

Θ
                      (4.1.5) 
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4-2  設計壓電片之特性結果探討 

    3-2 節的尺寸模型即假定等效機械阻尼係數為 7m M  ，選用的壓電材料為

PZT-5A，基板材料為銅，此節要接續 3-2 節的尺寸模型，繼續探討壓電振子之物

理現象與行為。 

    壓電振子的物理現象圖之 x 軸為壓電層長度除以基板長度，本文簡稱壓電層

長度比，將壓電片的長度項作無因次化，依照比例的方式，探討壓電層長度與基

板長度比對壓電振動懸臂樑的影響與產生的物理現象。 

    力電耦合強度 2 /e mk ，如圖 4-2(a)，一般認為力電耦合強度因壓電層減少而減

弱，但結果顯示力電耦合強度並非隨著壓電層越少而越弱，力電耦合強度的變化

似拋物線，壓電層長度比從 0 上升，力電耦合強度會迅速增強，約在壓電層長度

比為 0.5 時，力電耦合強度有最大值，當壓電層長度比再持續上升，力電耦合強度

則會減弱，但減弱的速率較增強段緩慢。 

    無因次化力電耦合係數 2

ek ，如圖 4-2(b)，一般認為無因次化力電耦合係數因壓

電層減少而下降，但結果顯示無因次化力電耦合係數並非隨著壓電層越少而越低，

無因次化力電耦合係數的變化似拋物線，壓電層長度比從 0 上升，無因次化力電

耦合係數會迅速上升，約在壓電層長度比為 0.5 時，無因次化力電耦合係數有最大

值，當壓電層長度比再持續上升，無因次化力電耦合係數則會下降，但下降的速

率較上升段緩慢，整體趨勢與力電耦合強度變化的趨勢相近。 

    無因次化機械阻尼係數
m
，如圖 4-2(c)，一般認為無因次化機械阻尼係數因壓

電層減少而下降，即總質量減少而使無因次化機械阻尼係數下降，但結果顯示無

因次化機械阻尼係數並非隨著壓電層的越少而越低，無因次化機械阻尼係數的變

化似凹向上的拋物線，壓電層長度比從 0 上升，無因次化機械阻尼係數會下降，

約在壓電層長度比為 0.6 時，無因次化機械阻尼係數有最小值，當壓電層長度比再

持續上升，無因次化機械阻尼係數則會上升，但上升的速率較下降段緩慢。 

    短路共振頻
scf 與開路共振頻

ocf ，如圖 4-2(d)與圖 4-2(e)，一般認為短路共振頻
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與開路共振頻因壓電層減少而上升，即總質量減少而使短路共振頻與開路共振頻

上升，但結果顯示短路共振頻與開路共振頻並非隨著壓電層越少而越低，短路共

振頻與開路共振頻的變化似拋物線，壓電層長度比從 0 上升，短路共振頻與開路

共振頻會迅速上升，約在壓電層長度比為 0.55 時，短路共振頻與開路共振頻有最

大值，當壓電層長度比再持續上升，短路共振頻與開路共振頻則會下降，但下降

的速率較上升段緩慢，整體趨勢與力電耦合強度變化的趨勢相近。 

    系統之等效質量M ，如圖 4-2(f)，一般認為系統之等效質量因壓電層減少而下

降，即總質量減少而使系統之等效質量下降，但結果顯示系統之等效質量並非隨

著壓電層的越少而越低，系統之等效質量的變化似凹向上的拋物線，壓電層長度

比從 0 上升，系統之等效質量會下降，約在壓電層長度比為 0.3 時，系統之等效質

量有最小值，當壓電層長度比再持續上升，系統之等效質量則會上升，但上升的

速率較下降段快。 

    力電耦合強度為無因次化力電耦合係數除以無因次化機械阻尼係數，由此會

十分好奇，力電耦合強度的變化，究竟無因次化力電耦合係數與無因次化機械阻

尼係數何項參數影響較為顯著，由圖 4-2(b)、圖 4-2(c)發現，無因次化力電耦合係

數與無因次化機械阻尼係數兩項參數的變化趨勢剛好相反，當壓電層長度比在 0

到 0.5 這段區間，無因次化力電耦合係數的變化斜率為正，無因次化機械阻尼係數

的變化斜率為負，使得力電耦合強度的變化斜率為正；當壓電層長度比在 0.5 到

0.6 這段區間，無因次化力電耦合係數的變化斜率為負，無因次化機械阻尼係數的

變化斜率趨近於零，使得力電耦合強度的變化斜率為負；當壓電層長度比在 0.6 到

1 這段區間，無因次化力電耦合係數的變化斜率為負，無因次化機械阻尼係數的變

化斜率為正，使得力電耦合強度的變化斜率為負。 

    短路共振頻與開路共振頻主要與材料質量與整體結構有關係，但也好奇在材

料相同且結構相似的情況下，與力電耦合強度是否有關聯，由圖 4-2(d)、圖 4-2(e)

發現，當壓電層長度比在 0 到 0.5 這段區間，短路共振頻與開路共振頻的變化斜率
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為正，力電耦合強度的變化斜率為正；當壓電層長度比在 0.5 到 0.55 這段區間，

短路共振頻、開路共振頻、力電耦合強度的變化斜率均趨近於零；當壓電層長度

比在 0.55 到 1 這段區間，短路共振頻與開路共振頻的變化斜率為負，力電耦合強

度的變化斜率為負，由此可知，短路共振頻與開路共振頻和力電耦合強度變化趨

勢相同。 

    由以上結果可知，在同材料與相似結構下，大致上當力電耦合強度強時，無

因次化力電耦合係數大，無因次化機械阻尼係數小，短路共振頻與開路共振頻高；

反之，大致上當力電耦合強度弱時，無因次化力電耦合係數小，無因次化機械阻

尼係數大，短路共振頻與開路共振頻低。 
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

圖 4-2 PZT-5A 材料物理參數(a=0.1g) (a) 力電耦合係數 2 /e mk                  

(b) 無因次化力電耦合係數 2

ek  (c) 無因次化機械阻尼係數
m

                

(d) 短路共振頻
scf  (e) 開路共振頻

ocf  (f) 系統之等效質量M  
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    接著探討壓電層長度比對發電功率的影響為何，本實驗室的主要研究為壓電

振動能量擷取，因此最在乎的是壓電振動懸臂樑之發電功率。 

    功率，如圖 4-3(a)，一般認為功率因壓電層減少而下降，但結果顯示功率並非

隨著壓電層越少而越低，功率的變化似打勾圖案，壓電層長度比從 0 上升，功率

會下降，約在壓電層長度比為 0.2 時，功率有最小值，當壓電層長度比再持續上升，

功率則會上升，上升的速率較下降段相近。 

    由圖 4-3(a)發現，當壓電層長度比約低於 0.1，COMSOL 數值法之功率與能量

法之功率有較大的誤差，推測其為數值誤差。本團隊先前在研究 COMSOL 數值法

這部分時，已有發現當為弱力電耦合振子，COMSOL 數值法與能量法、等效電路

法相比會有較大的誤差，因此本節在後續功率的探討，皆不討論 COMSOL 數值法

的結果，此舉可增加變化曲線的趨勢明顯度。 

固定端等效質量，如圖4-3(b)，一般認為固定端等效質量因壓電層減少而下降，

即總質量減少而使固定端等效質量下降，但結果顯示固定端等效質量並非隨著壓

電層越少而越低，固定端等效質量的變化似打勾圖案，壓電層長度比從 0 上升，

固定端等效質量會下降，約在壓電層長度比為 0.25 時，固定端等效質量有最小值，

當壓電層長度比再持續上升，固定端等效質量則會上升，上升的速率較下降段相

近，整體趨勢與功率變化的趨勢相近。 

    功率除以系統之等效質量，如圖4-3(c)，又稱單位系統之等效質量的發電功率，

一般認為單位系統之等效質量的發電功率因壓電層減少而上升，由壓電振動懸臂

樑的理論知，越接近固定端的壓電層其變形越大，則應當可以產生較多能量，但

結果顯示單位系統之等效質量的發電功率並非隨著壓電層越少而越高，單位系統

之等效質量的發電功率的變化似拋物線，壓電層長度比從 0 上升，單位系統之等

效質量的發電功率會上升，約在壓電層長度比為 0.65 時，單位系統之等效質量的

發電功率有最大值，當壓電層長度比再持續上升，單位系統之等效質量的發電功

率則會下降，但下降的速率較上升段快。 
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    功率除以總質量，如圖 4-3(d)，又稱單位質量的發電功率，一般認為單位質量

的發電功率因壓電層減少而上升，由壓電振動懸臂樑的理論知，越接近固定端的

壓電層其變形越大，則應當可以產生較多能量，但結果顯示單位質量的發電功率

並非隨著壓電層越少而越高，單位質量的發電功率的變化似凹向上的拋物線，壓

電層長度比從 0 上升，單位質量的發電功率會下降，約在壓電層長度比為 0.3 時，

單位質量的發電功率有最小值，當壓電層長度比再持續上升，單位質量的發電功

率則會上升，但上升的速率較下降段緩慢。 

    壓電片總質量的不同直接聯想到的就是成本，因壓電層的多寡直接影響到成

本問題，令人好奇如何能在最省成本的情況下，產生最大的功率，本實驗室的壓

電片皆為寰辰科技提供，從壓電片報價單上可知壓電材料相對應的價格。四種尺

寸壓電片的價格，如圖 4-3(e)，價格與壓電層多寡成正比，利用線性回歸的方法，

得到最符合四種尺寸壓電片的價格的線性方程式為 

 

                  價格(NT) = 129.6 (壓電層長度比) + 192          (4.2.1) 

 

    功率除以價格，如圖 4-3(f)，又稱單位成本的發電功率，一般認為單位成本的

發電功率因壓電層減少而上升，由壓電振動懸臂樑的理論知，越接近固定端的壓

電層其變形越大，則應當可以產生較多能量，但結果顯示單位成本的發電功率並

非隨著壓電層越少而越高，單位成本的發電功率的變化似躺椅形狀，壓電層長度

比從 0 上升，單位成本的發電功率會下降，約在壓電層長度比為 0.4 時，單位成本

的發電功率有最小值，當壓電層長度比再持續上升，單位成本的發電功率則會上

升，約在壓電層長度比為 0.8 時，單位成本的發電功率有相對最大值，此時當壓電

層長度比再繼續上升，單位成本的發電功率則會稍微下降。但整體來說，當壓電

層長度比在 0.4 到 1 這段區間下，趨勢變化不大，此結果可視為壓電層長度比在該

段時，單位成本的發電功率相近。 
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    一般認為力電耦合強度與輸出功率成正比，即力電耦合強度越強，功率越強；

反之，力電耦合強度越弱，功率越弱。但結果則不然，由圖 4-2(a)、圖 4-3(a)發現，

當壓電層長度比在 0 到 0.2 這段區間，功率的變化斜率為負，力電耦合強度的變化

斜率為正，當壓電層長度比約為 0.2 時，功率為最小值，但力電耦合強度並非最弱；

當壓電層長度比在 0.2 到 0.5 這段區間，功率的變化斜率為正，力電耦合強度的變

化斜率為正，當壓電層長度比約為 0.5 時，力電耦合強度為最強，但功率並非最大

值；當壓電層長度比在 0.5 到 1 這段區間，功率的變化斜率為正，力電耦合強度的

變化斜率為負，當壓電層長度比約為 1 時，功率為最大值，但力電耦合強度並非

最強。 

    功率與單位系統之等效質量的發電功率恰巧相反，由圖 4-3(a)、圖 4-3(c)發現，

當壓電層長度比在 0 到 0.2 這段區間，功率的變化斜率為負，單位系統之等效質量

的發電功率的變化斜率為正；當壓電層長度比在 0.2 到 0.65 這段區間，功率的變

化斜率為正，單位系統之等效質量的發電功率的變化斜率為正；當壓電層長度比

在 0.65 到 1 這段區間，功率的變化斜率為正，單位系統之等效質量的發電功率的

變化斜率為負。 

    功率與單位質量的發電功率相似，皆為似凹向上的拋物線，由圖 4-3(a)、圖

4-3(d)發現，當壓電層長度比在 0.2 到 0.3 這段區間，功率與單位質量的發電功率

會有最小值。不同點處在於變化的速率，功率之上升與下降的速率相同，且上升

段與下降段的曲線可視為線性曲線，即斜率固定，單位質量的發電功率之上升較

下降的速率慢，且上升段與下降段之單位質量的發電功率最大值幾乎等值，即當

壓電層長度比約為 0 與 1 時，單位質量的發電功率可視為相同。 

    由以上結果可知，在同材料與相似結構下，大致上功率與單位質量的發電功

率相似，功率越大，單位質量的發電功率越大；反之，功率越小，單位質量的發

電功率越小，但增減比例趨勢則無絕對關係，而單位系統之等效質量的發電功率

與單位成本的發電功率趨勢則和功率無絕對關係。 
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

圖 4-3 PZT-5A 材料物理參數(a=0.1g) (a) 功率 (b) 固定端等效質量           

(c) 功率/系統之等效質量 (d) 功率/總質量 (e) 價格 (f) 功率/價格 
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由(2.2.32)式可知，壓電懸臂樑之發電功率又為 

                            
2 2( )b

n

M A
P P

M


ω
                        (4.2.2) 

    壓電振動懸臂樑可給定加速度，則基座之加速度
2A 為定值，功率僅與固定端

等效質量 2

bM 、正規化功率 P 成正比，與系統之等效質量M 、短路共振頻 n 成反

比，四項參數皆與尺寸模型和材料有關，由 2-2 節能量法可知，系統之等效質量、

固定端等效質量直接與尺寸模型和材料有關且理論較易求得，而功率正比於固定

端等效質量的平方除以系統之等效質量，使固定端等效質量的平方除以系統之等

效質量可描述功率趨勢，此舉可簡化功率的計算並得趨勢。 

    固定端等效質量的平方除以系統之等效質量，如圖 4-4，固定端等效質量的平

方除以系統之等效質量的變化似打勾圖案，壓電層長度比從 0 上升，固定端等效

質量的平方除以系統之等效質量會下降，約在壓電層長度比為 0.2 時，固定端等效

質量的平方除以系統之等效質量有最小值，當壓電層長度比再持續上升，固定端

等效質量的平方除以系統之等效質量則會上升，上升的速率較下降段相近，整體

的曲線趨勢也與功率相同，因此可用固定端等效質量的平方除以系統之等效質量

的趨勢來表示功率的趨勢，此方法也簡化功率之計算。 

 

 

圖 4-4 PZT-5A 材料物理參數(a=0.1g) 固定端等效質量的平方/系統之等效質量 
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    在 3-2 節中，尺寸模型的壓電材料為 PZT-5A，並令整體之等效機械阻尼係數

7m M ，由圖 4-2(a)可知，當壓電層長度比在 0.2 以上，振子均為強力電耦合，

所呈現的物理現象如圖 4-2、圖 4-3。因此想選用偏弱力電耦合之壓電材料，並觀

察其物理現象是否與強力電耦合之壓電材料不同。 

    PZT-5A 屬力電耦合強度偏強的壓電材料，PZT-2 屬力電耦合強度偏弱的壓電

材料，選用與 3-2 節中相同的尺寸模型，將壓電材料改為 PZT-2，其材料參數如表

4-1，並令整體之等效機械阻尼係數 25m M ，使振子能在任意的壓電層長度比

下，皆屬中、弱力電耦合。 

 

表 4-1 PZT-2 與 Copper 之材料參數 

(mm)L  (mm)w  (mm)pt  (mm)ct  
3(kg/m )p

 

60 10 0.2 1 7600 

3(kg/m )c
 2

11 ( / )Es pm N  
31( / )d pm V  

33 0/T  2

11 (GN/m )subc  

8700 11.6 -60 450 110 

 

    力電耦合強度 2 /e mk ，如圖 4-5(a)，力電耦合強度的變化似拋物線，與圖 4-2(a)

相比，在相同尺寸模型下，強力電耦合振子與弱力電耦合振子的力電耦合強度變

化趨勢相同。 

    無因次化力電耦合係數 2

ek ，如圖 4-5(b)，無因次化力電耦合係數的變化似拋物

線，與圖 4-2(b)相比，在相同尺寸模型下，強力電耦合振子與弱力電耦合振子的無

因次化力電耦合係數變化趨勢相同。 

    無因次化機械阻尼係數
m
，如圖 4-5(c)，無因次化機械阻尼係數的變化似凹向

上的拋物線，與圖 4-2(c)相比，在相同尺寸模型下，強力電耦合振子與弱力電耦合

振子的無因次化機械阻尼係數變化趨勢相同。 

    短路共振頻
scf 與開路共振頻

ocf ，如圖 4-5(d)與圖 4-5(e)，短路共振頻與開路共
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振頻的變化似拋物線，與圖 4-2(d)、圖 4-2(e)相比，在相同尺寸模型下，強力電耦

合振子與弱力電耦合振子的短路共振頻與開路共振頻變化趨勢相同。 

    系統之等效質量M ，如圖 4-5(f)，系統之等效質量的變化似凹向上的拋物線，

與圖 4-2(f)相比，在相同尺寸模型下，強力電耦合振子與弱力電耦合振子的系統之

等效質量變化趨勢相同。 

    同樣，由此會十分好奇，力電耦合強度的變化，究竟無因次化力電耦合係數

與無因次化機械阻尼係數何項參數影響較為顯著，由圖 4-5(b)、圖 4-5(c)發現，無

因次化力電耦合係數與無因次化機械阻尼係數兩項參數的變化趨勢剛好相反，與

圖 4-2(b)、圖 4-2(c)相比，在相同尺寸模型下，強力電耦合振子與弱力電耦合振子

的無因次化力電耦合係數與無因次化機械阻尼係數變化趨勢相同，所以對力電耦

合強度的變化趨勢影響也相同。 

    同樣，也好奇在材料相同且結構相似的情況下，短路共振頻與開路共振頻和

力電耦合強度是否有關聯，由圖 4-5(d)、圖 4-5(e)發現，短路共振頻與開路共振頻

和力電耦合強度趨勢相同，皆為似凹向下的拋物線，與圖 4-2(d)、圖 4-2(e)相比，

在相同尺寸模型下，強力電耦合振子與弱力電耦合振子的短路共振頻與開路共振

頻變化趨勢相同，所以對力電耦合強度的變化趨勢影響也相同。 

    由以上結果可知，在同材料與相似結構下，大致上當力電耦合強度強時，無

因次化力電耦合係數大，無因次化機械阻尼係數小，短路共振頻與開路共振頻高；

反之，大致上當力電耦合強度弱時，無因次化力電耦合係數小，無因次化機械阻

尼係數大，短路共振頻與開路共振頻低。而在強力電耦合振子與弱力電耦合振子

下，力電耦合強度強、弱變化，對無因次化力電耦合係數、無因次化機械阻尼係

數、短路共振頻、開路共振頻的影響皆相同。  
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

圖 4-5 PZT-2 材料物理參數(a=0.1g) (a) 力電耦合係數 2 /e mk                   

(b) 無因次化力電耦合係數 2

ek  (c) 無因次化機械阻尼係數
m

                

(d) 短路共振頻
scf  (e) 開路共振頻

ocf  (f) 系統之等效質量M  
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    接著探討壓電層長度比對發電功率的影響為何，本實驗室的主要研究為壓電

振動能量擷取，因此最在乎的是壓電振動懸臂樑之發電功率。 

    功率，如圖 4-6(a)，功率的變化似打勾圖案，與圖 4-3(a)相比，在相同尺寸模

型下，強力電耦合振子與弱力電耦合振子的功率變化趨勢相同。 

    同樣，由圖 4-6(a)發現與圖 4-3(a)有相同的現象，當壓電層長度比約低於 0.1，

COMSOL 數值法之功率與能量法之功率有較大的誤差。而原因前段已有撰述，本

段則省略，因此本節在後續功率的探討，皆不討論 COMSOL 數值法的結果，此舉

可增加變化曲線的趨勢明顯度。 

固定端等效質量，如圖 4-6(b)，固定端等效質量的變化似打勾圖案，與圖 4-3(b)

相比，在相同尺寸模型下，強力電耦合振子與弱力電耦合振子的固定端等效質量

變化趨勢相同。 

    功率除以系統之等效質量，如圖4-6(c)，又稱單位系統之等效質量的發電功率，

單位系統之等效質量的發電功率的變化似拋物線，與圖 4-3(c)相比，在相同尺寸模

型下，強力電耦合振子與弱力電耦合振子的單位系統之等效質量的發電功率變化

趨勢相同。 

    功率除以總質量，如圖 4-6(d)，又稱單位質量的發電功率，單位質量的發電功

率的變化似凹向上的拋物線，與圖 4-3(d)相比，在相同尺寸模型下，強力電耦合振

子與弱力電耦合振子的單位質量的發電功率變化趨勢相同。 

    同樣，壓電片總質量的不同直接聯想到的就是成本，而由寰辰科技的壓電片

報價單可知，壓電材料的價格與屬強力電耦合或弱力電耦合無關，僅與壓電層的

多寡有關，如圖 4-6(e)，所以與圖 4-3(e)的價格對應曲線相同，利用線性回歸的方

法，得到最符合四種尺寸壓電片的價格的線性方程式為 

 

                  價格(NT) = 129.6 (壓電層長度比) + 192          (4.2.3) 
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    功率除以價格，如圖 4-6(f)，又稱單位成本的發電功率，單位成本的發電功率

的變化似躺椅形狀，與圖 4-3(f)相比，在相同尺寸模型下，強力電耦合振子與弱力

電耦合振子的單位成本的發電功率變化趨勢相同。 

    由圖 4-5(a)、圖 4-6(a)發現，當功率為最大值，但力電耦合強度並非最強，與

圖 4-2(a)、圖 4-3(a)相比，在相同尺寸模型下，強力電耦合振子與弱力電耦合振子

的功率變化趨勢相同，所以對力電耦合強度的變化趨勢影響也相同。 

    由圖 4-6(a)、圖 4-6(c)發現，功率與單位系統之等效質量的發電功率恰巧相反，

與圖 4-3(a)、圖 4-3(c)相比，在相同尺寸模型下，強力電耦合振子與弱力電耦合振

子的單位系統之等效質量的發電功率變化趨勢相同，所以對力電耦合強度的變化

趨勢影響也相同。 

    由圖 4-6(a)、圖 4-6(d)發現，功率與單位質量的發電功率相似，皆為似凹向上

的拋物線，與圖 4-3(a)、圖 4-3(d)相比，在相同尺寸模型下，強力電耦合振子與弱

力電耦合振子的單位質量的發電功率變化趨勢相同，所以對力電耦合強度的變化

趨勢影響也相同。 

    由以上結果可知，在同材料與相似結構下，大致上功率與單位質量的發電功

率相似，功率越大，單位質量的發電功率越大；反之，功率越小，單位質量的發

電功率越小，但增減比例趨勢則無絕對關係，而單位系統之等效質量的發電功率

與單位成本的發電功率趨勢則和功率無絕對關係。而在強力電耦合振子與弱力電

耦合振子下，力電耦合強度強、弱變化，對功率與單位質量的發電功率的影響皆

相同。 
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

圖 4-6 PZT-2 材料物理參數(a=0.1g) (a) 功率 (b) 固定端等效質量             

(c) 功率/系統之等效質量(d) 功率/總質量 (e) 價格 (f) 功率/價格 

 

 

 



doi:10.6342/NTU201600269

 

54 
 

由(2.2.32)式可知，壓電懸臂樑之發電功率又為 

                            
2 2( )b

n

M A
P P

M


ω
                        (4.2.4) 

 

    由前段可知，使固定端等效質量的平方除以系統之等效質量可描述功率趨勢，

此舉可簡化功率的計算並得趨勢。 

    固定端等效質量的平方除以系統之等效質量，如圖 4-7，固定端等效質量的平

方除以系統之等效質量的變化似打勾圖案，與圖 4-4 相比，在相同尺寸模型下，強

力電耦合振子與弱力電耦合振子的固定端等效質量的平方除以系統之等效質量變

化趨勢相同，所以對功率的變化趨勢影響也相同。 

 

 

圖 4-7 PZT-5A 材料物理參數(a=0.1g) 固定端等效質量的平方/系統之等效質量 
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Chapter 5. 實驗結果與分析比較 

5-1  實驗之等效參數如何量測 

    在 2-2、2-3 節中介紹了能量法與等效電路法兩種可描述壓電振動懸臂樑的方

法，此節中即詳述如何在實驗上求得兩方法各自相對應的等效材料參數。 

 

 能量法在實驗上之求解步驟 

將能量法用在實驗上的步驟為 

步驟 1. 求出壓電懸臂樑的總質量 totalM 。 

方法有兩種，第一種方法，測量出壓電懸臂樑的材料尺寸，分別將壓電層與

基板乘上各自密度，得到壓電懸臂樑的總質量；第二種方法，直接將壓電片放到

電子秤上求出壓電片之總質量，接著按比例扣掉夾於夾具內之壓電片質量，則可

求出壓電懸臂樑的總質量。將所量測得之壓電懸臂樑總質量代入表 2-1 的系統之等

效質量M 、固定端等效質量 bM 。 

步驟 2. 求出靜態電容
pC 。 

利用阻抗分析儀(Impedance Analyzer)量出壓電懸臂樑的靜態電容
pC 。 

步驟 3. 求出短路共振頻 SCf 、開路共振頻 OCf 。 

將壓電片的上、下電極層相接，使壓電懸臂樑短路，在此情況下做掃頻並固

定基座的加速度，並利用光纖測距儀(Fotonic Sensor)觀察何頻率下壓電懸臂樑的前

端會有最大位移，則該頻率為壓電懸臂樑的短路共振頻；不將壓電片的上、下電

極層相接，使壓電懸臂樑斷路，在此情況下做掃頻並固定基座的加速度，並利用

光纖測距儀觀察何頻率下壓電懸臂樑的前端會有最大位移，則該頻率為壓電懸臂

樑的開路共振頻。 

步驟 4. 求出無因次化力電耦合係數、系統之等效勁度、系統之等效力電耦合係數。 

由 1、2、3 步驟所量測的實驗參數，可以算得無因次化力電耦合係數、系統
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之等效勁度、系統之等效力電耦合係數為 

無因次化力電耦合係數 

                           
2 2O( ) 1C

e

SC

f
k

f
                           (5.1.1) 

系統之等效勁度 

                           2=(2 )SCK f M                          (5.1.2) 

系統之等效力電耦合係數 

                           
2

e Pk KC                            (5.1.3) 

步驟 5. 求出等效機械阻尼係數 m 。 

將壓電片的上、下電極層與一電阻相接，並外接探棒且使電阻與探棒並聯，

在此情況下做掃頻並固定基座的加速度，利用數位示波器 (Digital Storage 

Oscilloscope)觀察何頻率下壓電懸臂樑的輸出電壓最大，則該頻率為壓電懸臂樑在

此電阻下的共振頻，該電壓為壓電懸臂樑在此電阻下的最大電壓，由電壓與電阻

可算出壓電懸臂樑在此電阻下的最大功率，紀錄該電組對應的最大功率。反覆操

作步驟 5，可繪出最大功率之電阻圖，將 1、2、3、4 步驟量得的等效材料參數代

入(2.2.24)式，並假定等效機械阻尼係數，可得到壓電振動懸臂樑之估計最大功率

曲線，將估計最大功率曲線與實驗結果相比並變換等效機械阻尼係數，可以找出

一條最吻合的趨勢線，則求出相對應的等效機械阻尼係數 m ，如圖 5-1。 

步驟 6. 求出無因次化機械阻尼係數 m 、力電耦合強度
2

e

m

k


。 

將 1、4、5 步驟得到的系統之等效質量、系統之等效勁度、等效機械阻尼係

數，將三項等效材料參數代入(2.2.29)式，可得無因次化機械阻尼係數。將 5 步驟

得到的無因次化力電耦合係數除以無因次化機械阻尼係數，可得振子之力電耦合

強度。 
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 等效電路法在實驗之求解步驟 

將能量法用在實驗上的步驟為 

步驟 1. 求出靜態電容
pC 。 

    利用阻抗分析儀量出壓電懸臂樑的靜態電容
pC 。 

步驟 2. 求出短路共振頻
SCf 、開路共振頻

OCf 。 

將壓電片的上、下電極層相接，使壓電懸臂樑短路，在此情況下做掃頻並固

定基座的加速度，並利用光纖測距儀觀察何頻率下壓電懸臂樑的前端會有最大位

移，則該頻率為壓電懸臂樑的短路共振頻；不將壓電片的上、下電極層相接，使

壓電懸臂樑斷路，在此情況下做掃頻並固定基座的加速度，並利用光纖測距儀觀

察何頻率下壓電懸臂樑的前端會有最大位移，則該頻率為壓電懸臂樑的開路共振

頻。 

步驟 3. 求出無因次化力電耦合係數、短路共振角頻率、等效電阻、等效電感、等

效電容。 

    由 1、2 步驟所量測的實驗參數，可以算得無因次化力電耦合係數、短路共振

角頻率、等效電阻、等效電感、等效電容為 

無因次化力電耦合係數 

                              2 2O( ) 1C
e

SC

f
k

f
                        (5.1.4) 

短路共振角頻率 

                               2n SCf                          (5.1.5) 

等效電阻 

                              
21

2 m

n P ek
R

C




                         (5.1.6) 
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等效電感 

                             1 2 2

1

Pn eC
L

k
                         (5.1.7) 

等效電容  

                              2

1 P eC C k                           (5.1.8) 

步驟 4. 求出無因次化機械阻尼係數
m 、等效電流源

sourceV 。 

將壓電片的上、下電極層與一電阻相接，並外接探棒且使電阻與探棒並聯，

在此情況下做掃頻並固定基座的加速度，利用數位示波器觀察何頻率下壓電懸臂

樑的輸出電壓最大，則該頻率為壓電懸臂樑在此電阻下的共振頻，該電壓為壓電

懸臂樑在此電阻下的最大電壓，由電壓與電阻可算出壓電懸臂樑在此電阻下的最

大功率，紀錄該電阻對應的最大功率。反覆操作步驟 4，可繪出最大功率之電阻圖，

將 1、2、3 步驟得到的等效材料參數代入(2.3.4)式，並假定無因次化機械阻尼係數

與等效電流源，可得到壓電振動懸臂樑之估計最大功率曲線，將估計最大功率曲

線與實驗結果相比，並變換無因次化機械阻尼係數與等效電流源，可以找出一條

最吻合的趨勢線，則求出相對應的無因次化機械阻尼係數 m 與等效電流源
sourceV ，

如圖 5-1。 

 

 

(a)                                 (b) 

圖 5-1 最大功率之電阻圖 (a) 強力電耦合 (b) 弱力電耦合 
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5-2  實驗儀器與架構 

 

 

圖 5-2 實驗儀器架構流程圖 

    

    實驗儀器架構流程圖，如圖 5-2，在實驗操作流程上，將壓電片以懸臂樑形式

固定於基座上，使用阻抗分析儀量得等效電路參數與共振頻後，將其架在振動台

上，加速規固定於基座上，避免固定於振動台的圓盤上，因其振動後所產生的不

穩定性干擾因素較大，會使訊號產生雜訊，而加速規可測得振動台所產生的加速

度。 

    在靜態時先將光纖測距儀校正好，可使用筆電操作 LabVIEW 或者訊號產生器

來輸出訊號，並透過訊號放大器縮放其訊號源，接著打入振動台使其作動，加速

規回傳振動台的加速度訊號，視需求調整輸出訊號可使加速度控制在定值，並由

LabVIEW 或者數位示波器讀取壓電振動懸臂樑輸出的電壓，也可利用光纖測距儀

得知樑上位移值與振動幅度，此方法主要用於量測壓電懸臂樑之短、開路共振頻。 
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表 5-1 實驗儀器規格 

儀器名稱 廠牌型號 圖例編號 

振動台 Data Physics Vibrator Testing System Source V20 圖 5-3(a) 

功率放大器 Data Physics Power Amplifier PA 300E 圖 5-3(b) 

阻抗分析儀 Agilent Technologies 4294A Impedance Analyzer 圖 5-3(c) 

數位示波器 GW INSTEK Digital Storage Oscilloscope GDS-3154 圖 5-3(d) 

訊號產生器 GW INSTEK Arbitrary Function Generator AFG-2225 圖 5-3(e) 

加速規 PCB Electronics Accelerometer 333B42 圖 5-3(f) 

加速規接收器 PCB 484B10 圖 5-4(a) 

光纖測距儀 MTI-2100 Fotonic Sensor 圖 5-4(b) 

光纖探頭 MTI-2100 Fotonic Sensor(Probe) 圖 5-4(c) 

資料擷取卡 National Instrument NI cDAQ-9178 & NI9229 圖 5-4(d) 

資料擷取卡 National Instrument USB-6341 圖 5-4(e) 

筆電 Lenovo 圖 5-4(f) 
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(a)                                 (b) 

      

(c)                                 (d) 

    

(e)                                 (f) 

圖 5-3 實驗儀器 (a) 振動台 (b) 功率放大器 (c) 阻抗分析儀 (d) 數位示波器  

(e) 訊號產生器 (f) 加速規 
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(a)                                 (b) 

    

(c)                                 (d) 

    

(e)                                 (f) 

圖 5-4 實驗儀器 (a) 加速規接收器 (b) 光纖測距儀 (c) 光纖探頭            

(d) 資料擷取卡 (e) 資料擷取卡 (f) 筆電 
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5-3  實驗結果 

    此節要利用實驗來驗證在2-2、2-3節中能量法與等效電路法是否可用於實驗，

並比較實驗的等效材料參數之估計值與實驗結果，且探討實驗結果之物理現象。

實驗上同樣採用 3-2 節的四種尺寸模型，各尺寸模型皆會在兩款不同的壓電材料下

做測試。壓電材料部份皆由寰辰科技提供，本論文所採用的兩款壓電材料，材料

名稱為 QA 與 KB。如圖 5-5，QA 為黑色，KB 為濁透明色，上、下鋪有白色的電

極層，壓電材料的性質上，QA 為力電耦合強度偏強，KB 為力電耦合強度偏弱。 

    進行壓電振動能量擷取實驗前，先裁切壓電片至所需的尺寸，接著固定於夾

具上，再將夾具栓於基座，如圖 5-6，則使其以壓電懸臂樑型式呈現，最後將此基

座架置振動台上，即可進行壓電振動能量擷取實驗。 

 

圖 5-5 QA、KB 各尺寸式樣 

    

(a)                                 (b) 

圖 5-6 (a) 壓電片固定於夾具 (b) 壓電片與夾具固定於基座 
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 QA 60-60 實驗結果 

實驗上利用等效電路法、能量法在模態函數與均佈力負載兩種形狀函數下，

三方法所得之等效材料參數，如表 5-2 所示。將三組等效材料參數所得之壓電振動

懸臂樑輸出功率與實驗相比較其誤差，如表 5-3 所示。三組等效材料參數與實驗的

功率之頻率響應圖，如圖 5-7 所示。 

表 5-2 QA 60-60 實驗三方法之等效材料參數 

 Equivalent Circuit  Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

( )scf Hz  214.4 ( )scf Hz  214.4 214.4 

( )ocf Hz  216.8 ( )ocf Hz  216.8 216.8 

ek  0.15004 
ek  0.15004 0.15004 

1( )R  9762.05 ( )M kg  0.00180 0.00185 

1L (H)  1811.66 (N / )K m  3279.56 3368.63 

1( )C nF  0.304168 ( / )C m  0.000998768 0.00101224 

( )ocV V  15.15 ( )bM kg  0.00283 0.00289 

( )pC nF  13.5105 ( )pC nF  13.5105 13.5105 

m
 0.002 ( / )m N s m  0.0101 0.0105 

2 /e mk  11.25668 
m
 0.00207 0.00209 

  
2 /e mk  10.85324 10.72331 

 

表 5-3 QA 60-60 實驗與三方法之功率、誤差 

( )    MAXPo W Rer atw  Experiment Equivalent Circuit Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

R=5kΩ 81.10 84.67 83.94 83.94 

誤差(%) ----- 4.39% 3.49% 3.49% 

R=10kΩ 94.25 94.79 95.08 95.44 

誤差(%) ----- 0.56% 0.87% 1.26% 

R=75kΩ 74.32 75.26 76.77 77.50 

誤差(%) ----- 1.26% 3.29% 4.26% 

R=330kΩ 94.61 94.55 94.71 95.03 

誤差(%) ----- 0.06% 0.11% 0.45% 

R=750kΩ 75.73 79.81 78.91 78.85 

誤差(%) ----- 5.38% 4.20% 4.11% 
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

圖 5-7 QA 60-60 功率之頻率響應實驗圖(a=0.1g) (a)R=5kΩ (b) R=10kΩ       

(c) R=75kΩ (d) R=330kΩ (e) R=750kΩ (f) 合併 5 組實驗結果 
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 QA 60-40 實驗結果 

實驗上利用等效電路法、能量法在模態函數與均佈力負載兩種形狀函數下，

三方法所得之等效材料參數，如表 5-4 所示。將三組等效材料參數所得之壓電振動

懸臂樑輸出功率與實驗相比較其誤差，如表 5-5 所示。三組等效材料參數與實驗的

功率之頻率響應圖，如圖 5-8 所示。 

表 5-4 QA 60-40 實驗三方法之等效材料參數 

 Equivalent Circuit  Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

( )scf Hz  248.3 ( )scf Hz  248.3 248.3 

( )ocf Hz  251.7 ( )ocf Hz  251.7 251.7 

ek  0.16605 
ek  0.16605 0.16605 

1( )R  8136.76 ( )M kg  0.00134 0.00135 

1L (H)  1629.84 (N / )K m  3274.72 3301.45 

1( )C nF  0.25208 ( / )C m  0.00090856 0.00091227 

( )ocV V  20.5 ( )bM kg  0.00225 0.00227 

( )pC nF  9.1421 ( )pC nF  9.1421 9.1421 

m
 0.00160 ( / )m N s m  0.0068 0.0069 

2 /e mk  17.23358 
m
 0.00162 0.00164 

  2 /e mk  17.02290 16.79142 

 

表 5-5 QA 60-40 實驗與三方法之功率、誤差 

( )    MAXPo W Rer atw  Experiment Equivalent Circuit Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

R=5kΩ 78.49 84.08 83.86 83.35 

誤差(%) ----- 7.11% 6.84% 6.19% 

R=10kΩ 88.15 88.47 88.60 88.47 

誤差(%) ----- 0.35% 0.50% 0.36% 

R=75kΩ 54.21 54.96 55.40 55.72 

誤差(%) ----- 1.37% 2.19% 2.78% 

R=500kΩ 88.74 88.43 88.57 88.44 

誤差(%) ----- 0.34% 0.18% 0.33% 

R=2MΩ 69.27 68.83 68.45 67.82 

誤差(%) ----- 0.64% 1.19% 2.10% 
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

圖 5-8 QA 60-40 功率之頻率響應實驗圖(a=0.1g) (a)R=5kΩ (b) R=10kΩ       

(c) R=75kΩ (d) R=500kΩ (e) R=2MΩ (f) 合併 5 組實驗結果 
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 QA 60-30 實驗結果 

實驗上利用等效電路法、能量法在模態函數與均佈力負載兩種形狀函數下，

三方法所得之等效材料參數，如表 5-6 所示。將三組等效材料參數所得之壓電振動

懸臂樑輸出功率與實驗相比較其誤差，如表 5-7 所示。三組等效材料參數與實驗的

功率之頻率響應圖，如圖 5-9 所示。 

表 5-6 QA 60-30 實驗三方法之等效材料參數 

 Equivalent Circuit  Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

( )scf Hz  248.7 ( )scf Hz  248.7 248.7 

( )ocf Hz  252 ( )ocf Hz  252 252 

ek  0.16344 
ek  0.16344 0.16344 

1( )R  9485.78 ( )M kg  0.00125 0.00122 

1L (H)  2093.24 (N / )K m  3059.89 3001.68 

1( )C nF  0.19564 ( / )C m  0.000773727 0.000766331 

( )ocV V  23.1 ( )bM kg  0.00206 0.00203 

( )pC nF  7.32367 ( )pC nF  7.32367 7.32367 

m
 0.00145 ( / )m N s m  0.0060 0.0059 

2 /e mk  18.42349 
m
 0.00153 0.00153 

  2 /e mk  17.43692 17.39503 

 

表 5-7 QA 60-30 實驗與三方法之功率、誤差 

( )    MAXPo W Rer atw  Experiment Equivalent Circuit Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

R=5kΩ 75.76 76.80 75.38 74.99 

誤差(%) ----- 1.37% 0.50% 1.01% 

R=10kΩ 84.01 84.75 84.73 84.35 

誤差(%) ----- 0.88% 0.85% 0.40% 

R=100kΩ 50.07 50.39 52.12 51.98 

誤差(%) ----- 0.63% 4.09% 3.80% 

R=500kΩ 79.02 80.60 81.49 81.18 

誤差(%) ----- 1.99% 3.12% 2.72% 

R=1MΩ 81.12 84.39 83.89 83.52 

誤差(%) ----- 4.03% 3.42% 2.96% 
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

 

圖 5-9 QA 60-30 功率之頻率響應實驗圖(a=0.1g) (a)R=5kΩ (b) R=10kΩ       

(c) R=100kΩ (d) R=500kΩ (e) R=1MΩ (f) 合併 5 組實驗結果 
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 QA 60-20 實驗結果 

實驗上利用等效電路法、能量法在模態函數與均佈力負載兩種形狀函數下，

三方法所得之等效材料參數，如表 5-8 所示。將三組等效材料參數所得之壓電振動

懸臂樑輸出功率與實驗相比較其誤差，如表 5-9 所示。三組等效材料參數與實驗的

功率之頻率響應圖，如圖 5-10 所示。 

表 5-8 QA 60-20 實驗三方法之等效材料參數 

 Equivalent Circuit  Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

( )scf Hz  211.3 ( )scf Hz  211.3 211.3 

( )ocf Hz  214.1 ( )ocf Hz  214.1 214.1 

ek  0.16333 
ek  0.16333 0.16333 

1( )R  21244.86 ( )M kg  0.00122 0.00116 

1L (H)  4255.85 (N / )K m  2151.06 2056.06 

1( )C nF  0.13330 ( / )C m  0.000535493 0.000523535 

( )ocV V  25.2 ( )bM kg  0.00195 0.00188 

( )pC nF  4.9968 ( )pC nF  4.9968 4.9968 

m
 0.00188 ( / )m N s m  0.0060 0.0056 

2 /e mk  14.19053 
m
 0.00185 0.00181 

  2 /e mk  14.40818 14.72924 

 

表 5-9 QA 60-20 實驗與三方法之功率、誤差 

( )    MAXPo W Rer atw  Experiment Equivalent Circuit Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

R=5kΩ 45.58 46.95 47.42 47.73 

誤差(%) ----- 3.02% 4.05% 4.73% 

R=20kΩ 74.65 75.77 75.85 75.36 

誤差(%) ----- 1.49% 1.60% 0.94% 

R=200kΩ 50.16 53.58 53.17 52.16 

誤差(%) ----- 6.81% 5.99% 3.97% 

R=2MΩ 71.52 71.92 72.21 72.06 

誤差(%) ----- 0.55% 0.96% 0.75% 

R=6.8MΩ 48.81 49.57 50.05 50.34 

誤差(%) ----- 1.56% 2.53% 3.14% 
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

圖 5-10 QA 60-20 功率之頻率響應實驗圖(a=0.1g) (a)R=5kΩ (b) R=20kΩ      

(c) R=200kΩ (d) R=2MΩ (e) R=6.8MΩ (f) 合併 5 組實驗結果 
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 QA 實驗結果分析 

    壓電振動懸臂樑數學模型由能量法得控制方程式，能量法的形狀函數可用模

態函數或均佈力負載兩種方法算出，由實驗結果顯示，兩種形狀函數之能量法用

於實驗所算出的估計值曲線，估計曲線在最佳阻抗的功率誤差極小，遠離最佳阻

抗的電阻下之功率誤差則加大，但無論在何阻抗下，估計值曲線的趨勢皆與實驗

曲線吻合。 

    將壓電振動懸臂樑數學模型比擬成 RLC 電路，將控制方程式改以等效電路模

型表示，由實驗結果顯示，等效電路法用於實驗所算出的估計值曲線，估計曲線

在最佳阻抗的功率誤差極小，遠離最佳阻抗的電阻下之功率誤差則加大，但無論

在何阻抗下，估計值曲線的趨勢皆與實驗曲線吻合。 

    壓電振子的物理現象圖之 x 軸為壓電層長度除以基板長度，將壓電片的長度

項作無因次化，本文簡稱壓電層長度比。選用了四種尺寸模型來做實驗，尺寸模

型分別是 60-60、60-40、60-30、60-20，對照的壓電層長度比分別為 1、0.67、0.5、

0.33。 

力電耦合強度 2 /e mk ，如圖 5-11(a)，實驗結果顯示當壓電層長度比為 1，力電

耦合強度約為 11；當壓電層長度比為 0.67，力電耦合強度約為 17；當壓電層長度

比為 0.5，力電耦合強度約為 18；當壓電層長度比為 0.33，力電耦合強度約為 14。

與圖4-2(a)相比，相同尺寸模型之強力電耦合振子，力電耦合強度的變化趨勢相同，

皆為當壓電層長度比為 0.5，力電耦合強度最強；當壓電層長度比為 0.67，力電耦

合強度次之；當壓電層長度比為 0.33，力電耦合強度第三；當壓電層長度比為 1，

力電耦合強度最弱。 

    無因次化力電耦合係數 2

ek ，如圖 5-11(b)，實驗結果顯示當壓電層長度比為 1，

無因次化力電耦合係數約為 0.02251；當壓電層長度比為 0.67，無因次化力電耦合

係數約為 0.02757；當壓電層長度比為 0.5，無因次化力電耦合係數約為 0.02671；

當壓電層長度比為 0.33，無因次化力電耦合係數約為 0.02667。與圖 4-2(b)相比，
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相同尺寸模型之強力電耦合振子，無因次化力電耦合係數的變化趨勢相近，皆為

當壓電層長度比為 0.33，無因次化力電耦合係數第三；當壓電層長度比為 1，無因

次化力電耦合係數最小，當壓電層長度比為 0.5，無因次化力電耦合係數略小於當

壓電層長度比為 0.67，而理論結果則是兩者數值相近但大小順序相反。 

    無因次化機械阻尼係數
m
，如圖 5-11(c)，實驗結果顯示當壓電層長度比為 1，

無因次化機械阻尼係數約為 0.002；當壓電層長度比為 0.67，無因次化機械阻尼係

數約為 0.0016；當壓電層長度比為 0.5，無因次化機械阻尼係數約為 0.0015；當壓

電層長度比為 0.33，無因次化機械阻尼係數約為 0.00185。與圖 4-2(c)相比，相同

尺寸模型之強力電耦合振子，無因次化機械阻尼係數的變化趨勢相同，皆為當壓

電層長度比為 1，無因次化機械阻尼係數最大；當壓電層長度比為 0.33，無因次化

機械阻尼係數次之；當壓電層長度比為 0.67，無因次化機械阻尼係數第三；當壓

電層長度比為 0.5，無因次化機械阻尼係數最小。 

    短路共振頻
scf 與開路共振頻

ocf ，如圖 5-11(d)與圖 5-11(e)，實驗結果顯示當壓

電層長度比為 1，短路共振頻與開路共振頻為 214.4Hz 與 216.8Hz；當壓電層長度

比為0.67，短路共振頻與開路共振頻為248.3Hz與251.7Hz；當壓電層長度比為0.5，

短路共振頻與開路共振頻為 248.7Hz 與 252Hz；當壓電層長度比為 0.33，短路共振

頻與開路共振頻為 211.3Hz 與 214.1Hz。與圖 4-2(d)與圖 4-2(e)相比，相同尺寸模

型之強力電耦合振子，短路共振頻與開路共振頻的變化趨勢相近，皆為當壓電層

長度比為 0.5，短路共振頻與開路共振頻最高；當壓電層長度比為 0.67，短路共振

頻與開路共振頻次之，當壓電層長度比為 0.33，短路共振頻與開路共振頻略低於

當壓電層長度比為 1，而理論結果則是兩者數值相近但大小順序相反。 

    系統之等效質量M，如圖 5-11(f)，實驗結果顯示當壓電層長度比為 1，系統之

等效質量約為0.00183kg；當壓電層長度比為0.67，系統之等效質量約為0.00134kg；

當壓電層長度比為 0.5，系統之等效質量約為 0.00123kg；當壓電層長度比為 0.33，

系統之等效質量約為 0.00119kg。與圖 4-2(f)相比，相同尺寸模型之強力電耦合振
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子，系統之等效質量的變化趨勢相同，皆為當壓電層長度比為 1，系統之等效質量

最大；當壓電層長度比為 0.67，系統之等效質量次之；當壓電層長度比為 0.5，系

統之等效質量第三；當壓電層長度比為 0.33，系統之等效質量最小。 
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 (a)                                 (b) 

  

(c)                                 (d) 

  

(e)                                 (f) 

圖 5-11 QA 實驗之材料物理參數(a=0.1g) (a) 力電耦合係數 2 /e mk              

(b) 無因次化力電耦合係數 2

ek  (c) 無因次化機械阻尼係數
m

                

(d) 短路共振頻
scf  (e) 開路共振頻

ocf  (f) 系統之等效質量M  
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    接著探討壓電層長度比對發電功率的影響為何，本實驗室的主要研究為壓電

振動能量擷取，因此最在乎的是壓電振動懸臂樑之發電功率。 

    功率，如圖 5-12(a)，實驗結果顯示當壓電層長度比為 1，功率為 94.61μW；當

壓電層長度比為 0.67，功率約為 88.74μW；當壓電層長度比為 0.5，功率約為

84.01μW；當壓電層長度比為 0.33，功率約為 74.65μW。與圖 4-3(a)相比，相同尺

寸模型之強力電耦合振子，功率的變化趨勢相同，皆為當壓電層長度比為 1，功率

最大；當壓電層長度比為 0.67，功率次之；當壓電層長度比為 0.5，功率第三；當

壓電層長度比為 0.33，功率最小。 

    固定端等效質量 bM ，如圖 5-12(b)，實驗結果顯示當壓電層長度比為 1，固定

端等效質量為0.00286kg；當壓電層長度比為0.67，固定端等效質量約為0.00226kg；

當壓電層長度比為 0.5，固定端等效質量約為 0.00204kg；當壓電層長度比為 0.33，

固定端等效質量約為 0.00192kg。與圖 4-3(b)相比，相同尺寸模型之強力電耦合振

子，固定端等效質量的變化趨勢相同，皆為當壓電層長度比為 1，固定端等效質量

最大；當壓電層長度比為 0.67，固定端等效質量次之；當壓電層長度比為 0.5，固

定端等效質量第三；當壓電層長度比為 0.33，固定端等效質量最小。 

    功率除以系統之等效質量，如圖 5-12(c)，又稱單位系統之等效質量的發電功

率，實驗結果顯示當壓電層長度比為 1，單位系統之等效質量的發電功率為

51643μW/kg；當壓電層長度比為 0.67，單位系統之等效質量的發電功率約為

65575μW/kg；當壓電層長度比為 0.5，單位系統之等效質量的發電功率約為

67992μW/kg；當壓電層長度比為 0.33，單位系統之等效質量的發電功率約為

63062μW/kg。與圖 4-3(c)相比，相同尺寸模型之強力電耦合振子，單位系統之等

效質量的發電功率的變化趨勢相近，皆為當壓電層長度比為 0.33，單位系統之等

效質量的發電功率第三；當壓電層長度比為 1，單位系統之等效質量的發電功率最

小；當壓電層長度比為 0.67，單位系統之等效質量的發電功率低於當壓電層長度

比為 0.5，而理論結果則是兩者大小順序相反。 
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    功率除以總質量，如圖 5-12(d)，又稱單位質量的發電功率，實驗結果顯示當

壓電層長度比為1，單位質量的發電功率約為13103μW/kg；當壓電層長度比為0.67，

單位質量的發電功率約為 13694μW/kg；當壓電層長度比為 0.5，單位質量的發電

功率約為 13882μW/kg；當壓電層長度比為 0.33，單位質量的發電功率約為

13223μW/kg。與圖 4-3(d)相比，相同尺寸模型之強力電耦合振子，單位質量的發

電功率的變化趨勢相反，實驗結果為當壓電層長度比從 1 下降到 0.5，單位質量的

發電功率是逐漸遞增，當壓電層長度比從 0.5 下降到 0.33，單位質量的發電功率則

減少，當壓電層長度比為 0.5，單位質量的發電功率最大；當壓電層長度比為 0.67，

單位質量的發電功率次之；當壓電層長度比為 0.33，單位質量的發電功率第三；

當壓電層長度比為 1，單位質量的發電功率最小，而理論結果為當壓電層長度比從

1 下降到 0.33，單位質量的發電功率是逐漸遞減，當壓電層長度比為 1，單位質量

的發電功率最大；當壓電層長度比為 0.67，單位質量的發電功率次之；當壓電層

長度比為 0.5，單位質量的發電功率第三；當壓電層長度比為 0.33，單位質量的發

電功率最小。 

    壓電片總質量的不同直接聯想到的就是成本，因壓電層的多寡直接影響到成

本問題，令人好奇如何能在最省成本的情況下，產生最大的功率，本實驗室的壓

電片皆為寰辰科技提供，從壓電片報價單上可知壓電材料相對應的價格。四種尺

寸壓電片的價格，如圖 5-12(e)，當壓電層長度比為 1，壓電片價格為 NT﹩315；

當壓電層長度比為 0.67，壓電片價格為 NT﹩294；當壓電層長度比為 0.5，壓電片

價格為 NT﹩252；當壓電層長度比為 0.33，壓電片價格為 NT﹩231。 

    功率除以價格，如圖 5-12(f)，又稱單位成本的發電功率，實驗結果顯示當壓

電層長度比為 1，單位成本的發電功率為 0.30071μW/NT；當壓電層長度比為 0.67，

單位成本的發電功率約為 0.30117μW/NT；當壓電層長度比為 0.5，單位成本的發

電功率約為 0.33516μW/NT；當壓電層長度比為 0.33，單位成本的發電功率約為

0.32643μW/NT。與圖 4-3(d)相比，相同尺寸模型之強力電耦合振子，單位成本的
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發電功率的變化趨勢稍不同，當壓電層長度比從 1 下降到 0.33，單位成本的發電

功率皆是先遞增再遞減，實驗結果為當壓電層長度比為 0.5，單位成本的發電功率

最大；當壓電層長度比為 0.33，單位成本的發電功率次之；當壓電層長度比為 0.67，

單位成本的發電功率第三；當壓電層長度比為 1，單位成本的發電功率最小，而理

論結果為當壓電層長度比為0.67，單位成本的發電功率最大；當壓電層長度比為1，

單位成本的發電功率次之；當壓電層長度比為 0.5，單位成本的發電功率第三；當

壓電層長度比為 0.33，單位成本的發電功率最小。 
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

圖 5-12 QA 材料物理參數(a=0.1g) (a) 功率 (b) 固定端等效質量              

(c) 功率/系統之等效質量(d) 功率/總質量 (e) 價格 (f) 功率/價格 
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等效機械阻尼係數的 值，如表 5-10，實驗結果顯示當壓電層長度比為 1，等

效機械阻尼係數的 值約為 6.85；當壓電層長度比為 0.67，等效機械阻尼係數的

值約為 5.085；當壓電層長度比為 0.5，等效機械阻尼係數的 值約為 4.785；當壓

電層長度比為 0.33，等效機械阻尼係數的 值約為 4.855。由實驗結果發現，在四

種尺寸模型下，當壓電材料與基板皆為相同材料， 值可在相同的次序，取四組

平均則趨近 5.39375。 

 

表 5-10 QA 實驗之 值運算 

求  QA 60-60 QA 60-40 QA 60-30 QA 60-20 平均 

Energy-modal analysis 6.80 5.05 4.78 4.91 5.385 

Energy-uniform load 6.90 5.12 4.79 4.80 5.4025 
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 KB 60-60 實驗結果 

實驗上利用等效電路法、能量法在模態函數與均佈力負載兩種形狀函數下，

三方法所得之等效材料參數，如表 5-11 所示。將三組等效材料參數所得之壓電振

動懸臂樑輸出功率與實驗相比較其誤差，如表 5-12 所示。三組等效材料參數與實

驗的功率之頻率響應圖，如圖 5-12 所示。 

表 5-11 KB 60-60 實驗三方法之等效材料參數 

 Equivalent Circuit  Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

( )scf Hz  190.7 ( )scf Hz  190.7 190.7 

( )ocf Hz  193.1 ( )ocf Hz  193.1 193.1 

ek  0.15915 
ek  0.15915 0.15915 

1( )R  19938.22 ( )M kg  0.0018036 0.00185259 

1L (H)  1873.88 (N / )K m  2589.41 2659.74 

1( )C nF  0.37170 ( / )C m  0.000981067 0.000994301 

( )ocV V  8 ( )bM kg  0.00282 0.00288 

( )pC nF  14.6751 ( )pC nF  14.6751 14.6751 

m
 0.00444 ( / )m N s m  0.0190 0.0195 

2 /e mk  5.70468 
m
 0.00439 0.00439 

  2 /e mk  5.76185 5.76658 

 

表 5-12 KB 60-60 實驗與三方法之功率、誤差 

( )    MAXPo W Rer atw  Experiment Equivalent Circuit Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

R=10kΩ 43.65 44.49 44.50 45.28 

誤差(%) ----- 1.92% 1.94% 3.71% 

R=30kΩ 49.95 50.23 50.03 50.88 

誤差(%) ----- 0.55% 0.15% 1.86% 

R=51kΩ 49.08 49.09 48.85 49.68 

誤差(%) ----- 0.024% 0.46% 1.22% 

R=100kΩ 49.69 50.08 49.87 50.72 

誤差(%) ----- 0.78% 0.36% 2.07% 

R=500kΩ 36.86 37.56 37.63 38.29 

誤差(%) ----- 1.89% 2.08% 3.87% 
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

圖 5-13 KB 60-60 功率之頻率響應實驗圖(a=0.1g) (a)R=10kΩ (b) R=30kΩ     

(c) R=51kΩ (d) R=100kΩ (e) R=500kΩ (f) 合併 5 組實驗結果 
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 KB 60-40 實驗結果 

實驗上利用等效電路法、能量法在模態函數與均佈力負載兩種形狀函數下，

三方法所得之等效材料參數，如表 5-13 所示。將三組等效材料參數所得之壓電振

動懸臂樑輸出功率與實驗相比較其誤差，如表 5-14 所示。三組等效材料參數與實

驗的功率之頻率響應圖，如圖 5-13 所示。 

表 5-13 KB 60-40 實驗三方法之等效材料參數 

 Equivalent Circuit  Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

( )scf Hz  240.2 ( )scf Hz  240.2 240.2 

( )ocf Hz  243.75 ( )ocf Hz  243.75 243.75 

ek  0.17256 
ek  0.17256 0.17256 

1( )R  13633.26 ( )M kg  0.00134 0.00135 

1L (H)  1368.68 (N / )K m  3064.29 3087.99 

1( )C nF  0.32076 ( / )C m  0.000991427 0.000995255 

( )ocV V  10.1 ( )bM kg  0.00224 0.00226 

( )pC nF  10.7723 ( )pC nF  10.7723 10.7723 

m
 0.00330 ( / )m N s m  0.0129 0.0131 

2 /e mk  9.02337 
m
 0.00307 0.00309 

  2 /e mk  9.68957 9.61545 

 

表 5-14 KB 60-40 實驗與三方法之功率、誤差 

( )    MAXPo W Rer atw  Experiment Equivalent Circuit Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

R=5kΩ 35.06 37.02 37.46 37.45 

誤差(%) ----- 5.58% 6.86% 6.83% 

R=20kΩ 45.28 45.99 45.86 46.06 

誤差(%) ----- 1.57% 1.27% 1.72% 

R=51kΩ 39.62 40.62 39.81 40.06 

誤差(%) ----- 2.52% 0.49% 1.12% 

R=200kΩ 46.61 46.67 46.20 46.40 

誤差(%) ----- 0.13% 0.87% 0.44% 

R=1MΩ 31.72 33.27 33.77 33.74 

誤差(%) ----- 4.87% 6.45% 6.36% 
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

圖 5-14 KB 60-40 功率之頻率響應實驗圖(a=0.1g) (a)R=5kΩ (b) R=20kΩ      

(c) R=51kΩ (d) R=200kΩ (e) R=1MΩ (f) 合併 5 組實驗結果 
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 KB 60-30 實驗結果 

實驗上利用等效電路法、能量法在模態函數與均佈力負載兩種形狀函數下，

三方法所得之等效材料參數，如表 5-15 所示。將三組等效材料參數所得之壓電振

動懸臂樑輸出功率與實驗相比較其誤差，如表 5-16 所示。三組等效材料參數與實

驗的功率之頻率響應圖，如圖 5-14 所示。 

表 5-15 KB 60-30 實驗三方法之等效材料參數 

 Equivalent Circuit  Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

( )scf Hz  220.3 ( )scf Hz  220.3 220.3 

( )ocf Hz  223.6 ( )ocf Hz  223.6 223.6 

ek  0.17373 
ek  0.17373 0.17373 

1( )R  17273.34 ( )M kg  0.00125 0.00122 

1L (H)  1980.803 (N / )K m  2407.65 2354.94 

1( )C nF  0.263 ( / )C m  0.000796492 0.000787725 

( )ocV V  11.95 ( )bM kg  0.00206461 0.00203865 

( )pC nF  8.7297 ( )pC nF  8.7297 8.7297 

m
 0.00315 ( / )m N s m  0.0110 0.0108 

2 /e mk  9.58207 
m
 0.00316 0.00317 

  
2 /e mk  9.54565 9.50957 

 

表 5-16 KB 60-30 實驗與三方法之功率、誤差 

( )    MAXPo W Rer atw  Experiment Equivalent Circuit Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

R=5kΩ 30.59 32.21 32.24 31.95 

誤差(%) ----- 5.28% 5.38% 4.43% 

R=20kΩ 46.08 46.28 46.43 46.11 

誤差(%) ----- 0.43% 0.76% 0.07% 

R=75kΩ 37.85 38.72 38.90 38.69 

誤差(%) ----- 2.30% 2.77% 2.21% 

R=200kΩ 42.86 43.39 43.56 43.30 

誤差(%) ----- 1.22% 1.63% 1.02% 

R=1MΩ 36.67 38.61 38.67 38.34 

誤差(%) ----- 5.29% 5.45% 4.56% 
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

圖 5-15 KB 60-30 功率之頻率響應實驗圖(a=0.1g) (a)R=5kΩ (b) R=20kΩ      

(c) R=75kΩ (d) R=200kΩ (e) R=1MΩ (f) 合併 5 組實驗結果 
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 KB 60-20 實驗結果 

實驗上利用等效電路法、能量法在模態函數與均佈力負載兩種形狀函數下，

三方法所得之等效材料參數，如表 5-17 所示。將三組等效材料參數所得之壓電振

動懸臂樑輸出功率與實驗相比較其誤差，如表 5-18 所示。三組等效材料參數與實

驗的功率之頻率響應圖，如圖 5-15 所示。 

表 5-17 KB 60-20 實驗三方法之等效材料參數 

 Equivalent Circuit  Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

( )scf Hz  196.8 ( )scf Hz  196.8 196.8 

( )ocf Hz  199.8 ( )ocf Hz  199.8 199.8 

ek  0.17527 
ek  0.17527 0.17527 

1( )R  30584.58 ( )M kg  0.00122 0.00116 

1L (H)  3297.89 (N / )K m  1867.92 1783.53 

1( )C nF  0.19831 ( / )C m  0.000608633 0.000594726 

( )ocV V  12.5 ( )bM kg  0.00195 0.00188 

( )pC nF  6.4555 ( )pC nF  6.4555 6.4555 

m
 0.00375 ( / )m N s m  0.0115 0.0106 

2 /e mk  8.19204 
m
 0.00380 0.00367 

  2 /e mk  8.07064 8.36032 

 

表 5-18 KB 60-20 實驗與三方法之功率、誤差 

( )    MAXPo W Rer atw  Experiment Equivalent Circuit Energy-Modal Analysis Energy-Uniform Load 

R=10kΩ 29.22 29.79 29.28 29.93 

誤差(%) ----- 1.95% 0.18% 2.43% 

R=30kΩ 39.65 40.19 39.77 40.00 

誤差(%) ----- 1.37% 0.31% 0.8% 

R=100kΩ 35.86 35.90 35.72 35.45 

誤差(%) ----- 0.10% 0.39% 1.12% 

R=500kΩ 40.00 40.27 39.87 40.05 

誤差(%) ----- 0.68% 0.32% 0.12% 

R=2MΩ 26.93 28.44 27.93 28.59 

誤差(%) ----- 5.60% 3.72% 6.17% 
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

圖 5-16 KB 60-20 功率之頻率響應實驗圖(a=0.1g) (a)R=10kΩ (b) R=30kΩ     

(c) R=100kΩ (d) R=500kΩ (e) R=2MΩ (f) 合併 5 組實驗結果 
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 KB 實驗結果分析 

    壓電振動懸臂樑數學模型由能量法得控制方程式，能量法的形狀函數可用模

態函數或均佈力負載兩種方法算出，由實驗結果顯示，兩種形狀函數之能量法用

於實驗所算出的估計值曲線，估計曲線在最佳阻抗的功率誤差極小，遠離最佳阻

抗的電阻下之功率誤差則加大，但無論在何阻抗下，估計值曲線的趨勢皆與實驗

曲線吻合。 

    將壓電振動懸臂樑數學模型比擬成 RLC 電路，將控制方程式改以等效電路模

型表示，由實驗結果顯示，等效電路法用於實驗所算出的估計值曲線，估計曲線

在最佳阻抗的功率誤差極小，遠離最佳阻抗的電阻下之功率誤差則加大，但無論

在何阻抗下，估計值曲線的趨勢皆與實驗曲線吻合。 

    壓電振子的物理現象圖之 x 軸為壓電層長度除以基板長度，將壓電片的長度

項作無因次化，本文簡稱壓電層長度比。選用了四種尺寸模型來做實驗，尺寸模

型分別是 60-60、60-40、60-30、60-20，對照的壓電層長度比分別為 1、0.67、0.5、

0.33。 

力電耦合強度 2 /e mk ，如圖 5-17(a)，實驗結果顯示當壓電層長度比為 1，力電

耦合強度約為 5.7；當壓電層長度比為 0.67，力電耦合強度約為 9.3；當壓電層長

度比為 0.5，力電耦合強度約為 9.5；當壓電層長度比為 0.33，力電耦合強度約為

8.1。與圖 4-5(a)相比，相同尺寸模型之弱力電耦合振子，力電耦合強度的變化趨

勢相同，皆為當壓電層長度比為 0.5，力電耦合強度最強；當壓電層長度比為 0.67，

力電耦合強度次之；當壓電層長度比為 0.33，力電耦合強度第三；當壓電層長度

比為 1，力電耦合強度最弱。 

    無因次化力電耦合係數 2

ek ，如圖 5-17(b)，實驗結果顯示當壓電層長度比為 1，

無因次化力電耦合係數約為 0.02532；當壓電層長度比為 0.67，無因次化力電耦合

係數約為 0.02977；當壓電層長度比為 0.5，無因次化力電耦合係數約為 0.03018；

當壓電層長度比為 0.33，無因次化力電耦合係數約為 0.03071。與圖 4-5(b)相比，
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相同尺寸模型之弱力電耦合振子，無因次化力電耦合係數的變化趨勢稍不同，實

驗結果為當壓電層長度比從 1 下降到 0.33，無因次化力電耦合係數逐漸增加，當

壓電層長度比為 0.33，無因次化力電耦合係數最大；當壓電層長度比為 0.5，無因

次化力電耦合係數次之；當壓電層長度比為 0.67，無因次化力電耦合係數第三；

當壓電層長度比為 1，無因次化力電耦合係數最小，而理論結果為當壓電層長度比

從 1 下降到 0.33，無因次化力電耦合係數逐漸增加再遞減，當壓電層長度比 0.5，

無因次化力電耦合係數最大，當壓電層長度比為 0.5，無因次化力電耦合係數最大；

當壓電層長度比為 0.67，無因次化力電耦合係數次之；當壓電層長度比為 0.33，

無因次化力電耦合係數第三；當壓電層長度比為 1，無因次化力電耦合係數最小。 

    無因次化機械阻尼係數
m
，如圖 5-17(c)，實驗結果顯示當壓電層長度比為 1，

無因次化機械阻尼係數約為 0.00441；當壓電層長度比為 0.67，無因次化機械阻尼

係數約為 0.00312；當壓電層長度比為 0.5，無因次化機械阻尼係數約為 0.00316；

當壓電層長度比為 0.33，無因次化機械阻尼係數約為 0.00377。與圖 4-5(c)相比，

相同尺寸模型之弱力電耦合振子，短路共振頻與開路共振頻的變化趨勢相同，皆

為當壓電層長度比為 1，無因次化機械阻尼係數最大；當壓電層長度比為 0.33，無

因次化機械阻尼係數次之；當壓電層長度比為 0.5，無因次化機械阻尼係數第三；

當壓電層長度比為 0.67，無因次化機械阻尼係數最小。 

    短路共振頻
scf 與開路共振頻

ocf ，如圖 5-17(d)與圖 5-17(e)，實驗結果顯示當壓

電層長度比為 1，短路共振頻與開路共振頻為 190.7Hz 與 193.1Hz；當壓電層長度

比為 0.67，短路共振頻與開路共振頻為 240.2Hz 與 243.75Hz；當壓電層長度比為

0.5，短路共振頻與開路共振頻為 220.3Hz 與 223.6Hz；當壓電層長度比為 0.33，短

路共振頻與開路共振頻為 196.8Hz 與 199.8Hz。與圖 4-5(d)與圖 4-5(e)相比，相同

尺寸模型之弱力電耦合振子，短路共振頻與開路共振頻的變化趨勢相同，皆為當

壓電層長度比為 0.67，短路共振頻與開路共振頻最高；當壓電層長度比為 0.5，短

路共振頻與開路共振頻次之；皆為當壓電層長度比為 0.33，短路共振頻與開路共
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振頻第三；當壓電層長度比為 1，短路共振頻與開路共振頻最低。 

    系統之等效質量M ，如圖 5-17(f)，實驗結果顯示當壓電層長度比為 1，系統

之等效質量約為 0.00182kg；當壓電層長度比為 0.67，系統之等效質量約為

0.00135kg；當壓電層長度比為 0.5，系統之等效質量約為 0.00124kg；當壓電層長

度比為 0.33，系統之等效質量約為 0.00119kg。與圖 4-5(f)相比，相同尺寸模型之

弱力電耦合振子，系統之等效質量的變化趨勢相同，皆為當壓電層長度比為 1，系

統之等效質量最大；當壓電層長度比為 0.67，系統之等效質量次之；當壓電層長

度比為 0.5，系統之等效質量第三；當壓電層長度比為 0.33，系統之等效質量最小。 
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

圖 5-17 KB 實驗之材料物理參數(a=0.1g) (a) 力電耦合係數 2 /e mk              

(b) 無因次化力電耦合係數 2

ek  (c) 無因次化機械阻尼係數
m

                   

(d) 短路共振頻
scf  (e) 開路共振頻

ocf  (f) 系統之等效質量M  

 

 



doi:10.6342/NTU201600269

 

93 
 

    接著探討壓電層長度比對發電功率的影響為何，本實驗室的主要研究為壓電

振動能量擷取，因此最在乎的是壓電振動懸臂樑之發電功率。 

    功率，如圖 5-18(a)，實驗結果顯示當壓電層長度比為 1，功率為 49.95μW；當

壓電層長度比為 0.67，功率約為 49.61μW；當壓電層長度比為 0.5，功率約為

46.08μW；當壓電層長度比為 0.33，功率約為 40.00μW。與圖 4-6(a)相比，相同尺

寸模型之弱力電耦合振子，功率的變化趨勢相同，皆為當壓電層長度比為 1，功率

最大；當壓電層長度比為 0.67，功率次之；當壓電層長度比為 0.5，功率第三；當

壓電層長度比為 0.33，功率最小。 

    固定端等效質量 bM ，如圖 5-18(b)，實驗結果顯示當壓電層長度比為 1，固定

端等效質量為0.00285kg；當壓電層長度比為0.67，固定端等效質量約為0.00225kg；

當壓電層長度比為 0.5，固定端等效質量約為 0.0020kg；當壓電層長度比為 0.33，

固定端等效質量約為0.0019kg。與圖4-6(b)相比，相同尺寸模型之弱力電耦合振子，

固定端等效質量的變化趨勢相同，皆為當壓電層長度比為1，固定端等效質量最大；

當壓電層長度比為 0.67，固定端等效質量次之；當壓電層長度比為 0.5，固定端等

效質量第三；當壓電層長度比為 0.33，固定端等效質量最小。 

    功率除以系統之等效質量，如圖 5-18(c)，又稱單位系統之等效質量的發電功

率，實驗結果顯示當壓電層長度比為 1，單位系統之等效質量的發電功率為

27404μW/kg；當壓電層長度比為 0.67，單位系統之等效質量的發電功率約為

34535μW/kg；當壓電層長度比為 0.5，單位系統之等效質量的發電功率約為

37161μW/kg；當壓電層長度比為 0.33，單位系統之等效質量的發電功率約為

33632μW/kg。與圖 4-6(c)相比，相同尺寸模型之弱力電耦合振子，單位系統之等

效質量的發電功率的變化趨勢相近，皆為當壓電層長度比為 0.33，單位系統之等

效質量的發電功率第三；當壓電層長度比為 1，單位系統之等效質量的發電功率最

小；當壓電層長度比為 0.67，單位系統之等效質量的發電功率低於當壓電層長度

比為 0.5，而理論結果則是兩者大小順序相反。 
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    功率除以總質量，如圖 5-18(d)，又稱單位質量的發電功率，實驗結果顯示當

壓電層長度比為1，單位質量的發電功率約為6968μW/kg；當壓電層長度比為0.67，

單位質量的發電功率約為 7197μW/kg；當壓電層長度比為 0.5，單位質量的發電功

率約為7606μW/kg；當壓電層長度比為0.33，單位質量的發電功率約為7028μW/kg。

與圖 4-6(d)相比，相同尺寸模型之弱力電耦合振子，單位質量的發電功率的變化趨

勢相反，實驗結果為當壓電層長度比從 1 下降到 0.5，單位質量的發電功率是逐漸

遞增，當壓電層長度比從 0.5 下降到 0.33，單位質量的發電功率則減少，當壓電層

長度比為 0.5，單位質量的發電功率最大；當壓電層長度比為 0.67，單位質量的發

電功率次之；當壓電層長度比為 0.33，單位質量的發電功率第三；當壓電層長度

比為 1，單位質量的發電功率最小，而理論結果為當壓電層長度比從 1下降到 0.33，

單位質量的發電功率是逐漸遞減，當壓電層長度比為1，單位質量的發電功率最大；

當壓電層長度比為 0.67，單位質量的發電功率次之；當壓電層長度比為 0.5，單位

質量的發電功率第三；當壓電層長度比為 0.33，單位質量的發電功率最小。 

    壓電片總質量的不同直接聯想到的就是成本，因壓電層的多寡直接影響到成

本問題，令人好奇如何能在最省成本的情況下，產生最大的功率，本實驗室的壓

電片皆為寰辰科技提供，從壓電片報價單上可知壓電材料相對應的價格。四種尺

寸壓電片的價格，如圖 5-18(e)，當壓電層長度比為 1，壓電片價格為 NT﹩315；

當壓電層長度比為 0.67，壓電片價格為 NT﹩294；當壓電層長度比為 0.5，壓電片

價格為 NT﹩252；當壓電層長度比為 0.33，壓電片價格為 NT﹩231，與圖 5-12(e)

相比，壓電片的價格相同，壓電片的價格與壓電材料為強力電耦合或弱力電耦合

無關。 

    功率除以價格，如圖 5-18(f)，又稱單位成本的發電功率，實驗結果顯示當壓

電層長度比為 1，單位成本的發電功率為 0.15959μW/NT；當壓電層長度比為 0.67，

單位成本的發電功率約為 0.15806μW/NT；當壓電層長度比為 0.5，單位成本的發

電功率約為 0.1834μW/NT；當壓電層長度比為 0.33，單位成本的發電功率約為
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0.17336μW/NT。與圖 4-6(d)相比，相同尺寸模型之弱力電耦合振子，單位成本的

發電功率的變化趨勢不同，實驗結果為當壓電層長度比為 0.5，單位成本的發電功

率最大；當壓電層長度比為 0.33，單位成本的發電功率次之；當壓電層長度比為 1，

單位成本的發電功率第三；當壓電層長度比為 0.67，單位成本的發電功率最小，

而理論結果為當壓電層長度比 1 下降到 0.33，單位成本的發電功率逐漸下降，即

當壓電層長度比為 1，單位成本的發電功率最大；當壓電層長度比為 0.67，單位成

本的發電功率次之；當壓電層長度比為 0.5，單位成本的發電功率第三；當壓電層

長度比為 0.33，單位成本的發電功率最小。 
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(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 

 

(e)                                 (f) 

圖 5-18 KB 材料物理參數(a=0.1g) (a) 功率 (b) 固定端等效質量              

(c) 功率/系統之等效質量(d) 功率/總質量 (e) 價格 (f) 功率/價格 
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等效機械阻尼係數的 值，如表 5-19，實驗結果顯示當壓電層長度比為 1，等

效機械阻尼係數的 值約為 10.525；當壓電層長度比為 0.67，等效機械阻尼係數

的 值約為 9.62；當壓電層長度比為 0.5，等效機械阻尼係數的 值約為 7.715；

當壓電層長度比為 0.33，等效機械阻尼係數的 值約為 9.245。由實驗結果發現，

在四種尺寸模型下，當壓電材料與基板皆為相同材料， 值可在相同的次序，取

四組平均則趨近 9.27625。 

 

表 5-19 KB 實驗之 值運算 

求  KB 60-60 KB 60-40 KB 60-30 KB 60-20 平均 

Energy-modal analysis 10.53 9.58 7.71 9.41 9.3075 

Energy-uniform load 10.52 9.66 7.72 9.08 9.245 
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 QA.KB 實驗結果比較 

    壓電振動懸臂樑數學模型由能量法得控制方程式，能量法的形狀函數可用模

態函數或均佈力負載兩種方法算出，由實驗結果顯示強力電耦合振子與弱力電耦

合振子在使用能量法量測的估計值趨勢相同，兩種形狀函數之能量法用於實驗所

算出的估計值曲線，估計曲線在最佳阻抗下的功率誤差極小，在遠離最佳阻抗的

電阻下的功率誤差則加大，但無論在何阻抗下，估計值曲線的趨勢皆與實驗曲線

吻合。模態函數之能量法的好處是曲線形狀較精準但計算繁雜，均佈力負載之能

量法的好處是運算快速。 

    將壓電振動懸臂樑數學模型比擬成 RLC 電路，將控制方程式改以等效電路模

型表示，由實驗結果顯示強力電耦合振子與弱力電耦合振子在使用等效電路法量

測的估計值趨勢相同，等效電路法用於實驗所算出的估計值曲線，估計曲線在最

佳阻抗的功率誤差極小，遠離最佳阻抗的電阻下之功率誤差則加大，但無論在何

阻抗下，估計值曲線的趨勢皆與實驗曲線吻合，好處是等效電路法用於實驗可在

材料尺寸與材料參數。等效電路法相比能量法的好處是無須材料形狀、材料參數

即可用於實驗，且曲線形狀精準。 

    力電耦合係數 2 /e mk ，如圖 5-11(a)與 5-17(a)，實驗結果顯示強力電耦合振子與

弱力電耦合振子的力電耦合係數變化趨勢相同，皆為當壓電層長度比為 0.5，力電

耦合強度最強；當壓電層長度比為 0.67，力電耦合強度次之；當壓電層長度比為

0.33，力電耦合強度第三；當壓電層長度比為 1，力電耦合強度最弱。數值部分，

力電耦合強度在相同尺寸模型下，強力電耦合振子約為弱力電耦合振子的兩倍，

所以力電耦合強度最強與最弱的差值，強力電耦合振子約為弱力電耦合振子的兩

倍。 

    無因次化力電耦合係數 2

ek ，如圖 5-11(b)與圖 5-17(b)，實驗結果顯示強力電耦

合振子與弱力電耦合振子的無因次化力電耦合係數變化趨勢相異，強力電耦合振

子為當壓電層長度比為 0.67，無因次化力電耦合係數最強；當壓電層長度比為 0.5，
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無因次化力電耦合係數次之；當壓電層長度比為 0.33，無因次化力電耦合係數第

三；當壓電層長度比為 1，無因次化力電耦合係數最弱，弱力電耦合振子為當壓電

層長度比為 0.33，無因次化力電耦合係數最大；當壓電層長度比為 0.5，無因次化

力電耦合係數次之；當壓電層長度比為 0.67，無因次化力電耦合係數第三；當壓

電層長度比為 1，無因次化力電耦合係數最小。數值部分，無因次化力電耦合係數

在相同尺寸模型下，強力電耦合振子約為弱力電耦合振子的 0.9 倍。 

    無因次化機械阻尼係數
m
，如圖 5-11(c)與圖 5-17(c)，實驗結果顯示強力電耦

合振子與弱力電耦合振子的無因次化機械阻尼係數變化趨勢相近，皆為當壓電層

長度比從 1 下降到 0.33，無因次化機械阻尼係數先遞減再遞增，不同點是強力電

耦合振子當壓電層長度比為 0.5，無因次化機械阻尼係數最小，弱力電耦合振子當

壓電層長度比為 0.67，無因次化機械阻尼係數最小。數值部分，無因次化機械阻

尼係數在相同尺寸模型下，強力電耦合振子約為弱力電耦合振子的 0.48 倍。 

    短路共振頻
scf 與開路共振頻

ocf ，如圖5-11(d)、圖5-11(e)、圖5-17(d)、圖5-17(e)，

實驗結果顯示強力電耦合振子與弱力電耦合振子的短路共振頻與開路共振頻變化

趨勢相近，皆為當壓電層長度比從 1 下降到 0.33，短路共振頻與開路共振頻先遞

增再遞減，不同點是強力電耦合振子當壓電層長度比為 0.5，短路共振頻與開路共

振頻最高，弱力電耦合振子當壓電層長度比為 0.67，短路共振頻與開路共振頻最

高。數值部分，短路共振頻與開路共振頻在相同尺寸模型下，強力電耦合振子約

為弱力電耦合振子的 1.05 倍。 

    系統之等效質量M ，如圖 5-11(f)與圖 5-17(f)，實驗結果顯示強力電耦合振子

與弱力電耦合振子的系統之等效質量變化趨勢相近，皆為當壓電層長度比從 1 下

降到 0.33，系統之等效質量逐漸遞減，皆為當壓電層長度比為 1，系統之等效質量

最大；當壓電層長度比為 0.67，系統之等效質量次之；當壓電層長度比為 0.5，系

統之等效質量第三；當壓電層長度比為 0.33，系統之等效質量最小。數值部分，

系統之等效質量在相同尺寸模型下，強力電耦合振子約相等於弱力電耦合振子。 
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    功率，如圖 5-12(a)與圖 5-18(a)，實驗結果顯示強力電耦合振子與弱力電耦合

振子的功率變化趨勢相同，皆為當壓電層長度比從 1 下降到 0.33，功率逐漸遞減，

皆為當壓電層長度比為 1，功率最大；當壓電層長度比為 0.67，功率次之；當壓電

層長度比為 0.5，功率第三；當壓電層長度比為 0.33，功率最小。數值部分，功率

在相同尺寸模型下，強力電耦合振子約為弱力電耦合振子的 1.84 倍，所以功率最

大與最小的差值，強力電耦合振子約為弱力電耦合振子的 1.84 倍。 

    固定端等效質量 bM ，如圖 5-12(b)與圖 5-18(b)，實驗結果顯示強力電耦合振

子與弱力電耦合振子的固定端等效質量變化趨勢相同，皆為當壓電層長度比從 1

下降到 0.33，固定端等效質量逐漸遞減，皆為當壓電層長度比為 1，固定端等效質

量最大；當壓電層長度比為 0.67，固定端等效質量次之；當壓電層長度比為 0.5，

固定端等效質量第三；當壓電層長度比為 0.33，固定端等效質量最小。數值部分，

固定端等效質量在相同尺寸模型下，強力電耦合振子約相等於弱力電耦合振子。 

    功率除以系統之等效質量，如圖 5-12(c)與圖 5-18(c)，又稱單位系統之等效質

量的發電功率，實驗結果顯示強力電耦合振子與弱力電耦合振子的單位系統之等

效質量的發電功率變化趨勢相近，皆為當壓電層長度比從 1 下降到 0.33，單位系

統之等效質量的發電功率先遞增再遞減，不同點是強力電耦合振子當壓電層長度

比為 0.5，單位系統之等效質量的發電功率最大，弱力電耦合振子當壓電層長度比

為 0.67，單位系統之等效質量的發電功率最大。數值部分，單位系統之等效質量

的發電功率在相同尺寸模型下，強力電耦合振子約為弱力電耦合振子的 1.87 倍。 

    功率除以總質量，如圖 5-12(d)與圖 5-18(d)，又稱單位質量的發電功率，實驗

結果顯示強力電耦合振子與弱力電耦合振子的單位質量的發電功率變化趨勢相同，

皆為當壓電層長度比為 0.5，單位質量的發電功率最大；當壓電層長度比為 0.67，

單位質量的發電功率次之；當壓電層長度比為 0.33，單位質量的發電功率第三；

當壓電層長度比為 1，單位質量的發電功率最小。數值部分，單位質量的發電功率

在相同尺寸模型下，強力電耦合振子約為弱力電耦合振子的 1.87 倍。 
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    壓電片的價格，如圖 5-12(e)與圖 5-18(e)，與壓電層的多寡有關，與壓電材料

為強力電耦合或弱力電耦合無關，所以強力電耦合振子與弱力電耦合振子的價格

相同，皆為當壓電層長度比為 1，壓電片價格為 315；當壓電層長度比為 0.67，壓

電片價格為 294；當壓電層長度比為 0.5，壓電片價格為 252；當壓電層長度比為

0.33，壓電片價格為 231。 

    功率除以價格，如圖 5-12(f)與圖 5-18(f)，又稱單位成本的發電功率，實驗結

果顯示強力電耦合振子與弱力電耦合振子的單位成本的發電功率變化趨勢相近，

皆可看出為當壓電層長度比從 1 下降到 0.33，單位成本的發電功率為先增加再遞

減，實驗結果為強力電耦合振子為當壓電層長度比為 0.5，單位成本的發電功率最

強；當壓電層長度比為 0.33，單位成本的發電功率次之；當壓電層長度比為 0.67，

單位成本的發電功率第三；當壓電層長度比為 1，單位成本的發電功率最弱，弱力

電耦合振子為當壓電層長度比為 0.5，單位成本的發電功率最大；當壓電層長度比

為 0.33，單位成本的發電功率次之；當壓電層長度比為 1，單位成本的發電功率第

三；當壓電層長度比為 0.67，單位成本的發電功率最小。數值部分，單位成本的

發電功率在相同尺寸模型下，強力電耦合振子約為弱力電耦合振子的 1.87 倍。 

    等效機械阻尼係數的 ，如表 5-10、表 5-19，實驗結果顯示強力電耦合振子

與弱力電耦合振子的等效機械阻尼係數的 皆在同次序且趨近於一定值。數值部

分，等效機械阻尼係數的 在相同尺寸模型下，強力電耦合振子約為弱力電耦合

振子的 0.57 倍。 
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Chapter 6. 結論與展望 

6-1 結論 

    本論文旨在設計與探討不同力電耦合強度之壓電振子應用於能量擷取，並提

供三種方法可用於實驗量測壓電振子之等效材料參數。壓電振動懸臂樑數學模型

以能量法為基礎，採用模態函數或均佈力負載兩種形狀函數來簡化壓電振子設計，

亦可引入等效電路模型，將壓電振動懸臂樑數學模型比擬成 RLC 電路，並採用雷

利阻尼的概念來定義振子的等效機械阻尼係數，最後定義壓電振子之力電耦合強

度為無因次化力電耦合係數除以無因次化機械阻尼係數，即可掌握整體壓電振子

之能量擷取的物理行為。 

1. 能量法用於實驗結果分析 

    壓電振動懸臂樑數學模型由能量法得控制方程式，能量法的形狀函數可用模

態函數或均佈力負載兩種方法算出，由實驗結果顯示，兩種形狀函數之能量法用

於實驗所算出的估計值曲線，估計曲線在最佳阻抗的功率誤差極小，遠離最佳阻

抗的電阻下之功率誤差則加大，但無論在何阻抗下，估計值曲線的趨勢皆與實驗

曲線吻合。模態函數之能量法的好處是曲線形狀較精準但計算繁雜，均佈力負載

之能量法的好處是運算快速。 

2. 等效電路法用於實驗結果分析 

    將壓電振動懸臂樑數學模型比擬成 RLC 電路，將控制方程式改以等效電路模

型表示，由實驗結果顯示，等效電路法用於實驗所算出的估計值曲線，估計曲線

在最佳阻抗的功率誤差極小，遠離最佳阻抗的電阻下之功率誤差則加大，但無論

在何阻抗下，估計值曲線的趨勢皆與實驗曲線吻合，好處是等效電路法用於實驗

可在材料尺寸與材料參數。等效電路法相比能量法的好處是無需材料形狀、材料

參數即可用於實驗，且曲線形狀精準。 

 



doi:10.6342/NTU201600269

 

103 
 

3. 強力電耦合振子與弱力電耦合的理論結果趨勢分析 

    由 5-3 節的實驗結果與 4-2 節的理論結果相比，顯示強力電耦合振子與弱力電

耦合振子的實驗結果與理論結果相符，因此結論由理論結果來作壓電振子之物理

量整體變化趨勢的敘述與分析。 

(a) 力電耦合強度 2 /e mk ，如圖 4-2(a)與 4-5(a)，理論結果顯示強力電耦合振子與弱

力電耦合振子的力電耦合係數變化趨勢相同，當壓電層長度比從 1 下降到 0，力電

耦合強度先增強再減弱，皆為當壓電層長度比約為 0.5 時，力電耦合強度最強。 

(b) 無因次化力電耦合係數 2

ek ，如圖 4-2(b)與圖 4-5(b)，理論結果顯示強力電耦合

振子與弱力電耦合振子的無因次化力電耦合係數變化趨勢相同，當壓電層長度比

從 1 下降到 0，無因次化力電耦合係數先漸增再遞減，皆為當壓電層長度比約為

0.5 時，無因次化力電耦合係數最大。 

(c) 無因次化機械阻尼係數
m
，如圖 4-2(c)與圖 4-5(c)，理論結果顯示強力電耦合

振子與弱力電耦合振子的無因次化機械阻尼係數變化趨勢相同，皆為當壓電層長

度比從 1 下降到 0，無因次化機械阻尼係數先遞減再漸增，皆為當壓電層長度比約

為 0.6 時，無因次化機械阻尼係數最小。 

(d) 短路共振頻
scf 與開路共振頻

ocf ，如圖 4-2(d)、圖 4-2(e)、圖 4-5(d)、圖 4-5(e)，

理論結果顯示強力電耦合振子與弱力電耦合振子的短路共振頻與開路共振頻變化

趨勢相同，皆為當壓電層長度比從 1 下降到 0，短路共振頻與開路共振頻先漸增再

遞減，皆為當壓電層長度比約為 0.55 時，短路共振頻與開路共振頻最高。 

(e) 功率，如圖 4-3(a)與圖 4-6(a)，理論結果顯示強力電耦合振子與弱力電耦合振

子的功率變化趨勢相同，皆為當壓電層長度比從 1 下降到 0，功率先遞減再漸增，

皆為當壓電層長度比約為 0.2 時，功率最小。 

(f) 功率除以系統之等效質量，如圖 4-3(c)與圖 4-6(c)，又稱單位系統之等效質量的

發電功率，理論結果顯示強力電耦合振子與弱力電耦合振子的單位系統之等效質

量的發電功率變化趨勢相同，皆為當壓電層長度比從 1 下降到 0，單位系統之等效
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質量的發電功率先漸增再遞減，皆為當壓電層長度比約為 0.65 時，單位系統之等

效質量的發電功率最大。 

(g) 功率除以總質量，如圖 4-3(d)與圖 4-6(d)，又稱單位質量的發電功率，理論結

果顯示強力電耦合振子與弱力電耦合振子的單位質量的發電功率變化趨勢相同，

皆為當壓電層長度比從 1 下降到 0，單位質量的發電功率先遞減再漸增，皆為當壓

電層長度比約為 0.3 時，單位質量的發電功率最小。 

(h) 壓電片的價格，如圖 5-12(e)與圖 5-18(e)，與壓電層的多寡有關，與壓電材料

為強力電耦合或弱力電耦合無關，所以強力電耦合振子與弱力電耦合振子的價格

相同，當壓電層長度比越大，壓電片的價格越高。 

(i) 功率除以價格，如圖 4-3(f)與圖 4-6(f)，又稱單位成本的發電功率，理論結果顯

示強力電耦合振子與弱力電耦合振子的單位成本的發電功率變化趨勢相同，皆為

當壓電層長度比從1下降到0，單位成本的發電功率先略升再略減，最後逐漸增加，

皆為當壓電層長度比約為 0.8 時，單位質量的發電功率有相對最大值，當壓電層長

度比約為 0.4 時，單位質量的發電功率最小。 

(j) 等效機械阻尼係數的 值，如表 5-10、表 5-19，實驗結果顯示強力電耦合振子

與弱力電耦合振子的等效機械阻尼係數的 值皆在同次序且趨近於一定值，且強

力電耦合振子的 值小於弱力電耦合振子的 值。 
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6-2 未來展望 

    本論文的壓電懸臂樑數學模型為雙壓電層且未貼滿之能量法，由 5-3 節的實驗

結果顯示力電耦合強度最弱約可到 5 左右，但本研究團隊期望能設計出力電耦合

強度小於 1 的振子，未來可考慮壓電懸臂樑數學模型為單壓電層且未貼滿之能量

法，如圖 6-1，但其能量法理論的困難點在於形狀函數採用模態函數法來計算時不

易解，因為壓電懸臂樑的斷面不對稱，如此原因可先採用較易解得的均佈力負載

法來得到形狀函數。 

 

 

圖 6-1 單壓電層且未貼滿之振動懸臂樑示意圖 
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Appendix 1. 模態函數 

A-1-1 模態分析法 

由模態分析法(Modal Analysis Method)求自由振動的懸臂樑共振行為。 

 

圖 A-1 自由振動的懸臂樑示意圖 

 

    由
10 ox L  段的自由體圖(Free Body Diagram , F.B.D.)可知其運動方程式

(Equation of Motion)為 

 

圖 A-2 
10 ox L  段的自由體圖 
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由(A.1.2)式得 
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將(A.1.3)式代入(A.1.1)且令  
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由樑之彎曲應力可知 
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                       (A.1.5) 

將(A.1.5)式代入(A.1.4)式可得
10 ox L  段的統御方程式(Governing Equation)為 

1
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同理，
1oL x L  段的統御方程式為  
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( )=a sin( ) cos( ) sinh( ) cosh

 0

    (  )      

o

o

x x b x c x d x x

x x b x

L

L Lc x d x x

    

    

   

   





 (A.1.8) 

    1 、 2 為此壓電懸臂樑結構的第一模態特徵值， 1a 、 1b 、 1c 、 1d 、 2a 、 2b 、

2c 、 2d 為相對應的係數。 
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10 ox L  段的四個邊界條件(Boundary Condition , B.C.)為 

1(0) 0     、  

1

1

1 0

0

x
x









  、  

1 2  ( ) ( )o oL L    、  

1 1

1 2

1 1
o ox L x L

x x

 

 

 


 
     (A.1.9) 

 

1oL x L  段的四個邊界條件(B.C.)為 

1 2( ) ( )o oL L    、  

1 1

1 2

1 1
o ox L x L

x x

 

 

 


 
  、  

1

2

1

2

1

0

x L
x









  、  

1

3

1

3

1

0

x L
x









  (A.1.10) 

 

    將(A.1.9)式和(A.1.10)式代入(A.1.8)式可得八條聯立方程式，又八條方程式可

求八項未知數，作法為將八條方程式表示成一矩陣，令其為 A，則當 det[A]=0，如

(A.1.11)式，表此聯立方程式有唯一解，將其用數學軟體 Mathematics，即可求出八

項未知數之間的關係，但無法表示出各別的值，最後僅可將每項表成統一與某一

未知數的關係式，而代回模型函數中，在能量法的等效材料參數表示式中，此未

知數會被消去；而在當 det[A]=0 時，也可找出對應的特徵值，即β1、β2，此為此

壓電懸臂樑結構的第一模態特徵值。  

 

                         

1

1

1

1

8 8

2

2

2

2

det[ ] [ ] 0

a

b

c

d
A

a

b

c

d



 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
  

                    (A.1.11)  
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以本文之 PZT-5A 60-30 為例，利用此算法可得其解之係數為 

                          

1

1 1

1 1

1 1

2 1

2 1

2 1

2 1

-1.41955

0.735047

-1.92472

-2.32998

 

   

   

   

   

   

 

2.65161

 

   

a

b a

c a

d b

a a

b a

c a

d a











 








 









                       (A.1.12) 

對應的第一模態特徵值為 

1

2

33.1846

36.4153













                          (A.1.13) 

    將(A.1.12)式與(A.1.13)式之參數代入(A.1.8)式可得此材料與尺寸下所對應的

形狀函數。 
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A-1-2 均佈力負載法 

求受一均佈力負載(Uniform Load Method)的懸臂樑之撓曲方程式，此撓曲方程

式可作為模態函數使用。 

 

 

圖 A-3 受一均佈力負載的懸臂樑示意圖 

 

靜力平衡 

 

圖 A-4 
1x L 段的自由體圖 

 

由自由體圖(F.B.D.)可得此斷面靜力平衡式為 

=0AM ：  

                               21

2
AM qL                       (A.1.14) 

=0AV ： 

                               AV qL                           (A.1.15) 
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選取 C 為參考點，繪出此受力樑的
M

YI
圖 

 

圖 A-5 受一均佈力附載的懸臂樑的
M

YI
圖 

 

    由力矩面積法(Moment-Area Method)的第二矩面理論可知，樑上任意點的 3 方

向位移為 

10 :ox L   

                      

3 2 2 4

0 1 1 1
1 1

1 1 1

( )
6( ) 4( ) 24( )

qL x qL x qx
y x

YI YI YI
  

                                     (A.1.16) 

 

1oL x L   

2

0

3

2

2 2 1 0 2

2

2
2

1 1 1

1 1 1

2 2 2 2

1 1 11

2

( ) ( ) ( )( )
2( )

2 1 1 3
=q[ ( )- -

2( ) 3 2( ) 2
            ( ) ( )

          

6( ) 4

1 1
( ( ) (6 3 2 4 (2 )]

2( ) 1
    

2

x

o o o o o o

o o o o

L

q
y x y L x x x L dx

EI

L L
x x x

YI YI Y
L L L L L L

L L

I

Lx L x
YI

x LL x

   

  

  



     (A.1.17) 

 

所以此自由振動之懸臂樑的模態函數可表為 1 1 1 1( ) ( )x y x  、 2 1 2 1( ) ( )x y x  。 
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Appendix 2. 有限元素軟體 COMSOL 3.5a 操作說明 

    啟動 COMSOL 後先點選平面應力(plane stress)的壓電模組，接著照著以下步

驟即可跑出 COMSOL 數值解。 

1. Draw mode-第一步要建模，按此選項後設定所需壓電片的尺寸，即長、寬、

高，在設定座標使其照所需的形式排列。 

2. Submain-按此選項可設定每塊模的屬性，即選擇材料、極化方向、damping，

也可從中查詢各材料的材料參數為何，亦或者可自行創造所需的材料並設定

其材料參數。 

3. Boundary-按此選項可設定邊界條件，每段邊界皆有力學邊界與電學邊界，如

固定端為振動基座、加速度值為何、上下外接一電阻...等。 

4. Global Expressions-先從options進入後點選ExpressionsGlobal expressions，

可設定欲得的物理量表示式為何。 

5. Solver Parameters-按此選項可設定求解方式，加以設定起始、終止值，及求解

相關條件。 

6. Global Variables Plot-經過求解後，按此選項可輸出欲得之物理量值與圖。 

 

 

圖 A-6 有限元素軟體 COMSOL 操作步驟示意圖 
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COMSOL 設定中，先前皆在 Submain 的 Damping 項給定 Loss factor 值，但給

定 Loss factor 值並無法立即得知對應的無因次化之機械阻尼係數
m 或等效機械阻

尼係數
m ，必須在複數平面上畫圓後才能推得，因此本論文採用 Rayleigh Damping

法。 

在COMSOL的Rayleigh Damping設定中，其表示式為
m M K    ，給定、

，則可跑出 COMSOL 數值法，因此可先利用能量法算出所需或本實驗室實驗上

可能的等效機械阻尼係數 m 再代入，如此一來的模擬較可得到所期望或較可在實

驗上實行的結果，此方法確實可以節省不少反覆修改畫圓的時間，而由 3-4-1 節可

看出，COMSOL 數值法與能量法用此方式，趨勢是符合且峰值不會誤差很大的。 
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