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中文摘要  

  為了探討波動度交易的本質，本文以局部波動度結合效率演算法模擬真實世界

的資產過程，並探討不同避險參數對於動態避險的損益分布影響。此外，以不同

局部波動曲面類比不同的市場情況，研究是否有特定的股價路徑對於損益會有重

大差異。研究發現，除了傾斜平面型以外，使用局部波動度避險的損益標準差較

使用隱含波動度的損益標準差略低，但不論何種局部波動曲面，使用隱含波動度

避險的損益平均較接近零。對於短天期選擇權而言，損益最佳股價路徑不會因為

使用隱含波動度或局部波動度避險而改變，但對於特定股價路徑使用不同波動度

避險對於損益會有明顯變化。 

 

 

關鍵字：效率演算法、波動度交易、局部波動度、動態避險 
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ABSTRACT 

 

 To explore the nature of volatility trading, this thesis uses local volatility combined 

with an efficient algorithm to simulate the real-world asset process and investigates the 

impact of different dynamic hedging strategies on the profit and loss distributions of 

dynamic hedging. In addition, different prototypical real-world local volatility surfaces 

are used. The study found that, except for the monotonic slanting slope type, the 

standard deviation of profit and loss using local volatility hedging was lower than that 

using implied volatility, but regardless of the local volatility surface, the averaged profit 

and loss using implied volatility hedging is closer to zero. For short-term options, the 

optimal stock price path for profit and loss will not change whether implied volatility or 

local volatility hedging is used. But different strategies under the same stock price path 

will yield significantly different profits and losses. 

 

 

Keywords: efficient algorithm, volatility trading, local volatility, dynamic hedging 
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第一章 緒論 

1.1文獻回顧與研究動機 

 

在金融市場上交易員首要任務是控制投資組合曝險的程度。一般而言，交易

員透過 Black-Scholes 歐式選擇權公式與市場上的交易資料，可推算希臘字母避

險參數來決定如何調整部位，以利降低曝險值。然而 Black-Scholes 模型假設波

動度為一常數，與市場狀況不符。對於選擇權的交易者而言，隱含波動率

（implied volatility）構成的隱含波動曲面（implied volatility surface）

意味著市場對於未來變化的預期，其重要性甚至超過選擇權價格本身。為了解決

隱含波動度並不為一常數這事實，許多研究在 Black-Scholes 模型基礎上，針對

股價隨機過程進行調整。例如 Hull and White（1987）假設股價隨機過程的波動

度為另一隨機過程，而 Merton（1976）則是將股價隨機過程加入跳躍調整項。然

而評價選擇權時，市場上找不到與之對應的衍生商品去對沖跳躍風險，進而無法

建構無風險投資組合去複製選擇權。此外，將股價波動度設為另一隨機過程將使

模型的參數估計困難許多。 

因此，局部波動度模型是一種較為折衷的方法，具體而言是將波動度假設為

股價與時間的函數，其優點在於它既能捕捉到真實市場波動度曲面，同時保留

Black-Scholes模型中無偏好的特性。此概念的最早應用是在 1993年 1月由 Mark 

Rubinstein 在 American Finance Association 的研討會提出，透過二元樹結合

局部波動度評價選擇權，而與之對應的連續時間應用最早由 Bruno Dupire 提出，

他透過觀察市場價格反推出資產的擴散方程，並證明在特定條件下風險中立測度

的資產擴散方程是唯一的。而局部波動度（local volatility）一詞最早是由

Emanuel Derman 和 Iraj Kani在高盛 1994 年研究報告中提出。 

Rubinstein （1994） 結合局部波動度的二元樹模型只能計算相同到期日的

選擇權價格，然而其演算法導出的隱含波動度並無法有效的對應到隱含波動曲面。
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Derman 與 Kani（1994）提出一向前生長的二元樹（後以 DK稱此二元數），每往

前一步設定新節點的履約價為前一節點的資產價格，如此做法可以結合市場上觀

察到的選擇權價格逼近隱含波動曲面，然而其過程需要大量的內插、外插去生成

二元樹。Derman、Kani 與 Chriss （1996） 透過增加一自由度提出三元樹模型

評價選擇權，雖然可以減少生成樹所需要的計算量，然而其過程的轉移機率會出

現負機率的情況。Barle 與 Cakici（1998）將樹節點的資產過程以遠期價格替換，

其演算法相對於（DK）較少出現負機率的情況，但其二元樹只能評價歐式選擇權。

後續有許多研究建立在局部波動模型並結合二元樹或三元樹評價選擇權，但相關

演算法並不能保證轉移機率合法。Lok 與 Lyuu（2019） 提出一效率演算法，並

證明局部波動度在特定條件下其三元樹的轉移機率可以被正確定義，且能夠很好

的捕捉真實市場的隱含波動度曲面。  

Dumas、Fleming 與 Whaley （1998）認為以 Black-Scholes模型導出的避險

參數比以局部波動度導出的避險參數更能有效的捕捉市場風險，並認為越簡單的

模型越好。然而其局部波動模型是利用其主觀給定的局部波動度函數結合 Dupire

偏微分方程估計參數，且其避險實驗只是比較市場選擇權的報價和局部波動模型

產生選擇權的價格的差異，研究結論容易受到市場實際資料影響。Crépey （2004） 

將 Black-Scholes 公式的波動度以局部波動度替代進行避險實驗，發現當波動度

為負偏態分布的情況下，以局部波動度導出的避險參數避險效果較 Black-

Scholes模型導出的避險參數還要好。 

 動態避險目的是使投資組合的價值不受標的資產價格變化影響。通常是透過

持有一定比例的標的資產，複製衍生品在到期時的收益，這種避險方法也稱為

Delta 中性策略。為了能夠正確模擬避險損益，有別於評價資產的風險中立測度，

決定真實世界下的資產過程更為重要。本研究基於 Lok 與 Lyuu（2019） 提出之

效率演算法模擬真實世界的市場，並模擬動態 Delta 中性策略在不同局部波動曲

面對損益的影響。 
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第二章 局部波動度概要 

2.1局部波動模型與瞬時波動度 

 

圖 1：兩平行世界的股價路徑示意圖 

本論文認為某種程度上歐式選擇權的價值與到期日之前的股價分布無直接相

關，只與到期時的股價分布有關。想像有兩平行世界在給定 𝑡 = 0 的資訊下，股

價未來所有可能的路徑如圖 1 所示。客觀而言，無論真實股價於選擇權到期日之

前如何改變，所有市場參與者都知道期末股價分布會一樣。因此在給定資訊流 

{𝐹0} 的條件下，若市場是完備的則無套利投資組合可以被建構出來，理論上兩平

行世界在 𝑡 = 0 的選擇權價格應該相等。 

 此外，Lee（2005）證明隱含波動度的平方是瞬時波動度的平方在某個測度

下的平均值，Gatheral（2006）用非常淺顯易懂的方法連結隱含波動度和路徑上

瞬時波動度的關係 ，請見附錄說明。 
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第三章 研究方法與局部波動曲面 

3.1 效率演算法與局部波動曲面 

 

效率演算法以三元樹為基礎並結合局部波動模型評價選擇權，該模型假設於

風險中立世界 Q 股價服從隨機過程： 

𝑑 ln(𝑆𝑡) = [𝑟 −
𝜎(𝑆𝑡, 𝑡)2

2
] 𝑑𝑡 + 𝜎(𝑆𝑡, 𝑡)𝑑𝑊𝑡. 

而真實世界 P 股價服從隨機過程： 

𝑑 ln(𝑆𝑡) = [𝜇 −
𝜎(𝑆𝑡, 𝑡)2

2
] 𝑑𝑡 + 𝜎(𝑆𝑡, 𝑡)𝑑𝑊𝑡. 

其中 𝑆𝑡 為股票在時間 𝑡 之價格，𝜎(𝑆𝑡, 𝑡) 為局部波動函數，𝑊𝑡 為標準布朗

運動，𝑟 為無風險利率，𝜇 為真實世界下股價報酬率。為確保評價選擇權機率合

法，必須假設局部波動函數有一上界 sup
0≤𝑡≤𝑇

σ(St, t) ≤  σUB。  

於風險中立世界 Q 下，定義三元樹之上升、持平、下降的狀態轉移機率分別

為 𝑃𝑢、𝑃𝑚、𝑃𝑑。狀態轉移機率必須滿足限制式： 

𝑃𝑢 + 𝑃𝑚 + 𝑃𝑑 = 1, 

𝑃𝑢𝑢 + 𝑃𝑑𝑑 = [𝑟 −
𝜎(𝑆𝑡, 𝑡)2

2
] 𝛥𝑡, 

𝑃𝑢𝑢2 + 𝑃𝑑𝑑2 − (𝑃𝑢𝑢 + 𝑃𝑑𝑑)2 = 𝜎2(𝑆𝑡, 𝑡)𝛥𝑡. 

 

其中 u、m、d 分別代表股價於上升、持平、下降的對數報酬率。並定義： 

𝑢 = 𝜎UB√𝛥𝑡, 

𝑚 = 0, 

𝑑 = −𝜎UB√𝛥𝑡. 

另一方面，Dupire（1994）藉由 Fokker-Planck 方程證明描述股價擴散方程

的波動度可由一系列不同履約價的歐式選擇權唯一決定，其關係如下如下： 
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σlocal vol
2 (𝐾, 𝑇) =

𝜕𝐶
𝜕𝑇

1
2 𝐾2 𝜕2𝐶

𝜕𝐾2 
. 

本研究將探討四種不同局部波動度曲面，分別是碗型、單峰型、傾斜平面型

與水平面型（即 Black-Scholes的常數波動率假設）。最後，針對前傾、後傾、左

傾、右傾等四種傾斜平面的局部波動率模型進行避險模擬，其定性實驗結果可供

交易員作為判斷之依據。值得一提的是，單峰型（碗型）表示股價於特定時間波

動大幅增加（減少）。前者例如投資人往往會在連續假期前大量減碼，避免假期

間出現重大消息使部位面臨不可控之虧損，此情形可以單峰型表示之。後者的案

例為基金經理人往往於指數大幅上漲時會大量賣買權組合成掩護性買權

（covered call）策略，使隱含波動度於特定時間大幅降低，此情形可以碗型表

示之。 

 

   
單峰型                    碗型                 傾斜平面型                水平面 
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3.2動態 Delta中性策略損益分布推導 

 

若股價符合對數常態分配，定義實際波動度（𝜎𝑟
2）為股價路徑在極短單位時

間實際擴散的程度，則動態 Delta 中性策略的損益來自於隱含波動度（𝜎𝑖
2）和實

際波動度（𝜎𝑟
2）的差異，證明思路如下： 

在連續時間下 1 單位買權長部位和 
∂C

𝜕𝑆
 單位股票短部位構成一無風險投資組

合 𝑋，則投資組合價值全微分式可以表示為： 

d𝑋 = d (C −
∂C

𝜕𝑆
𝑆) − 𝑟 (𝐶 −

∂C

𝜕𝑆
𝑆) 𝑑𝑡. 

其中 d (C −
∂C

𝜕𝑆
𝑆) 可以理解為買權和股票在單位時間的變化，𝑟 (𝐶 −

∂C

𝜕𝑆
𝑆) 為期

初存入銀行的經過單位時間的報酬。將上式展開後可得： 

d𝑋 = dC − d (
∂C

∂S
𝑆) − 𝑟 (𝐶 −

∂C

𝜕𝑆
𝑆) 𝑑𝑡, 

≅ 𝑑𝐶 −
∂C

∂S
𝑑𝑆 − 𝑟 (𝐶 −

∂C

𝜕𝑆
𝑆) 𝑑𝑡, 

≅
𝜕𝐶

𝜕𝑡
𝑑𝑡 +

𝜕𝐶

𝜕𝑆
𝑑𝑆 +

1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑆2
𝑑𝑆2 −

∂C

∂S
𝑑𝑆 − 𝑟 (𝐶 −

∂C

𝜕𝑆
𝑆) 𝑑𝑡, 

≅
𝜕𝐶

𝜕𝑡
𝑑𝑡 +

1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑆2
𝑑𝑆2 − 𝑟 (𝐶 −

∂C

𝜕𝑆
𝑆) 𝑑𝑡, 

≅ (
𝜕𝐶

𝜕𝑡
− 𝑟𝐶 −

∂C

𝜕𝑆
𝑆𝑟) 𝑑𝑡 +

1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑆2
𝑆2𝜎𝑟

2𝑑𝑡, 

≅
1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑆2
𝑆2(𝜎𝑟

2 − 𝜎𝑖
2)𝑑𝑡. 

其中上式 
1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑆2 𝑑𝑆2的經濟意涵表示 Black-Scholes Gamma 受到股價對於投資

組合的總變動量，所以須以實際波動度（𝜎𝑟
2）體現 𝑑𝑆2於極短時間下的變動量。

更準確而言，動態 Delta中性策略獲利主要來自於部位的 Gamma值和波動度的差

異，其中 𝜎𝑟
2 代表股價路徑在極短單位時間擴散的程度，因此於單位時間下實際

抽樣實際波動度（𝜎𝑟
2）大於隱含波動度（𝜎𝑖

2）的機率有如下關係： 

P(𝜎𝑟
2𝑑𝑡 > 𝜎𝑖

2𝑑𝑡) = P(σ2𝑑𝑡 × (𝑑𝑧)2 > 𝜎2𝑑𝑡) = P(χ2(1) > 1) . 
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由此可知，在股價過程為常數的情況下，動態 Delta中性策略的損益分配會

接近某個自由度的非中心卡方分布（noncentral chi-squared distribution），

整體損益分配會出現非對稱的現象。Boyle（1980）也提出動態 Delta 中性策略

的損益分配是自由度為 1的非中心卡方分配，然而文章並沒有給出詳細的證明。 

 

3.3避險參數定義 

 

本研究以 1 單位買權長部位（long position on call）和 Delta 單位股票

短部位（short position on stock）構成動態 Delta中性策略，模擬十萬條股價

路徑在不同局部波動曲面上使用隱含波動度、局部波動度和最小變異數避險參數

對於損益分布的影響，其餘買權短部位、賣權長部位和賣權短部位於附錄參考。 

另一方面為驗證實驗穩健性，針對一年期選擇權數值實驗新增以下三種不同的局

部波動曲面。 

 
           山峰峽谷型                波浪型                前傾波浪型 

 

定義以隱含波動度避險表示交易員以 Black-Scholes公式中的 𝑁(𝑑1) 當作

避險參數進行避險。具體而言，假設波動度為常數的情況下，選擇權價格在連續

時間下有如下關係： 

Ct = 𝑆t𝑁(𝑑1) − 𝐾𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)𝑁(𝑑2). 

𝑁(𝑑1) 的經濟意涵表示若以股票為計價單位買權於價內機率，𝑁(𝑑2) 則是以貨幣
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市場為計價單位買權於價內的機率。 

定義以局部波動度避險表示交易員以三元樹對應的股價變化和買權價值的變

化決定持有多少部位進行避險。具體而言，三元樹之上升、持平、下降的股價分

別為 𝑆𝑢、𝑆𝑚、𝑆𝑑，而買權上升、持平、下降的價值分別為 𝐶𝑢、𝐶𝑚、𝐶𝑑，則定

義局部波動度避險參數為： 

Δloc vol =
Cu − Cd

Su − Sd
. 

定義以最小變異數避險參數表示交易員以對於投資組合價值變化最小的避險

參數進行避險。令隨機變數 𝑋 為投資組合價值變動量，則每經過 𝛥𝑡 時間，隨

機變數 𝑋 之二階原動差可以表示為： 

 

E(X2) = Pu[(𝐶𝑢 − 𝐶0) + Δ(𝑆0 − 𝑆𝑢)]2 + Pm[(𝐶𝑚 − 𝐶0) + Δ(𝑆0 − 𝑆𝑚)]2 +

Pd[(𝐶𝑑 − 𝐶0) + Δ(𝑆0 − 𝑆𝑑)]2.  

 

由上式可以看出投資組合價值變動量為二次方程，因此使的投資組合變異數最小

化的避險參數為： 

 

Δmin =
Pu(S0 − Su)(C0 − Cu) + Pm(S0 − Sm)(C0 − Cm) + Pd(S0 − Sd)(C0 − Cd)

Pu(S0 − Su)2 + Pm(S0 − Sm)2 + Pd(S0 − Sd)2
. 
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第四章 數值實驗結果 

4.1至 4.7節以一個月到期的選擇權為範例，4.8至 4.13節以一年期的選擇權為

範例，初始值設定為 𝑆0   =  100、𝐾 =  100、𝑟 =  0，並假設真實世界中標的資

產的年化報酬率 𝜇 =  0.1。另一方面，最小變異數避險參數與局部波動度避險參

數數值極為接近，因此避險損益路徑僅展示以局部波動度與隱含波動度避險之實

驗結果。  

4.1 局部波動度曲面：碗型 

 

 

圖 2：風險中立世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 
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圖 3：風險中立世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 

 

 

圖 4：真實世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 



doi:10.6342/NTU202200576

11 
 

 

圖 5：真實世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 

 

 

 

圖 6：真實世界下使用隱含波動度（左）和局部波動度（右）避險損益最佳前 100 條路徑 

 

 

 



doi:10.6342/NTU202200576

12 
 

 

 

圖 7：真實世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100 條路徑（左）和局部波動避險相對隱含波動

避險最佳前 100 條路徑（右） 

 

 

圖 8：局部波動度與避險參數差異（ΔBS − ΔLV） 
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4.2 局部波動度曲面：單峰型 

 

 

圖 9：風險中立世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 

 

圖 10：風險中立世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 
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圖 11：真實世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 

 

圖 12：真實世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 
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圖 13：真實世界下使用隱含波動度（左）和局部波動度（右）避險損益最佳前 100 條路徑 

 

 

圖 14：真實世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100 條路徑（左）和局部波動避險相對隱含波動

避險最佳前 100 條路徑（右） 
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圖 15：局部波動度與避險參數差異（ΔBS − ΔLV） 

 

 

4.3 局部波動度曲面：水平面 

 

 

圖 16：風險中立世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 
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圖 17：風險中立世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 

 

 

圖 18：真實世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 
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圖 19：真實世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 

 

 

 

圖 20：真實世界下使用隱含波動度（左）和局部波動度（右）避險損益最佳前 100 條路徑 
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圖 21：真實世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100 條路徑（左）和局部波動避險相對隱含波動

避險最佳前 100 條路徑（右） 

 

 

圖 22：局部波動度與避險參數差異（ΔBS − ΔLV） 
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4.4 局部波動度曲面：前傾斜平面 

 

 

圖 23：風險中立世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 

 

圖 24：風險中立世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 
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圖 25：真實世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 

 

圖 26：真實世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 
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圖 27：真實世界下使用隱含波動度（左）和局部波動度（右）避險損益最佳前 100 條路徑 

 

 

 

 

圖 28：真實世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100 條路徑（左）和局部波動避險相對隱含波

動避險最佳前 100 條路徑（右） 
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圖 29：局部波動度與避險參數差異（ΔBS − ΔLV） 

 

4.5 局部波動度曲面：後傾斜平面 

 

 

圖 30：風險中立世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 
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圖 31：風險中立世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 

 

 

圖 32：真實世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 
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圖 33：真實世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 

 

 

 

圖 34：真實世界下使用隱含波動度（左）和局部波動度（右）避險損益最佳前 100 條路徑 
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圖 35：真實世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100 條路徑（左）和局部波動避險相對隱含波

動避險最佳前 100 條路徑（右） 

 

 

圖 36：局部波動度與避險參數差異（ΔBS − ΔLV） 
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4.6 局部波動度曲面：左傾斜平面 

 

 

圖 37：風險中立世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 

 

圖 38：風險中立世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 
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圖 39：真實世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 

 

圖 40：真實世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 
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圖 41：真實世界下使用隱含波動度（左）和局部波動度（右）避險損益最佳前 100 條路徑 

 

 

 

圖 42：真實世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100 條路徑（左）和局部波動避險相對隱含波

動避險最佳前 100 條路徑（右） 
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圖 43：局部波動度與避險參數差異（ΔBS − ΔLV） 

 

4.7 局部波動度曲面：右傾斜平面 

 

 

圖 44：風險中立世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 
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圖 45：風險中立世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 

 

 

圖 46：真實世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 
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圖 47：真實世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 

 

 

 

圖 48：真實世界下使用隱含波動度（左）和局部波動度（右）避險損益最佳前 100 條路徑 
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圖 49：真實世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100 條路徑（左）和局部波動避險相對隱含波

動避險最佳前 100 條路徑（右） 

 

 

圖 50：局部波動度與避險參數差異（ΔBS − ΔLV） 
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4.8 局部波動度曲面：碗型 

 

 

圖 51：風險中立世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 

 

圖 52：風險中立世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 
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圖 53：真實世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 

 

圖 54：真實世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 
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圖 55：真實世界下使用隱含波動度（左）和局部波動度（右）避險損益最佳前 100 條路徑 

 

 

 

圖 56：真實世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100 條路徑（左）和局部波動避險相對隱含波

動避險最佳前 100 條路徑（右） 
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4.9 局部波動度曲面：單峰型 

 

 

圖 57：風險中立世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 

 

圖 58：風險中立世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 
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圖 59：真實世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 

 

圖 60：真實世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 
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圖 61：真實世界下使用隱含波動度（左）和局部波動度（右）避險損益最佳前 100 條路徑 

 

 

 

圖 62：真實世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100 條路徑（左）和局部波動避險相對隱含波

動避險最佳前 100 條路徑（右） 
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4.10 局部波動度曲面：前傾平面型 

 

 

圖 63：風險中立世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 

 

圖 64：風險中立世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 
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圖 65：真實世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 

 

圖 66：真實世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 

 

 



doi:10.6342/NTU202200576

42 
 

 

圖 67：真實世界下使用隱含波動度（左）和局部波動度（右）避險損益最佳前 100 條路徑 

 

 

  

圖 68：真實世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100 條路徑（左）和局部波動避險相對隱含波

動避險最佳前 100 條路徑（右） 
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4.11 局部波動度曲面：前傾波浪型 

 

 

圖 69：風險中立世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 

 

圖 70：風險中立世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 
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圖 71：真實世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 

 

圖 72：真實世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 
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圖 73：真實世界下使用隱含波動度（左）和局部波動度（右）避險損益最佳前 100 條路徑 

 

 

 

圖 74：真實世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100 條路徑（左）和局部波動避險相對隱含波

動避險最佳前 100 條路徑（右） 
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4.12 局部波動度曲面：山峰峽谷型 

 

 

圖 75：風險中立世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 

 

圖 76：風險中立世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 
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圖 77：真實世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 

 

圖 78：真實世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 
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圖 79：真實世界下使用隱含波動度（左）和局部波動度（右）避險損益最佳前 100 條路徑 

 

 

 

圖 80：真實世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100 條路徑（左）和局部波動避險相對隱含波

動避險最佳前 100 條路徑（右） 
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4.13 局部波動度曲面：波浪型 

 

 

圖 81：風險中立世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 

 

圖 82：風險中立世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 
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圖 83：真實世界下以隱含波動度避險（左）和局部波動度避險（右）損益分布 

 

 

圖 84：真實世界下以最小變異數避險參數避險損益分布 
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圖 85：真實世界下使用隱含波動度（左）和局部波動度（右）避險損益最佳前 100 條路徑 

 

 

 

圖 86：真實世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100 條路徑（左）和局部波動避險相對隱含波

動避險最佳前 100 條路徑（右） 
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第五章 結論 

除了傾斜平面型以外，使用局部波動度避險的損益標準差較使用隱含波動度

的損益標準差略低，但不論何種局部波動曲面，使用隱含波動度避險的損益平均

較接近零。對於短天期選擇權而言，損益最佳股價路徑不會因為使用隱含波動度

或局部波動度避險而改變，但對於特定股價路徑使用不同波動度避險對於損益會

有明顯變化。值得注意的是以最小變異數避險參數避險與以局部波動度進行避險

其損益分布極為接近。另一方面，長天期選擇權其 Gamma 值於價平時相較於短天

期選擇權低，損益最佳股價路徑面對局部波動度的變化不如短天期敏感。 

若持有長部位選擇權，則應於以下不同情況挑選不同的波動度避險： 

  
股 價 繞

過極值 

股 價 穿

過極值 

股價於前

期波動幅

度小 

股價於前

期波動幅

度大 

股 價 趨

勢上漲 

股 價 趨

勢下跌 

股 價 趨

勢不變 

碗型 

隱含波動

度        

局部波動

度        

單峰型 

隱含波動

度        

局部波動

度        

前傾 

隱含波動

度        

局部波動

度        

左傾 

隱含波動

度        

局部波動

度        

右傾 

隱含波動

度        

局部波動

度        

後傾 

隱含波動

度        

局部波動

度        
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附錄一：局部波動模型與路徑瞬時波動度 

Lee（2005）證明隱含波動度的平方是瞬時波動度的平方在某個測度下的平均值，

Gatheral（2006）用非常淺顯易懂的方法連結隱含波動度和路徑上瞬時波動度的

關係，本論文將其證明思路和作者的理解說明如下： 

為了連結路徑上於時點的 𝑡 的瞬時波動度和隱含波動度的關係，必須先定義未來

隱含變異數（Black-Scholes forward implied variance）： 

𝐹𝑉𝐾,𝑇(𝑡) ≔  
𝐸[𝜎𝑡

2𝑆𝑡
2Γ𝐵𝑆(𝑆𝑡, 𝜎(𝑡))|𝐹0]

𝐸[𝑆𝑡
2Γ𝐵𝑆(𝑆𝑡, 𝜎(𝑡))|𝐹0]

. 

其中 Black-Scholes gamma 定義為： 

ΓBS(𝑆𝑡, 𝜎(𝑡)) ∶=
𝜕2

𝜕𝑆𝑡
2 𝐶𝐵𝑆(𝑆𝑡, 𝐾, 𝜎(𝑡), 𝑇 − 𝑡). 

如此定義未來隱含變異數的理由是 dollar gamma 為描述期末報酬分布的一種手段，

具體而言，𝐹𝑉𝐾,𝑇(𝑡)  是給定 𝑡 = 0  的資訊下對於未來實際波動的期望值

（expected instantaneous variance）。另一方面，可以證明在某些條件下隱含

波動度的平方 𝜎(𝑡)2 乘上時間（𝑇 − 𝑡）剛好就是 𝐹𝑉𝐾,𝑇(𝑡) 於剩餘時間的累積量 

（implied forward total variance）。 

𝜎(𝑡)2 =
1

𝑇 − 𝑡
∫ 𝐹𝑉𝐾,𝑇(𝑢)𝑑𝑢

𝑇

𝑡

. 

為了更好理解波動度過程和路徑的關係，買權價值可以表示如下： 

𝐶(S0, K, T) = E[(𝑆𝑇 − 𝐾)+|𝐹0], 

= E[𝐶𝐵𝑆(𝑆𝑇 , 𝐾, 𝜎(𝑇), 0)|𝐹0)], 

= E[𝐶𝐵𝑆(𝑆𝑇 , 𝐾, 𝜎(𝑇), 0) + 𝐶𝐵𝑆(𝑆0, 𝐾, 𝜎(0), 𝑇) − 𝐶𝐵𝑆(𝑆0, 𝐾, 𝜎(0), 𝑇)|𝐹0)], 

= 𝐶𝐵𝑆(𝑆0, 𝐾, 𝜎(0), 𝑇) + E[𝐶𝐵𝑆(𝑆𝑇 , 𝐾, 𝜎(𝑇), 0) − 𝐶𝐵𝑆(𝑆0, 𝐾, 𝜎(0), 𝑇)|𝐹0)], 

= 𝐶𝐵𝑆(𝑆0, 𝐾, 𝜎(0), 𝑇) + E [∫ 𝑑𝐶𝐵𝑆(𝑆𝑡, 𝐾, 𝜎(𝑡), 𝑇 − 𝑡)
𝑇

0

|𝐹0] , 

= 𝐶𝐵𝑆(𝑆0, 𝐾, 𝜎(0), 𝑇)

+ E [∫ {
𝜕𝐶𝐵𝑆

𝜕𝑆𝑡
𝑑𝑆𝑡 +

𝜕𝐶𝐵𝑆

𝜕𝑡
𝑑𝑡 +

1

2
𝜎𝑡

2𝑆𝑡
2

𝜕2𝐶𝐵𝑆

𝜕𝑆𝑡
2 𝑑𝑡}

𝑇

0

|𝐹0]. 
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另外，根據定義買權時間價值有如下關係： 

𝜕𝐶𝐵𝑆

𝜕𝑡
= −

1

2
𝐹𝑉𝐾,𝑇(𝑡)𝑆𝑡

2
𝜕2𝐶𝐵𝑆

𝜕𝑆𝑡
2 . 

因此，買權價值可以改寫如下： 

C(S0, K, T) = 𝐶𝐵𝑆(𝑆0, 𝐾, 𝜎(0), 𝑇)

+ E [∫ {
𝜕𝐶𝐵𝑆

𝜕𝑆𝑡
𝑑𝑆𝑡 +

1

2
{𝜎𝑡

2 − 𝐹𝑉𝐾,𝑇(𝑡)}𝑆𝑡
2

𝜕2𝐶𝐵𝑆

𝜕𝑆𝑡
2 𝑑𝑡}

𝑇

0

|𝐹0] , 

= 𝐶𝐵𝑆(𝑆0, 𝐾, 𝜎(0), 𝑇) + E [∫ {
1

2
{𝜎𝑡

2 − 𝐹𝑉𝐾,𝑇(𝑡)}𝑆𝑡
2

𝜕2𝐶𝐵𝑆

𝜕𝑆𝑡
2 𝑑𝑡}

𝑇

0

|𝐹0] , 

= 𝐶𝐵𝑆(𝑆0, 𝐾, 𝜎(0), 𝑇). 

由以上結果可知隱含波動度就是路徑上的瞬時波動度在某個測度下的平均。 

σBS(K, T)2 = 𝜎(0)2 =
1

𝑇
∫

𝐸[𝜎𝑡
2𝑆𝑡

2Γ𝐵𝑆(𝑆𝑡, 𝜎(𝑡))|𝐹0]

𝐸[𝑆𝑡
2Γ𝐵𝑆(𝑆𝑡, 𝜎(𝑡))|𝐹0]

𝑑𝑡
𝑇

0

. 

為了將以上結果用更直覺的方法說明清楚，可以換個角度想若已知真實世界下於

時點 𝑡 的資訊那連結真實世界測度 P和風險中立世界測度 Q的 Radon-Nikodym導

數可以定義如下： 

𝑑𝑃

𝑑𝑄
∶=

𝑆𝑡
2Γ𝐵𝑆(𝑆𝑡, 𝜎(𝑡))

𝐸[𝑆𝑡
2Γ𝐵𝑆(𝑆𝑡, 𝜎(𝑡))|𝐹0]

 . 

係因 𝑆𝑡
2Γ𝐵𝑆(𝑆𝑡, 𝜎(𝑡)) 為於時點 𝑡 描述選擇權期末報酬的分布，上式的分子隱含

真實世界下的機率密度分布的資訊，分母則隱含風險中立機率密度分布的資訊。

值得注意的是，選擇權對履約價的二次偏微分可以描述股價的風險中立機率分布

（見圖 87）。 
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圖 87：選擇權導數和機率分布關係示意圖 

 

若假設風險中立機率分布為 𝑓Q(𝑆𝑡, 𝑡; 𝑆0) ，則連結真實世界和風險中立世界的瞬

時波動度於可以概略的表達如下： 

EP[𝜎𝑡
2] = EQ [𝜎𝑡

2
𝑑𝑃

𝑑𝑄
] , 

= ∫ E𝑄[𝜎𝑡
2|𝑆𝑡]

𝑆𝑡
2Γ𝐵𝑆(𝑆𝑡)

E[𝑆𝑡
2Γ𝐵𝑆(𝑆𝑡)|𝐹0]

𝑓Q(𝑆𝑡, 𝑡; 𝑆0)𝑑𝑆𝑡 , 

= ∫ E𝑄[𝜎𝑡
2|𝑆𝑡]𝑓𝑃(𝑆𝑡; 𝑆0, 𝐾, 𝑇)𝑑𝑆𝑡. 

另外定義 𝑓𝑃(𝑆𝑡; 𝑆0, 𝐾, 𝑇) 為真實世界的機率密度函數為： 

𝑓𝑃(𝑆𝑡; 𝑆0, 𝐾, 𝑇) ∶=
𝑓Q(𝑆𝑡, 𝑡; 𝑆0)𝑆𝑡

2Γ𝐵𝑆(𝑆𝑡)

E[𝑆𝑡
2Γ𝐵𝑆(𝑆𝑡)|𝐹0]

. 

觀察上式可以發現其分子剛好為固定兩端點的機率分布相乘，因此可以想像 

𝑓𝑃(𝑆𝑡; 𝑆0, 𝐾, 𝑇) 為某種布朗橋機率分布，Gatheral（2006）更認為隱含波動度約

為通過布朗橋機率分布最高點的路徑的波動度的平均（見圖 3）。 

 

 



doi:10.6342/NTU202200576

58 
 

 

圖 88：通過布朗橋機率分布最高點的路徑以紅色虛線表示，其路徑的波動度的平

均為隱含波動度 

 

另一方面 Bennett（2014）則是將隱含波動度視為未來所有股價路徑至履約價的

平均波動度（見圖 4）。 

 

圖 89：局部波動度和隱含波動度之關係（Bennett, 2014） 
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附錄二：持有不同部位對於避險損益分布路徑趨勢影響（碗型） 

 

圖 90：買權長部位避險損益分布（左）買權短部位避險損益分布（右） 

 

 

圖 91：賣權長部位避險損益分布（左）賣權短部位避險損益分布（右） 
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圖 92：風險中立世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100條路徑，買權長部位路徑趨勢（左）買

權短部位路徑趨勢（右） 

 

 

圖 93：風險中立世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100條路徑，賣權長部位路徑趨勢（左）賣

權短部位路徑趨勢（右） 
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圖 94：風險中立世界下局部波動避險相對隱含波動避險最佳前 100條路徑，買權長部位路徑趨勢（左）買

權短部位路徑趨勢（右） 

 

 

 

圖 95：風險中立世界下局部波動避險相對隱含波動避險最佳前 100條路徑，賣權長部位路徑趨勢（左）賣

權短部位路徑趨勢（右） 
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附錄三：持有不同部位對於避險損益分布路徑趨勢影響（單峰型） 

 

圖 96：買權長部位避險損益分布（左）買權短部位避險損益分布（右） 

 

 

圖 97：賣權長部位避險損益分布（左）賣權短部位避險損益分布（右） 
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圖 98：風險中立世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100條路徑，買權長部位路徑趨勢（左）買

權短部位路徑趨勢（右） 

 

 

圖 99：風險中立世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100條路徑，賣權長部位路徑趨勢（左）賣

權短部位路徑趨勢（右） 

 

 



doi:10.6342/NTU202200576

64 
 

 

圖 100：風險中立世界下局部波動避險相對隱含波動避險最佳前 100條路徑，買權長部位路徑趨勢（左）買

權短部位路徑趨勢（右） 

 

 

 

圖 101：風險中立世界下局部波動避險相對隱含波動避險最佳前 100條路徑，賣權長部位路徑趨勢（左）賣

權短部位路徑趨勢（右） 
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附錄四：持有不同部位對於避險損益分布路徑趨勢影響（前傾斜平

面） 

 

圖 102：買權長部位避險損益分布（左）買權短部位避險損益分布（右） 

 

 

圖 103：賣權長部位避險損益分布（左）賣權短部位避險損益分布（右） 
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圖 104：風險中立世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100條路徑，買權長部位路徑趨勢（左）買

權短部位路徑趨勢（右） 

 

 

圖 105：風險中立世界下隱含波動避險相對局部波動避險最佳前 100條路徑，賣權長部位路徑趨勢（左）賣

權短部位路徑趨勢（右） 
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圖 106：風險中立世界下局部波動避險相對隱含波動避險最佳前 100條路徑，買權長部位路徑趨勢（左）買

權短部位路徑趨勢（右） 

 

 

 

圖 107：風險中立世界下局部波動避險相對隱含波動避險最佳前 100條路徑，賣權長部位路徑趨勢（左）賣

權短部位路徑趨勢（右） 

 

 


