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摘    要 

傳統複合材料(如積層板、三明治結構)之最佳化設計方法，通常選定部分設計

參數(如疊層數目、角度與順序以及表材、芯材厚度等)作為設計變數，並設定限制

條件與目標函數後，直接代入最佳化演算法求解。如果目標函數不具有平滑、連

續的梯度關係(如當疊層角度為設計變數時)，則會因為以梯度演算法僅能求得局部

最佳解，而通常使用演化式演算法，此方法雖然具有搜尋全域最佳解的能力，但

過程中卻必須花費大量的演算次數。如果同時又因結構複雜而需要結合有限元素

法求取限制條件及目標函數，則花費的時間將相當可觀。 

本研究應用疊層參數(lamination parameter)提出一套複合材料複合式最佳化方

法，將最佳化問題分為兩個步驟的子問題：第一步驟以疊層參數為設計變數，因

其具凸性(convexity)且與目標函數呈現平滑、連續的梯度關係，因此適用梯度演算

法求取最佳解；第二步驟以疊層角度為設計變數，使用演化式演算法逼近最佳解

之疊層參數。由於僅於第一步驟需要使用有限元素法計算目標函數，因此將大幅

減少收斂時間，提高求解效率。 

本論文首先針對伸張與彎曲耦合的疊層參數，以二維擬合限制條件建立近似

可行區域，並用於上述最佳化方法，以大幅限縮搜尋範圍而避免不存在之解。並

依序透過分析方法準確性、最佳化方法準確性、效率與通用性之驗證，證實使用

於積層板可較傳統方法減少約 80%的有限元素計算次數。然後提出三明治勁度矩

陣估算法，讓此方法可延伸應用於三明治結構。並驗證除了具有較高的求解效率

外，將可能求得優於傳統方法之最佳解。 

最後本研究以輕量化個人載具結構設計展示此最佳化方法所帶來之效益。 

關鍵詞： 複合材料、疊層參數、積層板、三明治結構、最佳化  
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Abstract 

Usually traditional optimization method for composite materials  ́ (laminates, 

sandwich structure) started from choosing some design variables like ply number, ply 

angle, stacking sequence, and the thickness of face and core materials. Second, set up 

the constrains and objective functions. Finally, apply these design variables and 

constrains into the optimization algorithm to solve. If design variables and objective 

functions are not smoothly and monotonically related, such as ply angle as a variable, 

the evolutionary algorithms are usually adopted since the gradient-based optimization 

algorithms could only search for local optimal solution. Although the evolutionary 

algorithms have the ability to search for global solutions, a number of the iterations is 

needed. In the same time, if the evolutionary algorithms are combined with Finite 

Element Method to solve the constrains and objective functions due to the complexity 

of the problem, the time consumed would be considerable. 

This research proposes a hybrid algorithm for composites based on lamination 

parameters. The optimization problem is divided into two. First, set the ply number as 

variable and search for the optimal solution by gradient-based optimization algorithms. 

Second, set the ply angle as the variable and fit the optimal ply number by evolutionary 

algorithms. Since the Finite Element Analysis is induced in the first step, the consumed 

time to converge would be substantially reduced. 

This thesis first set up a feasible region for extension, bending, couple ply 

numbers by two-dimensional fitting inequalities. Then the feasible region is induced to 

the optimization method mentioned above to substantially limit the boundary to avoid 

the does not exist solutions. Additionally, the accuracy of analysis methods, the 

accuracy of optimization methods, the efficiency, and the versatility are sequentially 
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verified and found out that about 80% of iteration in Finite Element computing is 

reduced when applying this method on laminates. Furthermore, the sandwich equivalent 

stiffness estimation is proposed so that this method could also apply to sandwich 

structure. Finally, the method is verified not only more efficient but also possible to find 

a better solution than the traditional method. 

Finally, an example is used to demonstrate the benefit the optimization method in 

this research: the structure design of the Personal Lightweight Electric Vehicle. 

 

Keyword:  composite materials, lamination parameters, laminates, composite sandwich 

structure, optimization  
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第一章   緒論 
  

1.1 前言 

1970 年代初期，航太工業蓬勃發展。僅使用單純工程材料如金屬、陶瓷與高

分子等往往無法滿足設計上的特殊需求，因而開始了大量的複合材料之相關研究。

複合材料結合不同單相材料之優點，提供單相材料所無法達成的優異特性。而研

究內容最為廣泛的，當屬纖維強化材與高分子基材組成之複材積層板，如碳纖維

強化塑膠(Carbon Fiber Reinforce Plastic, CFRP)。它具有高比剛性、比強度、耐疲

勞與性質穩定等遠優於傳統材料的機械性質。因此，即使有衝擊強度不足、脆性

破壞特性、破壞檢測困難、製程品質控管不易與難以量產等缺失，讓此材料難以

有效的推廣於大眾市場，但卻始終於特殊應用中具有不可取代的地位。 

複合材料的應用中又以三明治結構最為常見，將高剛性、高強度的薄板材料，

例如以碳纖維、玻璃纖維、kevelar 纖維做為強化材之複材積層板等，佈於結構表

面，稱為表材；中央使用高厚度、低密度而並具一定剛性的多孔材料，如泡棉、

蜂巢板與巴沙木等，稱為芯材。以利用芯材將表材固定於離中性軸一定距離之位

置，以有效提高截面二次矩，達到高比剛性、比強度之目的。此概念其實早已存

在於自然界，如動物的骨骼、植物的枝幹等。 

複合材料至今發展超過 40 年，相關理論知識已具有一定的完整性，且面對複

合材料的各項缺失，在這幾十年的研究中亦陸續有所突破或者找到相應適合的應

用。所以相信複材材料取代大量現有工程材料，而廣泛的使用於各種不同工程領

域中之時將指日可待。 

因此，當未來複合材料在理論背景、設計流程、分析方法與製造技術皆齊備

的情況下，面對必須在短時間產出各種不同應用領域之產品的挑戰，如何以一個

通用性高且有效率的方法將複合材料做最佳的運用，將是下一步值得深入研究探

討的課題。 
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1.2 研究動機與目的 

複合材料具有超越單相材料之優異的機械性質，但是欲於實際工程應用上達

到絕佳的效果，仍必須配合良好的設計能力，否則其結果甚至可能遜於傳統材料

而無法發揮優勢。但是相較於與傳統材料，複合材料設計上最大的差異在於必須

考慮多倍於傳統材料之設計參數，例如對於積層板而言，就必須額外對強化材與

基材選用、疊層數目、角度與順序等進行設計，而三明治結構由於需同時考慮表

材與芯材之搭配，其設計上將更為複雜。 

未來在複合材料逐漸擴展其應用領域的同時，也將面臨須各種截然不同幾何

形狀或設計目標之設計案例。如果至此仍仰賴工程師的經驗判斷進行設計，顯然

除了可能需要大量的人力資源之外，亦相當耗費時間成本且仍未必可以準確獲得

最佳的設計結果。因此，如何以一種通用而有效率最佳化方法對複合材料進行設

計，將是複合材料相關研究中非常重要的一環，且對於目前趨勢皆欲縮短產品開

發周期的商業型態，亦將帶來極大的效益。 

目前已有相當多關於複合材料最佳化的研究，即印證了上述的論點。然而，

現有的複合材料最佳化方法，通常可能侷限於簡單幾何形狀而得以使用解析方法

求解；或者選定部分設計參數為變數，訂定限制條件以及目標函數後，直接帶入

某一種現有的最佳化演算法之中，而對於求解效率的改善亦往往是一般性的針對

最佳化演算法進行修正，並未利用複合材料本身的物理特性進行設計。因此對於

較複雜的最佳化設計案例，當同時需結合有限元素法求取目標函數時，往往伴隨

著求解效率不佳的問題，並難以有顯著的改善。 

本研究目的在於建立一套以複合材料力學特性為基礎，設法將最佳化問題劃

分為子問題，並運用不同演算法之優勢求解。以期可有效減少需要有限元素法計

算之次數，而達到大幅提高求解效率之目標的複合材料複合式最佳化方法。 
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1.3 研究內容與方法 

本研究之流程圖如圖 1-1 所示，以古典積層板理論(Classical Laminate Theory, 

CLT)與衍伸出的疊層參數(lamination parameter)做為複合材料的理論基礎。首先以

擬合方式建立近似疊層參數可行區域，補足現有解析式對於疊層參數耦合域之不

足。然後結合梯度演算法與演化式演算法，提出一套對於積層板型式之複合材料

複合式最佳化方法。並分別透過三點彎曲實驗，驗證分析方法準確性；斜交對稱

疊層平板之最佳疊層角度解析解，驗證最佳化準確性；不同規格尺寸之平板與不

同負載條件之圓管的剛性最佳化問題，驗證效率與通用性。 

接著進一步提出三明治結構等效勁度矩陣估算法，解除上述方法僅能用於單

一材料的限制，再導入一階剪切變形理論，因此可將此方法進一步應用於三明治

結構最佳化。並分別透過三點彎曲實驗先驗證分析方法準確性；再以平板結構剛

性最佳化驗證其效率與準確性。 

最後本研究以輕量化個人載具結構設計展示此最佳化方法所帶來之效益。 

 

圖 1-1 研究流程圖 

1.4 使用軟體簡介 

本研究主要使用三套軟體，以下將分別介紹其軟體特性、功能與本研究使用

之目的做介紹： 



 

4 

1. 程序整合與最佳化設計軟體─OPTIMUS 

OPTIMUS 針對各產品設計參數進行分析模擬以及最佳化求解的過程，可以

分成程序整合(Process Integration)、實驗設計(Design of Experiment)、反應曲面建置

(Response Surface Modeling)、最佳化設計參數求解(Optimization) 以及穩健與可靠

度分析設計(Robust & Reliability Design)等五個部分。 

而本研究主要使用其程序整合以及最佳化設計參數求解之功能。在流程整合

(Process Integration)方面，使用者可以透過圖形化的操作介面建立工作流程，整合

許多知名的 CAD/CAE 及電路模擬設計軟體，自動進行設計參數模擬並擷取各模擬

後的數據，並支援使用者自行開發的應用程式。並提供許多數值最佳化的演算法

可分別求單目標及多目標解，例如序列二次規劃(Sequential Quadratic Programming)

等局部最佳化方法和基因演算法等全域最佳化方法。  

2. 有限元素分析軟體─ABAQUS 

 本研究所有複合材料之有限元素模型概使用 ABAQUS 軟體建立，並以內建的

ABAQUS/standard 做為計算目標函數與限制條件之求解器。此套裝軟體應用範圍

涵蓋靜態固體力學、熱傳、電磁場及動態振動、機動學、撞擊等工程常見問題，

特別專長於複雜非線性問題之分析。由於 ABAQUS 已發展多年(早期屬於美國

HKS 公司)，並具有複合材料及三明治材料分析模組、高度擴充性副程式模組及逐

漸增加對 CAD 軟體(CATIA)之整合性等特點，其準確度亦廣獲各領域學術研究肯

定採用，故本研究選用此一軟體為主要分析求解工具。 

3. 數學軟體─MATLAB 

MATLAB 是一個包含大量計算演算法的集合。函數中所使用的演算法都是科

研和工程計算中的最新研究成果，從最簡單最基本的函數到諸如矩陣、特徵向量、

線性方程組的求解、微分方程及偏微分方程的組的求解、符號運算、傅立葉轉換

和資料的統計分析、工程中的優化問題、疏鬆陣列運算、多維陣列操作以及建模
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動態模擬等。並具有方便的資料視覺化功能，以將向量和距陣用圖形表現出來。

高層次的作圖包括二維和三維的視覺化、圖像處理、動畫和運算式作圖，適用於

科學計算和工程繪圖。 MATLAB 的指令運算式與數學,工程中常用的形式十分相

似，故用 MATLAB 來解算問題要比用 C、FORTRAN 等語言完相同的事情簡捷得

多，使用者也可以將自己編寫的實用程式導入到 MATLAB 函式程式庫中方便自己

以後調用。此外，許多的 MATLAB 愛好者亦編寫好一些程式，於網路平台下載後

即可直接使用。 

本研究即以內建函數 convexhulln，求取近似疊層參數域之凸包(convex hull)，

然後再以這些資料點產生包絡線以建立二維不等式限制條件。此外，以 Michael 

Kleder[1]所撰寫的 VERT2CON 函數，可進一步將 N 維凸包轉換成 N-1 維的線性不

等式。 

1.5 論文內容架構 

本論文共分為七章，依下列方式陳述： 

第一章 緒論： 

介紹本研究之動機與目的、研究內容與方法以及簡介使用軟體。 

第二章 文獻回顧： 

對於複材積層板最佳化方法、三明治結構最佳化方法做回顧。 

第三章 理論背景： 

介紹古典積層板理論、一階剪切變形理論與疊層參數，並探討疊層參數可行

區域的研究現況。 

第四章 複材積層板最佳化： 

建立近似疊層參數可行區域之限制條件擬合式，並提出複材積層板複合式最
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佳化方法。然後，先後以三點彎曲實驗驗證分析方法準確性、以壓力容器解析解

驗證最佳化方法準確性及以平板與圓管在不同負載條件下的剛性最佳化問題，驗

證此最佳化方法之效率與通用性。 

第五章 三明治結構最佳化： 

提出三明治勁度矩陣估算法，並結合第四章所提出之複合式最佳化方法，應

用於三明治結構最佳化。然後，同樣先以三點彎曲實驗驗證分析方法準確性，再

以平板剛性最佳化問題，驗證此最佳化方法之準確性、效率與通用性。 

第六章 應用實例： 

以輕量化個人載具結構設計展示最佳化方法所帶來的效益。 

第七章 總結及討論： 

總結說明本研究所提出之複合材料複合式最佳化方法，相較於傳統最佳化方

法所具有之優勢與具體效益，並探討未來可能之發展方向。 
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第二章   文獻回顧 
  

2.1 複材疊層最佳化 

複合材料積層板(laminates)具有較等向或正交性材料更廣泛的設計自由度，可

依需求設計出更優良的機械性質。其設計參數除了所有複合材料皆會考慮的基材、

補強材的材料選擇之外；疊層數目、形狀尺寸、鋪陳順序及疊層角度等，都是必

須納入考量的項目。因此，如何設計複合材料積層板以達成需求，乃至得到最佳

的設計目標值，是使用此種材料型式的一大考驗。 

此外，對於複合材料疊層最佳化而言，複雜與困難之處亦不僅是具有大量的

設計變數，其變數與目標函數通常呈現多峰(multimodal)或不連續的特性，乃至因

為設定疊層數目為變數而衍伸成變維度(variable-dimensional)的最佳化問題。使得

就相同變數量而言，複材疊層最佳化往往比一般最佳化問題需要更高的求解成本，

且更難以求得全域最佳解，於數學上屬於 NP-hard 問題。 

從 1970 年代複合材料逐漸應用於航太領域開始，開始有相關研究提出複合材

料積層板的設計方法，並探討如何得到最佳的設計結果。以下就使用的最佳化方

法分類，分別介紹不同方法於複材疊層最佳化之應用，並說明其特性及優缺點。 

複材疊層最佳化以方法可主要歸納為[2]：梯度法(Gradient-based methods)、

直接搜尋法(Direct search methods)、疊層專屬演算法及複合式方法 。 

2.1.1 梯度法(Gradient-based methods) 

梯度法通常需要計算目標函數及限制對設計變數之梯度資訊並以此進行演算，

以決定搜尋方向與搜尋步長，而當問題無法直接以數學式表示時，會以近似方式

建立關係式。此方法相較於直接搜尋與啟發式演算法而言有較高的收斂速度，且

當問題為平滑、單調且單峰時，可收斂至精確解。但是一但遇到多峰(multimodal)

或者不連續等較複雜的問題時，則容易收斂至局部最佳解。以下整理梯度法於複
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材疊層最佳化的相關研究與應用： 

a. 擬牛頓法(Quasi-Newton method) ： 

牛頓法(Newton methods)因為需要二階梯度資訊，不適用於複材疊層最佳化問

題。取而代之的是擬牛頓法(Quasi-Newton method)，因其不需要計算二階微分項即

可求取 Hessian。Kicher and Chao[3]使用該方法最佳化一個複材圓柱薄殼，以單層

纖維體積含量與角度為設計變數，在不同邊界條件下，搭配懲罰函數求取滿足強

度限制之最低重量。Kim and Lee[4]則用於壓電纖維複材曲致動器之性能改進，以

三層壓電纖維角度為變數並比較不同材質組合，求取較佳之性能表現。 

b. 可行方向法(Method of feasible directions, MFD) ： 

可行方向法(Method of feasible directions, MFD)可解含有不等式限制條件之

問題。由於複材疊層問題通常含有不等式限制條件，因此相較於以上方法，複材

疊層最佳化更適合使用此方法[5]，但同樣並不一定收斂至全域最佳解。近年來，

有相關研究結合有限元素法[6, 7]，使其微分項資訊可由有限元素分析結果近似或

以敏感度分析取得。 

c. 近似方案(Approximation schemes)： 

只要稍為複雜之最佳化問題，其目標函數與限制條件通常為設計變數的隱函

數，也就是難以表示為設計變數的函數。所以在最佳化數值方法的過程中必須進

行多次目標函數與限制條件的計算(如以上 a.、b.之方法)。如果為了求得目標函數

或限制條件均進行有限元素分析，必然會花費大量演算時間而缺乏效率。近似法

(Approximation methods)將目標函數或限制條件近似成一組可以由設計變數所表示

之顯函數，以此提升演算效率。對於複材疊層最佳化問題，有研究使用近似方案

(Approximation schemes)，亦即將原始問題轉換成以多個由一階或二階泰勒展開式

表示之顯函數近似的子問題。 

Schmit 與 Farshi[8]以將非線性規劃的問題轉換成多個線性近似的子問題的方
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法，求解一複材對稱疊層最佳化之問題，其問題設定為已有既定的疊層數目及角

度，以各層疊層厚度為設計變數，在達到強度與勁度矩陣需求的限制條件下，求

取積層板最小重量。也因為厚度與限制條件為單調函數關係，所以使用線性近似

可以達到良好的效果。 

Bruyneel與Fleury[9]在古典積層板理論背景下，建立以疊層角度為設計變數，

破壞判准為設計限制，求取最小應變能之最佳化問題，以比較八種不同近似方案

之收斂速度及適應性。然後用「對於單調與非單調設計變數分別採用不同的適合

近似方案」之方法，求解在既有的對稱疊層數目下，同時以各層厚度、角度為設

計變數之應變能最小化問題。結論提出以如凸包近似(convex approximation)(見圖 

2-1)結合數學規劃方法求解子問題[10]，對於疊層角度與厚度最佳化可大幅減少演

算次數，提升求解效率。但是由於原始最佳化問題缺乏凸性(convexity)，因此僅能

求得局部最佳解[9]。 

 

圖 2-1 以 x
k 為起始點之凸包近似法示意圖[8] 
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圖 2-2 凸殼近似法疊帶流程圖[9] 

Wang 與 Karihaloo[10]以及 Liu[11, 12]將序列二次規劃（Sequential Quadratic 

Programming, SQP）應用於複材疊最佳化，將原本的高階非線性問題，建構成局部

二階非線性規劃。以二階模型近似目標函數；以線性模型近似限制條件，而得以

求解。此外 Wang 與 Karihaloo[10]表示對大多數的問題而言，序列二次規劃

（Sequential Quadratic Programming, SQP）可較其他序列式規劃方法，如序列線性

規劃（Sequential Linear Programming, SLP）、序列凸包規劃（Sequential Convex 

Programming, SCP），在較少梯度計算下得到較精確的結果。 

然而，在複材疊層設計問題中，對於結構響應，通常呈現高階非線性且有多

處局部最佳解。因此，使用近似法可能不準確或者無法描述該反應，尤其是當疊

層角度為設計變數時，即有可能求得錯誤的最佳化結果[2]。 

2.1.2 直接搜尋法(Direct search methods)  

對比於梯度法(Gradient-based methods)擁有迅速的收斂速度的優點；直接搜尋

法(Direct search methods)的優勢在於不需要目標函數與限制條件的梯度資訊，而是

有系統的分析每次計算的目標函數值，一步步逼近最佳解。這項優勢讓該方法較

廣泛的被應用於複材疊層設計中。以下整理直接搜尋法於複材疊層最佳化的相關
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研究與應用： 

a. 列舉法(Enumeration search) ： 

於 1970 年代複合材料發展初期，複材疊層以列舉並計算所有可能之設計變數

組合，然後從中挑選最佳解之方式進行最佳設計。例如 Waddoups[13]與 Verette[14]

皆以此方法，在滿足設計需求的情況下，搜尋最輕量的複材疊層設計結果。Park[15]

則以未發生首層破壞之強度為目標函數，在特定疊層數目下，繪製不同負載條件

對最佳疊層角度之變化趨勢，以提供複材疊層設計參考。Weaver[16]亦以等高線圖

的方式建立不同疊層配置的選擇圖，提供使用者參考之用。然而，這些方法雖然

可以提供複材疊層初步設計之參考，但由於其可採用變數數量過少或者負載條件

過於簡單，在實際應用上是受限的。 

b. 單純形法(Simplex method) ： 

單純形法(Simplex method)運用單純形(Simplex)的概念，由 N 維的設計空間中

的 N+1 個變數組合點構成單純形。由初始產生的單純形起始，以出現新的較佳點

取代原單純形中的最差點。演算過程中單純形的各端點(vertices)會逐漸往目標函數

反應較佳的位置移動，直到單純形收縮至不再有更佳的點出現時即判定達到收斂。

Tsau 等人[17]使用此演算法結合有限元素分析，進行拉伸負載下的舖層順序最佳化

設計。Tsau 與 Liu[18]比較單純形法與擬牛頓法(Quasi-Newton method)於疊層最佳

化之表現。提出在變數數量較少的情況下(例如：疊層數目少於四層)，單純形法有

較佳的收斂速度與準確性。但是隨著變數數量提升，擬牛頓法的誤差無明顯變化；

而單純形法卻有因此增加的現象。Han 與 Neumann[19]亦表示單純形法較適用於少

量變數之問題(例如：變數數量低於十個)，因為收斂速度對變數數量幾乎呈現指數

方式下降，過多的變數數量將導致此方法效率低落。此外，因為最佳化結果仍受

初始單純形的計算結果所影響而僅能視為局部最佳化方法，以及並無限制條件，

皆不利於直接應用於複材疊層最佳化問題[2]。 

c. 隨機與貪心搜尋(Random search & Greedy search) ： 
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隨機搜尋(Random search)法為在設計變數空間內，指定或隨機產生一個初始

點，並於此初始點周圍指定的範圍內隨機產生 n(給定之參數)個點，然後選取當中

目標函數值最佳者，做為下一次演算的起始點。以此進行可預設演算次數的疊代

運算。Foye[20]最先將隨機搜尋應用複材積層板的最佳疊層角度搜尋。Graesser 等

人[21]則將隨機搜尋法結合線性搜尋─以隨機搜尋法之初始點與當次演算最佳點

建立搜尋方向，以線性搜尋決定搜尋步長以求取下一個初始點，應用於求解疊層

數目最小化之問題，而此方法即是所謂的貪心搜尋(Greedy search)法。 

隨機搜尋法雖然具有簡潔的演算流程之優點，但是其收斂數度與結果仍受到

目標函數之平滑性以及初始點周圍的較優與較差解比例所影響，通常只能找到局

部較佳解。且演算成本幾乎與離散設計變數的增加呈現指數方式的成長[22]。因此，

近年來已鮮少使用此類方法於複材疊層最佳化領域。 

d. 模擬退火法(Simulated annealing, SA) ： 

模擬退火法(Simulated annealing, SA)模仿冶金的退火步驟，可視為全域化的

修正貪心搜尋法。因為該演算法在最佳化過程中，允許一定比例的不利解，其允

許的比例由「退火溫度」此參數決定。如同冶金的退火步驟，「退火溫度」會以一

組設定的變化曲線逐漸下降，藉由此過程避免過早收斂至局部較佳解。 

模擬退火法常被運用於複材疊層最佳化，僅次於後面將提到基因演算法

(Genetic algorithm, GA) [23]。有相關研究比較兩者對於疊層最佳化的表現：Sargent

等人[24]、Sadagopan 與 Pitchumani[25]及 Sciuva 等人[26]認為基因演算法相對於模

擬退火法對於各種不同的疊層最佳化問題有較好的強健性。不過仍有其他學者提

出不同論點，例如 Rao 與 Shyiu[27]則表示於該研究的多個最佳化問題中，模擬退

火法無論在演算成本或求得之最佳解皆優於基因演算法。整體而言，相關文獻並

無統一的定論，仍須視最佳化問題而定。 

e. 基因演算法(Genetic algorithm, GA) ： 



 

13 

基因演算法(Genetic algorithm, GA)是一種演化式最佳化方法，其概念是由達

爾文所提出之「物競天擇、適者生存」的遺傳學理論而來。其主要架構在 1975 年

由 Holland[28]提出，演算流程如圖 2-3 所示。首先將所有設計變數轉換為基因碼，

然後隨機給定基因碼產生初始族群；族群大小由設計者指定，依照問題需要，個

體數可從數個至數千個。接著計算所有個體的目標函數值，選取較優良的個體。

被選出的個體再互相交換基因產生下一代個體。在決定下一代個體基因時，有一

定比例的基因發生突變，使新的基因可以不斷被加入。下一代個體的基因都決定

後，再計算其目標函數值，並回到選擇的步驟，重新選出優秀個體以產生下一代，

以此疊代演算直到達到收斂標準為止。停止搜尋的標準可以是達到某個目標函數

值，或搜尋超過指定的世代數，或者超過多少代以上沒有更好的個體出現，設計

者依問題需要決定其收斂標準。 

基因演算法除了具有如同其他直接搜尋法不需要梯度資訊的優勢，而且因為

是對整個族群的個體進行搜尋而非單一點區塊，所以只要族群個體數量及突變參

數設定得宜，即可較其他直接搜尋法有更大的機會跳脫局部最佳解。此外，因為

基因演算法是對基因碼進行搜尋而非變數本身，所以無論變數多寡、變數本身性

質如何、變數上下界限制或者離散性的排序問題，皆可在轉換基因碼時同時考慮。

同時可搭配懲罰函數機制，求解具限制條件的問題。也因為基因演算法適合用於

多變數；不連續或離散變數；目標函數難以微分或無法微分；以及具有多個局部

最佳解的問題，因此相當適合應用於複材疊層最佳化。而近年來，基因演算法也

的確發展成為此領域最廣泛使用的最佳化演算法[29]。 

從 1992 年，Callahan 與 Weeks[30]、Nagendra 等人[31]最先將基因演算法應

用於積層板舖層順序最佳化開始，基因演算法即逐漸被大量採用於求取各種不同

的目標函數，例如：強度[32, 33]、挫曲負載[32, 34-36]、應變能[37]、基頻[38]、

重量[39]與剛性[40]等。分析模型亦由簡單的方形平板[41]、薄殼圓柱[42]乃至於複

雜的機翼[43]、葉片[44]等結構體。也由於分析模型逐漸趨於複雜，近年來往往會



 

14 

將配合有限元素法，以求取其應力、應變做為目標函數或限制條件。 

然而，儘管基因演算法擁有多數利於複材疊層最佳化的優勢，但是因為該演

算法基礎架構即是需要在每一個世代的都經過相當於族群個體數的計算次數，且

往往需要經過多個世代的演算才能得到良好的結果。假如分析模型又具有一定的

複雜程度而需要搭配有限元素法，那麼整個最佳化過程將變得相當耗費演算成本

而導致效率低落。 

於複材疊層最佳化領域，有研究對於基因演算法收斂效率低落及避免過早收

斂提出改善方法，例如：採用平行運算技術[45]、多階分段最佳化[46]、搭配近似

法[47]或反應曲面[48]或根據最佳化問題修改其突變機制[49]等。但基本上仍然無

法改變此演算法本質上耗費演算成本的缺點。 

 

圖 2-3 基因演算法流程圖 

f. 其他啟發式最佳化方法 

除了以上提過的直接搜尋法，亦有研究使用其他啟發式演算法於複材疊層最
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佳化，例如：粒子群最佳化(Particle warm optimization, PSO)演算法、蟻群最佳化(Ant 

colony optimization)演算法等，這些研究大多會與基因演算法相比較，並於該文獻

中顯示收斂速度優於後者，但對於不同種類設計變數的強健性，卻仍有不足基因

演算法之處。 

2.1.3 疊層專屬演算法 

a. 材料分層最佳化 

有研究提出以序列方式最佳化疊層，此方法會先對目標函數敏感度較高的單

層或子集疊層做最佳化，例如：易於發生首層破壞[50, 51]或對於剛性影響最大[49]

的外側疊層，再依序最佳化敏感度次要的子集疊層。Todoroki 等人[52]應用此概念

提出一套系統化的複材疊層最佳化方法，其流程如圖 2-4 所示。此方法先以擬對

稱疊層估計需要的疊層數目，再轉換成對每個方向皆有最佳材料常數的超級層

(Super ply, SP)，進一步減少疊層數目。然後由最外層開始依序置換成實際的材料

常數並使用分支界定法(Branch-and-bound method)求取最佳疊層角度，直到所有疊

層皆完成置換動作。Narita[53]及 Narita 等人[54]則使用不具剛度(rigidity)的假想層

(hypothetical layers)做為初始狀態，再從最外層開始置換成正交性材料並搜尋最佳

疊層角度，其概念如圖 2-5 所示。材料分層最佳化方法的求解速度明顯高於其他

最佳化方法[2]，但也因為通常每一個步驟中僅改變同一種類的單一或少量變數，

其搜尋結果甚至可能並非局部最佳解。 
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圖 2-4 應用超級層(SP)於材料分層最佳化之流程圖[52] 
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圖 2-5 假想層置換示意圖[53] 

b. 問題分階拆解 

複材疊層設計具有多種不同種類的設計參數，如疊層層數、角度與厚度等，

因而增加最佳化的困難度。為了簡化最佳化問題，有研究提出以設計變數的類型

分階，將問題拆解成不同階層的子問題。António 等人[55]及 Kim 與 Sin [56]皆將

最佳化問題分為兩個階段：先決定疊層角度；再決定各層的疊層厚度以最小化重

量，其最佳化流程如圖 2-6 所示。Farshi 與 Herasati[57]將前述之材料分層最佳化

概念導入疊層角度與厚度最佳化流程，建立增減層數的機制，其最佳化流程如圖 

2-6 所示。 

然而，以問題拆解方式求解複材疊層最佳化問題，固然可以提升收斂速度，

但也因為各個子問題之間的關係並非完全獨立，造成經過第二階段的變數調整後，

第一階段決定的變數值已並非該狀態下最佳解之情況。使最終求得之解往往與全

域最佳解有一段差距[2]。 
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圖 2-6 疊層角度與厚度分階最佳化流程圖[56] 

 

圖 2-7 疊層角度、厚度分階及材料分層最佳化流程[57] 
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2.1.4 複合式方法 

為了進一步提升最佳化效能，例如：達到更快的收斂速度、更精確的全域最

佳解、提升最佳化流程的強健性或者欲同時包含連續與離散變數等。有學者整合

不同類型最佳化方法，分別利用其優勢於適合之處，提出複合式的複材疊層最佳

化方法。例如：Seeley[58]提出一套結合模擬退火法(Simulated annealing, SA)與序

列規劃（Sequential Programming, SP）的最佳化演算法，用於複材機翼平板簡化模

型之疊層鋪層順序與壓電致動器位置最佳化，以改善氣彈(aeroelastic)響應。Kogiso

等人[34]、Lin與Lee[41]及洪主頌[48]將局部最佳化技術導入基因演算法疊代過程，

利用每個世代的個體目標函數計算結果，用近似法或反應曲面法(Response Surface 

Methodology，RSM)建立回歸模型搜尋該世代的局部最佳解，並以此置換該世代不

利解，達到提高收斂速度的目的，其流程如圖 2-8 所示。 

 

圖 2-8 結合局部搜尋之修改式基因演算法流程圖[41] 
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2.1.5 小結 

複材疊層最佳化相關研究發展始於 1970 年代，在 1990 年代以前，以梯度法

(Gradient-based methods)的相關研究應用佔大多數。但是由於大部分的梯度法皆有

需為連續變數、可求取微分項、受起始點與問題種類影響大及收斂至局部最佳解

的缺點。所以就算有研究嘗試以多個起始點進行搜尋，卻仍然只適合用於少變數

且可計算梯度資訊之問題。因此，面對越來越複雜的複材疊層最佳化問題，近年

來已鮮少見到此方面的應用。 

近似方案(Approximation schemes)雖然解決了難以獲得梯度資訊的問題，亦提

升了收斂速度。不過對於疊層最佳化問題，尤其當疊層角度列為設計變數時，與

結構體的響應通常呈現高階非線性、多峰與非凸性的函數關係，使其難以單純用

一階、二階或者凸包等簡化方法達到精確的近似效果。因此若僅以近似方案求解，

往往無法準確模擬而可能導致錯誤的最佳化結果。 

另一方面，在啟發式演算法還未發展成熟之前，直接搜尋法於疊層最佳化的

應用效果並不突出，譬如早期學者有採用列舉或隨機搜尋的方式。前者需耗費大

量時間成本，且最佳化問題侷限於特定的邊界條件或疊層角度；而後者則過於依

賴初始點位置及問題類型，無法收斂至全域最佳解。另外，有研究學者提出材料

分層或者問題拆解的概念，衍伸出多種不同的求解方式與流程，雖然明顯降低演

算次數，但所求得的最佳解往往與全域最佳解仍有一段差距。 

1990 年代初期，逐漸有學者將基因演算法(Genetic algorithm, GA)、模擬退火

法(Simulated annealing, SA)等啟發式演算法(Heuristic algorithm)應用於複材疊層。

至今此類型的最佳化方法已成為複材疊層領域最佳化方法的大宗，其中尤以基因

演算法最廣為採用。乃歸因於基因演算法不但可同時求解連續與離散變數且具有

求取全域最佳解的能力之外，對於變數種類的影響較小，使其相對於其他的啟發

式方法(例如：模擬退火法)具有更好的強健性。 
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但是該方法的最大缺點在於需要大量的目標函數求解次數，其次數大致與變

數數量相關，而經過上千次的目標函數計算才達到收斂，乃是基因演算法常見的

情況。因此，近年來大多數研究為針對基因演算法的收斂速度提出改良方法，其

中又以將基因演算法結合局部搜尋以提升收斂速度之方法應用最為廣泛。 

然而，於上述之相關文獻中發現：儘管各種最佳化方法應用於複材疊層領域

之研究不勝枚舉，且至今整體脈絡大致朝向使用啟發式演算法的方向發展。但近

年來多數研究方向僅為針對啟發式最佳化提出改善方法，固然達到提升收斂速度

之效果，不過筆者卻認為，如果能進一步搭配複合材料的力學理論，譬如將設計

變數域由疊層角度、厚度等，轉換為材料性質(如勁度矩陣)做最佳化設計，會是另

一個可能提升整體最佳化效率的研究方向，且與最佳化演算法的改良與演進是不

互相衝突的。 

因此本研究基於古典積層板理論，以疊層參數做為設計變數，應用於一套複

合式的最佳化流程中，期望可以既大幅提升複材疊層最佳化的收斂速度，且仍然

保有良好的全域最佳解搜尋能力，其內容方法與流程將於第三章詳細說明，並加

以驗證。 

2.2 三明治結構最佳化 

三明治結構由高剛性、高強度的表材與低密度的芯材所構成。其中表材可選

用等向性材料、正交性材料或者以多層正交性材料疊合而成的積層板；而芯材亦

有均質性材料與非等向性材料之選擇。因此，表材與芯材選用的材料類型，將大

幅影響設計變數之種類與數量，而與三明治最佳化問題的難易有莫大的關係。所

以，不同最佳化問題，適合採用的最佳化方法與流程架構亦不盡相同。 

其中，影響最大的因素一般在於表材的材料類型：如果為等向性材料或者擬

等向疊層的積層板，則最佳化設計變數通常設定為表材、芯材厚度與材料選用；

然而，如果表材為多層正交性材料疊合而成之積層板，則設計變數將除了前述之
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項目之外，仍需考慮各層疊層角度所造成的影響，而使設計變數數量遽增。且如

2.1 所述，以疊層角度做為設計變數亦將使最佳化方法的選用受到限制。 

因此，本節將依表材之材料類型三明治結構最佳化之相關研究做分類，分別

探討其所採用之最佳化方法與流程架構。 

2.2.1 等向性表材三明治結構最佳化 

a. 單純三明治梁板結構最佳化 

早期三明治結構最佳化的發展幾乎以使用等向性表材為主，且大多屬於二維

梁板結構之範疇，而以討論剛性與強度最佳化為主。 

例如 1965 年，美國農業部之林務研究單位-USDA Forest Product Laboratoy 開

始進行的一系列三明治結構之設計及最佳化研究。該研究員 Kuenzi[59]之研究以最

小化重量為目標，並以彎曲剛性以及負載能力為設計限制，以得到實務上可行的

設計結果。其結果提到若僅考慮三明治梁之彎曲剛性，最佳芯材對表材重量比

 
𝑊𝑐

𝑊𝑓
 𝑜𝑝𝑡為 4，此後並陸續由其他學者以實驗或解析方法取得類似結果[60]。1984

年，Gibson[61]針對如之三點彎曲三明治梁進行進一步的剛性最佳化研究，使用變

數為面板厚 t，芯材厚 c，以及芯材密度𝜌𝑐。其重要假設為心材橫向剪切係數𝐺𝑐需

約為密度之 2 次函數：𝐺𝑐  𝐶𝐺 (
𝜌𝑐

𝜌𝑠
)
2

𝐸𝑠其中發泡材剪切係數與密度關係常數𝐺𝑐，

發泡材原料密度𝜌𝑠及楊氏係數𝐸𝑠三個常數因使用材料而異。此關係式的存在，使得

可以用解析方式求出最佳表材、芯材厚度及芯材密度，進而同樣可以得到

 
𝑊𝑐

𝑊𝑓
 𝑜𝑝𝑡   之結論。然而此 2 次關係式，實際上僅成立於其使用之特定 PU 泡棉，

此後 Demsetz 與 Gibson[62]討論如受中央集中荷載圓形三明治板之剛性最佳化，

將此 2 次關係式擴展至𝐺𝑐  𝐶𝐺 (
𝜌𝑐

𝜌𝑠
)
𝑛

𝐸𝑠以適用於其他心材，並得到最佳心材對面

材重量比 
𝑊𝑐

𝑊𝑓
 𝑜𝑝𝑡  

2𝑛

 𝑛−1 
。 
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圖 2-9 三點彎曲三明治梁 

 

圖 2-10 受中央集中負載圓形三明治板 

1997 年，Zenkert[63]整理三明治梁或板之剛性最佳化方法，認為理想的最佳

化，三明治板厚度 t 及 c、芯材密度𝜌𝑐及剪切係數𝐺𝑐皆需為設計變數。但當𝜌𝑐與𝐺𝑐之

關係不存在而需以解析方法求解時，設計者需要挑選特定芯材，即其密度與剪切

係數已先行固定，則可求得一最佳表材、芯材厚度組合，然而此結果必然不可能

優於芯材可變情況。 

因此，有研究學者嘗試以不同密度規格之同類型材料建立剪切係數與密度之

關係，例如張智凱[64]以實際多種不同密度之巴沙木、蜂巢板、PVC 泡棉與 PU 泡

棉分別建立剪切係數與密度之擬合式，其結果如所示，其中𝑟2為判斷擬合準確度

之相關係數(regression correlation coefficient)。此外，該學者並以同樣的方式建立了

剪切強度與密度之擬合關係。 
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          表 2.1 常用芯材剪切係數與密度擬合[64] 

 

此外，對於三明治結構的強度最佳化而言，由於需要同時考慮多種破壞模式，

且通常難以求得同時所有破壞模式之強度均有最佳目標函數值的情況。所以基本

上仍會以強度為限制條件，例如在不發生任何一種破壞模式的情況下，求取最小

重量。如圖 2-11 所示，其中最常於強度最佳化考慮的是表材降伏(face yield)﹑表

材挫曲(face wrinkling)及芯材剪切降伏(core yield)三種; 芯材壓潰(core indentation)

在受集中荷載時考慮; 膠合破壞(bond failure)則與膠材的選用及施工有很大的關係，

通常不在一般結構最佳化考慮。 

 

圖 2-11 三明治常見破壞模式[65] 

1987 年，Triantafillou 與 Gibson[66]，對於三點彎曲三明治梁，將芯材楊氏
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係數及剪切強度皆設定為密度的函數：𝐸𝑐  𝐶3 (
𝜌𝑐

𝜌𝑠
)
𝐴

𝐸𝑠及𝜏𝑐
∗  𝐶4 (

𝜌𝑐

𝜌𝑠
)
𝐵

𝜎𝑦𝑠，討論

表材斷裂、表材挫曲與芯材剪斷三種模式，分別計算其極限破壞負載，並以圖 2.4 

方式將可能破壞分區表示，其橫軸為無因次化面材厚度，縱軸為無因次化之心材

密度，每區內實線代表不同施力大小，中央的虛線表示一般常用三明治板所在區

域。 

 

圖 2-12 三明治梁破壞分區圖[66] 

根據以上相關研究整理結果可知，基本上欲求取表材等向性三明治之單純三

明治梁板結構的最佳設計，無論對於剛性或強度皆可用解析方式獲得最佳解。而

此有高階三明治板理論及有限元素法而能更精確的求取表材、芯材各自詳細的應

力及位移場分佈。 

b. 三明治結構體最佳化 

實際三明治結構的應用中，卻往往不可能僅為單純三明治梁板結構，除了結

構體的形狀不定之外，對於大型或者複雜形狀之結構體亦會先進行材料分區以利

於提升最佳化之效果。因此，上述所提之解析方法將不再適用，通常必須導入最

佳化方法並結合有限元素模型，將部份設計參數列為變數進行最佳化設計。例如：

Ringertz 等人[67]使用擬牛頓法(Quasi-Newton method)結合有限元素軟體，最佳化
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如圖 2-13 之貨車車廂壁材，其芯材密度已預先選定，將整個結構分為七區，每區

對應一組表材及芯材厚度，共 14 個變數，其最佳化結果為剛性優先結構，即剛性

足以使特定位置變形量小於其指定值時所有材料無破壞發生。 

 

圖 2-13 三明治貨車車廂模型[67] 

Ermolaeva[68]則以特定扭轉剛性為目標，最佳化如圖 2-14 之電動車底盤，

其同樣固定芯材對面材厚度比 c / t，以不同芯材厚度及密度為設計變數。其所得結

果以最厚、密度最低芯材達到目標，獲得扭轉剛性優先之最佳化結果。 

 

圖 2-14 DotchEVO 電動車底盤模型[68] 

Wennhage[69]同樣以材料分區的方式，使用序列凸包規劃（Sequential Convex 

Programming, SCP），對如圖 2-15 之火車廂壁進行重量最佳化。但與前述研究不同

之處為，此研究建立如圖 2-16之可同時考量全域、局部與音場模型之最佳化流程。

而其設計變數分別為：Mid floor 之表材、芯材厚度與芯材密度；End floor 之表材、
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芯材厚度與芯材密度；side 之表材厚度；Roof 之表材厚度，共 8 個。而對於不同

的模型具有不同的限制條件：全域模型為最小表材/芯材厚度比與自然振頻；局部

模型為 Panel1 與 Panel2 之局部挫曲的安全係數；音場模型則考慮 Panel1 與 Panel2

兩處的聲音減少指數(Sound reduction index, SRI)。而其結論表示，將音場列入設計

考量將增加最佳解之重量。 

 

圖 2-15 火車廂壁材料分區示意[69] 

 

 

圖 2-16 包含全域、局部與音場模型之最佳化流程[69] 

由以上文獻可以發現，當等向性材料表材三明治結構最佳化問題擴展至結構

體時，將難以再用解析方法求解。一般會進行先進行材料分區，然後導入最佳化
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方法，並視問題複雜度而建立不同的最佳化流程架構。但因為此時的設計變數數

目通常不大(約在 10 個以內)，且未有難以求解之變數種類(如疊層角度)，因此大部

分仍可以梯度法求解。 

2.2.2 積層表材三明治結構最佳化 

然而，當表材型式為積層板時，表材將由等向性材料的一個設計變數(即表材

厚度)，大量增加為表材層數與各層疊層角度。除了設計變數劇增而造成求解不易

之外；以疊層角度做為設計變數亦將使目標函數呈現多峰或不連續的特性而難以

用收斂較快速的梯度演算法求解。此外，因為必須在決定疊層數目後，才能得知

疊層角度此設計變數的數目，而構成所謂變維度最佳化問題。但回顧相關文獻後

顯示，對於表材為積層板的三明治結構最佳化問題，以往的研究通常無法在一個

最佳化過程中，同步將疊層數目與各層疊層角度列為設計變數。而產生兩種不同

的應對方式：其一，設定表材為擬等向疊層；其二，設定既有的疊層數目，對各

層疊層角度做最佳化，或固定積層板各層疊層角度，而對各層薄層的厚度進行最

佳化(即近似於最佳化疊層數目)。以下分別將相關文獻以此歸類，並探討其所使用

的最佳化方法與流程架構： 

a. 設定表材為擬等向疊層 

Rikards 與 Chate[70]將表材疊層設定為[  −        ]𝑠之 8 層對稱疊層，並求

取等效的表材材料常數。以表材總厚度與芯材厚度為設計變數，在頻率與模態損

耗因子(modal loss factor)的限制條件下，求取最小重量之目標函數。由於有效縮減

設計變數量，因此該研究得以採用規劃實驗(planning of experiments)的方式進行最

佳解的搜尋。 

本實驗室學長張智凱[64]則因為表材選用正交編織布(woven fabric)，其力學

特性受疊層角度之影響不如單向纖維(unidirectional lamina)來的明顯，因此研究中

並未將疊層角度列入考慮。此研究使用同樣為本實驗室之學長胡斯遠提出之
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Raplex Method 於三明治結構最佳化設計，提出演化式三明治結構最佳化(ESSO)，

並對台大機械太陽能車 Formosun2 結構進行材料參數最佳化設計，與複合形法

(Complex Method)進行演算次數與準確性的比較。其結構亦進行如之材料分區，並

以各區之表材、芯材厚度與材料種類為設計變數，共 12 個；以重量與 3g 加載之

強度需求為設計限制；求取最大扭轉剛性之目標函數。結果顯示，僅需複合形法

4.49%之演算次數即可達到接近的最佳化結果。 

 

圖 2-17 FORMOSUN2 車體最佳化之設計分區[64] 

將表材設定為擬等向疊層，其實等同把問題近似為等向性表材的最佳化問題，

因此可以避免碰觸上述所提之難處。但是顯然的，所得到的最佳解亦並非完整考

慮三明治結構所有設計參數之結果。 

b. 設定既有疊層數目或角度 

Lin[41]以基因演算法加入局部改進的方式，對如圖 2-18 所示邊界條件為一

端固定、另一端施以一集中力之三明治平板結構限元素模型，以表材 12 層疊層角

度為設計變數，並限定角度僅包含-45 、0 、45 與 90 四種，以最小化自由端之位

移量。並與未加入局部改進之結果比較收斂速度，其結果顯示可以達到兩倍以上

的收斂速度，且對於局部近似之誤差仍在可接受範圍。 
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圖 2-18 三明治結構有限元素模型[41] 

Kalantari 等人[71]亦使用基因演算法，以 6 層表材疊層角度為計變數，變數

集合同樣設定為-45 、0、45 與 90 。最佳化三明治結構在低速衝擊(low-velocity 

impact)下的負載強度，如圖 2-19 所示。 

 

圖 2-19 三明治結構低速衝擊示意圖[71] 

此外，Sciuva 等人[26]則使用基因演算法與模擬退火法求解三明治結構平板

四邊簡單支撐、施以不同比例之面內(in-plane)均佈負載，並分別求取最大挫曲負

載強度的最佳化問題，。其結果與 Moh 與 Hwu[72]所提出解析解相比較，擁有極

相近的目標函數值。Cho[73]則使用粒子群優化演算法(particle swarm optimization, 

PSO)結合有限元素法，最佳化三明治平板結構，其設計變數包含表材 9 層疊層之

材料排序(包含鋁、碳纖維強化塑膠與玻璃纖維強化塑膠)與各層疊層角度。分別求

取以剛性、挫曲強度、破壞強度與殘留應力為目標函數之最佳解。 

由以上相關研究可以發現，當三明治結構最佳化正式將疊層角度納為設計變
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數後，幾乎不見以梯度法或其他除了啟發式方法之外的一些較單純的直接搜尋法

求解。而以演化式演算法為主，其中目前使用最廣泛的是基因演算法。但是由於

演化式演算法需要大量的演算次數，因此如果要在考慮疊層角度的情況下，再進

一步進行材料分區設計，將有實際應用上的困難，而的確於文獻中亦難以搜尋到

這樣的應用研究。 

2.3 討論 

綜觀上述對於複合材料最佳化之相關研究的探討結果，本研究整理近 40 年來

複合材料最佳化之發展趨勢與主流方法的適用範圍及演進歷程概括如下圖 2-20

所示： 

 

圖 2-20 複合材料最佳化發展趨勢示意圖 

早期在複合材料基本理論尚處於發展的階段時，所謂的最佳設計通常是針對

可解析幾何、特定邊界條件、在少數的限制條件下，以解析方式求取單一或少量

之設計變數的最佳解。所以此時往往經過一次計算或者幾次判斷之後，即可獲得

最佳解。 

然而，隨著設計需求的提升以及考量項目的增加，解析方式將不再適用，必
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需導入最佳化演算法。1980 年代可謂梯度演算法應用於複合材料之濫觴，此時大

量的梯度演算法皆曾被嘗試求解複材最佳化問題，並且將設計變數數量上限推至

10 個左右。但是卻始終因為當疊層角度為設計變數時，將有極大可能落入局部最

佳解之缺失，而逐漸被啟發式演算法所取代。不過仍有一些近似方案至仍有所應

用，如序列二次規劃、序列凸包規劃等，對於求解表材等向性之三明治結構往往

可以達到良好的求解效率。 

1992 年基因演算法初次應用於複合材料積層板之設計，由於其極佳的全域最

佳解搜尋能力，且避開了複合材料之設計變數對目標函數往往不具平滑、連續梯

度關係之困境，因此立刻被廣泛的應用於複合材料最佳化中，另外，亦相當受到

重視的亦有模擬退火法。然而，隨著複材最佳化需求的增加，研究學者注意到這

些演化式演算法，固然有相當高的機會可以求得全域最佳解，但是其收斂效率將

隨著設計變數的增加而趨於低落。因此 2000 年代初期，研究重點開始著重於演算

法收斂效率之改進，因而衍伸出如局部近似、菁英選擇或平行運算等機制。這些

機制雖然皆對演化式最佳化具有一定的提升效果，但是本質上仍無法改變收斂效

率因為設計變數增加而加速降低之原則。 

但是在未來複合材料應用日益廣泛的同時，其納入最佳化設計考量範圍的參

數將大量增加。以積層板表材之三明治結構為例，雖然目前仍鮮少見到將其進行

材料分區最佳化之應用，不過可以預見的是，為了將複合材料的使用效率推向下

一個極限，此必然是日後發展的趨勢之一，如此一來，在一個複合材料最佳化問

題中，設計變數達到上百個亦並非遙不可及。此時如果仍持續守成於使用現有的

最佳化方法，那麼未來所面臨的困境將並非僅止於無法求得最佳解，而是需要衡

量在一個產品設計週期中，是否有足夠的時間進行如此龐大的運算。 

因此，對於如何發展出一套專屬於複合材料的最佳化方法，以達到降低變數

數目對演算次數之影響，或進一步有效減少演算次數乃是目前相當重要的研究項

目之一。  
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第三章   理論背景 
  

本章將先介紹本研究所提出之複合材料複合式最佳化方法所需之理論基礎，

包含古典積層板理論、一階剪切變形理論與疊層參數，並由文獻探討疊層參數可

行區域之研究現況。 

3.1 古典積層板理論 

古典積層板理論(Classical Laminate Theory, CLT)假設積層板(Laminate)由N層

正交性與/或等向性材料的薄層(Lamina)疊合而成，層與層之間以無限薄且不產生

剪切變形之膠層完美結合，是謂描述積層板剛性的基礎理論。對於彎曲現象之描

述則遵照 Kirchhoff-Love 板理論(Kirchhoff-Love plate theory)所提出的假說─“板內

任一垂直於中面(middle-surface)的直線，在變形後仍為一長度不變且垂直於中面的

直線”(如圖 3-1 中之AD̅̅ ̅̅ )。 

因此，沿著積層板厚度方向的變形為零，所以垂直於積層板的面外方向應變

將被忽略。而且相較於面內的幾何尺寸，積層板的厚度甚薄，因而假設為平面應

力(plane stress)狀態，忽略垂直於積層板方向的應力。 

3.1.1 積層板應變場推導 

積層板位移場參考圖 3-1 定義如下： 

其中𝑢0、 0及𝑤0代表積層板中面位移量，而∅𝑥、∅𝑦則分別代表沿著 x、y 軸

𝑢 𝑥 𝑦 𝑧  𝑢0 𝑥 𝑦 − 𝑧∅𝑥 𝑥 𝑦  

  𝑥 𝑦 𝑧   0 𝑥 𝑦 − 𝑧∅𝑦 𝑥 𝑦  

𝑤 𝑥 𝑦 𝑧  𝑤0 𝑥 𝑦  

(3.1) 
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的旋轉角。又依據 Kirchhoff-Love 假說使𝛾𝑦𝑧、𝛾𝑥𝑧皆為零，而得到以下關係式： 

因此，積層板於全域座標系統的應變場可推導如下： 

其中𝜀𝑥
0、𝜀𝑦

0為積層板中面之正向應變；𝛾𝑥𝑦
0為正向剪切應變；𝑘𝑥、𝑘𝑦為彎

曲曲率向量；𝑘𝑥𝑦為扭轉曲率向量；z 為垂直平面方向與中面之距離。 

 

圖 3-1 Kirchhoff-Love 板理論於 XZ 平面上的幾何變形 

𝛾𝑦𝑧 𝑥 𝑦 𝑧  −∅𝑦 +
𝜕𝑤0

𝜕𝑦
   →  ∅𝑦  

𝜕𝑤0

𝜕𝑦
 

𝛾𝑥𝑧 𝑥 𝑦 𝑧  −∅𝑥 +
𝜕𝑤0

𝜕𝑥
   →  ∅𝑥  

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
 

(3.2) 

{

 𝜀𝑥 
    𝜀𝑦    
 𝛾𝑥𝑦 

}  

{
  
 

  
 𝜀𝑥

0  
𝜕𝑢0

𝜕𝑥

  𝜀𝑦
0  

𝜕 0

𝜕𝑦
 

𝛾𝑥𝑦
0  

𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+

𝜕 0

𝜕𝑥 }
  
 

  
 

+ 𝑧

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑘𝑥  −

𝜕∅𝑥

𝜕𝑥
 −

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥2
 

 𝑘𝑦  −
𝜕∅𝑦

𝜕𝑦
  −

𝜕2𝑤0

𝜕𝑦2
 

𝑘𝑥𝑦  −(
𝜕∅𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕∅𝑦

𝜕𝑦
)

 − 
𝜕2𝑤0

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

}
 
 
 
 

 
 
 
 

 (3.3) 
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3.1.2 單層薄層應力-應變關係 

積層板由多層薄層(Lamina)疊合而成，單一薄層如圖 3-2 並參考圖 3-3，以

「第 k 層薄層，其材料座標系統(1,2)主軸方向與積層板全域座標系統(x,y)夾 角」

描述。依據 Kirchhoff-Love 假說，單層正交性材料板沿著主軸方向負載之應力-應

變的本構關係亦可簡化為： 

其中𝑄𝑖𝑗為對比勁度矩陣(reduced laminate stiffness)元素，由縱向彈性模數𝐸1、

橫向彈性模數𝐸2、剪切模數G12及浦松比ν
12
、ν

21
組成： 

經由座標轉換，可求取第 k 層薄層於積層板全域座標系統(x,y)上之應力-應變

關係： 

其中 

{

 𝜎1 
    𝜎2    
 𝜏12 

}  [
𝑄11 𝑄12  
𝑄12 𝑄22  
  𝑄66

]  {

𝜀1
   𝜀2    
𝛾12

} (3.4) 

𝑄11  
𝐸1

 −ν
12
ν

21

 𝑄12  
ν

12
𝐸1

 −ν
12
ν

21

  

𝑄22  
𝐸2

 −ν
12
ν

21

 𝑄66  𝐺12 

            
(3.5) 

𝜎3×1  [𝑇]3×3
−1

𝑄3×3[𝑇]3×3𝜀3×1  �̅�3×3𝜀3×1 (3.6) 
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因此第 k 層薄層於全域座標系統(x,y)上的應力-應變關係如下：  

其中轉換勁度元素 �̅�𝑖𝑗整理如下： 

 

  

[𝑇]3×3  [
cos2 𝜃 s n2 𝜃  cos 𝜃 s n 𝜃
s n2 𝜃 cos2 𝜃 − cos 𝜃 s n 𝜃

−cos 𝜃 s n 𝜃 cos 𝜃 s n 𝜃 cos2 𝜃 − s n2 𝜃

] (3.7) 

{

 𝜎𝑥 
    𝜎𝑦    
 𝜏𝑥𝑦

}

 𝑘 

 [

�̅�11 �̅�12 �̅�16

�̅�12 �̅�22 �̅�26

�̅�16 �̅�26 �̅�66

]

 𝑘 

 {

𝜀𝑥
0 + 𝑧𝑘𝑥

   𝜀𝑦
0 + 𝑧𝑘𝑦   

𝛾𝑥𝑦
0 + 𝑧𝑘𝑥𝑦

} (3.8) 

          �̅�11  𝑄11 cos4 𝜃 +   𝑄12 +  𝑄66 s n
2 𝜃 cos2 𝜃 + 𝑄22 s n4 𝜃 

          �̅�12   𝑄11 + 𝑄22 −  𝑄66 s n
2 𝜃 cos2 𝜃 + 𝑄12 s n

4 𝜃 + cos4 𝜃  

          �̅�22  𝑄11 s n4 𝜃 +    𝑄12 +  𝑄66 s n
2 𝜃 cos2 𝜃 + 𝑄22 cos4 𝜃 

          𝑄12 − 𝑄22 +  𝑄66 s n
3 𝜃 cos 𝜃 

          𝑄12 − 𝑄22 +  𝑄66 s n 𝜃 cos3 𝜃 

          𝑄66 s n
4 𝜃 + cos4 𝜃  

�̅�16=(𝑄11 − 𝑄12 −  𝑄66 s n 𝜃 cos3 𝜃 + 

�̅�26=(𝑄11 − 𝑄12 −  𝑄66 s n
3 𝜃 cos 𝜃 + 

�̅�66=(𝑄11 + 𝑄22 −  𝑄12 −2𝑄66 s n
2 𝜃 cos2 𝜃 + 

(3.9) 
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圖 3-2 積層板疊層示意圖 

 

圖 3-3 材料座標系統與全域座標系統夾角 示意圖 

3.1.3 積層板合應力、合力矩與勁度矩陣意義 

由式(3.8)可知，沿著積層板厚度 z 方向，各層的面內應力分佈為定值(當積層

板曲率向量𝑘𝑖為零時)或與應變呈線性關係。 然而，即使所有薄層皆使用相同材料，

卻仍會因為每層薄層材料主軸方向不同，而使得各層之間應力呈現不連續的現象，

如圖 3-5 所示。因此，儘管可由積層板的整體變形推得位移場，進一步計算空間

中的應變分佈(正向應變𝜀𝑖
0、曲率向量𝑘𝑖)，卻無法尋得僅以一組面內應力量值

(𝜎𝑥、 𝜎𝑦及𝜏𝑥𝑦 滿足此整體積層板的應力-應變關係。 
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古典積層板理論對此提出彌補的方法：定義一組將積層板面內應力沿著厚度

h 積分後的量值，稱「合應力」(stress resultants)，於式(3.10)中表示為𝑁𝑖；將積層

板力矩沿著厚度 h 積分後的量值，稱「合力矩」 (moment resultants)，於式(3.10)

中表示為𝑀𝑖。以合應力𝑁𝑖-應變𝜀𝑖
0及合力矩𝑀𝑖-曲率向量𝑘𝑖的關係代替應力-應變描

述積層板的力學行為，使積層板本構關係如所示。 

並將式(3.8)代入式(3.10)後可以得到： 

其中： 

𝑁x  ∫ 𝜎𝑥

ℎ
2

−
ℎ
2

dz  𝑁ｙ  ∫ 𝜎ｙ

ℎ
2

−
ℎ
2

dz  𝑁xｙ  ∫ 𝜏𝑥𝑦

ℎ
2

−
ℎ
2

dz 

𝑀x  ∫ 𝜎𝑥𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

dz  𝑀ｙ  ∫ 𝜎ｙ𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

dz  𝑁xｙ  ∫ 𝜏𝑥𝑦𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

dz 

(3.10) 

{

 𝑁𝑥 
  𝑁𝑦  

 𝑁𝑥𝑦

}  [

 11  12  16

 12  22  26

 16  26  66

] {

𝜀𝑥
0

 𝜀𝑦
0  

𝛾𝑥𝑦
0

} + [
 11  12  16

 12  22  26

 16  26  66

] {

𝑘𝑥

  𝑘𝑦  

𝑘𝑥𝑦

} (3.11) 

{

 𝑀𝑥 
  𝑀𝑦  

 𝑀𝑥𝑦

}  [

 11  12  16

 12  22  26

 16  26  66

] {

𝜀𝑥
0

 𝜀𝑦
0  

𝛾𝑥𝑦
0

} + [

 11  12  16

 12  22  26

 16  26  66

] {

𝑘𝑥

  𝑘𝑦  

𝑘𝑥𝑦

} (3.12) 

   𝑖𝑗  ∑ (�̅�𝑖𝑗)𝑘 
𝑁
𝑘=1 𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1  

  ij  
1

2
∑ (�̅�ij)𝑘

 𝑁
𝑘=1 𝑧𝑘

2 − 𝑧𝑘−1
2             

  ij  
1

3
∑ (�̅�ij)𝑘

 𝑁
𝑘=1 𝑧𝑘

3 − 𝑧𝑘−1
3  

(3.13) 
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A、D 與 B 矩陣分別為伸張(extensional)、彎曲(bending)與伸張-彎曲耦合

(extension-bending)勁度矩陣。其中 A 矩陣代表面內合應力與中面應變之關係；D

矩陣則代表合力矩與曲率向量之關係；而 B 矩陣則描述面內合應力及曲率向量對

中面應變之耦合效應。 

附帶一提，雖然 B 矩陣所造成的耦合效應對某些特殊應用來說是有利的，例

如：洪主頌[48]利用此效應設計螺槳，使螺槳承受彎矩時同時產生彎曲與扭轉變形，

以改變螺槳的螺距，提升螺槳運轉性能。然而，在多數的設計中，此效應大多被

視為一項缺點而盡可能地避免。而當積層板各層材料主軸夾角對稱於中面時，即

可使 B 矩陣各個元素皆為零。 

 

圖 3-4 積層板本構關係示意圖 

 

圖 3-5 積層板沿著厚度 z 方向：應變為線性變化；應力呈不連續分佈[2] 
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3.1.4 導入一階剪切變形理論 

古典積層板理論(Classical Laminate Theory, CLT)遵照 Kirchhoff-Love 假說：板

內任一垂直於中面(middle-surface)的直線，在變形後仍為一長度不變且垂直於中面

的直線。此假設雖然忽略垂直於面內方向之剪切應變𝛾𝑥𝑧、𝛾𝑦𝑧，但是對於相較於面

內方向之幾何尺寸，厚度甚薄的積層板而言，已具有相當足夠的準確性。然而，

如果要直接以古典積層板理論描述複材三明治結構的力學行為，其誤差必然大幅

提高。因為除了厚度增加，可能不再被界定為薄層(Thin plate)之外；且通常占大多

數厚度比例的芯材，其垂直於平面方向的剪切剛性亦是較表材為低的。因此，於

三明治結構相較於單純芯材可以大幅提升彎曲剛性的情況下，因為剪切變形而造

成的位移比例將增加。 

所以，為了更精確的描述三明治結構的實際位移，必須進一步考慮芯材的剪

切變形。Mindlin-Reissner 板理論(Mindlin–Reissner plate theory)或稱一階剪切變形

理論(first-order shear deformation theory,  FSDT)，為 Kirchhoff-Love 板理論的衍伸

─“板內任一垂直於中面(middle-surface)的直線，在變形後仍為直線但不再等長及

垂直於中面”(如圖 3. 3-6 中之AD̅̅ ̅̅ )。 

此理論即適用於描述三明治結構因為芯材剪切變形而造成的位移。其剪切應

變如圖 3. 3-6 所示為： 

因此，單層正交性材料板沿著主軸方向負載之應力-應變的本構關係亦將由式

(3.4)衍伸為： 

{
  𝛾𝑥𝑧 
 𝛾𝑥𝑦 

}  

{
 

 
𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 𝜃𝑥

  
𝜕𝑤

𝜕𝑦
− 𝜃𝑦 }

 

 
 (3.14) 
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其中𝑄44  𝐺23，𝑄55  𝐺13， 𝐺23、𝐺13為垂直於平面的橫向剪切剛性。 

再經由座標轉換，第 k 層薄層於全域座標系統(x,y)上的應力-應變關係如下： 

其中由式(3.9)額外增加的轉換勁度元素 �̅�𝑖𝑗為： 

因此，欲描述三明治結構的力學行為，除了式之合應力與合力矩之外，仍需

計算「合剪應力」(shear resultants)  y、 𝑥，為垂直於平面的橫向剪切應變沿著厚度

h 積分的量值，表示如下： 

{
 
 

 
 

 𝜎1 
    𝜎2    
 𝜏12 
𝜏23 
𝜏13 }

 
 

 
 

 

[
 
 
 
 
𝑄11 𝑄12    
𝑄12 𝑄22    
  𝑄66   
   𝑄44  
    𝑄55]

 
 
 
 

  

{
 
 

 
 

𝜀1
   𝜀2    
𝛾12

𝛾23

𝛾13 }
 
 

 
 

 (3.15) 

{
 
 

 
 

 𝜎x 
    𝜎y    
 𝜏xy 
𝜏yz 
𝜏xz }

 
 

 
 

 𝑘 

  

[
 
 
 
 
 
 �̅�11 �̅�12 �̅�16   

�̅�12 �̅�22 �̅�26   

�̅�16 �̅�26 �̅�66   

   �̅�44 �̅�45

   �̅�45 �̅�55]
 
 
 
 
 
 𝑘 

 

{
 
 

 
 

𝜀x
   𝜀y    
𝛾xy
𝛾yz
𝛾xz }

 
 

 
 

 𝑘 

 (3.16) 

�̅�44  𝑄44 cos2 𝜃 + 𝑄55 s n2 𝜃 

�̅�45  𝑄55 cos 𝜃 s n 𝜃 − 𝑄44 cos 𝜃 s n 𝜃 

�̅�55  𝑄44 s n2 𝜃 + 𝑄55 cos2 𝜃 

(3.17) 

 y  ∫ 𝜏𝑦𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

dz   x  ∫ 𝜏𝑥𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

dz (3.18) 



 

42 

並將式(3.18)代入式(3.16)可以得到： 

其中： 

上式參數 k 為剪力修正因子(Shear Correction Coefficients)，用以修正假設的

剪切變形與實際變形之間的差異，本研究使用之芯材為蜂巢板，其修正因子設定

為
5

6
。 

本研究於 4.4.1 節進一步驗證：以一階剪切變形理論計算三明治結構之位移，

已具備本研究所需之準確性。因此為了適當簡化模型，將不考慮使用更高階的剪

切變形理論。 

 

圖 3. 3-6 Mindlin-Reissner 板理論於 XZ 平面上的幾何變形 

3.2 疊層參數 

在古典積層板理論中，以勁度矩陣 A、B 及 D 建立本構關係。而勁度矩陣元

素 𝑖𝑗、 𝑖𝑗及 ij之設計參數包含各層的對比勁度矩陣元素�̅�𝑖𝑗
 𝑘 

和厚度𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1，

{ 
  𝑦
   𝑥  

  }  [
𝑆44 𝑆45

𝑆45 𝑆55
] { 

�̅�𝑦𝑧

 �̅�xz  
 } (3.19) 

𝑆ij  𝑘∑ (�̅�ij)𝑘
 

𝑁

𝑘=1
𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1           (3.20) 
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其中對比勁度矩陣元素�̅�𝑖𝑗
 𝑘 

仍需由材料常數𝐸1、𝐸2、τ12 ν12
及ν

21
與材料主軸方

向角𝜃𝑘以上參數計算而得。如此繁雜計算的過程，使其難以直接利用上述參數各

別設計勁度矩陣元素 ij、 ij及 ij。 

Tsai 與 Pagano[74]於 1968 年首先提出一種更為簡潔的勁度矩陣表示形式，

將勁度矩陣表示為疊層參數(lamination parameter, LP)的線性函數。並且推導出五個

以對比剛度矩陣元素𝑄𝑖𝑗組成的不變量，亦稱為 Tsai- Pagano 參數，將應用於該勁

度矩陣的表示形式中： 

以下將介紹疊層參數(lamination parameter, LP)的計算方法及對於勁度矩陣之

關係，並探討其可行區域範圍與物理意義。 

3.2.1 疊層參數介紹 

Tsai與Hahn[75]將疊層參數(lamination parameter, LP)整理為如式(3.22)無因次

沿著厚度方向對厚度積分之形式： 

      𝑈1  
 𝑄11 +  𝑄22 +  𝑄12 +  𝑄66

8
 

      𝑈2  
𝑄11 − 𝑄22

 
 

      𝑈3  
𝑄11 + 𝑄22 −  𝑄12 −  𝑄66

8
 

      𝑈4  
𝑄11 + 𝑄22 +  𝑄12 −  𝑄66

8
 

      𝑈5  
𝑄11 + 𝑄22 −  𝑄12 +  𝑄66

8
 

(3.21) 
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其中 𝑖𝐴、 𝑖𝐵、 𝑖𝐷分別稱為伸張、.伸張-彎曲耦合與彎曲疊層參數，𝑧̅為正常

化之厚度。此外，由於一般情況下積層板的材料主軸方向角對厚度方向而言呈現

分段線性，亦即同單層薄層皆是定值，所以式(3.22)可簡化視為求和運算。 

而勁度矩陣 A、B 與 D 即可分別表示為疊層參數 𝑖𝐴、 𝑖𝐵與 𝑖𝐷之線性組合，

公式如下： 

其中材料相依矩陣𝛤𝑖由Tsai- Pagano 參數組成： 

  1𝐴  2𝐴  3𝐴  4𝐴  ∫  cos  𝜃  s n  𝜃  cos  𝜃  s n  𝜃 

1
2

−1
2

d𝑧̅ 

  1𝐵  2𝐵  3𝐵  4𝐵   ∫ 𝑧̅ cos  𝜃  s n  𝜃  cos  𝜃  s n  𝜃 

1
2

−1
2

d𝑧̅ 

  1𝐷  2𝐷   3𝐷   4𝐷    ∫ 𝑧̅2 cos  𝜃  s n  𝜃  cos  𝜃  s n  𝜃 

1
2

−1
2

d𝑧̅ 

(3.22) 

      ℎ 𝛤0 + 𝛤1 1𝐴 + 𝛤2 2𝐴 + 𝛤3 3𝐴 + 𝛤4 4𝐴  

      
ℎ2

 
 𝛤1 1𝐵 + 𝛤2 2𝐵 + 𝛤3 3𝐵 + 𝛤4 4𝐵  

      
ℎ3

  
 𝛤0 + 𝛤1 1𝐷 + 𝛤2 2𝐷 + 𝛤3 3𝐷 + 𝛤4 4𝐷  

(3.23) 

𝛤0  [
𝑈1 𝑈4  
𝑈4 𝑈1  
  𝑈5

]  𝛤1  [
𝑈2   
 −𝑈2  
   

]  𝛤2  

[
 
 
 
 
   

𝑈2

 

  
𝑈2

 
𝑈2

 

𝑈2

 
 ]
 
 
 
 
 

  (3.24) 
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疊層參數與勁度矩陣為線性相關之特性，有利於用疊層參數取代疊層角度、

厚度及順序及做為設計變數，直接依據邊界條件設計各個勁度矩陣元素，讓複材

最佳化過程有物理意義可循。且無論積層板層數為何，皆可將設計變數數量控制

為最多十二個的疊層參數，除了有效減少變數數量，亦可處理當疊層數目、角度

與順序同時為設計變數時之變維度最佳化問題(將於第四章具體說明)。此外，疊層

參數有範圍、具凸性(convexity)且對勁度矩陣元素乃至於目標函數通常呈現連續平

滑的梯度關係[76]，皆是本研究應用做為複材最佳化之設計變數的因素。 

3.2.2 可行區域探討 

雖然疊層參數具有上述所提適用於複材最佳化之優勢，但觀察式(3.22)可知：

因為疊層參數為各層疊層方向角的三角函數之求和運算結果，彼此具有耦合關係，

所以各個疊層參數值無法任意選取。因此，必須定義真實存在的疊層參數集合之

範圍，稱為可行區域(feasible region)，使所求得之勁度矩陣元素符合物理意義。 

M. Miki[77]於 1982 年提出平衡對稱疊層(balanced symmetric laminates)，亦即

 2𝐴   4𝐴   之條件下的面內疊層參數域可行區域解析式： 

而相同的解析式亦適用於面外疊層參數 𝑖𝐷域，即當 2𝐷   4𝐷   ： 

𝛤3  [

𝑈3 −𝑈3  
−𝑈3 𝑈3  
  −𝑈3

]  𝛤4  [

  𝑈3

  −𝑈3

𝑈3 −𝑈3  
] 

 3𝐴 ≥   1𝐴
2 −   

− ≤  𝑖𝐴 ≤           

(3.25) 

 3𝐷 ≥   1𝐷
2 −   (3.26) 
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此外，M. Miki 建立如圖 3-7 所示，後人稱為”Miki’s diagram”之圖形。用以

描述疊層參數之可行區域及疊層參數與疊層角度之關聯。 

 

圖 3-7 Miki’s diagram[2] 

Fukunaga 等人[78]於 1997 進一步提出對所有面內疊層參數域 𝑖𝐴的可行區域

解析式，至此不再受限於既有的疊層型式： 

並且此解析式同樣適用於面外疊層參數域 𝑖𝐷： 

− ≤  𝑖𝐷 ≤           

  1𝐴
2  −   3𝐴 +   2𝐴

2  +   3𝐴 +  3𝐴
2 +  4𝐴

2 

−  1𝐴 2𝐴 4𝐴 ≤   

 1𝐴
2 +  2𝐴

2 ≤   

− ≤  𝑖𝐴 ≤        …     

(3.27) 
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因此，對於僅單純與面內或面外相關之最佳化問題，即可於此封閉、具凸性

與梯度連續的可行區域內進行變數搜尋。例如 Fukunaga 等人[79]利用面外疊層參

數 𝑖𝐷最佳化不同邊界條件下的對稱積層平板之挫曲負載強度。 

但是對於實際大多數的複材設計問題而言，一般需要同時考慮面內與面外的

積層板力學性質。因此，僅有單獨的面內疊層參數域 𝑖𝐴或面外疊層參數域 𝑖𝐷之可

行區域是不足的，必須定義耦合面內與面外的疊層參數可行區域。然而，至今仍

未有學者求得此耦合面內與面外之可行區域的充分解析式。有學者提出各種不同

的彌補方法： 

Diaconu 等人[80]於 2002 年應用變分法(variational method)提出一個近似方法

可以求取任意疊層參數域集合之可行區域的隱式近似解，並舉例如圖 3-8 所示。

Diaconu等人[81]以此方法進一步推導出包含三個疊層參數域  ij、 ij及 ij 之解析

式，如下： 

但是 Diaconu 等人[81]仍提到，即使綜合式(3.27)、式(3.28)與式(3.29)之可行

區域解析式，對於包含十二個疊層參數的設計域而言，仍僅為可行區域之必要條

件而非充分條件。 

  1𝐷
2  −   3𝐷 +   2𝐷

2  +   3𝐷 +  3𝐷
2 +  4𝐷

2 

−  1𝐷 2𝐷 4𝐷 ≤   

 1𝐷
2 +  2𝐷

2 ≤   

− ≤  𝑖𝐷 ≤        …     

(3.28) 

      𝑖𝐷 −     𝑖𝐴 −   ≥   𝑖𝐴 −   4 +   𝑖𝐵
2  

      𝑖𝐷 +     𝑖𝐴 +   ≥   𝑖𝐴 +   4 +   𝑖𝐵
2      …    

(3.29) 
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圖 3-8 包含不同疊層參數域  ij、 ij或 ij 之可行區域隱式解[81] 

Setoodeh 等人[82]於 2006 年提出以連續凸殼近似法(successive convex hull 

approximation)求取任意集合之疊層參數域的可行區間。此方法以有限個可行區域

邊界上的點建立凸殼(convex hull)，轉換為多個超平面(hyperplane)(當設計域維度為

𝑅𝑛時，超平面為一個 n-1 維仿射子空間)，然後求取超平面的端點(vertices)，建立

與超平面數目等量之線性限制條件，這些線性限制條件之交集即為該疊層參數域

的近似可行區域。該研究以幾種不同維度之設計域做為數值範例，不斷增加離散

疊層角度集合直到達成收斂判准，以求取近似可行區域的體積及限制條件，其結

果整理如表 3.1 所示。 

表 3.1 幾種不同集合之疊層參數域的可行區域體積及建立的超平面數目(其中 i為

面內疊層參數、𝑊i為面外疊層參數) [82] 

 

Bloomfield等人[83]認為Setoodeh等人[82]提出之方法會產生極大量的限制條

件，尤其在面對高維度的設計域時，其數量將造成計算效率低落而無法實際應用。
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因此，於 2009 年同樣應用超平面提出在既定的離散疊層角度(0 、   、    、  

   、      下，任意不同疊層參數域集合之設計域的可行區域顯示解求取方法。

如圖 3-9 所示，即是以超平面在既定疊層角度且 4𝑗   的條件下建立的

  1𝑗  2𝑗   3𝑗 域的可行區域(其中 j=A、D)。 

 

圖 3-9 以疊層角度 0 、   、    、     、    在 4𝑗   條件下建立之

  1𝑗  2𝑗   3𝑗 域的可行區域(其中 j=A、D) [83] 

同樣於 2009 年，Weaver 與 Bloomfield[84]進一步探討疊層角度集合大小與超

平面所包覆的可行區域體積之關係。以面內疊層參數域 𝑖𝐴為例，在不考慮可行區

域的情況下，此四維空間𝑅4的體積由基本三角函數性質定義為     4 。而考慮

式(3.27)可行區域解析式後，體積限縮為 3.2890，該值即是面內疊層參數域 𝑖𝐴之可

行區域的理論體積。該研究針對面內、面外與耦合疊層參數，計算由小到大不同

疊層角度集和所構成的可行區域體積，並與理論體積相比較，其中部分計算結果

如表 3.2 所示。由計算結果可以發現，當疊層角度增量為 5 時，已可達到超過 97.5%

的理論體積。因此該研究於結論提出：以有限的疊層角度集合，即可涵蓋絕大部

分疊層參數域的可行區域。代表對於任何一組疊層參數值，只要以足量的離散疊

層角度集合為變數，皆可求得至少一組相對應的疊層角度。而疊層角度與疊層參

數之關係，將於 3.2.3 做更詳細的說明與探討。 
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表 3.2 面內或面外疊層參數域的可行區域體積[84] 

 

總結以上論述，包含所有疊層參數之設計域的可行區域仍屬未知，至今並未

有充分解析式被推導出來。而近年來有多位學者[80] [82] [83]以近似方法，求取部

分疊層參數域的可行區域，並已進一步應用於各種特殊複材最佳化設計中[85-87]。

但目前這些方法仍面臨兩難的情況：當疊層角度集合過大，例如 Setoodeh 等人[82]

提出的方法，則造成限制條件隨著設計域維度提高而劇增，影響計算效率；當疊

層角度集合過小，例如 Bloomfield 等人[83]提出的方法(由表 3.2 可知僅涵蓋 48%

的可行區域)，則因為無法有效涵蓋可行區域，而可能發生「對於一組於可行區域

內疊層參數，無法求得相對應的疊層角度組合」之窘境。此外，在這些文獻中皆

並未有具體求取超過四個維度以上的設計域之可行區域結果，整體而言，在實際

應用上仍是受限的。 

3.2.3 疊層參數的物理意義 

於 3.2.1 節提到以疊層參數做為設計變數將有利於直接設計各個勁度矩陣元

素，而本節將詳細說明疊層參數與勁度矩陣之關聯性及探討疊層參數本身具有的

物理意義，並以前述之圖 3-7 Miki’s diagram 為例，解釋在可行區域內不同位置之

間的疊層角度關係與距離的涵義。 
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以伸張勁度矩陣A為例，由式(3.23)可知，伸張勁度矩陣A為材料相依矩陣𝛤𝑖的

線性組合再乘上積層板厚度。因此，可藉由分別解讀這五個材料相依矩陣的矩陣

元素，了解疊層參數與勁度矩陣之關係。 

首先，經由直接計算矩陣𝛤0可知，矩陣𝛤0乘上積層板厚度 h 即等於該積層板

在擬等向疊層(quasi-isotropic laminate)下的面內伸張剛性 A。所以當積層板為擬對

稱疊層時，疊層參數 𝑖𝐴將全部為零。也因此疊層參數 𝑖𝐴可進一步思考成“將原本

擬等向疊層混入正交各向異性(orthotropy)的量值”。 

矩陣Γ1僅與伸張勁度矩陣 A 中的矩陣元素 11與 22相關，且矩陣元素Γ11與Γ22

互為相反數。表示疊層參數 1𝐴可部份定性的表示兩個方向主軸勁度的分配結果，

換句話說：當 1𝐴的值趨向於 1 時，將使 1 方向勁度之矩陣元素 11增加，2 方向勁

度之矩陣元素 22減少，可解讀為有較多薄層的纖維方向靠近 1 方向；同樣得，當

 1𝐴的值趨向於-1 時，將使 2 方向勁度之矩陣元素 22增加，1 方向勁度之矩陣元素

 11減少，可解讀為有較多的纖維方向靠近 2 方向。 

矩陣𝛤2與𝛤4是唯二與矩陣元素 16與 26相關的材料相依矩陣，所以綜合 2𝐴與

 4𝐴之值，即可表示伸張與剪切之間的耦合關係。例如：當 2𝐴與 4𝐴皆為零時，即

表示該積層板屬於平衡疊層(balanced laminate)，不具伸張─剪切耦合效應。 

矩陣Γ3所造成的影響較為複雜，因為和 11、 12、 22與 66皆有相關。不過

根據矩陣元素的正負號位置， 3𝐴仍可作以下變化趨勢的解讀：當 3𝐴的值越趨向於

1 時，矩陣元素 11與 22均增加，而 22與 66減少，表示同時提高積層板兩個主軸

方向伸張勁度，而降低剪切勁度。效應類似增加積層板 0 與 90 方向的薄層比例，

減少 45 方向的薄層比例。反之，當 3𝐴的值越趨向於 1，則會使 22與 66增加， 11

與 22減少。 

此外，對於疊層參數於可行區域內之位置與距離的涵義，以及和疊層角度之

間的關係，將配合 Miki’s diagram 作進一步說明。 
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Miki’s diagram 為當 2𝐴、 4𝐴與 𝑖𝐵皆為零，亦即積層板屬於平衡對稱疊層

(balanced symmetric laminate)時，根據 1𝐴與 3𝐴之可行區域解析式(3.25)所繪製。 

見圖 3-7 並藉由前述對於疊層參數物理意義的認知，可進一步理解：A 點位

置 1𝐴   3𝐴   ，屬於擬等向疊層；B 點位置 1𝐴   3𝐴   ，表示所有薄層的疊層

角度皆為 0 ；F 點位置 1𝐴   3𝐴  − ，表示所有薄層的疊層角度皆為 90 ；G 點

位置 1𝐴     3𝐴   ，表示積層板由等量疊層角度分別為 0 與 90 之薄層組成，例

如[    ]𝑠；D 點位置 1𝐴     3𝐴  − ，表示積層板由等量疊層角度分別為+   與

−   之薄層組成，例如[   ]𝑠。此外，沿著邊界拋物線上所有的點，皆可視為一

組以單一方向角附加正負號之疊層角度組合的計算結果，例如 B、C、D、E 與 F，

即分別代表了[ ]𝑠、[   ]𝑠、[   ]𝑠、[   ]𝑠與[  ]𝑠的計算結果。 

任一通過可行區域內某一點( 1𝐴  3𝐴 的直線，皆會與邊界拋物線產生兩個交

點。此即表示該點( 1𝐴  3𝐴 可為兩交點所代表的疊層角度組合之合成，而合成比

例為該點( 1𝐴  3𝐴 與兩交點距離之反比。舉例說明：G 為 B 與 F 之中點，因此可

推測 G 點所代表的疊層角度為[ ]𝑠與[  ]𝑠之等比例合成結果，滿足前段所提到之

[    ]𝑠；A 又為 D 與 G 之中點，所以可推測 A 點所代表的疊層角度為[   ]𝑠與

[    ]𝑠之等比例合成結果，亦滿足前段所提到之擬等向疊層。然而，根據此原則

亦可得知，擬等向疊層並非僅可由[   ]𝑠與[    ]𝑠合成，因為通過 A 點之直線也

可以是線段𝐸 ̅̅ ̅̅ 或者𝐶𝐹̅̅̅̅ 。以線段𝐸 ̅̅ ̅̅ 而言，A 點的疊層角度會是[   ]𝑠與[ ]𝑠以 2：1

合成之結果，即[     ]𝑠；以線段𝐶𝐹̅̅̅̅ 而言，A 點的疊層角度則會是[   ]𝑠與[  ]𝑠以

2：1 合成之結果，即[     ]𝑠。 

同理可知，對於可行區域內的每一個位置(代表一組疊層參數)，都可以有無

限多種的疊層角度組合加以表示，但是疊層參數與勁度矩陣卻是一對一的函數關

係。也就是說，對於同樣一個結構響應，以疊層參數做為設計變數，其搜尋方向

可以是連續的變化過程，一般可求得唯一的最佳解；而假如以疊層角度為設計變

數，則可能因為具有多個分散的局部最佳解，而導致提早收斂至其中一個局部最
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佳解。因此再一次證明：當最佳化演算法需考慮搜尋方向時，疊層參數較疊層角

度更適合做為最佳化的設計變數。 

而在下兩個章節中，將以複合材料種類中最常使用但卻不易進行最佳化設計

的積層板與表材非等向性三明治結構，具體說明如何應用疊層參數的優勢於複合

材料最佳化，以解決目前複合材料最佳化以基因演算法求解所面臨的效率低落問

題。 
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第四章   複材積層板最佳化 

在前一章中已對疊層參數詳加介紹，同時透露疊層參數在可行區域的限制條

件上仍有很大的研究空間，並探討其物理意義以解釋相較於疊層角度與順序而言，

疊層參數做為複合材料最佳化設計變數之優勢，而本章將具體說明如何將疊層參

數應用於複材積層板最佳化中。 

如 3.1.3 所言，對於普遍的複合材料設計而言，一般會避免伸張對彎曲或扭轉

的耦合效應的產生，亦即會將積層板設計為對稱疊層使耦合勁度矩陣 B 的各個矩

陣皆為零。所以，本章首先針對對稱疊層的八個耦合疊層參數域，以建立少量的

限制條件擬合式，進一步排除不可行區域。並將原本複材積層板最佳化問題劃分

為兩個步驟的子問題：先以梯度演算法進行疊層參數最佳化，求取最佳疊層參數

組合；再用演化式演算法搜尋最符合該疊層參數組合的對稱疊層角度與順序。 

此外，於本章中將先以三點彎曲實驗驗證分析方法的準確性，並以比對四邊

簡單支撐之平板剛性最大化解析解驗證最佳化方法的準確性。再進而以平板在不

同尺寸規格下；以及圓管在不同負載條件下的剛性最佳化做為數值範例，驗證此

複材積層板最佳化方法的準確性、相較於傳統方法之效率提升以及對於不同結構

幾何與邊界條件的通用性。 

  

4.1 近似疊層參數可行區域求取 

由 3.2.2 可知，目前僅有單獨的面內疊層參數域或面外疊層參數域的可行區域

解析式，即式(3.27)與(3.28)。就算有學者提出部份耦合疊層參數域的必要條件顯示

解，如式(3.29)，仍與真實的可行區域體積範圍有偌大的差異。因此有多位學者提

出以近似方法求取部份疊層參數域的可行區域的隱式解，其中則以 Setoodeh 等人

[82]提出使用凸殼近似求取可行區域之方法有較多的應用[85-87]。但是文獻中皆無

超過四個維度之範例，因此筆者嘗試先以該方法進行不同維度的疊層參數域可行

區域之求取，藉以了解此方法對於疊層參數超過四個維度的最佳化問題之可行性。
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以 8 層對稱疊層做測試之結果如下表所示： 

表 4.1 以凸殼近似求取不同維度疊層參數域可行區域的限制條件數量 

Number of constrains
*1

 
Degree increments

*1 

  *         

D
im

en
sio

n
s 

3( 1𝐴  2𝐴  3𝐴  212 28 8 

4( 1𝐴  3𝐴  1𝐷   3𝐷  × 3455 434
*3

 

6( 1𝐴 −  4𝐴  1𝐷  3𝐷  × × 26810 

8( 1𝐴 −  4𝐴  1𝐷 −  4𝐷  × × × 

*1  “×”表示數量過大，難以計算。 

*2  避免資料點過多，此處僅以外側兩層之角度增量為 5 ，內側兩層維持 15 。 

*3 以此所有限制條件為例，轉換成超級面可繪製成如圖 4-1 之可行區域。 

 

圖 4-1 疊層參數域( 1𝐴  2𝐴  3𝐴 以 30°角度增量近似之可行區域 

然而，由表 4.1 所例舉的範例可以發現，以對稱疊層所需的八個耦合疊層參

數域的八維可行區域而言，當角度增量小於 30 時，用此方法完全無法有效的求得

可行區域隱式解。或者可以說，就算用更高階的硬體設備計算求得，其數目亦不
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可能使其應用於最佳化過程中，因為僅僅六維的可行區域以 30 角度增量近似，即

產生超過萬條的不等式限制條件。如果在每一次最佳化演算過程中皆須一一計算，

那麼所耗費的資源將難以估計而無法達到最初提升效率的目標。另一方面，如果

為了減少限制條件數目而一味地提高角度增量，則可能過於限縮近似可行區域體

積，而與可行區域理論體積有過大的落差，導致最佳化的結果並非最佳解。 

因此，在目前所有研究皆無法求得八個耦合疊層參數域之可行區域的充要限

制條件的情況下，如何以最少量的近似限制條件，有效率且不過度的限縮可行區

域範圍，是本研究在進行複材積層板最佳化前的首要目標。 

4.1.1 限制條件擬合式建立 

本研究採用「建立二維限制條件」的方式，進一步限縮「綜合現有解析式求

得的八維耦合疊層參數域之必要可行區域」。所謂的二維是指：對於一個限制條件

同時只考慮兩個疊層參數。因此，八個疊層參數原本共會有 28( 𝐶2
8 個二維面，

而根據這 28 個二維面上的可行區域投影，即可以建立 28 組限制條件。但是由於

已有單獨面內與面外之解析式(3.27)與(3.28)，所以其中 12(  𝐶2
4 組必然自動滿足；

且式(3.29)亦等同於面內與面外下標號相同( 𝑖𝐴= 𝑖𝐷      …    的 4 條耦合限制條

件。故實際須以擬合方法建立的二維限制條件將縮減至 12 組。但本節仍會求取所

有的耦合限制條件共 16 組，詳見表 4.2。以於下一節 4.1.2 中，將面內與面外下標

號相同之擬合限制條件與式(3.29)比對，驗證其準確性。 

擬合限制條件的建立方式為：先取得大量疊層角度組合所對應的八個疊層參

數(本研究採用 8 層對稱疊層，最外層角度增量為 5 ，其餘為 15 ，共 62208 組疊

層參數)；再將 𝑖𝐴與 𝑖𝐷如表 4.2 捉對建立二維散佈圖；並以 MATLAB 軟體搜尋凸

殼座標點；最後以這些凸殼座標點於每個散佈圖上建立一到二條擬合多項式，做

為可行區域的限制條件。 
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表 4.2  𝑖𝐴對 𝑖𝐷建立二維限制條件列表 

𝑽𝟏𝑨 𝒗𝒔 𝑽𝟏𝑫 

𝑽𝟏𝑨 𝒗𝒔 𝑽𝟐𝑫 

𝑽𝟏𝑨 𝒗𝒔 𝑽𝟑𝑫 

𝑽𝟏𝑨 𝒗𝒔 𝑽𝟒𝑫 

𝑽𝟐𝑨 𝒗𝒔 𝑽𝟏𝑫 

𝑽𝟐𝑨 𝒗𝒔 𝑽𝟐𝑫 

𝑽𝟐𝑨 𝒗𝒔 𝑽𝟑𝑫 

𝑽𝟐𝑨 𝒗𝒔 𝑽𝟒𝑫 

𝑽𝟑𝑨 𝒗𝒔 𝑽𝟏𝑫 

𝑽𝟑𝑨 𝒗𝒔 𝑽𝟐𝑫 

𝑽𝟑𝑨 𝒗𝒔 𝑽𝟑𝑫 

𝑽𝟑𝑨 𝒗𝒔 𝑽𝟒𝑫 

𝑽𝟒𝑨 𝒗𝒔 𝑽𝟏𝑫 

𝑽𝟒𝑨 𝒗𝒔 𝑽𝟐𝑫 

𝑽𝟒𝑨 𝒗𝒔 𝑽𝟑𝑫 

𝑽𝟒𝑨 𝒗𝒔 𝑽𝟒𝑫 

16 個散佈圖及 16 組共 30 條限制條件擬合結果列於表 4.3-表 4.6。其中每一

個藍點代表一組疊層參數組合，黑線則為由凸殼座標點所建立的擬合線。此外，

可對擬合式做積分運算求取該二維平面上可行區域內的面積。因此，末欄即顯示

考慮此組限制條件擬合式後，於此二維平面上限縮後對限縮前的面積百分比，亦

可解釋為透過這組限制條件，可使八維耦合疊層參數域限縮的體積百分比。 
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4.1.2 擬合式準確性驗證 

本小節將針對上一節建立的16組共30條限制條件擬合式分兩階段進行驗證。

於第一階段，定量比較式(3.29)與綜合面內對面外下標號相同( 𝑖𝐴= 𝑖𝐷      …    的

4 條耦合限制條件之限縮後的面積百分比，以了解所建立的限制條件擬合式是否適

當；第二階段以隨機產生不同層數的疊層角度組合並求取對應的疊層參數組合代

入該 30 條限制條件擬合式，計算涵蓋率及定性觀察疊層參數組合於散佈圖上是否

充滿整個可行區域。 

式(3.29)與綜合面內對面外下標號相同( 𝑖𝐴= 𝑖𝐷      …    的 4 條耦合限制條

件的比較結果，其中「 1𝐴     1𝐷」與「 2𝐴     2𝐷」擬合式係數完全相同，且

「 3𝐴     3𝐷」與「 4𝐴     4𝐷」亦相同。所以僅以「 1𝐴     1𝐷」及「 3𝐴     3𝐷」

之比較結果表示於下圖 4-2 圖 4-3： 

 

圖 4-2  1𝐴     1𝐷限制條件解析式與擬合式之比較 
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圖 4-3  3𝐴     3𝐷限制條件解析式與擬合式之比較 

其中，解析式以黑色實線繪製，限縮後/前面積比經過積分計算後為 50%；擬

合式以紅色虛線繪製，「 1𝐴     1𝐷」與「 3𝐴     3𝐷」之限縮後/前面積比由表 4.3

表 4.5 可知分別為 48.62%與 48.05%。此外，觀察圖 4-2 圖 4-3 可以見得，解析式

與擬合式所建立的可行區域大致相同，但解析式幾乎涵蓋了擬合式所建立的可行

區域。所以，如果將兩者之限縮後/前面積比做比較，可進一步推估「 1𝐴     1𝐷」與

「 3𝐴     3𝐷」限制條件擬合式的可行區域涵蓋率約分別達 97.24%(=48.62%/50%)

與 96.1%(=48.05%/50%)。顯示以此疊層角度集合所產生的 62208 個疊層參數組合

所建立之限制條件擬合式做為必要條件時，已具有極高的判別準確率。 

但是對於其他建立的 12 條限制條件擬合式，卻必然無法有相對應的解析式加

以比對驗證，所以本研究以任意產生不同層數的疊層角度組合(本研究採用層數 8

層、16 層與 24 層之疊層角度組合各 10000 組，共 30000 組疊層角度組合)並計算

其疊層參數組合，如表 4.7 所示代入 12 條擬合式當中，除了計算涵蓋率以推估準

確性，亦可藉由疊層參數資料點的分佈情況，評判所建立的限制條件擬合式是否
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適當，例如：如果涵蓋率甚高且未有大面積的未填滿區塊，則表示該限制條件擬

合式可有效且準確地於二維疊層參數域內限縮可行區域面積。 

表 4.7 限制條件擬合式涵蓋率計算 

X= Y= 隨機取點散佈圖 擬合式涵蓋率 

𝐕𝟏𝐀 𝐕𝟐𝐃 

 

99.95% 

𝐕𝟏𝐀 𝐕𝟑𝐃 

 

99.96% 

𝐕𝟒𝐃 𝐕𝟏𝐀 

 

99.99% 

𝐕𝟐𝐀 𝐕𝟏𝐃 

 

99.95% 
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X= Y= 隨機取點散佈圖 擬合式涵蓋率 

𝐕𝟐𝐀 𝐕𝟑𝐃 

 

99.97% 

𝐕𝟒𝐃 𝐕𝟐𝐀 

 

99.99% 

𝐕𝟑𝐀 𝐕𝟏𝐃 

 

99.94% 

𝐕𝟑𝐀 𝐕𝟐𝐃 

 

99.94% 

𝐕𝟒𝐃 𝐕𝟑𝐀 

 

99.95% 
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X= Y= 隨機取點散佈圖 擬合式涵蓋率 

𝐕𝟒𝐀 𝐕𝟏𝐃 

 

99.98% 

𝐕𝟒𝐀 𝐕𝟐𝐃 

 

99.98% 

𝐕𝟑𝐃 𝐕𝟒𝐀 

 

99.93% 
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由上表可知，擬合式涵蓋率皆超過 99.9%，而未涵蓋的少數點亦相去擬合式

邊界不遠；且觀察散佈圖上的點，幾乎佈滿擬合式內的區域。表示此擬合式可有

效的應用於極大多數的疊層組合中。 

因此，原本八維耦合疊層參數域的體積為 256(  8 ，先考慮式(3.27)與(3.28)

後可使體積限縮為 10.8175(  . 8  2)，再透過式(3.29)可進一步限縮為

0.6761(   .8 7 ×  . 4 ，最後再加入本研究新建立的 26 條限制條件擬合式，可

將體積限縮至 0.1192(  . 7  ×  7.  % 。儘管八維耦合疊層參數域的理論可行

區域體積必然小於此值，但僅透過這 32 條限制條件即可排除 99.95%的體積，有效

率的大幅降低所求得的疊層參數組合並無真實對應的疊層角度與順序之可能性。

此外，於 4.4 節將進一步驗證，即使上述情況發生，只要此疊層參數組合離可行區

域邊界尚不遠，依據疊層參數域梯度連續的特性，仍有機會在最靠近此疊層參數

組合的邊界上求得最佳解。 

所以，於後述的章節中，將皆以此 32 條限制條件(解析式 6 條與擬合式 26 條)

做為以疊層參數為設計變數之子問題的設計限制。 

4.2 積層板最佳化問題建立 

雖然於 2.1 中，為了有系統的探討複材積層板最佳化，而以最佳化方法的種

類做為分類依據。但是在該節中亦提及，對於不同的研究方向所建立之積層板最

佳化問題的亦不盡相同。例如：設計變數可能為材料種類、疊層厚度、角度或順

序等之中的某些項目；目標函數可能為強度、挫曲負載、應變能、基頻、重量或

剛性等；而設計限制亦有其多寡。因此，最佳化問題的建立是否得當，與求解難

易以及是否可以求得合理的最佳解皆有相關。 

而本節的目的在於先建立一個標準的積層板最佳化問題，以利於在下一節中

說明如何應用疊層參數將此最佳化問題分解為兩個子問題，並以複合式最佳化方

法求解。 
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4.2.1 設計變數 

於積層板最佳化問題中，當設計變數包含疊層角度時，通常具有較高的求解

難度，也是大多數積層板最佳化的研究方向。所以本研究將屏除各層薄層的材料

選擇與厚度變化之影響，簡化最佳化問題，以利於直接比較本研究之方法相較於

傳統方法，在以疊層角度做為設計變數時之效益。 

此外，Weaver 與 Bloomfield[84]提到，以有限的疊層角度集合，即可涵蓋絕

大部分疊層參數域的可行區域。表示即使疊層角度設定為離散變數，只要變數範

圍選取適當，對於所求得的最佳解之目標函數值，與設定為連續變數應是相去不

遠的。 

因此本研究參考表 3.2，以可行區域範圍達理論體積的 97.5%之「5 角度增量」

之各層疊層角度做為設計變數，可表示如下： 

4.2.2 設計限制 

由於本研究的積層板最佳化問題將預先指定材料且各層厚度為定值，所以對

於單件積層板而言，在給予重量限制條件後，即可推得疊層數目限制條件。且由

於疊層數目與目標函數基本上為單調函數關係，因此最佳疊層數目顯然為限制條

件的上界。此外，基於簡化最佳化問題的原則，亦先不將傳統複材設計手冊中所

條列之疊層規則列入考慮。 

4.2.3 目標函數 

於實務應用上，複材結構體的設計大多以強度或剛性為首要考量。但是由於

複合材料並非單一的破壞模式，在必須考慮多種破壞判准的情況下，對於較複雜

−   ≤ 𝜃𝑖 ≤   °   {𝜃𝑖|𝑝 ×     𝑝 ∈ 𝑍} (4.1) 
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的結構體而言，強度最佳化可能無法求取或不切實際，因為各種破壞判准幾乎不

可能同時成立。雖然已有研究[88]嘗試建立疊層參數與積層板強度之間的關係，但

仍有兩個問題尚待解決：一為取決於材料勁度與破壞強度之保守破壞包絡線的形

狀仍然未知；二為尚未證明在疊層參數域中，破壞指數函數具凸性。除此之外，

此方法亦無法考慮局部或層間等破壞模式的發生。所以本研究的最佳化問題仍將

以最大化剛性為目標函數，亦即求取積層板結構體的最小位移，可記為：  

其中𝑛為表材層數。 

4.3 方法架構與流程 

本節將具體說明如何應用疊層參數將上節所述的積層板最佳化問題分解為兩

個子問題，並依據子問題的特性，分別選擇適合的最佳化演算法求解。如圖 4-4

所示，最佳化流程將劃分為兩個步驟：Step1─以梯度演算法進行疊層參數最佳化；

Step2─以演化式演算法進行疊層角度擬合。以下將分別就這兩個步驟的執行過程

作詳細說明： 

 

m n   𝑈𝑚𝑎𝑥 𝜃𝑖    ∈ {  ⋯  𝑛}      (4.2) 
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圖 4-4 積層板複合式最佳化流程圖 



 

71 

4.3.1 Step1：以梯度演算法進行疊層參數最佳化 

如圖 4-4 上半部所示，此步驟以疊層參數 LP 與積層板厚度𝑡𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙做為設計變

數。其中因為積層板設為對稱疊層，所以設計變數中的疊層參數 LP 僅包含 1𝐴、 2𝐴、

 3𝐴、 4𝐴、 1𝐷、 2𝐷、 3𝐷與 4𝐷。此外，如果是單件積層板，最佳厚度基本上可由

重量限制上界直接計算獲得，而不需納入設計變數當中。 

此步驟首先給定一起始值，計算是否滿足 32 條可行區域限制條件，如果其中

有未滿足的限制條件，則需重新給定起始值。如果該組疊層參數位於可行區域內，

則進一步以此組疊層參數計算伸張與彎曲勁度矩陣 A、D，並代入有限元素模型，

以有限元素法求解器(本研究以 ABAQUS 建立有限元素模型並求解)計算目標函數

值(即最大位移)與限制條件。接著進入最佳化程序，在此步驟使用梯度演算法求取

搜尋方向與步長(本研究以 OPIMUS 建立最佳化程序，演算法選用序列二次規劃

(sequential quadratic programming, SQP)，參數設定如表 4.8 所示，並仍將可行區域

視為設計限制，以避免新的位置超出可行區域邊界。然後，進行疊代運算直到滿

足收斂判准，則此組疊層參數與積層板厚度即為該子問題的最佳解。 

表 4.8 序列二次規劃參數設定 

Tolerance 0.0001 

Max. nr. Iterations 50 

Max. line search 20 

Gradient calculation Finite Difference 

Gradient method Forward Difference 

4.3.2 Step2：以演化式演算法進行疊層角度擬合 

如圖 4-4 下半部所示，此步驟以離散的疊層角度集合 𝑛與積層板厚度𝑡𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙做

為設計變數。其中疊層角度集合 𝑛如 4.2.1 所述以「5 角度增量」做為變數集合，

而積層板厚度𝑡𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙則為單層薄層厚度的 2n 倍，n∈ N。先求取疊層角度所對應的疊

層參數組合 LP( 𝑛 ，並以最小平方法(least squares method)計算該組設計變數與上
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個步驟的最佳解之距離。以此「距離」做為目標函數，使用演化式演算法求取最

小化距離的最佳解(本研究選用自適應性遺傳演算法(Self-Adaptive Evolution 

Algorithms)，參數設定如所示)，其中包含最佳各層疊層角度 𝑛−𝑜𝑝與最佳積層板厚

度𝑡𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙−𝑜𝑝，即是 4.2 節所建立的最佳化問題之最佳解。 

表 4.9 自適應性遺傳演算法參數設定 

Number of parents N 

Sexuality N 

Population size 5N 

Initial step-width 1 

Average stopping step-width 0.01 

Step-width mutation factor 1.3 

N：number of variables  

4.3.3 小結 

在整個最佳化過程中(包含 Step1 與 Step2)，大部分的時間(約 95%以上)耗費

於以有限元素求解器計算目標函數與限制條件上。換言之，欲提高最佳化的求解

效率，最有效的方法即為在不降低最佳化準確性的前提下，減少呼叫有限元素求

解器作計算的次數。 

於 2.1.5 中提到，當以疊層角度做為設計變數時，與目標函數(如最大位移)通

常呈現高階非線性、多峰與非凸性的函數關係。因此，雖然梯度演算法具有較佳

精確度與收斂速度，卻往往僅能求得局部最佳解。所以，面對較複雜的積層板最

佳化問題，目前的趨勢為使用啟發式演算法，因其具有良好的全域最佳解搜尋能

力，其中又以演化式演算法(如基因演算法)最廣為使用。然而，這類演算法的最大

缺點即是需要大量的目標函數求解次數，對於略為複雜的問題，往往可能需要上

千次的目標函數計算才達到收斂。 

而本研究所提出之複合式最佳化方法，應用疊層參數將原最佳化問題分解為

兩個子問題。因此，在需要計算目標函數的 Step1 中，即可利用疊層參數平滑、連
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續且具凸性的特性，先使用梯度演算法求取最佳疊層參數組合，達到大幅減少用

有限元素求解器作計算的次數的目的。然後於 Step2 再以演化式演算法搜尋轉換結

果最接近該組疊層參數的疊層角度組合。因為此時不需要再呼叫有限元素求解器，

所以即使需要大量的演算次數，亦幾乎不影響整體最佳化的效率表現。 

4.4 實例驗證與比較 

本節將首先以三點彎曲實驗驗證使用古典積層板理論結合有限元素法之方析

方法的準確性；然後以一個可解析之積層板最佳化問題，驗證本研究所提出之最

佳化方法的準確性；再分別以不同尺寸規格之積層平板與不同附載條件之積層圓

管最佳化問題，驗證此方法之效率提升與通用性。以充分證明此方法的可性性與

進步性。 

4.4.1 分析方法準確性驗證 

本研究欲以三點彎曲實驗驗證分析方法之準確性，使用與本實驗室林逸祥[89]

學長之研究相同的實驗器材並參考其設定方法，該實驗內容是參照 ASTM C 393 

（Standard Test Method for Flexural Properties of Sandwich Constructions）所建立的，

圖 4-5 為相關之幾何參數設定。 

 

圖 4-5 ASTM C 393 實驗相關幾何參數 

原實驗主要目的為測試三明治結構之表材降伏或芯材剪切破壞強度與彎曲剛

性。但於本研究中僅藉此負載模式與邊界條件，驗證積層板在不同疊層角度下，

使用不同有限元素分析模型之「彎曲剛性」的分析準確性，以了解在本研究中以
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古典積層板理論結合有限元素分析是否可行。因此，將不考慮實驗後段之非線性

乃至破壞之行為。 

此外，由於積層板之比彎曲剛性大幅低於三明治結構，導致加載過程中會產

生如圖 4-6 所示，施力塊與試片並非面接觸而近似線接觸之情況，因此有限元素

模型的設定上，相較於林逸祥學長於研究中之邊界條件設定，必須更精確地描述

此一現象，避面與實驗結果產生過大的誤差。詳細內容將在 4.4.1.b 做進一步的說

明。 

 

圖 4-6 施力塊與積層板僅兩端線接觸 

4.4.1.a 實驗設計與驗證方法 

本實驗試片尺寸規格統一如圖 4-7 所示，其中 l 為試片長度，b 為試片寬度，

a 為三個接觸面之寬度，s 為固定塊之接觸面的中心距，單位為 mm。而試片種類

分為[0]8、[ 30]4 與[ 60]4三種以 l 向為主軸方向之不同角度的 8 層斜交(angle-ply)

疊層。 
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圖 4-7 積層板試片尺寸規格 

本研究期望以實驗結果為參考基準，比較本研究所使用的方法─ “以古典積

層板理論先計算 A、B 與 D 矩陣，再帶入有限元素法軟體”與直接使用一般有限元

素軟體常用的實體元素(solid)或ABAQUS軟體中內建的複合材料殼元素(composite 

shell)之差異。 

而無論以上三種分析模型或實驗，皆是擷取中央施力塊之負載(loading)對位

移(displacement)的資訊，然後以負載-位移曲線比較在線性區段內，同樣負載下的

位移量誤差。 

本實驗試片使用台麗朗公司所提供之強化材為 TC35-12K 碳纖維、基材

Tg=145 C 高韌性環氧樹脂之單向碳纖維預浸布，固化條件為 1atm 在 150 C 的環境

下加熱 40 分鐘。表 4.10 為廠商所提供之材料常數資訊： 
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表 4.10 TC35-12K 碳纖維高韌性環氧樹脂預浸布材料常數 

Lamina (TC35-12K) 

E1 129.2GPa 

E2 8.13GPa 

G12 6.9GPa 

12 0.3 

tply 0.15mm 

FAW 150g/𝑚2 

4.4.1.b 有限元素分析模型 

依圖 4-7 之尺寸分別建立試片之實體與薄殼模型，其中實體模型由表 4.10

可知 8 層疊層積層板總厚度為 1.2mm。並根據 ASTM C 393 對試片的固定與加載

方式設定邊界條件，如圖 4-18 以實體模型為例說明如下： 

 

圖 4-8 積層板三點彎曲分析邊界條件示意圖 

原三明治結構三點彎曲的試驗中，支撐塊與施力塊皆具有轉軸之設計(參考圖 

4-6)，目的為讓接觸面可近似承受均佈壓力。雖然目前已知在替換成積層板之後，

施力塊將難以避免地呈現線接觸的情況，但是位於兩端支撐塊仍盡可能的符合條

件。因此於模型中建立參考點(reference point)以代表該轉軸，設定僅有繞 Y 軸的旋

轉的自由度。並將積層板接觸面與轉軸自由度耦合，而僅放開 X 方向的自由度，

模擬積層板在支撐塊上滑移的情況。然後依照尺寸建立視為剛體之施力塊，並設

定其僅有 Z 方向之自由度，模擬實際加載的情形。此外，設定施力塊與積層板之
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間為發生接觸(contact)，以表現圖 4-6 之情況。 

4.4.1.c 實驗架構 

本實驗機台使用國立台灣大學工學院固體力學聯合實驗室的 MTS810 萬用

試驗機，如圖 4-9。搭配張智凱學長所製的三點彎曲試具來進行，如圖 4-10。實

驗設定：5kN 荷重計（load cell）（該機台最小單位之荷重計）、加載速率 1N/s、每

0.1 秒紀錄一筆。 

 

圖 4-9 MTS 810 萬用試驗機 

      

圖 4-10 積層板三點彎曲試驗過程 

[0]8、[ 30]4 與[ 60]4 三種疊層角度之試片各有 3 片，因此共有 9 組實驗數據

結果。 
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4.4.1.d 比較結果與討論 

因為僅探討負載-位移線性區段，且避免試驗時位移過大而導致試片彈出。各

種類試片先分別於分析中嘗試幾種負載大小，使其位移盡量不超過 30mm 而又有

足夠的比較數據。最後定出[0]8、[ 30]4 與[ 60]4之負載條件分別為 0.25kN、0.15kN

與 0.15kN，並以達到此負載大小時之位移量作為進一步的比較依據。 

三種試片之實體(Solid)模型、複合材料殼元素模型(Shell)及古典積層板理論殼

元素模型(CLT)分析結果分別整理如下表 4.11： 

表 4.11 積層板不同分析模型之結果比較 

Ply angle Loading(kN) 

Displacement(mm) 

Solid Shell CLT 

[0]8 0.25 23.9888 23.5962 23.6565 

[ 30]4 0.15 26.0378 25.6740 25.1029 

[ 60]4 0.05 39.6046 39.4800 38.7165 

並與實驗數據(Exp1-3)比對結果整理如下圖 4-11-圖 4-13： 

 

圖 4-11 [0]8 積層板分析與實驗結果比較 
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圖 4-12 [ 30]4 積層板分析與實驗結果比較 

 

圖 4-13 [ 60]4 積層板分析與實驗結果比較 

由表 4.11 可知，對於不同疊層角度之積層板，3 種分析模型皆表現出極為相

近之結果，雖然古典積層板理論殼元素模型所得到的位移量普遍略小於前兩者，

而筆者推測此乃因為古典積層板理論並未考慮垂直平面方向之剪切變形之結果，

但是由於積層板一般而言厚度方向之尺寸皆遠小於另外兩個方向，因此應該不至

於有太大的誤差。例如於此表當中，如以實體元素為基準，所出現的最大誤差也

僅有 3.5%，仍屬於可接受範圍。 
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由圖 4-11 圖 4-13 則發現，實驗所求得之剛性普遍較明顯的大於分析結果，

且差異又以[ 60]4 最大，[ 30]4 次之，[0]8 時則最為接近。由此趨勢筆者推測原因

為三點彎曲試具之支撐塊的轉軸設計是採用三個彈簧加以固定(如圖 4-14 所示)，

這樣的設計使用於高比剛性的三明治結構試驗中所造成影響幾乎微乎其微，但是

如果用在積層板的試驗上，將有較大比例的負載用於抵抗彈簧對支撐塊轉軸所產

生的力矩，因此在剛性最低的[ 60]4 積層板試驗中尤為明顯。此外，[ 60]4 積層板

試驗中表現出較大的雜訊，應是由於該荷重計之解析度不足所致(該荷重計為5kN，

但本試驗之變化僅在 0.05kN 範圍內)。 

然而整體而言，分析結果仍與實驗數據相近，且不同分析模型之間的誤差亦

非常小，顯示以古典積層板理論結合有限元素之分析方法已具有足夠的準確性。 

 

圖 4-14 支撐塊轉軸固定方式 

4.4.2 最佳化方法準確性驗證 

本節將以一個可解析之積層板最佳化問題，比較以本研究最佳化方法所求得

之最佳解與解析解之差異，以驗證其準確性。 

Avalle 與 Belingardi[90]提出如所示對於四個邊簡單支撐之矩形對稱疊層積層

板，在同樣對稱於矩形對稱平面(XZ、YZ)的負載下，以最大化彎曲剛性(flexural 

stiffness)為目標之最佳斜交疊層(angle-ply laminates)角度解析解。 
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圖 4-15 積層板幾何[90] 

該研究首先以 Ritz-Rayleigh method 得到平板剛性表達式： 

其中F  ∫ ∫
𝑝 𝑥.𝑦 

𝑃0
2

𝑏 2⁄

−𝑏 2⁄
𝑑𝑥

𝑎 2⁄

−𝑎 2⁄
𝑑𝑦。此外，由於 16、 26並未列式中，表示不考慮彎

曲與扭曲耦合情況，近似函數將對稱於積層板主軸方向。 

然後參考圖 4-16 建立最佳化問題如下： 

 

圖 4-16 定義積層板設計變數[90] 

並進一步導入 lagrangian function L：L=K+𝜆𝑔(𝑧𝑘)，整理後可得到最佳化條件如下： 

𝐾  
𝜋4

 

𝑎𝑏

𝑃0
2𝐹2

    
 11

𝑎4
+

   11 +   66 

𝑎2𝑏2
+

 22

𝑏4
 (4.3) 

{   
  𝑛𝑑             𝑚𝑎𝑥(𝐾 𝜃𝑘  𝑧𝑘" )       𝑘    …  𝑁；𝑘"    …  𝑁 −  

 𝑢𝑏 𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜   𝑔 𝑧𝑘  𝑧0 − 𝑡                                                             
𝑎𝑛𝑑              𝑧0 < 𝑧1 < ⋯ < 𝑧𝑁                                                            

 (4.4) 
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由上式之計算結果並經過分別討論後，可得到最佳斜交疊層角度解析結果如下： 

其中𝑈2與𝑈3即為 Tsai- Pagano 參數，如式(3.21)以材料常數計算而得。此外𝑟  
𝑎

𝑏
必

須介於 0.55 到 1.75 之間，因為當 r 小於 0.55 時最佳解將趨近於 0 ，大於 1.75 時

則趨近於 90 。 

本研究仿照該文獻內有限元素驗證模型之幾何尺寸與邊界條件：a=1000mm、

b=800mm、四個邊簡單支撐、中央 200mm×200mm 之範圍施加 2500Pa 之壓力。

而材料選用 AS/3501 碳纖環氧樹脂單向纖維預浸布，材料常數列於表 4.12。元素

使用已於 4.4.1 驗證其準確性的二次薄殼減積分元素 S8R。以 ABAQUS 重建有限

元素模型如圖 4-17 所示。 

此外，如果是以疊層參數作為設計變數，則並非直接給與 ABAQUS/CAE 材

料常數，而是先以 OPTIMUS 計算出複材積層板勁度矩陣後，再輸出於

ABAQUS/CAE 之 General Shell Stiffness 中。 

  

{
  
 

  
 

   

𝜕𝐾

𝜕𝜃𝑘
                         𝑘    …  𝑁

𝜕𝐾

𝜕𝑧𝑘"
+ 𝜆         𝑘"    …  𝑁 −  

𝜕𝐾

𝜕𝑧𝑘
                                                

 (4.5) 

𝜃𝑘   
 

 
𝑐𝑜 −1 (

𝑈2

 𝑈3

𝑎4 − 𝑏4

𝑎4 −  𝑎2𝑏2 + 𝑏4
)   −𝜃𝑘+1  (4.6) 
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     表 4.12 積層板薄層材料常數 

Lamina (AS/3501) 

E1 138GPa 

E2 9GPa 

G12 6.9GPa 

12 0.3 

tply 0.125mm 

f 1500kg/m3 

 

圖 4-17 最佳化準確性驗證之有限元素模型 

固定積層板厚度，以 16 層斜交對稱疊層[( ,− )4]s中的 為設計變數，最小化

模型之最大位移為目標函數，以近似求取最大化平板剛性之結果。其解析解與本

研究所求得之最佳解比較如下： 

表 4.13 解析解與本研究最佳解比較 

 Analytical solution Present 

Optimum(𝛉) 52.03  55  

Objective function(× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 59.42 58.62 

由表 4.13 可以發現，本研究之最佳解與解析解的誤差小於 3 ，筆者認為仍

在合理的誤差範圍內，因為兩者對於“剛性”之定義本來就不盡相同。但是對於此最

佳化問題而言，本研究之目標函數值反而優於解析解，顯示此最佳化方法對於可



 

84 

解析的問題，具有求得全域最佳解之能力。 

4.4.3 效率與通用性驗證─平板剛性最佳化 

本節將以複材積層之平板在不同尺寸規格下的剛性最佳化問題，比較傳統方

法，即直接以梯度演算法(採用序列二次規劃)或演化式演算法(採用自適應性遺傳

演算法)求取最佳疊層角度；以及本研究所提出之複材積層板複合式最佳化方法(最

佳化程序以 OPTIMUS 軟體建立)於效率上的差異，並希望藉此了解本研究所提出

的方法在不同的規格尺寸下是否皆能有良好的表現，即驗證其「通用性」。以下分

別對分析項目、設計變數、設計限制與目標函數作描述，並說明分析模型之設定，

最後整理比較三種最佳化方法之演算結果。 

4.4.3.a 最佳化問題描述 

參考圖 4-18，本研究將固定平板末端之負載為力矩 0.05N-m 與合力 2000N，

而以不同的平板規格尺寸，分別進行剛性最佳化。平板規格尺寸共有三種，如以

單位長寬尺寸 L=150mm 、W=150mm 之倍數表示，可整理如下表： 

表 4.14 複材積層平板尺寸規格列表 

 Case 1(k=2, n=1) Case 2(k=1, n=1) Case 3(k=1, n=2) 

Length 300mm 150mm 150mm 

Width 150mm 150mm 300mm 
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圖 4-18 複材積層平板規格尺寸示意圖 

參考 4.2，此最佳化問題之設計變數為 16 層對稱疊層之疊層角度𝜃𝑖，共 8 個

設計變數，可表示如下： 

但是如果以本研究所提之複合式最佳化方法求解，於 Step1 則將先以疊層參

數為設計變數，並使用梯度演算法，因此必須給定設計變數的起始值。而本研究

將八個疊層參數的起始值皆設定為 0，因為由表 4.3-表 4.6 可知，以此點作為起始

點可避免最佳化過程一開始，即馬上接觸到可行區域邊界的情況，以減少不必要

的演算次數。 

並以最小化平板自由端之最大位移量為目標函數，記為： 

4.4.3.b 有限元素分析模型 

以 ABAQUS/CAE 建立上述不同規格尺寸之複材積層平板有限元素模型如表 

4.15 所示。邊界條件分為固定端與自由端，其中固定端設定 X、Y 與 Z 三個軸向

及繞三個軸的旋轉方向位移量皆為零；並於自由端中心建立一個參考點(reference 

point)，與自由端的端線六個自由度作聯結(couple)。然後將 X 軸向之力矩 0.05N-m

−   ≤ 𝜃𝑖 ≤   °   {𝜃𝑖      … 8 |𝑝 ×     𝑝 ∈ 𝑍} (4.7) 

𝑚 𝑛   𝑈𝑚𝑎𝑥 𝜃𝑖    ∈ {  ⋯  𝑛}      (4.8) 
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與合力 2000N 施於參考點上。元素使用已於 4.4.1 驗證其準確性的二次薄殼減積分

元素 S8R。複材積層板選用 AS/3501 碳纖環氧樹脂單向纖維預浸布為薄層，其材

料常數如下表所示： 

表 4.15 不同規格尺寸之複材積層板有限元素分析模型 

Case1(k=1, n=1) Case2(k=2, n=1) Case3(k=1, n=2) 

   

表 4.16 積層板薄層材料常數 

Lamina (AS/3501) 

E1 138GPa 

E2 9GPa 

G12 6.9GPa 

12 0.3 

tply 0.125mm 

f 1500kg/m3 

4.4.3.c 疊層角度擬合準確性與疊層數目之關係驗證 

藉由於 3.2.3 對於疊層參數物理意義的探討可知，對於任何一組位於可行區域

內的疊層參數，必然可求得至少一組相符的疊層角度組合。但是顯然的，這基於

假設該積層板以無限多層的薄層組成的結果，也就是說疊層角度於厚度方向可以

是連續的變化。然而，於實務應用上這卻是難以達成的，因此對於多維度之疊層

參數域內的一組疊層參數組合而言，往往無法求得一組精確相符的疊層角度。不

過，仍可以獲得以下的推論：當疊層數目越多，可以求得越符合疊層參數組合之

疊層角度。 

因此，本研究於進行平板剛性最佳化前，將先驗證此一推論，並做收斂性分

析，藉以了解疊層角度擬合準確性與疊層數目之關係。 
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本研究以 Case1 為例，先經由積層板複合式最佳化方法之 Step1 求取最佳疊

層參數組合，再於 Step2 分別以相等積層板厚度之 8 層、16 層與 24 層之對稱疊層

各進行 5 次疊層角度之擬合，並計算擬合結果與精確值之距離，其中距離之計算

方式為： 

而結果整理如下表所示： 

表 4.17 不同疊層數目之對稱疊層的疊層角度擬合結果 

   Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5 Average 

Step1  
Optimum 

(× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 
─ ─ ─ ─ ─ 2.92 

Step2 

8-ply 

Distance 0.4332 0.4332 0.4332 0.4356 0.3626 0.4196 

Optimum 

(× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 
3.31 3.31 3.31 4.03 3.57 

3.50 

(+19.8%) 

16-ply 

Distance 0.1344 0.1227 0.1566 0.0944 0.0976 0.1212 

Optimum 

(× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 
3.05 3.01 3.15 2.93 3.01 

3.03 

(+3.77%) 

24-ply 

Distance 0.0589 0.0664 0.0774 0.0441 0.0441 0.0582 

Optimum 

(× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 
2.98 3.00 2.98 2.96 2.97 

2.98 

(+2.05%) 

並由表 4.17 可進一步分別將距離與目標函數差值之平均值對疊層數目做收

斂性分析，其中目標函數差值即為 Step2 的目標函數平均值減去 Step1 之精確值。

分析結果分別整理如下圖： 

   𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒  √∑  𝑘𝐴 −  𝑘𝐴−𝑂𝑃 2 +

4

𝑘=1

∑  𝑘𝐴 −  𝑘𝐴 −𝑂𝑃 2
4

𝑘=1

 (4.9) 



 

88 

 

圖 4-19 疊層數目以距離做收斂性分析 

 

圖 4-20 疊層數目以目標函數差值做收斂性分析 

圖 4-19 與圖 4-20 顯示，無論距離或者目標函數差值，皆會隨著疊層數目的

增加而遞減。如果以乘冪函數擬合資料點，則皆可獲得極佳的效果，但是如此一

來便無法取得有效的收斂性分析的結果，因為 Y 值將不可能為零。上述現象即印

證了一開始的推論─當疊層數目越多，可以求得越符合疊層參數組合之疊層角度，

然而精確值卻可能並不實際存在。於此如果換個方式思考，可以說即使在 Step1 輸

出之疊層參數最佳解並不在現實的可行區域內，只要與可行區域之邊界相差不遠，

仍有機會可於邊界上最靠近該點的位置求得最佳解。此亦是本研究的一個重要推

論，將作為本研究所提出之複合材料複合式最佳化中的基本假設。 
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而本研究為了求得有效的收斂性分析的結果，因此以效果第二佳的對數函數

進行擬合，如圖 4-19 與圖 4-20 所示。得到疊層數目以距離及目標函數差值做收

斂性分析的結果分別為 26.13 層與 24.14 層。因此，基本上當疊層數目超過 27 層

時，則幾乎可以不用考慮無法準確擬合真實存在的疊層參數組合之問題。 

此外，比較圖 4-19 圖 4-20 亦可發現，距離與目標函數差值兩者隨著疊層數

目增加的變化趨勢相當接近，而且表 4.17 中的各個解，亦顯示當擬合結果越靠近

精確值的時候，則有越低的目標函數。進一步印證了於 3.2.1 所提：疊層參數對於

目標函數值通常具有平滑而連續梯度關係。 

4.4.3.d 結果與討論 

上一小節先初步以 Case1 驗證了 Step2 的擬合結果之目標函數值將隨著疊層

數目增加而逼近精確解之推論。換言之，最佳化過程中將可能由於疊層數目的不

足，而出現擬合結果與 Step1 的精確值之落差。因此，由圖 4-20 進行擬合線的趨

勢預測後得到圖 4-21，而本研究設定只要最佳解所計算的距離比對此圖，誤差未

高於對應疊層數目之距離的 5%，則仍判定該擬合結果為合理值。 

 

圖 4-21 疊層數目-距離比對圖 

本節將接著以上述三種不同尺寸規格之複材積層平板剛性最佳化問題，分別
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以梯度演算法、演化式演算法與本研究所提出之三明治結構複合式最佳化方法

(Present)求解。其中如果是使用演化式演算法，則因為考量到每次的最佳解皆不盡

相同，皆進行 5 次試驗而求取其各項平均值。而依據不同規格尺寸，分別將結果

整理如下： 

Case1 分別以梯度演算法、演化式演算法與本研究提出之複材積層板複合式

最佳化方法(包含 Step1 與 Step2 結果)求解，結果分別列於下表 4.18-表 4.20： 

表 4.18 積層平板之 Case1 於梯度演算法的最佳化結果 

Gradient Algorithms  

Starting point(𝜽𝒊) [45,-45,-90,0,45,-45,-90,0]s 

Optimum(𝜽𝒊) [46.5,-28.9,-88.6,-0.13,42.8,-39.1,-89.8,0]s 

Objective function (× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 3.68 

Iterations 91 

CPU time(s) 331 

 

表 4.19 積層平板之 Case1 於演化式演算法的最佳化結果 

EAs Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5 Average 

Optimum(𝜽𝒊) 
[-35,35,30,-15,

-10,15,5,-5]s 

[35,-35,-5,-35,

20,5,15,-15]s 

[35,-30,-35,15,

10,-15,5,0]s 

[35,-35,-30,30,

0,-10,0,5]s 

[-35,30,-10,35,

25,-10,-5,-5]s 
─ 

Objective 

function 

(× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 

2.90 2.94 2.89 2.88 2.92 2.91 

Iterations 1200 1200 1840 2240 1440 1584 

CPU time(s) 4574 4349 5827 7783 5280 5563 

*Range=12.8× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎 
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表 4.20 積層平板之 Case1 於本研究的最佳化結果 

Present(Step1)  

Optimum(𝑽𝒊𝑨 𝑽𝒊𝑫  𝒊  𝟏 …𝟒) (0.3619,0,0.1351,0,0.5397,0,-0.4172,0) 

Objective function (× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 2.92 

Iterations 253 

CPU time(s) 859 

Present(Step2) Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5 Average 

Distance 0.1344 0.1228 0.1055 0.0944 0.0976 0.1110 

Optimum(𝜽𝒊) 
[-35,40,15,20,-2

0,-25,-90,5]s 

[-40,35,-5,40,5,

-25,0,-85]s 

[35,-35,-30,15,-

10,25,-5,-90]s 

[30,-30,-35,40,-

5,5,0,-85]s 

[-35,30,40,-5,0,

-35,5,-90]s 
─ 

Objective function 

(× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 
3.05 3.01 3.15 2.93 3.01 3.03 

Iterations 1320 2960 2320 3680 4000 2856 

CPU time(s) 32 60 44 85 93 63 

Total(Step1+2) 891 919 903 944 952 922 

其中，藉由觀察表 4.18 之結果可以發現，雖然梯度演算法使用最少的演算次

數即達到收斂，但其所求得之最佳解卻幾乎與起始點無太大差異，且目標函數值

亦遠大於其他演算法之結果。說明對於這個最佳化問題而言，使用此方法將輕易

落入局部最佳解。 

然後，進一步整理上表之梯度演算法、演化式演算法與本研究所提出之複合

材料複合式最佳化方法的目標函數值與有限元素求解器計算次數之比較圖表，分

別如圖 4-22與圖 4-23所示。圖 4-22額外加入最差解以及擬等向對稱疊層之結果，

以了解使用最佳化方法後所帶來的效益。其中最差解為最佳解加上全距(range)的計

算結果。 
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圖 4-22 積層平板之 Case1 於不同最佳化方法的目標函數值比較 

 

圖 4-23 積層平板之 Case1 以不同最佳化方法所需的有限元素求解器計算次數比較 

由圖 4-22 可以明顯體會對於複合材料積層板而言，對疊層角度進行設計的

重要性，因為最差解的目標函數值將高達最佳解的 5 倍有餘，且即使於此使用擬

等向疊層，也仍有很大的進步空間。而梯度演算法雖然可稍微降低目標函數值，

但效果同樣有限。只有演化式演算法與本研究可以有效的求得合理誤差範圍內的

最佳解。而關於本研究的目標函數值仍略微大於演化式演算法之問題，可分為兩

個部分討論：其一為 Step1 的最佳解與演化式演算法之差異；其二為 Step2 擬合結

果與 Step1 之差異。第二個部分造成的原因已於前面說明，而第一個部分之因素將

於後方綜合 Case2 與 Case3 一併討論。 

然而，於圖 4-23 卻可以明顯的發現，除了梯度演算法以最少的計算次數快

速收斂至局部最佳解外，本研究所需的計算次數僅需演化式演算法的十分之一不
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到。顯示相較於演化式演算法，對於此最佳化問題，本研究擁有極高的求解效率。 

此外，由於在 Case1 中已經幾乎可以推斷梯度演算法無法有效求解積層平板

剛性最佳化問題，因此於後續的 Case1 與 Case2 將不再將其列入考慮，而僅對演化

式演算法與本研究做比較。 

Case2 與 Case3 分別以演化式演算法與本研究提出之複材積層板複合式最佳

化方法(包含 Step1 與 Step2 結果)求解之結果依序列於下表 4.21-表 4.24： 

表 4.21 積層平板之 Case2 於演化式演算法的最佳化結果 

EAs Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5 Average 

Optimum(𝜽𝒊) 
[40,-40,-45,40,-

30,10,-5,10]s 

[40,-45,-40,45,

40,15,0,5]s 

[40,-40,-40,30,-

25,5,20,-15]s 

[-40,40,40,-40,

40,-20,0,0]s 

[40,-40,45,-30,-

25,20,10,20]s 
─ 

Objective function 

(× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 
7.42 7.54 7.54 7.39 7.70 7.52 

Iterations 4000 2200 1520 2240 1840 2360 

CPU time(s) 14912 7783 4236 7229 7804 8393 

*Range=64.0× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎 

 

表 4.22 積層平板之 Case2 於本研究的最佳化結果 

Present(Step1)  

Optimum(𝑽𝒊𝑨 𝑽𝒊𝑫  𝒊  𝟏 …𝟒) (0.2159,0,0.06,0,0.2844,0.0792,-0.6992,-0.0621) 

Objective function (×

𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 

7.78 

Iterations 232 

CPU time(s) 748 

Present(Step2) Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5 Average 

Distance 0.1348 0.1984 0.1439 0.1882 0.1695 0.1669 
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Optimum(𝜽𝒊) 
[45,-40,-40,20,

5,70,-5,-80]s 

[40,-35,-40,50,

10,-85,0,0]s 

[40,-35,-40,50,

10,-85,0,0]s 

[-40,40,50,-25,

20,-80,0,-5]s 

[45,-45,-10,40,

-45,0,5,-90]s 
─ 

Objective function 

(× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 
8.26 8.42 8.23 8.42 8.14 8.29 

Iterations 1360 1480 1200 1160 1600 1360 

CPU time(s) 31 35 28 27 37 32 

Total(Step1+2) 779 783 776 775 785 780 

 

表 4.23 積層平板之 Case3 於演化式演算法的最佳化結果 

EAs Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5 Average 

Optimum(𝜽𝒊) 
[0,0,0,0, 

0,0,0,0]s 

[0,5,0,-5, 

-5,-5,-10,20]s 

[0,0,0,-5, 

5,5,5,-10]s 

[-0,0,0,0, 

0,0,0,0]s 

[0,0,0,0, 

0,0,10,-10]s 
─ 

Objective function 

(× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 
1.02 1.03 1.03 1.02 1.03 1.03 

Iterations 1520 2040 1520 2080 1240 1680 

CPU time(s) 6424 5037 6792 10096 6188 6907 

*Range=4.89× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎 

 

表 4.24 積層平板之 Case3 於本研究的最佳化結果 

Present(Step1)  

Optimum(𝑽𝒊𝑨 𝑽𝒊𝑫  𝒊  𝟏 …𝟒) (0.2789,0,0.08868,0,0.6906,0,-0.0459,0) 

Objective function (×

𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 

1.28 

Iterations 331 

CPU time(s) 1245 

Present(Step2) Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5 Average 
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Distance 0.1017 0.1096 0.12263 0.0911 0.0869 0.1024 

Optimum(𝜽𝒊) 
[20,-30,-15,20,

60,-40,10,-85]s 

[30,-10,-25,-30

,20,-70,15,70]s 

[5,-30,30,-30,3

0,70,-75,-5]s 

[25,-25,10,-35,

-15,65,25,-80]s 

[-25,25,0,25,-4

5,60,-10,-80]s 
─ 

Objective function 

(× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 
1.32 1.31 1.33 1.31 1.31 1.32 

Iterations 3920 3840 3280 4160 2800 3600 

CPU time(s) 89 87 76 95 64 82 

Total(Step1+2) 1334 1332 1321 1340 1309 1327 

 

然後，同樣整理上表之演化式演算法與本研究所提出之複合材料複合式最佳

化方法的目標函數值與有限元素求解器計算次數之比較圖表如下： 

 

圖 4-24 積層平板之 Case2 於不同最佳化方法的目標函數值比較 
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圖 4-25 積層平板之 Case2 以不同最佳化方法所需的有限元素求解器計算次數比較 

 

圖 4-26 積層平板之 Case3 於不同最佳化方法的目標函數值比較 

 

圖 4-27 積層平板之 Case3 以不同最佳化方法所需的有限元素求解器計算次數比較 

藉由綜合比較圖 4-22、圖 4-23 與圖 4-24 圖 4-27 可做以下結論：對於不同
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規格尺寸的積層平板剛性最佳化問題，演化式演算法與本研究皆可有效的降低目

標函數值。而本研究相較於演化式演算法而言，卻僅需要極少量的有限元素求解

器計算次數，成功地大幅提高求解效率。  

但仍有一個問題須待釐清，也就是為何以本研究 Step1 求得之最佳解的目標

函數值與演化式演算法之值有所差異。於此筆者認為，兩者所求的皆可稱為全域

最佳解，而造成其差異的原因在於：演化式演算法是以離散而包含些許隨機成份

的方式產生設計變數；而本研究之最佳化過程則是連續的調整積層板各個勁度矩

陣元素之間的分配比例，如果以一種材料來代表這組勁度矩陣的話，則可進一步

想像成是在合理的範圍內有物理意義的設計此材料的材料常數。所以，由於兩者

的搜尋最佳解的方式有所出入，所求得之最佳解的積層板整體變形方式也將不同。

但於此最佳化問題中，目標函數的設定卻僅是針對最大位移點之值，而無法變形

的情況列入考慮。因此，雖然演化式演算法求得較低之目標函數值，但筆者認為

本研究所求的之最佳解應更符合實務應用上所欲之結果。 

以對於兩種方法而言，最佳解之目標函數值差異較大的 Case3 為例。圖 4-28

顯示兩種方法之最佳解的積層板位移。其中位移量放大倍率皆為 10000 倍，且調

整兩圖相同顏色之色塊所表示的位移值相同，因此可直接經由此圖比較兩者變形

方式的差異。 

由圖 4-28 可以發現，演化式演算法之最佳解，其積層板靠近扭轉中心附近

幾乎未有太大的位移量，而是在自由端的兩側產生局部變形；而本研究之最佳解，

則使積層板呈現整體均勻變形的情況，自然會因為疊加的關係於自由端的兩側有

較大的位移量。但是，對於一般結構設計而言，我們往往會希望其變形方式如後

者而非前者的局部變形，因為局部變形往往伴隨著應力集中的現象。 
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圖 4-28 演化式演算法與本研究之最佳解的積層板位移圖 

4.4.4 效率與通用性驗證─圓管剛性最佳化 

本節將以複材積層之圓管在不同負載條件下的剛性最佳化問題，比較傳統方

法，即直接以梯度演算法(採用序列二次規劃)或演化式演算法(採用自適應性遺傳

演算法)求取最佳疊層角度；以及本研究所提出之複材積層板複合式最佳化方法(最

佳化程序以 OPTIMUS 軟體建立)於效率上的差異，並希望藉此了解本研究所提出

的方法在不同的負載條件下是否皆能有良好的表現，即驗證其「通用性」。以下分

別對分析項目、設計變數、設計限制與目標函數作描述，並說明分析模型之設定，

最後整理比較這三種最佳化方法之演算結果。 

4.4.4.a 最佳化問題建立 

參考圖 4-29，本研究以將一長度 50mm、直徑 20mm 之圓管，施以不同型式

之負載條件，分別進行剛性最佳化設計。負載條件共有三種型式，即分別改變圓

管末端之力矩與合力之負載大小。如以單位負載M=20N-m、F=2000N之倍數表示，

可整理如下表： 
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表 4.25 複材積層圓管負載條件列表 

 Case 1(k=1, n=1) Case 2(k=2, n=1) Case 3(k=1, n=2) 

Moment 20N-m 40N-m 20N-m 

Force 2000N 2000N 4000N 

 

 

圖 4-29 複材積層圓管負載條件示意圖 

參考圖 4-29，此最佳化問題之設計變數為 16 層對稱疊層之疊層角度𝜃𝑖，共 8

個設計變數，可表示如下： 

並以最小化平板自由端之最大位移量為目標函數，記為： 

4.4.4.b 有限元素分析模型 

以 ABAQUS/CAE 建立上述複材積層圓管之有限元素模型如圖 4-30。邊界條

件分為固定端與自由端，其中固定端設定 X、Y 與 Z 三個軸向及繞三個軸的旋轉

方向位移量皆為零；並於自由端中心建立一個參考點(reference point)，與自由端上

圓周的六個自由度作聯結(couple)。然後將負載設定於該參考點上，分別為 X 軸向

−   ≤ 𝜃𝑖 ≤   °   {𝜃𝑖      … 8 |𝑝 ×     𝑝 ∈ 𝑍} (4.10) 

m n   𝑈𝑚𝑎𝑥 𝜃𝑖    ∈ {  ⋯  𝑛}      (4.11) 
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的力矩 k × M)與力 n × F 。元素同樣使用已於 4.4.1 驗證其準確性的二次薄殼減積

分元素 S8R。複材積層板同樣選用 AS/3501 碳纖環氧樹脂單向纖維預浸布為薄層，

其材料常數見 4.4.3.b 之表 4.16。 

 

圖 4-30 複材積層圓管有限元素分析模型 

4.4.4.c 結果與討論 

三種不同負載條件之複材積層圓管剛性最佳化問題，分別以梯度演算法、演

化式演算法與本研究所提出之三明治結構複合式最佳化方法(Present)求解。其中如

果是使用演化式演算法，則因為考量到每次的最佳解皆不盡相同，皆進行 5 次試

驗而求取其各項平均值。而依據不同負載條件，分別將結果整理如下： 

Case1 分別以梯度演算法、演化式演算法與本研究提出之複材積層板複合式

最佳化方法(包含 Step1 與 Step2 結果)求解，結果分別列於下表 4.26-表 4.28： 
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表 4.26 積層圓管之 Case1 於梯度演算法的最佳化結果 

Gradient Algorithms  

Starting point(𝜽𝒊) [45,-45,-90,0,45,-45,-90,0]s 

Optimum(𝜽𝒊) [49.7,-38.7,-90,0,49.7,-38.7,-90,0]s 

Objective function (×

𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 

3.91 

Iterations 29 

CPU time(s) 96 

 

表 4.27 積層圓管之 Case1 於演化式演算法的最佳化結果 

EAs Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5 Average 

Optimum(𝜽𝒊) 
[-35,-35,-35,55,

-35,55,-35,-35]s 

[-35,-35,-35,-40

,55,-35,60,-35]s 

[-35,60,-35,55,-

35,60,-35,-35]s 

[55,-35,55,-35,-

35,-35,-35,-35]s 

[-35,-35,60,-40,

-35,-35,-35,55]s 
─ 

Objective function 

(× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 
2.17 2.18 2.20 2.17 2.18 2.18 

Iterations 1200 840 1040 1160 1040 1056 

CPU time(s) 2831 3079 2841 3468 3285 3101 

*Range=8.97× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎 

 

表 4.28 積層圓管之 Case1 於本研究的最佳化結果 

Present(Step1)  

Optimum(𝑽𝒊𝑨 𝑽𝒊𝑫  𝒊  𝟏 …𝟒) (0.1032,-0.4665,0.0887,-0.4192,0,0,-0.0006,0) 

Objective function (×

𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 

2.53 

Iterations 384 

CPU time(s) 1324 
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Present(Step2) Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5 Average 

Distance 0.1344 0.1228 0.1055 0.0944 0.0976 0.1110 

Optimum(𝜽𝒊) 
[-35,40,15,20,-

20,-25,-90,5]s 

[-40,35,-5,40,5,

-25,0,-85]s 

[35,-35,-30,15,

-10,25,-5,-90]s 

[30,-30,-35,40,

-5,5,0,-85]s 

[-35,30,40,-5,0,

-35,5,-90]s 
─ 

Objective function 

(× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 
2.68 2.67 2.70 2.70 2.71 2.69 

Iterations 1360 1920 1680 2560 2000 1904 

CPU time(s) 32 45 39 60 47 45 

Total(Step1+2) 1356 1369 1363 1384 1371 1369 

 

其中，由表 4.26 可知其結果與平板剛性最佳化問題的情況相同，梯度演算法

同樣使用最少的演算次數即達到收斂，但其所求得之最佳解仍與起始點無太大差

異，且目標函數值亦遠大於其他演算法之結果。說明對於這個最佳化問題而言，

使用此方法亦將輕易落入局部最佳解。 

整理上表之梯度演算法、演化式演算法與本研究所提出之複合材料複合式最

佳化方法的目標函數值與有限元素求解器計算次數之比較圖表，分別如圖 4-31 與

圖 4-32 所示。 

 

圖 4-31 積層圓管之 Case1 於不同最佳化方法的目標函數值比較 
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圖 4-32 積層圓管之 Case1 以不同最佳化方法所需的有限元素求解器計算次數比較 

由圖 4-31 圖 4-32 可知，與複材積層平板剛性最佳化問題的結果相似，最差

解的目標函數值亦超過最佳解的 5 倍，顯示疊層角度設計的重要性。使用擬等向

疊層則仍亦有一段進步空間，而梯度演算法雖然可稍微降低目標函數值，但效果

同樣有限。此外，雖然除了梯度演算法以最少的計算次數快速收斂至局部最佳解

外，本研究相較於演化式演算法同樣擁有極高的求解效率。 

然而，其結果卻似乎與積層平板剛性最佳化問題有所差異。由圖 4-31 可以

發現，本研究之最佳解的目標函數值明顯高於演化式演算法之結果，但對於此最

佳化問題應該不會有如平板剛性最佳化問題可能產生不同的變形方式。於此將先

以演化式演算法與本研究提出之複材積層板複合式最佳化方法(包含 Step1與 Step2

結果)完成後續的 Case2 與 Case3，再一併觀察其結果後進行討論並提出可能原因

及改善方法。而以下整理剩下兩種負載條件之最佳化結果，列於下表 4.29-表 

4.32： 

表 4.29 積層圓管之 Case2 於演化式演算法的最佳化結果 

EAs Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5 Average 

Optimum(𝜽𝒊) 

[-40,50,-40

,-40,50,50,

-40,-40]s 

[50,-40,-40

,50,50,-40,

-40,-40]s 

[-40,50,50,

-40,-40,-40

,50,-40]s 

[-40,-40,50

,-40,-40,50

,50,-40]s 

[-40,50,-40

,50,-40,-40

,-40,50]s 

─ 

Objective function 4.47 4.47 4.47 4.47 4.47 4.47 
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(× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 

Iterations 1280 1000 1840 2520 800 1488 

CPU time(s) 2718 2763 3064 4284 2547 3075 

*Range=7.76× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎 

 

表 4.30 積層圓管之 Case2 於本研究的最佳化結果 

Present(Step1)  

Optimum(𝑽𝒊𝑨 𝑽𝒊𝑫  𝒊  𝟏 …𝟒) (0.0236,-0.1922,-0.5708,-0.1945,0,0,0.0078,0) 

Objective function (× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 5.37 

Iterations 220 

CPU time(s) 790 

Present(Step2) Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5 Average 

Distance 0.1149 0.1136 0.1409 0.1137 0.1473 0.1261 

Optimum(𝜽𝒊) 

[-80,-15,40

,45,-40,55,

-40,-40]s 

[0,-65,60,5

5,-40,-40,4

5,-40]s 

[-85,25,-30

,55,-35,50,

-40,-45]s 

[0,-65,60,5

5,-40,-40,-

45,-40]s 

[-75,-15,35

,55,55,-35,

-40,-45]s 

─ 

Objective function 

(× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 
5.48 5.48 5.51 5.48 5.55 5.50 

Iterations 2560 2160 1600 2160 2480 2192 

CPU time(s) 59 51 38 50 57 51 

Total(Step1+2) 849 841 828 840 847 841 
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表 4.31 積層圓管之 Case3 於演化式演算法的最佳化結果 

EAs Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5 Average 

Optimum(𝜽𝒊) 

[-25,-25,65

,-30,-25,-2

5,-25,-25]s 

[-25,-25,-30,-

30,70,-25,-25

,-25]s 

[-25,-25,-30,-

30,-25,-25,70

,-25]s 

[-25,-25,-25,-

30,-25,-30,70

,-25]s 

[-25,-30,-25,-

25,-30,70,-25

,-25]s 

─ 

Objective function 

(× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 
2.14 2.14 2.14 2.14 2.14 2.14 

Iterations 1280 1480 1800 1200 920 1336 

CPU time(s) 3732 3708 2661 3361 3233 3339 

*Range=9.23× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎 

 

表 4.32 積層圓管之 Case3 於本研究的最佳化結果 

Present(Step1)  

Optimum(𝑽𝒊𝑨 𝑽𝒊𝑫  𝒊  𝟏 …𝟒) (0.2724,-0.5696,-0.2319,-0.5057,0.0020,0,-0.0015,0) 

Objective function (× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 2.70 

Iterations 472 

CPU time(s) 1526 

Present(Step2) Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5 Average 

Distance 0.1799 0.2454 0.1595 0.2568 0.1421 0.1967 

Optimum(𝜽𝒊) 

[70,15,-65,-

35,-30,-25,-

30,-25]s 

[-80,15,55,-

30,-30,-30,-

30,-30]s 

[80,25,-55,-

30,-25,-25,-

30,-30]s 

[-80,0,50,-3

5,-35,-30,-3

0,-25]s 

[25,80,-55,-

25,-25,-30,-

25,-30]s 

─ 

Objective function 

(× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 
2.84 2.86 2.80 2.79 2.80 2.82 

Iterations 1840 2480 1440 2000 2240 2000 

CPU time(s) 43 57 34 46 52 46 

Total(Step1+2) 1569 1583 1560 1572 1578 1572 
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然後，同樣整理上表之演化式演算法與本研究所提出之複合材料複合式最佳

化方法的目標函數值與有限元素求解器計算次數之比較圖表如下： 

 

圖 4-33 積層圓管之 Case2 於不同最佳化方法的目標函數值比較 

 

圖 4-34 積層圓管之 Case2 以不同最佳化方法所需的有限元素求解器計算次數比較 
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圖 4-35 積層圓管之 Case3 於不同最佳化方法的目標函數值比較 

 

圖 4-36 積層圓管之 Case3 以不同最佳化方法所需的有限元素求解器計算次數比較 

藉由綜合比較圖 4-31、圖 4-32 與圖 4-33 圖 4-36 可做以下結論：對於不同

負載條件的積層圓管剛性最佳化問題，演化式演算法與本研究皆可有效的降低目

標函數值。而本研究相較於演化式演算法而言，卻僅需要極少量的有限元素求解

器計算次數，成功地大幅提高求解效率。  

但是，就以上的結果來看，本研究於積層圓管剛性最佳化問題所求得之目標

函數值卻始終不如演化式演算法。欲探究其原因，於表 4.28、表 4.30 與表 4.32

中，觀察三個不同負載條件於本研究 Step1 之最佳化結果可以發現：輸出的 8 個最

佳疊層參數，其中四個彎曲疊層參數 𝑖𝐷幾乎沒有變動而仍然近似維持初始值 0，

換言之，彎曲疊層參數 𝑖𝐷幾乎不對目標函數造成梯度變化。筆者認為此乃肇因於
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該圓管剛性最佳化之問題，雖然具有合力與力矩兩種負載型式，但其實對於積層

板而言，卻僅是屬於面內(In-plane)負載，因為原本施於自由端圓周上的力矩，對

於圓管而言幾乎只造成面內的剪切變形。 

如此一來，在求解該面內最佳化問題時，如果仍以 8 個疊層參數為設計變數，

筆者推測可能將對於 Step1 與 Step2 的最佳化過程分別造成以下不良的影響： 

於 Step1 中，因為彎曲疊層參數 𝑖𝐷幾乎不變動而維持起始值 0，但於最佳化

過程中卻又必須持續滿足可行區域的限制條件，因此對另外四個伸張疊層參數 𝑖𝐴

造成牽制的效果。以式(3.29)中「 𝑖𝐴     𝑖𝐷」之可行區域解析式為例，當 𝑖𝐷固定為

0 時， 𝑖𝐴的可行區域範圍將限縮為− . ≤  𝑖𝐴 ≤  . 。此外，於 Step1 所輸出的最

佳疊層參數組合，雖然符合本研究所使用之 32 條可行區域之限制條件，但是已知

僅有少數特殊情況下會讓彎曲疊層參數 𝑖𝐷皆為 0，也就是說大部份這些解，實際

上是屬於無法被條限制條件排除的不可行解。 

於 Step2 的過程中，則因為計算目標函數值所需的疊層參數組合非最佳解，

或者可能為不可行解。所以造成以實際疊層角度擬合的結果與演化式演算法有一

段落差，甚至有難以擬合的情況。後者可由「距離」看出一些端倪，例如 Case3

的 Step2 中所求得的距離明顯較其他負載條件為大，所以該組疊層參數最有可能屬

於不可行解。 

因此，本研究挑選圓管剛性最佳化問題中與演化式演算法之目標函數值差異

比例最大的 Case3，將其設計變數改為僅有四個伸張疊層參數 𝑖𝐴，觀察其結果是

否有所改善，以驗證以上推論。其最佳化結果整理於下表： 

表 4.33 積層圓管之 Case3 於本研究修正後設計變數的最佳化結果 

Present(Step1)  

Optimum(𝑽𝒊𝑨 𝒊  𝟏 …𝟒) (0.3709,-0.6046,-0.1344,-0.9365) 

Objective function (× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 2.17 
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Iterations 319 

CPU time(s) 1105 

Present(Step2) Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5 Average 

Distance 0.0602 0.0602 0.0602 0.0602 0.0602 0.0602 

Optimum(𝜽𝒊) 
[75,-30,-25,-20,-

25,-35,-25,-25]s 

[-25,75,-25,-20,-

25,-35,-25,-30]s 

[-25,75,-25,-35,-

30,-20,-25,-25]s 

[-25,-25,-30,-25,

-20,-35,-25,75]s 

[-25,-25,-35,-20,

75,-30,-25,-25]s 
─ 

Objective function 

(× 𝟏𝟎−𝟐𝒎𝒎) 
2.22 2.22 2.22 2.22 2.22 2.22 

Iterations 880 1200 1200 1200 1200 1136 

CPU time(s) 22 29 29 29 28 27 

Total(Step1+2) 1127 1134 1134 1134 1133 1134 

比較表 4.31 與表 4.33 可以發現，於此最佳化問題中，雖然不考慮彎曲疊層

參數 𝑖𝐷，卻反而有助於提升其準確性，甚至加快收斂速度，且所求得之目標函數

值亦已相當接近演化式演算法之結果，進一步印證了先前的推論。總結而言，對

於近似單純面內或面外受力之最佳化問題，若欲使用本研究提出之方法求取較準

確之最佳解，必須適當減少「對目標函數不造成梯度變化」之作為設計變數的疊

層參數。 

4.5 總結 

本章首先建立 26 條二維擬合限制條件並配合現有 6 條解析式，建構近似疊層

參數域之可行區域，並驗證其準確率皆超過 99.9%。而以此限制條件可以有效率地

排除耦合疊層參數域內 99.95%的不可行解。 

並提出複材積層板複合式最佳化方法：於 Step1 先以梯度演算法進行疊層參

數最佳化，再於 Step2 以演化式演算法進行疊層角度擬合。利用疊層參數平滑、連

續且具凸性的特性，使其在需要呼叫有限元素求解器計算目標函數值的 Step1 中，
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可以採用梯度演算法減少演算次數，提升求解效率。 

然後，透過各種不同的實例驗證與比較證明此方法的準確性、效率與通用性： 

1. 以三點彎曲實驗驗證使用古典積層板理論結合有限元素之分析方法的準確性，

分別與實體模型、薄殼模型與實驗做比較，其結果顯示分析仍與實驗數據相

近，且不同分析模型之間的誤差亦非常小，顯示以古典積層板理論結合有限

元素之分析方法已具有足夠的準確性。 

2. 以一個可解析之積層板最佳化問題，比較本研究與解析解之差異，初步驗證

本研究最佳化方法的準確性。其結果顯示本研究與解析解之誤差小於 3 ，推

測肇因於兩者對於剛性本來就不盡相同，且本研究之目標函數仍優於解析解，

表示此最佳化方法對於可解析之問題，具有求得全域最佳解的能力。 

3. 以積層平板剛性最佳化問題，驗證在不同規格尺寸下，本研究皆具有良好的

準確性與求解效率，並僅需傳統演化式演算法大約 10%至 20%的演算次數。

此外，本研究可求得較符合一般結構設計所期待之結果。 

4. 以積層圓管剛性最佳化問題，驗證在不同負載條件下，本研究同樣具有良好

的求解效率。並得知對於近似純面內之最佳化問題，應僅以伸張疊層參數 𝑖𝐴做

為設計變數，可以得到較為準確之最佳化結果。 

5. 綜合上述 3 與 4 項，進一步說明本研究所提出的複材積層板複合式最佳化方

法可適用不同結構幾何之中，並且皆能有良好的表現。 

本章已確立了此方法於複材積層板之可行性與效益。在下一章中，將設法把

此方法延伸應用至三明治結構，除了希望同樣以此提升最佳化求解效率外，並將

設法運用此方法所帶來優勢，求解傳統三明治結構最佳化方法難以實現之變維度

最佳化問題。 
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第五章   三明治結構最佳化 

在上一個章節，已驗證本研究所提出的應用疊層參數之複合材料複合式最佳

化方法對於求解積層板最佳化問題的效益，而本章節將進一步將此方法延伸應用

至三明治結構最佳化問題。 

三明治結構與上一章所提的積層板有兩個主要差異之處： 

1. 不再以單一材料所組成 

2. 需考慮垂直平面方向的橫向剪切變形 

因此，就第一點而言，首先必須克服的困難是：由 3.2 可知，材料相依矩陣𝑈𝑖只

以一組材料常數計算而得，換言之，如果要求取疊層參數，必須為同一種材料，

如此一來便無法直接透過疊層參數計算三明治結構的勁度矩陣。本研究提出三明

治等效勁度矩陣估算法：不透過以往古典積層板理論對三明治結構各層對比勁度

矩陣𝑄𝑖的厚度積分與疊加運算；直接以表材與芯材的勁度矩陣，估算三明治結構

的勁度矩陣。所以表材仍可視為積層板，以疊層參數進行最佳化。關於第二點的

部分，則將如 3.1 所述，導入一階剪切變形理論，以減少位移量的誤差。 

藉由以上的應對方案，本研究所提出的複合材料複合式最佳化方法即可同樣

適用於三明治結構，並且達成傳統三明治最佳化方法難以實現之同步最佳化表材

疊層數目、疊層角度與順序、芯材厚度乃至於芯材種類之目標，因而求得更為正

確的全域最佳解。本章將以平板剛性最佳化問題為例，比較此方法與傳統三明治

結構最佳化方法，以驗證其效率與準確性皆有所提升。 

  

5.1 三明治結構等效勁度矩陣估算 

傳統三明治結構勁度計算方式即同樣根據古典積層板理論，先求取各層的對

比勁度矩陣元素�̅�𝑖𝑗，再對厚度作積分與疊加運算。 
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對於三明治結構而言，芯材的主要目的在於增加表材與中性軸之距離，並維

持表材於該位置，以提高截面二次矩。因此，如圖 5-1 所示，典型的三明治結構

可視為將一片對稱積層板於中性軸再置入一塊不同材料的芯材，而把積層板以中

性軸一分為二後，上下等距推離中性軸之結果。 

所以，本研究希望可以僅透過該積層板的伸張勁度[ ]𝑓、彎曲勁度[ ]𝑓與厚

度𝑡𝑓，以及芯材的伸張勁度[ ]𝐶、彎曲勁度[ ]𝐶、與厚度𝑡𝑐後，直接估算三明治結

構的伸張勁度[ ]𝑠與彎曲勁度[ ]𝑠。原因在於，使用疊層參數為設計變數作最佳化

的步驟中，將不會出現任何角度資訊，因此無從得知各層的對比勁度矩陣元素�̅�𝑖𝑗，

無法使用傳統三明治結構勁度計算方式。 

然而，根據古典積層板理論(參考式(3.13))，伸張勁度的計算僅與各層厚度有

關，而與各層離中性軸之距離無關。因此，其中三明治結構的伸張勁度[ ]𝑠即為表

材積層板伸張勁度[ ]𝑓與芯材伸張勁度[ ]𝑐的疊加，表示如下： 

此外，由於芯材的伸張勁度一般遠低於表材，所以三明治結構的伸張勁度矩

陣基本上可以表材積層板伸張勁度近似，即： 

 

[ ]𝑠  [ ]𝑓 + [ ]𝑐 (5.1) 

[ ]𝑠 ≅ [ ]𝑓 (5.2) 
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圖 5-1 三明治等效勁度矩陣估算示意圖 

而本節將以單層表材的三明治結構彎曲勁度矩陣推導結果做為標準式。然後

即可將兩層表材以上之三明治結構的表材積層板，一律透過計算等效表材厚度的

方式近似為單層表材，並以標準式表示。但有少部分特例無法計算等效表材厚度(這

些特例只會發生於伸張與剪切耦合之勁度矩陣元素 16、 26)，因此本研究針對這

些特例之型式作分類，並且分別建立相對應的擬合勁度矩陣元素模型，以減少特

例發生時所造成的誤差。 

最後以大量隨機產生的表材疊層角度組合，比較本研究所提出的等效勁度矩

陣估算結果與古典積層板理論計算結果，以驗證準確性。 

5.1.1 單層表材三明治結構彎曲勁度矩陣推導 

如圖 5-2 所示，本小節將推導單層三明治結構彎曲勁度矩陣[ ]𝑠以表材彎曲

勁度矩陣[ ]𝑓與厚度𝑡𝑓以及芯材彎曲勁度矩陣[ ]𝑐與厚度𝑡𝑐的表示結果。 
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圖 5-2 單層表材三明治結構彎曲勁度矩陣推導示意圖 

先分別計算表材彎曲勁度矩陣元素Df
ij與芯材彎曲勁度矩陣元素Dc

ij，過程如

下： 

再以古典積層板理論計算三明治結構勁度矩陣元素Dij
s，並整理後以 𝑖𝑗

𝑓
、𝑡𝑓、

 𝑖𝑗
𝑐與𝑡𝑐表示，過程如下： 

 𝑖𝑗
𝑓
 

 

 
{�̅�𝑖𝑗

𝑓
[𝑡𝑓

3 −  −𝑡𝑓 
3]}  

 

 
�̅�𝑖𝑗

𝑓
𝑡𝑓

3 (5.3) 

 𝑖𝑗
𝑐  

 

 
{�̅�𝑖𝑗

𝑐 [𝑡𝑐
3 −  −𝑡𝑐 

3]}  
 

 
�̅�𝑖𝑗

𝑐 𝑡𝑐
3 (5.4) 

 𝑖𝑗
𝑠  

 

 
{�̅�𝑖𝑗

𝑓
[ 𝑡𝑓 + 𝑡𝑐 

3 − 𝑡𝑐
3] + �̅�𝑖𝑗

𝑐 [𝑡𝑐
3 −  −𝑡𝑐 

3] 

 𝑖𝑗
𝑓
 

 

 
{�̅�𝑖𝑗

𝑓
 𝑡𝑓 + 𝑡𝑐 

3 − �̅�𝑖𝑗
𝑓
𝑡𝑐

3 + �̅�𝑖𝑗
𝑐 𝑡𝑐

3} 

 𝑖𝑗
𝑓
  𝑖𝑗

𝑓
+  (

 

 
�̅�𝑖𝑗

𝑓
𝑡𝑓𝑡𝑐

2 +
 

 
�̅�𝑖𝑗

𝑓
𝑡𝑓

2𝑡𝑐) +  𝑖𝑗
𝑐  

 𝑖𝑗
𝑓
  𝑖𝑗

𝑓
+  [(

𝑡𝑐
𝑡𝑓
)

2
 

 
�̅�𝑖𝑗

𝑓
𝑡𝑓

3 + (
𝑡𝑐
𝑡𝑓
)
 

 
�̅�𝑖𝑗

𝑓
𝑡𝑓

3] +  𝑖𝑗
𝑐  

  +�̅�𝑖𝑗
𝑓
[ −𝑡𝑐 

3 −  −𝑡𝑐 − 𝑡𝑓 
3]} 

(5.5) 
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式(5.7)即為計算三明治結構彎曲勁度矩陣元素的標準式，其中𝑟代表芯材對表

材的厚度比。此外，當芯材厚度遠大於表材時，𝑟2將遠大於𝑟與  ，此時三明治結

構彎曲勁度矩陣元素可近似為： 

而此式將在 5.1.5 中有進一步的應用。 

5.1.2 三明治結構等效勁度矩陣模型建立 

在建立標準式後，本研究進一步以同樣方式求取多層表材的彎曲勁度矩陣元

素之整理結果，希望藉此找出層數對彎曲勁度矩陣元素整理結果之影響，並嘗試

將整理結果以標準式的型式表示。 

例如兩層表材的表材、芯材與三明治結構的彎曲勁度矩陣元素參考圖 5-3，

整理結果如下： 

 𝑖𝑗
𝑓
 { +  [(

𝑡𝑐
𝑡𝑓
)

2

+ (
𝑡𝑐
𝑡𝑓
)]} 𝑖𝑗

𝑓
+  𝑖𝑗

𝑐  (5.6) 

 𝑖𝑗
𝑠  [ +   𝑟2 + 𝑟  ] 𝑖𝑗

𝑓
+  𝑖𝑗

𝑐   𝑟  
𝑡𝑐
𝑡𝑓

 (5.7) 

 𝑖𝑗
𝑠 ≅  𝑟2 𝑖𝑗

𝑓
+  𝑖𝑗

𝑐   𝑟  
𝑡𝑐
𝑡𝑓

 (5.8) 

 𝑖𝑗
𝑓
 

 

 
(
�̅�𝑖𝑗

𝑓1
+ 7�̅�𝑖𝑗

𝑓2

8
) 𝑡𝑓

3   𝑖𝑗
𝑐  

 

 
�̅�𝑖𝑗

𝑓
𝑡𝑐

3 (5.9) 

 𝑖𝑗
𝑠   𝑖𝑗

𝑓
+  {𝑟2 [

 

 
(
�̅�𝑖𝑗

𝑓1
+ �̅�𝑖𝑗

𝑓2

 
) 𝑡𝑓

3]+𝑟 [
 

 
(
�̅�𝑖𝑗

𝑓1
+  �̅�𝑖𝑗

𝑓2

 
) 𝑡𝑓

3]} (5.10) 
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而四層表材的表材、芯材與三明治結構的彎曲勁度矩陣元素參考圖 5-3，整

理結果如下： 

 

圖 5-3 多層表材三明治結構彎曲勁度矩陣求取示意圖(以四層表材為例) 

然而，由式(5.10)與(5.12)可知，兩層與四層表材之三明治結構的彎曲勁度元

素 𝑖𝑗
𝑠皆無法如同標準式僅以𝑟、 𝑖𝑗

𝑓
與 𝑖𝑗

𝑐表示，因為其中出現以各層表材之對比勁

  +  𝑖𝑗
𝑐  

 𝑖𝑗
𝑓
 

 

 
(
�̅�𝑖𝑗

𝑓1
+ 7�̅�𝑖𝑗

𝑓2
+   �̅�𝑖𝑗

𝑓3
+  7�̅�𝑖𝑗

𝑓4

  
) 𝑡𝑓

3   𝑖𝑗
𝑐  

 

 
�̅�𝑖𝑗

𝑓
𝑡𝑐

3 (5.11) 

 𝑖𝑗
𝑠   𝑖𝑗

𝑓
+  {𝑟2 [

 

 
(
�̅�𝑖𝑗

𝑓1
+ �̅�𝑖𝑗

𝑓2
+ �̅�𝑖𝑗

𝑓3
+ �̅�𝑖𝑗

𝑓4

 
) 𝑡𝑓

3] 

  + 𝑟 [
 

 
(
�̅�𝑖𝑗

𝑓1
+  �̅�𝑖𝑗

𝑓2
+  �̅�𝑖𝑗

𝑓3
+ 7�̅�𝑖𝑗

𝑓4

  
) 𝑡𝑓

3]} +  𝑖𝑗
𝑐  

(5.12) 
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度矩陣元素�̅�𝑖𝑗
𝑓𝑘
組合而成的未知項，例如式(5.10)中的

2

3
(
�̅�𝑖𝑗

𝑓1
+�̅�𝑖𝑗

𝑓2

2
) 𝑡𝑓

3與

2

3
(
3�̅�𝑖𝑗

𝑓1
+�̅�𝑖𝑗

𝑓2

4
) 𝑡𝑓

3，且可推斷對於多層表材的三明治結構皆是如此。但是比較式(5.10)

與(5.12)發現，即使無法僅以𝑟、 𝑖𝑗
𝑓
與 𝑖𝑗

𝑐表示，不過卻仍是有一些規則可循的，而

筆者先將符合兩者的通式列於下方： 

其中 𝑖𝑗
�̅�
與 𝑖𝑗

�̂�
為筆者於此所定義的符號，用以分別表示兩組以各層表材之對比

勁度矩陣元素�̅�𝑖𝑗
𝑓𝑘
組合而成的未知項。本研究整理不同表材層數之彎曲勁度矩陣元

素的 𝑖𝑗
𝑓、 𝑖𝑗

�̅�
與 𝑖𝑗

�̂�
，並進一步推導出三者於 n 層表材的一般式，列於下表： 

  

 𝑖𝑗
𝑠   𝑖𝑗

𝑓
+  (𝑟2 𝑖𝑗

�̅�
+ 𝑟 𝑖𝑗

�̂�
) +  𝑖𝑗

𝑐   𝑟  
𝑡𝑐
𝑡𝑓

 (5.13) 



 

118 

 
𝑖𝑗𝑓

 

  
(
𝑄

𝑖𝑗𝑓
1
+

 
𝑄

𝑖𝑗𝑓
2

 
)
𝑡 𝑓

3
 

  
(
𝑄

𝑖𝑗𝑓
1
+

 
𝑄

𝑖𝑗𝑓
2
+

 
𝑄

𝑖𝑗𝑓
3

 
)
𝑡 𝑓

3
 

  
(
𝑄

𝑖𝑗𝑓
1
+

 
𝑄

𝑖𝑗𝑓
2
+

 
𝑄

𝑖𝑗𝑓
3
+

7
𝑄

𝑖𝑗𝑓
4

 
 

)
𝑡 𝑓

3
 

⋮ 

  
[
 𝑛
2
∑

  
𝑛
−

 
 𝑄

𝑖𝑗𝑓
𝑘

𝑛

𝑘
=
1

]
𝑡 𝑓

3
 

 
𝑖𝑗𝑓

 

  
(
𝑄

𝑖𝑗𝑓
1
+

𝑄
𝑖𝑗𝑓
2

 
)
𝑡 𝑓

3
 

  
(
𝑄

𝑖𝑗𝑓
1
+

𝑄
𝑖𝑗𝑓
2
+

𝑄
𝑖𝑗𝑓
3

 
)
𝑡 𝑓

3
 

  
(
𝑄

𝑖𝑗𝑓
1
+

𝑄
𝑖𝑗𝑓
2
+

𝑄
𝑖𝑗𝑓
3
+

𝑄
𝑖𝑗𝑓
4

 
)
𝑡 𝑓

3
 

⋮ 

  
(
 𝑛
∑

𝑄
𝑖𝑗𝑓
𝑘

𝑛

𝑘
=
1

)
𝑡 𝑓

3
 

 
𝑖𝑗𝑓

 

  
(
𝑄

𝑖𝑗𝑓
1
+

7
𝑄

𝑖𝑗𝑓
2

8
)
𝑡 𝑓

3
 

  
(
𝑄

𝑖𝑗𝑓
1
+

7
𝑄

𝑖𝑗𝑓
2
+

 
 
𝑄

𝑖𝑗𝑓
3

 
7

)
𝑡 𝑓

3
 

  
(
𝑄

𝑖𝑗𝑓
1
+

7
𝑄

𝑖𝑗𝑓
2
+

 
 
𝑄

𝑖𝑗𝑓
3
+

 
7
𝑄

𝑖𝑗𝑓
4

 
 

)
𝑡 𝑓

3
 

⋮ 

  
[
 𝑛
3
∑

  
𝑛

2
−

 
𝑛
+

 
 𝑄

𝑖𝑗𝑓
𝑘

𝑛

𝑘
=
1

]
𝑡 𝑓

3
 

層
數

 

2
 

3
 

4
 ⋮ n
 

表
 
5
.1

 
多
層
表
材
之
彎
曲
勁
度
矩
陣
元
素
通
式
內
𝐷
𝑖𝑗𝑓
、
𝐷
𝑖𝑗𝑓
與
𝐷
𝑖𝑗𝑓
項

 



 

119 

為方便比較，將式(5.7)與(5.13)的格式統一後，重新條列於下： 

觀察表 5.1 並比較式(5.7)與(5.13)，本研究嘗試先對 𝑖𝑗
�̅�
與 𝑖𝑗

�̂�
所具有的物理意

義作解讀： 𝑖𝑗
�̅�
以等比例的各層對比勁度矩陣元素�̅�𝑖𝑗

𝑓𝑘
所組成，且相乘的係數為𝑟2，

表示此項受芯材對表材的厚度比例影響甚大，而且對於三明治結構勁度矩陣元素

 𝑖𝑗
𝑠的貢獻比亦是三者中最大的。因此，此項可視為在不考慮表材的疊層順序，亦

即將表材視為一片薄層的情況下，先直接移動表材至形成三明治結構時該有的位

置，所增加的勁度。然後表材於該位置再考慮疊層順序所造成的影響，即構成了 𝑖𝑗
�̂�
。

所以對於 𝑖𝑗
𝑓
與 𝑖𝑗

�̂�
，由內至外各層的對比勁度矩陣元素�̅�𝑖𝑗

𝑓𝑘
組成比例之差異(例如表

材為 4 層時， 𝑖𝑗
𝑓
 

2

3
(
�̅�𝑖𝑗

𝑓1
+7�̅�𝑖𝑗

𝑓2
+19�̅�𝑖𝑗

𝑓3
+37�̅�𝑖𝑗

𝑓4

64
) 𝑡𝑓

3， 𝑖𝑗
�̂�
 

2

3
(
�̅�𝑖𝑗

𝑓1
+3�̅�𝑖𝑗

𝑓2
+5�̅�𝑖𝑗

𝑓3
+7�̅�𝑖𝑗

𝑓4

16
) 𝑡𝑓

3)，

亦獲得合理的解釋：一旦表材積層板遠離中性軸，顯然的，將弱化表材積層板內

外層排序所造成的影響。 

由於 𝑖𝑗
𝑓
對於疊層內外層順序的敏感度皆高於 𝑖𝑗

�̅�
與 𝑖𝑗

�̂�
，其中又以高於 𝑖𝑗

�̅�
為甚。

所以如欲將式(5.13)近似為式(5.7)，則必然需要同時降低𝑟2 𝑖𝑗
𝑓
項與𝑟 𝑖𝑗

𝑓
項對於疊層

內外層順序的敏感度，且其中又以𝑟2 𝑖𝑗
𝑓
項需要降低的比例為大。而顯然的，透過

提高𝑟可以達到此目的，因為當心材對表材的厚度比例增加，即代表疊層內外層順

序對三明治結構彎曲勁度矩陣的影響減少。此外，如果採用這個方式，那麼𝑟2 𝑖𝑗
𝑓
項

所降低的幅度將大於𝑟 𝑖𝑗
𝑓
項，正好符合先前所提之期待。欲降低𝑟的方法有兩個：

 𝑖𝑗
𝑠   𝑖𝑗

𝑓
+  (𝑟2 𝑖𝑗

𝑓
+ 𝑟 𝑖𝑗

𝑓
) +  𝑖𝑗

𝑐   𝑟  
𝑡𝑐
𝑡𝑓

 (5.7) 

 𝑖𝑗
𝑠   𝑖𝑗

𝑓
+  (𝑟2 𝑖𝑗

�̅�
+ 𝑟 𝑖𝑗

�̂�
) +  𝑖𝑗

𝑐   𝑟  
𝑡𝑐
𝑡𝑓

 (5.13) 
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一為提高位於分子的𝑡𝑐；二為降低位於分母的𝑡𝑓。但是第一種方法將會改變 𝑖𝑗
𝑐的值，

而徒增將式(5.13)近似為式(5.7)的困難度。因此，本研究將採用降低𝑡𝑓的方法來此

到此目的。而本研究將此降低後的值定義為「等效表材厚度𝑡𝑒𝑞」，具體的求取方法

將於下方說明。 

5.1.3 等效表材厚度推導 

如圖 5-4 所示，左方為原始表材積層板，為了配合疊層參數的使用，因此各

層的對比勁度矩陣元素�̅�𝑖𝑗
𝑓𝑘
列為未知項，而僅有 𝑖𝑗

𝑓
與 𝑖𝑗

𝑓
兩項資訊。本研究希望在

不變動這兩個值的情況下求取等效為單層表材後的兩個未知項，即等效對比勁度

矩陣元素�̅�𝑖𝑗
𝑒𝑞與等效表材厚度𝑡𝑖𝑗

𝑒𝑞。可透過求解下列聯立方程式獲得： 

其中 

 

圖 5-4 等效表材厚度推導示意圖 

對於每一個表材彎曲勁度矩陣元素 𝑖𝑗
𝑓
，皆可求得一個對應的等效表材厚度

{ 
 𝑖𝑗

𝑓
    �̅�𝑖𝑗

𝑒𝑞 𝑡𝑖𝑗
𝑒𝑞

 𝑖𝑗
𝑓
   

 

 
�̅�𝑖𝑗

𝑒𝑞
 𝑡𝑖𝑗

𝑒𝑞3 (5.14) 

�̅�𝑖𝑗
𝑒𝑞  

√  𝑖𝑗
𝑓

  𝑖𝑗
𝑓

√ 𝑖𝑗
𝑓
 𝑖𝑗

𝑓
  𝑡𝑖𝑗

𝑒𝑞  √
  𝑖𝑗

𝑓

 𝑖𝑗
𝑓

 (5.15) 
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𝑡𝑖𝑗
𝑒𝑞。因此，如欲估算多層表材的三明治結構彎曲勁度矩陣 𝑖𝑗

𝑠，即可如圖 5-5 所示，

將其等效為單層表材後，求取表材等效厚度𝑡𝑖𝑗
𝑒𝑞再代入標準式(5.7)，其結果表示如

下： 

附帶一提，此估算方法的基本假設，經筆者透過令式(5.13)與(5.16)相等，整

理後而得到為： 

 

 

圖 5-5 應用等效表材厚度估算三明治結構彎曲勁度矩陣示意圖 

5.1.4 特例說明與擬合模型建立 

然而，儘管大部份情況下的三明治結構彎曲勁度矩陣皆可由式(5.16)近似而得，

但仍有些許特例，這些特例會發生於彎曲與扭轉耦合之勁度矩陣元素 16
𝑠 、 26

𝑠 ，

以下先將之分類並舉例說明： 

1.  𝑖6
𝑓

  ,  𝑖6
𝑓

  ： 

 出現於積層板為正交疊層(cross-ply laminates)或反對稱疊層(antisymmetric 

laminates)時。但由於本研究之三明治結構已預設為對稱疊層，並無反對稱疊

 𝑖𝑗
𝑠  [ +  (𝑟𝑒𝑞

2 + 𝑟𝑒𝑞) ] 𝑖𝑗
𝑓
+  𝑖𝑗

𝑐   𝑟𝑒𝑞  
𝑡𝑐
𝑡𝑒𝑞

 (5.16) 

 𝑖𝑗
𝑓3

  𝑖𝑗
�̅�
×  𝑖𝑗

�̂�
2

 (5.17) 
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層之情況，因此只可能出現正交對稱疊層，表示積層板對稱且僅以 0 與 90 薄

層組成，例如：[         ]𝑠。而此情況會讓𝑡𝑖𝑗
𝑒𝑞計算結果為無意義。 

2.   𝑖6
𝑓

  ,  𝑖6
𝑓

≠  ： 

 出現於積層板為斜交疊層(angle-ply laminates)或平衡疊層(balanced laminates)。

表示積層板可能以具有相同正負號數量的一種或多種角度之薄層組成，例如：

[ 1 − 2 − 1  2]𝑠。此情況亦會讓𝑡𝑖𝑗
𝑒𝑞計算結果為無意義。 

3. 
𝐷𝑖6

𝑓

𝐴
𝑖6
𝑓 <  ： 

 這類情況較為特殊，無法以任何一種標準的疊層型式表示。但往往發生於積

層板靠內側疊層與靠外側疊層的對比勁度矩陣元素�̅�𝑖𝑗
𝑓𝑘
異號，且內側疊層�̅�𝑖𝑗

𝑓𝑘

的絕對值略大於外側疊層時。因為，假設計算結果 𝑖6
𝑓

>  ，基本上可表示

∑ �̅�𝑖𝑗
𝑓𝑘𝑛

𝑘=1 >  ，但 𝑖6
𝑓
可卻能會因為上述情況，在受疊層內外順序影響下，增

強了外側疊層�̅�𝑖𝑗
𝑓𝑘
影響比例，使得∑   𝑛2 −  𝑛 +   �̅�𝑖𝑗

𝑓𝑘𝑛
𝑘=1 <  (參考表 5.1 之 𝑖𝑗

𝑓

一般式)，造成 𝑖6
𝑓
與 𝑖6

𝑓
異號，反之亦然，例如：[      −  ]𝑠、[−        ]𝑠。

而此情況會讓𝑡𝑖𝑗
𝑒𝑞為虛根。 

因此，針對這些無法計算等效表材厚度𝑡𝑖𝑗
𝑒𝑞之特例，本研究將分別尋求不同的

應對方式。其中，特例 1.由於 𝑖6
𝑓
與 𝑖6

𝑓
皆為零，表示表材積層板無論伸張對剪切或

彎曲對扭轉皆無耦合的現象，因此即便轉換為三明治結構也可很直觀的理解： 

但特例 2.與 3.卻無法推導出相應的替代公式，筆者推測此乃由於積層板複雜的疊

合結果，例如外側與內側薄層力學性質之差異，的確難以在所有的情況下，皆以

一層薄層之勁度矩陣加以近似，而出現如虛根等無法解釋其物理意義之解。因此，

本研究將以擬合的方式建立特例 2.與 3.之三明治勁度矩陣元素計算式。 

 𝑖6
𝑠   𝑖6

𝑐  (5.18) 
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以15 角度增量列舉出 8層對稱疊層所有的疊層角度組合，並設定 r=10與 r=15

兩種厚度比，共 41472 筆組合(   4 ×  )，並皆以本研究之方法進行 16
𝑠 之估算(於

此改用 26結果亦完全相同)。由圖 5-6 之 16
𝑓
對 16

𝑓
之散佈圖可知，除了原點表示特

例 1.之外；其餘位於橫軸線上之資料點皆為特例 2.之情況，共有 1451 筆組合；而

位於第二、四象限資料點則代表了特例 3.之情況，包含 7677 筆組合，而不同情況

所佔之比例繪製如圖 5-7。因此取出發生特例 2.與特例 3.之資料點，分別以 16
𝑓
、 16

𝑓

與 r 進行擬合。 

 

圖 5-6  16
𝑓
─ 16

𝑓
散佈圖 

 

圖 5-7  𝑖6
𝑓
發生不同情況之比例 
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 其中特例 2.的擬合結果相當接近於： 

因此將其進一步整理為： 

而比較式(5.23)與(5.16)可以發現，在暫不考慮芯材彎曲勁度矩陣的情況下，此擬合

式其實即為忽略𝑟𝑒𝑞項之結果。顯示雖然𝑟𝑒𝑞為虛根，但對於標準式而言，𝑟𝑒𝑞
2 項基本

上仍符合其趨勢。因此由式(5.8)可知，當心材厚度對等效表材厚度比𝑟𝑒𝑞越大時將

有越準確地擬合結果。 

特例 3.的擬合結果則為： 

5.1.5 準確性驗證 

總結上述結果，本研究建立如下之三明治勁度矩陣元素 𝑖j
𝑠估算流程： 

 𝑖6
𝑠   𝑖6

𝑓
+  

 𝑖6
𝑓 2

 𝑖6
𝑓

 (5.19) 

 𝑖6
𝑠    +  𝑟𝑒𝑞

2   𝑖6
𝑓

 (5.20) 

 𝑖6
𝑠   .   8r 𝑖6

𝑓
+  . 7   𝑖6

𝑓
 (5.21) 
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圖 5-8 三明治勁度矩陣元素 𝑖j
𝑠估算流程圖 

而本節將由圖 5-6 內的 41472 筆資料點，比較古典積層板理論與本研究估算

結果之差異，以驗證其準確性。結果如圖 5-9 圖 5-10 所示，縱軸為古典積層板理

論計算結果；橫軸為本研究之估算結果。 

圖 5-9 顯示，本研究對於無特例之 11
𝑠、 12

𝑠、 22
𝑠 與 66

𝑠 以及一般情況下的 𝑖6
𝑠 ，

比較單一資料點而言，可達到 99%以上的準確度，而整體之相關係數(correlation)

則高達 0.99996。此外，由圖 5-10 可知，雖然有特例發生之勁度矩陣元素需以擬

合方式近似，但整體相關係數亦可達 0.99978。且本研究找出如圖上標示之誤差最

大的一筆資料"exp.    8 "，代入圖 4-18 之有限元素模型中，可發現古典積層板

理論與本研究所求得之勁度矩陣對於目標函數值計算結果的誤差仍小於 0.3%。顯

示本研究之估算方法具有極高的準確性，並適合導入於複合式最佳化流程中，而

不會使演算過程中的搜尋方向有所偏差。 
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圖 5-9 本研究於無特例情況的 𝑖𝑗
𝑠估算結果與古典積層板理論之比較(以 11

𝑠 為例) 

 

圖 5-10 本研究對 𝑖6
𝑠 估算結果與古典積層板理論之比較(以 16

𝑠 為例) 

5.2 三明治結構最佳化問題建立 

於 2.2 中提到，傳統三明治結構的最佳化方法，因為難以求解同時將表材疊

層數目與角度做為設計變數的變維度(variable-dimensional) 最佳化問題。所以，文
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獻中以各種不同方式將問題簡化或分層，基本上可分為兩種方式：其一，表材為

等向性材料，或先以擬等向性疊層做最佳化，決定表材層數與芯材厚度後，再針

對表材各層表材角度進行最佳化；其二，已有既定的表材層數，因此得以在固定

的變數數目下(如各層疊層角度與芯材厚度)進行最佳化。然而，以上方法雖然皆可

求得一組最佳解，但往往因為受簡化或分層的影響，而局限了最佳化問題的搜尋

範圍，使得該最佳解對於原始可變維度的最佳化問題而言，其實僅是局部最佳解。

本研究透過上節所提出的三明治勁度矩陣估算法，可將 4.3 所提出的積層板複合式

最佳化方法延伸應用至三明治結構，而得以求解上述之變維度最佳化問題。 

本節的目的在於先進立一個標準的三明治結構最佳化問題，以利於在下一節

中說明如何結合三明治勁度矩陣估算法與複合式最佳化方法進行求解。 

5.2.1 設計變數 

本研究之三明治結構最佳化問題的設計變數包含表材層數𝑛𝑓、芯材厚度tc與

表材疊層角度𝜃𝑖。其中，由於表材仍視為積層板，所以參考 4.2.1，將變數集合設

為「5 角度增量」。而芯材厚度tc，雖然本研究所提出的最佳化方法可適用離散與

連續變數，但考慮實務上芯材厚度的挑選通常已有固定的尺寸，因此，於此仍設

定為離散變數。設計變數可表示如下： 

其中tstep為芯材厚度的規格尺寸增量。 

且由於積層板通常已有既定的單層薄層厚度，因此基本上可透過表材層數𝑛𝑓

直接求得表材厚度𝑡𝑓： 

𝑛𝑓 ∈ 𝑁 

𝑡𝑐  {𝑡𝑐|𝑞 × tstep  𝑞 ∈ 𝑁} 

−   ≤ 𝜃𝑖 ≤   °   {𝜃𝑖|𝑝 ×     𝑝 ∈ 𝑍} 

(5.22) 
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其中tply為單層薄層厚度。 

此外，如果欲將芯材材料也做為設計變數，可參考 2.2 進一步將剪切勁度設

定為密度的函數，但因為對求解的困難度影響不大，本研究暫時先不列入考慮。 

5.2.2 設計限制 

以表材層數𝑛𝑓、芯材厚度tc之上下限與三明治結構總重量𝑚做為設計限制，

記為： 

其中𝑛𝑓
𝐿與𝑛𝑓

𝐻為表材層數之上下限；𝑡𝑐
𝐿與𝑡𝑐

𝐻為芯材厚度之上下限；𝑚𝐻為重量

上限。 

此外，可由式(5.23)進一步求得表材厚度𝑡𝑓的設計限制，表示如下： 

其中𝑡𝑓
𝐿  𝑛𝑓

𝐿 × t𝑝𝑙𝑦  𝑡𝑓
𝐻  𝑛𝑓

𝐻 × t𝑝𝑙𝑦。 

5.2.3 目標函數 

三明治結構的目標函數與積層板相似，實務應用上多以強度或剛性為主。其

𝑡𝑓  𝑛𝑓 × t𝑝𝑙𝑦 (5.23) 

𝑛𝑓
𝐿 ≤ 𝑛𝑓 ≤ 𝑛𝑓

𝐻   𝑛𝑓 ∈ 𝑁 

𝑡𝑐
𝐿≤tc≤𝑡𝑐

𝐻    {tc|𝑞 × tstep  𝑞 ∈ 𝑁} 

𝑚 ≤ 𝑚𝐻 

(5.24) 

𝑡𝑓
𝐿 ≤ 𝑡𝑓 ≤ 𝑡𝑓

𝐻 (5.25) 
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破壞模式又較積層板更為複雜，需額外考慮芯材挫曲、剪切破壞等情況的發生。

因此同 4.2.3 所述，此最佳化問題以最大化剛性為目標函數，亦即求取三明治結構

體的最小位移，記為： 

其中𝑛為表材層數。 

5.3 方法架構與流程 

本節將具體說明如何將三明治勁度矩陣估算法導入 4.3 所提出的應用疊層參

數之積層板複合式最佳化方法，求解變維度的三明治結構最佳化問題。同樣將上

述最佳化問題分解為兩個子問題，並以兩個步驟求解：Step1─以梯度演算法進行

連續變數最佳化；Step2─以演化式演算法進行離散變數擬合。以下將分別就這兩

個步驟的執行過程作說明： 

m n   𝑈𝑚𝑎𝑥 𝑛𝑓   𝜃𝑖   𝑡𝑐    ∈ {  ⋯𝑛}      (5.26) 
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圖 5-11 三明治結構複合式最佳化流程圖 
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5.3.1 Step1：以梯度演算法進行連續變數最佳化 

如圖 5-11 上半部所示，此步驟以疊層參數 LP、連續表材厚度𝑡𝑓與芯材厚度𝑡𝑐

做為設計變數。由於同樣視為對稱疊層，因此做為設計變數的疊層參數 LP亦為 1𝐴、

 2𝐴、 3𝐴、 4𝐴、 1𝐷、 2𝐷、 3𝐷與 4𝐷。 

此步驟同樣先給定一組設計變數起始值，此組起始值需滿足設計限制，亦即

疊層參數 LP 需滿足 32 條可行區域限制條件，而連續表材厚度𝑡𝑓與芯材厚度𝑡𝑐皆位

於上下限之間，且重量未超出上限。 

然後先計算表材積層板與芯材的伸張勁度矩陣[A]𝑓、[A]𝑐與彎曲勁度矩陣[D]𝑓、

[D]𝑐，再透過三明治等效勁度矩陣估算法以[A]𝑓、[A]𝑐、[D]𝑓、[D]𝑐、𝑡𝑓與𝑡𝑐求取三

明治結構的伸張與彎曲勁度矩陣[A]𝑠、[D]𝑠。如此一來，此步驟的後續流程即可如

同 4.3.1 的方式進行，最後輸出連續疊層參數𝐿𝑃−𝑜𝑝、表材厚度𝑡𝑓−𝑐𝑜𝑛𝑡.與芯材厚度

𝑡𝑐−𝑐𝑜𝑛𝑡.的最佳解做為下一個步驟的目標函數。 

5.3.2 Step2：以演化式演算法進行離散變數擬合 

如圖 5-11 下半部所示，此步驟以離散的表材層數𝑛𝑓、芯材厚度𝑡𝑐、與表材疊

層角度 𝑛做為設計變數。其中表材疊層角度 𝑛如 5.2.1 所述，以「5 角度增量」做

為變數集合，而透過式(5.23)則可進一步由表材層數𝑛𝑓計算表材厚度𝑡𝑓。然後如同

4.3.2 的方式，先求取各表材疊層角度組合所對應的疊層參數組合 LP( 𝑛 ，並以最

小平方法(least squares method)計算該組設計變數與上個步驟的最佳解之距離。以

此「距離」作為目標函數，使用演化式演算法求取最小化距離的最佳解，其中包

含最佳各層疊層角度 𝑛−𝑜𝑝、表材層數n𝑓−𝑜𝑝與芯材厚度𝑡𝑛−𝑜𝑝，即是 5.2 最佳化問題

的最佳解。 

5.3.3 小結 

傳統三明治結構最佳化方法直接將表材疊層角度列為設計變數，因此在表材
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層數未定之前，完全無法對表材疊層角度做最佳化，因為尚不知此變數的數量究

竟為何。 

然而，可知改變疊層參數與改變疊層角度，對於複合材料的影響其實是相同

的，即皆是造成勁度矩陣元素的變化，但是疊層參數卻不受限表材層數，有固定

的變數數量(以對稱疊層而言為 1𝐴、 2𝐴、 3𝐴、 4𝐴、 1𝐷、 2𝐷、 3𝐷與 4𝐷 。換句

話說，吾人可以藉由同時最佳化表材層數與疊層參數，達到等同於同時最佳化表

材層數與疊層角度的效果。 

因此，將本研究所提出之複合式最佳化方法，透過三明治勁度矩陣估算法，

應用於三明治結構上，除了可以大幅減少最佳化過程中，使用有限元素求解器做

計算的次數之外；且由於在 Step1，同時以疊層參數、表材層數與芯材厚度作為最

佳化設計變數，因此，可求得較傳統最佳化方法更為精確的全域最佳解。 

5.4 實例驗證與比較 

5.4.1 分析方法準確性驗證 

本節欲驗證以古典積層板理論為基礎，再加入一階剪變理論與勁度矩陣估算

後之分析方法的準確性。因此同樣以 4.4.1 所述之三點彎曲實驗，比較三明治結構

在不同表材疊層角度下，使用不同有限元素分析模型，比較其結果與實驗數據之

「彎曲剛性」的差異。 

5.4.1.a 實驗設計與驗證方法 

本實驗試片尺寸規格統一如圖 5-12 所示，其中 l 為試片長度，b 為試片寬度，

a 為三個接觸面之寬度，s 為固定塊之接觸面的中心距，𝑡𝑓為表材厚度，𝑡𝑐為芯材

厚度，單位為 mm。而試片種類分為表材[0]8、[ 30]4 與[ 60]4 三種以 l 向為主軸方

向之不同角度的 8 層斜交(angle-ply)疊層，但對於整個三明治結構，仍屬於對稱疊

層。 
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圖 5-12 三明治結構式片尺寸規格 

本研究期望以實驗結果為參考基準，比較本研究所使用的方法─ “以古典積

層板理論先計算表材與芯材的 A、B 與 D 矩陣，透過勁度矩陣估算後，再與剪切係

數一起代入有限元素法軟體”與直接使用一般有限元素軟體常用的實體元素(solid)

或 ABAQUS 軟體中內建的複合材料殼元素(composite shell)之差異。 

而無論以上三種分析模型或實驗，皆是擷取中央施力塊之負載(loading)對位

移(displacement)的資訊，然後以負載-位移曲線比較在線性區段內，同樣負載下的

位移量誤差。 

本實驗試片表材同樣使用台麗朗公司所提供之強化材為 TC35-12K 碳纖維、

基材 Tg=145 C 高韌性環氧樹脂之單向碳纖維預浸布，其材料常數參考表 4.10；芯

材使用型號 HRH-78-3.0 之蜂巢板，材料常數如下表 5.2 所示： 

表 5.2 三明治結構芯材蜂巢板材料常數 

Core (HRH-78-3.0) 

E1= E2 2.32MPa 

E3 130MPa 

G12 0.109MPa 

G13 37.1MPa 

G23 21.7MPa 

c 48kg/m3 
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5.4.1.b 有限元素分析模型 

依圖 5-12 之尺寸分別建立試片之實體與薄殼模型，並根據 ASTM C 393 對試

片的固定與加載方式設定邊界條件，如以實體模型為例說明如下： 

 

圖 5-13 三明治結構三點彎曲邊界條件示意圖 

與 4.4.1.b 積層板三點彎曲分析相似，於模型中建立參考點(reference points)

以代表轉軸，設定僅有繞 Y 軸的旋轉的自由度。並將三明治結構接觸面與轉軸自

由度耦合，而僅放開 X 方向的自由度，模擬三明治結構在支撐塊上滑移的情況。

然後依照尺寸建立視為剛體之施力塊，並設定其僅有 Z 方向之自由度，模擬實際

加載的情形，並設定施力塊與積層板之間為發生接觸(contact)。 

5.4.1.c 實驗架構 

本實驗所使用之機台與試具亦同於 4.4.1.c 之積層板三點彎曲實驗。[0]8、

[ 30]4 與[ 60]4 三種表材疊層角度之試片各有 3 片，因此共有 9 組實驗數據結果。 
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圖 5-14 三明治結構三點彎曲試驗過程 

5.4.1.d 比較結果與討論 

如同4.4.1.d定出[0]8、[ 30]4與[ 60]4之負載條件分別為3.5kN、1.5kN與 1.0kN，

並以達到此負載大小時之位移量作為比較依據。 

三種試片之實體(Solid)模型、複合材料殼元素模型(Shell)及古典積層板理論殼

元素模型(CLT)分析結果分別整理如下表 5.3： 

表 5.3 三明治結構不同分析模型之結果比較 

Face ply angle Loading(kN) 

Displacement(mm) 

Solid Shell CLT 

[0]8 3.5 8.2876 7.9213(-4.4%) 8.5149(+2.7%) 

[ 30]4 1.5 3.9609 3.7981(-4.1%) 4.1059(+3.7%) 

[ 60]4 1.0 6.4512 6.2360(-3.3%) 6.4419(-0.1%) 

並與實驗數據(Exp1-3)比對結果整理如下圖 5-15-圖 5-17 
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圖 5-15 [0]8 表材三明治結構分析與實驗結果比較 

 

圖 5-16 [ 30]4 表材三明治結構分析與實驗結果比較 



 

137 

 

圖 5-17[ 60]4 表材三明治結構分析與實驗結果比較 

由表 5.3 可以發現，雖然以古典積層板理論計算後再進行勁度估算之分析結

果，與一般常用的複合材料殼元素模型有較明顯的誤差，但如果以實體模型為基

準，卻顯示擁有較複合材料殼元素模型更高的準確性。 

而由圖 5-15-圖 5-17 進一步比對試驗結果可以發現，[0]8 表材疊層之試片雖

然不如分析呈現如此線性的變化，但整體而言實驗結果仍符合分析之預期。推測

其誤差原因在於分析中為了簡化模型，而採用一階剪切變形理論，有別於實際非

線性變形的情況；此外，由於[0]8 表材疊層之試片彎曲勁度顯然較另外兩者高，使

得因芯材剪切變形所造成位移的比例亦為最高，可預測[0]8 表材疊層之試片非線性

變形的情況將最為明顯，亦與實驗結果相符合。因此[ 30]4 表材疊層之試片的試驗

與分析即具有高度吻合之結果。但是[ 60]4 表材疊層之試片的試驗結果卻顯示分析

結果似乎有高估剛性的現象，這有可能肇因於試片本身製作上的瑕疵，因為此 3

片試片最後皆並非發生如預期的芯材剪切破壞，而是表材與芯材間的脫膠，如圖 

5-18 所示。雖然破壞模式基本上應該不影響線性段之剛性，但從提早發生脫膠現

象的結果看來，可能該試片表材與芯材之間本來就有區域未完全膠合，而導致在

負載的過程中產生間隙，造成位移量的累加而降低了該有的剛性。 
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然而，如果僅比對未有明顯製程缺陷之試片的試驗數據，仍證明分析結果可

以達到預測剛性的目的。且本研究所採用的分析方法，與實體元素有相當接近之

結果，表示已具有足夠的準確性。 

 

圖 5-18 表材與芯材間發生脫膠破壞 

5.4.2 效率與最佳化準確性驗證─平板剛性最佳化 

本節將以一個三明治結構之平板在不同負載條件下的剛性最佳化問題，比較

傳統方法，即直接以演化式演算法(同樣採用自適應性遺傳演算法)，先假設表材為

擬等向疊層，對表材層數與芯材厚度作最佳化後，再最佳化表材疊層角度；以及

本研究所提出之三明治結構複合式最佳化方法(最佳化程序以 OPTIMUS 軟體建立)

於效率與準確性上的差異。以下分別對分析項目、設計變數、設計限制與目標函

數作描述，並說明分析模型之設定，最後整理比較兩種最佳化方法之演算結果。 

5.4.2.a 最佳化問題描述 

參考圖 5-19，本研究將以此長寬皆為 150mm 之矩形，施以不同型式之負載

條件，分別進行剛性最佳化設計。負載條件共有三種型式，即分別改變平板末端

之力矩與合力之負載大小。如以單位負載 M=0.2N-m、F=1000N 之倍數表示，可整

理如下表： 

表 5.4 三明治結構平板負載條件列表 

 Case 1(k=5, n=1) Case 2(k=1, n=1) Case 3(k=1, n=5) 
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Moment 1N-m 0.2N-m 0.2N-m 

Force 1000N 1000N 5000N 

 

 

圖 5-19 三明治結構平板負載條件示意圖 

參考 5.2，此最佳化問題之設計變數為表材層數𝑛𝑓、芯材厚度tc與表材疊層角

度𝜃𝑖，可表示如下： 

而設計限制設定如下： 

𝑛𝑓 ∈ 𝑁 

tc  {tc|𝑞 ×
 

8
"  𝑞 ∈ 𝑁} 

−   ≤ 𝜃𝑖 ≤   °   {𝜃𝑖|𝑝 ×     𝑝 ∈ 𝑍} 

(5.27) 

 ≤ 𝑛𝑓 ≤      𝑛𝑓 ∈ 𝑁 

 

 
"≤tc≤1"   {tc|𝑞 ×

 

8
"  𝑞 ∈ 𝑁} 

𝑚 ≤    𝑔 

(5.28) 
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此外，表材選用 AS/3501 碳纖環氧樹脂單向纖維預浸布，單層薄層厚度𝑡𝑝𝑙𝑦為

0.125mm，因此表材厚度之設計限制可表示為： 

並以最小化平板自由端之最大位移量為目標函數，記為： 

5.4.2.b 有限元素分析模型設定 

以 ABAQUS/CAE 建立上述三明治結構平板之有限元素模型如圖 5-20。邊界

條件分為固定端與自由端，其中固定端設定 X、Y 與 Z 三個軸向及繞三個軸的旋

轉方向位移量皆為零；並於自由端中心建立一個參考點(reference point)，與自由端

的端線六個自由度作聯結(couple)。然後將負載設定於該參考點上，分別為 X 軸向

的力矩 k × M)與力 n × F 。元素同樣使用已於 4.4.1 驗證其準確性的二次薄殼減積

分元素 S8R。表材與芯材分別選用 AS/3501 碳纖環氧樹脂單向纖維預浸布與

HRH-10-30 蜂巢板，其材料常數如下表所示： 

表 5.5 三明治結構表材與芯材之材料常數 

Face (AS/3501) Core (HRH-10-30) 

E1 = 138GPa E1 = E2 = 2.5MPa 

E2 = 9GPa E3 = 140MPa 

G12 = 6.9GPa G12 = 0.109MPa 

12  = 0.3 G13 = 45.5MPa 

tply  = 0.125mm G23 = 24.5MPa 

f  = 1500kg/m3 c  = 48kg/m3 

此外，如果是以疊層參數作為設計變數，則並非直接給與 ABAQUS/CAE 材

 .   𝑚𝑚 ≤ 𝑡𝑓 ≤  𝑚𝑚 (5.29) 

m n   𝑈𝑚𝑎𝑥 𝑛𝑓   𝜃𝑖   𝑡𝑐    ∈ {  ⋯𝑛}      (5.30) 
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料常數，而是先以 OPTIMUS 計算出三明治結構勁度矩陣後，再輸出於

ABAQUS/CAE 之 General Shell Stiffness 中。 

 

圖 5-20 三明治結構平板有限元素分析模型 

5.4.2.c 結果與討論 

三種不同負載條件之三明治結構平板剛性最佳化問題，分別以傳統演化式演

算法與本研究所提出之三明治結構複合式最佳化方法(Present)求解，結果整理於下

表 5.6： 
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由表 5.6 可以發現，除了在負載條件 Case1 中，因為芯材厚度皆已達設計限

制之上限，所以兩種最佳化方法具有相同的表材層數與芯材厚度最佳解之外；對

於另外兩種負載條件 Case2 與 Case3，本研究皆求得與傳統方法相異之最佳解：趨

向於使用更少層數的表材而增加芯材厚度。 

並且在這兩個負載條件下，本研究所求得之目標函數值皆優於傳統方法，尤

其於負載條件Case3，本研究相較於傳統方法，可用較低的重量而達到更高的剛性。

顯示先假設表材為等向性或擬等向疊層做最佳化設計，其實無法將三明治結構做

最有效率的運用；而必須同時將表材疊層角度納入考慮。舉例而言，比較負載條

件 Case3，傳統方法與本研究之疊層角度最佳解的差異，可以明顯看出，傳統方法

最佳解之外側疊層角度較大，表示部份表材被設定於抵抗扭矩，所以需要較多的

層數。然而，我們知道欲抵抗扭矩，其實增厚芯材絕對是比增加表材層數有效的，

且表材應該被利用於抵抗伸張應力，即如本研究之最佳解所示。顯示本研究之三

明治結構複合式最佳化方法擁有較傳統方法更高的最佳化準確性。 

此外，比較傳統方法與本研究於最佳化過程中，以有限元素求解器計算目標

函數的次數(其中傳統方法的計算次數為兩個階段的總和)。可以明顯得知，本研究

所需的計算次數皆大幅低於傳統方法，尤其於負載條件 Case3 中，僅需傳統方法

約 9.7%的有限元素求解器計算次數。顯示本研究之三明治結構複合式最佳化方法

亦擁有較傳統方法更高的最佳化求解效率。 

5.5 總結 

本章首先為了克服使用疊層參數，其結構必須以單一材料組成之限制，而提

出三明治結構勁度矩陣估算法。以將三明治結構視為由積層板於中性軸置入芯材

之概念，利用計算等效厚度將多層表材近似為單層表材，再代入本研究推導而得

的單層表材三明治勁度矩陣元素計算標準式。使其可直接以表材與芯材的勁度矩

陣，估算三明治結構的勁度矩陣。此外，由於此等效厚度計算公式在某些特例下
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將不適用，因此本研究進一步用近似或擬合的方式求取。 

然後，本研究先以三點彎曲實驗驗證使用古典積層板理論與一階剪切變形理

論並結合有限元素之分析方法的準確性，分別與實體模型、薄殼模型與實驗做比

較。其結果顯示分析結果可以達到預測剛性的目的，且本研究所採用的分析方法，

與實體元素有相當接近之結果，表示已具有足夠的準確性。再以一個三明治結構

平板剛性最佳化問題，驗證效率與準確性。其結果顯示，本研究可較使用演化式

演算法求得更為正確之最佳解，且僅需後者大約 10%的有限元素求解器計算次

數。 

所以下一章中，本研究將把此複材三明治結構複合式最佳化方法，實際應用

於兩個複材結構的設計中，以進一步證明其效益與實用性。  
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第六章  應用實例 
  

本章將透過一個複合材料三明治結構的設計案例「輕量化個人載具車體結構

最佳化」，展示以本研究所提出之複合式最佳化方法相較於直接使用演化式演算法

所達到之效率與準確性的提升。 

6.1 輕量化個人載具車體結構最佳化設計 

本載具全名為「智慧型個人輕量化電動載具」(Intelligent Personal Lightweight 

Electric Vehicle)，以下簡稱 iPLEV，為本實驗室於國科會「智慧型輕量化移動載具

前瞻技術跨領域專案計畫」中之成果。如下圖 6-1 所示 iPLEV 為一輛適合未來都

市交通發展趨勢之個人載具，具有輕量節能、綠能環保、節省停車空間(軸距可變)

與方便進出等優勢，其基本規格如表 6.1 所示。 

 

圖 6-1 智慧型個人輕量化電動載具 

表 6.1 iPLEV 基本規格 

乘載人數 1(+1)人 

續航力 50km 

淨重 180kg 

底盤規格 

前二輪轉向、後一輪驅動 

軸距 1800mm(1000mm*) 

輪距 1200mm 

*變軸距後尺寸 
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iPLEV 主要可分為外殼與底盤兩大部分，其中重要元件皆位於底盤上，如下

圖 6-2 所示。且因為外殼僅為裝飾件，基本上不提供有效的剛性，所以僅依靠底

盤此非封閉式的結構，就必須滿足全車的剛性需求。此外，在全車淨重限制下，

扣除車上重要元件所佔的重量，底盤結構僅分配到 20kg 的裕度。這樣的設計限制，

如果僅以傳統的鋼管焊接方式設計車架，基本上是難以達成的。此外，因為 iPLEV

具有可變軸距的機構，因此底盤結構可分為前後兩個部分。後結構因為需要安裝

較多的元件，且空間利用上較為零散而不利於使用近似封閉的結構，因此仍維持

設定為鋼管焊接車架。 

但是佔大部份體積的前主結構則有元件配置單純的特點(主要元件為鋰電池)，

因此適合以複合材料做設計(不須額外安裝大量的套筒增加重量)。在扣除掉必要的

金屬接點重量後，得到前主結構的設計限制為 12kg。並且由以往同樣為前二後一

型式之台大機械太陽能車之設計經驗[64]可知，該型式之載具最難以提升卻讓駕駛

者感受最明顯的項目即是「扭轉剛性」。因此，本研究欲以所提出之「複合材料複

合式最佳化方法」，使用單向纖維預浸布為表材、蜂巢板為芯材構成之三明治結構，

求取在 12kg 的設計限制下，前結構可達最大扭轉剛性之材料配置與疊層角度最佳

解。 

 

圖 6-2 iPLEV 底盤元件配置圖 
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6.1.1 設計方法與模型建立 

iPLEV 的結構形狀為參考本實驗室林逸祥學長[89]之研究，進行演化式結構

最佳化(Evolutionary structural optimization, ESO)所得。並根據林俊志學長[91]研究

中以可製造性及受力型式對複合材料的分件方法，建立如下圖 6-3 之材料分區型

式，共包含 Front、Bottom、Left、Right 與 Rear 五個材料設計區域，其中 Left 與

Right 之配置為對稱。 

 

圖 6-3 iPLEV 前複合材料主結構材料分區設計示意圖 

然後以 ABAQUS 建立簡化為殼元素之有限元素分析模型，並定義材料主軸

方向如圖 6-4 所示，其中 1 方向代表 0 方向、2 方向代表+90 方向。 

 

圖 6-4 主結構殼元素模型與材料方向定義 



 

148 

接著設定求取扭轉剛性的邊界條件，由於 iPLEV 的結構型式與台大機械太陽

能車相似，因此參考張智凱[64]學長於研究中對於太陽能車扭轉之邊界條件的設定。

但略微不同的是，目前的分析模型只包含了前結構的部分，且僅欲單純求取此結

構體的扭轉剛性做為最佳化的比較依據。因此可簡化將後結構視為剛體，且不考

慮機構件之變形，也就等同於完全固定前後結構之接點處(參考圖 6-2)的六個自由

度。並於兩前懸吊接點中間建立一個參考點(reference point)，設定該參考點與兩懸

吊接點之自由度完全耦合(couple)，因此通過該點之 X 軸向即為此結構體的扭轉中

心軸。而造成此軸產生 1 扭轉角所需施加的力矩即為車體的「扭轉剛性」，單位為

N-m/ 。在此分析模型中設定參考點上 X 方向的力矩為 1000N-m。 

 

圖 6-5 主結構求取扭轉剛性之邊界條件 

6.1.2 最佳化問題建立 

所謂最大化扭轉剛性，即同等於在固定的力矩(1000N-m)下，求取最小的扭轉

角。所以本研究以最小化參考點 UR1 方向之扭轉角為目標函數：各分區材料之表

材疊層數目、角度與芯材厚度為設計變數；並給定設計變數集合與重量限制。最

佳化問題表示如下： 

m n   𝑈𝑅  r 𝑛𝑓   𝜃𝑖   𝑡𝑐     ∈ {  ⋯𝑛𝑟} (6.1) 
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其中 r( )表示不同材料分區之配置、𝑛𝑓為表材層數、𝜃𝑖為疊層角度、𝑡𝑐為芯材

厚度。表材選用 AS/3501 碳纖環氧樹脂單向纖維預浸布，芯材選用 HRH-10-30 蜂

巢板，材料常數如表 5.2 所示。 

6.1.3 結果與討論 

分別以傳統方法(以演化式演算法先求取最佳材料配置，再最佳化疊層角度)、

與本研究所提出之複合式最佳化方法求取最佳解，並比較其最佳解、目標函數值、

演算次數以及收斂曲線，其結果整理於表 6.2 與圖 6-6。 

由表 6.2 可以發現，兩種方法於 Left、Right 與 Bottom 接收歛至相同的材料

配置結果，其中 Left、Right 接達設計限制之上界，亦顯示這兩塊區域對於結構整

體扭轉剛性的影響極大。但是對於 Front 之配置結果，本研究之方法顯示只要使用

較少的材料，筆者推測此乃因為同時考量材料配置與疊層角度之結果，因此得以

用適當的疊層角度減少不必要的材料。並將多餘的重量用至需要的地方，如 Rear

的芯材部分，因為該分件兩種方法皆顯示僅需要 2 層表材，所以可以透過疊層角

度減少材料的程度有限。 

由於本研究之方法較趨向於充分利用材料，因此雖然目標函數值收歛結果略

高於傳統方法，但重量卻是較傳統方法為低的。此外，配合觀察圖 6-6 可以發現，

其實本研究之方法於 Step1 的收歛結果是較傳統方法更為低的，是在 Step2 的擬合

過程中產生些許的「失真」，無法完全表現 Step1 之最佳化結果。但筆者認為此亦

是必然發生的情況，以 Rear 為例，因為只有 2 層表材，的確難以擬合與 Step1 相

 ≤ 𝑛𝑓 ≤      𝑛𝑓 ∈ 𝑁 

 

 
"≤tc≤1"   {tc|𝑞 ×

 

8
"  𝑞 ∈ 𝑁} 

𝑚 ≤   kg 

(6.2) 
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近的結果，因此其代表與最佳解相近程度的 Distance 才會高達 1.029。表示如果表

材厚度方向的變化可以更連續，換言之，使用厚度更薄的薄層(lamina)，讓同樣厚

度的表材層數增加，那麼擬合效果必然會有所提升。 

最後由圖 6-6 比較兩種方法於收歛過程中的差異。相當明顯的，本研究之方

法具有較高的收歛效率，僅需約傳統方法 11%的有限元素求解次數即達到收歛，

且目標函數值仍小於傳統方法的收歛結果。而傳統方法雖然在材料配置階段亦表

現出不錯的收歛效率，但因為在材料配置時並不考慮疊層角度，因此此配置的結

果基本上可視為以落入局部最佳解，而且是就算使用演化式演算法也無法跳脫的

(因為原本的設計變數以被轉換成設計參數)，所以在後段疊層角度的最佳化過程中，

表現出極低的收歛效率，且始終無法有效找到全域最佳解。 

藉由這個應用實例，可充分展現本研究之方法對於複合材料最佳化問題而言，

相較於傳統方法，具有收斂效率高且可更精確地獲得全域最佳解之優勢。 
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表 6.2  傳統方法與本研究於 iPLEV 前結構扭轉剛性最佳化結果比較 

Method  EA Present 

Optimum 

Front 

nf 14 12 

tc (in) 5/8” 1/2” 

[n]s 
[50,40,-40,40,-40,60,40, 

-35,-40,35,-40,35,-50,-55]s 

[5,85,-50,50,-45,-45, 

45,45,45,-45,45,-45]s 

Distance ─ 0.1417 

Left 

Right 

nf 16 16 

tc (in) 1” 1” 

[n]s 
[-25,75,-5,-25,5,-35,15,50, 

35,5,-55,-45,55,70,40,-50]s 

[-75,-75,-5,-5,55,55,45,45, 

-20,-20,-20,-20,-60,-60,40,40]s 

Distance ─ 0.0031 

Bottom 

nf 9 9 

tc (in) 5/8” 5/8” 

[n]s [-35,30,30,-25,-50,40,-40,65,25]s [20,-10,-50,-20,55,45,-45,40,-50]s 

Distance ─ 0.0129 

Rear 

nf 2 2 

tc (in) 1/4” 1/2” 

[n]s [20,-50]s [35,-15]s 

Distance ─ 1.029 

m(kg) 11.97 11.92(-0.4%) 

Objective function 7.34 7.38(+0.5%) 

Iterations 8962 967(-89.2%) 
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圖 6-6 傳統方法與本研究之收斂曲線比較 

而最終完成的 iPLEV與經過最佳化設計的複合材料底盤結構如圖 6-7所示： 

 

圖 6-7 iPLEV 全車(左上)與複合材料底盤結構 
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第七章  總結及討論 
   

7.1 成果總結 

本研究應用疊層參數提出一套嶄新的複合材料複合式最佳化方法。將複合材

料最佳化問題分為兩個步驟的子問題：第一步驟以疊層參數為設計變數，透過有

限元素法計算目標函數與限制條件，使用梯度演算法求取最佳疊層參數；第二步

驟以疊層角度為設計變數，使用演化式演算法逼近該組最佳疊層參數。 

於本文中驗證對於不同複合材料之結構形式(積層板、三明治結構)、幾何形

狀(簡單平板、圓管與複雜車體結構)、尺寸規格與負載條件，相較於傳統方法將可

減少 80%以上的有限元素法計算次數，進而提升超過 4 倍的收斂速度(以CPU t me

為比較基準)，且達到極為相近的目標函數值。對於如三明治結構或經過分件的複

雜結構體所面臨的變維度最佳化問題，甚至可能找到優於傳統方法之全域最佳

解。 

對於疊層參數之可行區域，目前僅有單純伸張或彎曲域的解析式。為了極近

似出耦合域的可行區域，以往的研究將可能產生上萬、甚至上百萬條的高維線性

限制條件，導致實際應用上的困難。本研究僅以所建立的 26 條二維擬合限制條件

搭配 6 條現有之解析式，對於對稱疊層所需考慮的 8 維疊層參數域，經驗證已可

排除 99.95%之體積，有效率的大幅減少於第一步驟求得不可行解之機率。 

原本疊層參數因為受限於需為同一種材料，且使用疊層參數將不具有對比勁

度矩陣�̅�𝑖𝑗資訊，因此無法應用於三明治結構。本研究提出一套三明治結構勁度矩

陣估算法：以表材與芯材的勁度矩陣，直接估算三明治結構的勁度矩陣。並驗證

於一般情況下準確率可達到 99%以上，在特例中誤差最大之情況亦對目標函數之

差異小於 0.3%，不影響最佳化搜尋方向之計算。所以表材即仍可以疊層參數作為

設計變數，使用本研究之複合式最佳化方法求解，進一步達到同步最佳化表材、

芯材厚度與表材疊層角度之目標。 
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本研究成果─「複合材料複合式最佳化方法」，達成利用複合材料力學特性做

為最佳化基礎，進而提高求解效率與通用性之目的，且演算時間幾乎不受疊層角

度該設計變數之多寡之影響。適合導入於一般傳統複合材料設計流程中，除了可

減少工程師以試誤方式進行設計所耗費的人力成本；且避免對於較複雜的結構體，

僅憑工程師的經驗判斷可能有所失準的情況之外；最重要的是可望縮短產品設計

開發時程，以因應未來複合材料之發展趨勢。 

7.2 未來方向 

由於本研究之目標為建立通用型的複合材料最佳化方法，因此先選擇對於結

構體而言，在全域設計階段最常優先考慮的「剛性」做為單一目標函數，以避免

過多的變因，影響驗證與比較的可信度。因此，未來的研究將可以此最佳化方法

為基礎，延伸應用於不同之目標函數，而目前對於疊層參數的相關研究內容包括

振動[92]、挫曲[93]、強度[86, 94]、局部強化[95]與變勁度設計[86]等。此外，甚至

可能整合以上相關研究結果，而發展出一套更全面、可多目標並以疊層參數為基

礎之複合材料複合式最佳化方法。 

於本研究之複合式最佳化方法的 Step2 中，目前是以最小差方法擬合最佳疊

層參數組合，此乃將各個疊層參數對角度搜尋的影響力皆視為相同之算法。然而

由 4.4.4.c 的圓管積層板最佳化問題可知，並非所有問題皆會對 8 個疊層參數產生

梯度，而此時梯度大者，顯然對疊層角度的搜尋應該要有較大的影響力，甚至應

該排除無梯度者於設計變數之外，而目前這個動作乃需由人工判斷。雖然忽略此

效應基本上仍可求得一個近似最佳解之值，但是如果可以在進入 Step2 之前，建立

一個演算機制先對 Step1 之疊層參數變化量進行判讀，以自行修正 Step2 中各個疊

層參數之擬合比重，預期將會對最佳化的準確性有所提升，再進一步提高此方法

之通用性。 

對於疊層參數的可行區域，本研究以 26 條二維擬合不等式限制條件配合 6
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條解析式加以近似，雖然對於排除不可行區域已具有極高的效率，但是如果可以

進一步推導求得新的耦合式解析式，將在學術上有更高的價值，也是目前多數學

者亟欲達成之目標。而同樣以擬合方式近似的仍有勁度矩陣估算法之特例 2.與 3.，

對於目前仍無法解釋其物理意義之虛根、無意義之值，仍可待未來的研究加以突

破。 

由於本研究所有最佳化問題其積層板乃設定為對稱疊層， 𝑖𝑗   ，因此無須

考慮伸張與彎曲耦合之疊層參數 𝑖𝐵。但對於特殊限制條件或目標之最佳化問題，

 𝑖𝑗將可能成為重要設計參數[48]，此時即須以古典積層板理論推導而來的完整 12

個疊層參數 𝑖𝐴、 𝑖𝐵與 𝑖𝐷作為設計變數。此外，疊層參數其實可進一步擴展至三維

型式，達到 28 個之數。而未來可能將其同樣導入複合式最佳化方法中，使其用途

進一步推廣至更複雜的三維結構形式，如 3D 織物之最佳化設計。 
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