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中文摘要 

 

 近年來隨著深度學習的發展，數學應用題的自動求解又再度引發研究上的關

注。基於深度學習的序列生成模型被大量的應用在生成算式模板，不僅解決了傳

統基於模板方法的限制，也是目前的主流解法之一。但鮮少有人試圖將生成模型

與基於樹的方法結合。因此本文提出一個結合兩者的方法。我們希望模型可以學

習到題目中的數字、所求目標以及過程中產出的數字三者的語意表示。並模仿人

類真實的解題情境，將所有運算的中間產出也視為可選擇的數字，供模型學習如

何進行進階的運算。 

 在大型的中文數據集 Math23K 的初步實驗結果中，我們的模型比起傳統基

於注意力機制的 seq2seq 生成模型，正確率上升超過 7%。並在後續的實驗中，分

析模型裡的一些機制如算式歸一化、數字特徵的自注意力機制，兩者會如何影響

準確性。然後在最後一個實驗裡顯示，透過加強選擇數字的能力，模型能學習到

類推與抽象化運算的能力，解決資料集中罕見但運算複雜而冗長的題型。即便取

得了部分的成功，在一些失敗例子的探討上，我們也揭露了這個模型本身策略帶

來的優勢與限制，以及這個領域的主要瓶頸。並以未來可以改善的方向作結。 

 

 

關鍵字：數學應用問題、二元表示樹、算式生成器、數字語義理解、序列到序列

模型、自然語言處理 
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ABSTRACT 

 

In recent years, the study of solving math word problem automatically receive much 

attention once again. Deep Neural Networks based method reach a new higher score on 

large-scale datasets. The generator based on seq2seq model combined with template-

based method becomes the mainstream method for this task. However, few people try to 

introduce the deep learning to Tree-based model. 

This paper propose a method to bridge the gap of tree-based method and deep 

learning method. We hope that model could learn the semantic meanings of quantities in 

a question, target of calculation and number produced during the process. By 

strengthening the ability of choosing number, model also perform the analogy and 

abstraction during complex process of computation. 

The preliminary experiments are conducted in a benchmark dataset Math23K, and 

our model outperforms the seq2seq model with attention mechanism over about 7% 

accuracy, demonstrating the effectiveness of the selection strategy. 

 

Keywords: math word problems, expression tree, equation generator, number semantic 

learning, seq2seq model, natural language processing 
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研究簡介 

 

 數學題的自動求解一直以來被認為是具挑戰性的任務。即使是小學程度的應

用例題，還是得在簡短的敘述中，了解題目所求目標，還要將每個字句建立成目

前擁有的條件，再去架構算式。這涉及到語意理解與邏輯推理的高度結合，前者

用來理解題目所求、每個數字和條件代表的涵義；後者則是架構求解過程的能力

與方法，並且涉及到對中間產出數字的類推能力。若缺乏前者，則會看不懂題

目；若缺乏後者，便不能安排好運算的順序。因此對多樣化的數學題，兩個能力

缺一不可。 

在求解器的相關研究中有兩大主流方法，分別是基於模板的方法 

(Template-based) 與基於樹的方法 (Tree-based)。模板在這裡代表一條算式的

架構，其中的數字以代數呈現。在傳統的基於模板方法，會對能以此模板求解的

所有題目來抽取模板特徵，之後遇到新問題時，將問題與不同的模板特徵計算分

數，選擇匹配度最高的模板，再從題目中選取數字填入其中求解。基於樹的方

法，將所求的算式以後序式的型態來表示，並針對題目中的每個數字抽取特徵，

判斷其是否為構成算式的元素之一，然後將數字當作葉結點、運算符當作枝節

點，列舉出所有可能的二元表達樹，並選出最有可能的一個。以邏輯推理的角度

來看，前者利用題目敘述和預定義的模板特徵，直接決定算式架構，再想辦法將

數字填入；後者則是先判斷數字本身的意義，再由底至上建立出算式，比起需要

預定義、由經驗而論的模板，更能應對沒出現過的算式型態，也象徵更理解數字

彼此間的操作。 
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Figure 1: Examples of a template and an expression tree. 

 

近年來，深度學習被引入到這個領域，由於其在自然語言上取得了很大的成

就，促進了數學求解器對題目語義的理解，並在大範圍、多樣化的數據集中，得

到了更好的準確度。在最近的相關研究中，許多應用了深度學習的求解器是立足

於原本基於模板的方法，並以序列到序列的神經網路 (seq2seq) 為主架構，試圖

去生成模板來解題。以語意理解的角度切入，模型能在對題目編碼的過程中自動

抽取高品質的特徵，相較過去利用統計、基於規則的手工特徵來得方便。於邏輯

推理的角度來看，生成過程中模型會學習架構算式的方法，好處是不會像傳統方

法受限於模板數量，但不保證能完全生成有效算式。雖然生成出無效算式不是目

前主要的瓶頸，但仍為一種隱患。另外，深度學習生成模板無法解釋為何如此架

構算式，有著注意力機制的模型可以告訴我們填入每一步時關注的重點，但過去

的方法不關注數字彼此間的關聯、怎麼選擇數字結合、和其互相結合後的抽象意

義。 

因此我們嘗試提出結合樹的深度學習生成器，在生成算式的過程中，強調選

取數字與操作數字的邏輯能力。我們應用序列模型來捕捉數字與題目特徵，解碼

器決定運算符的序列生成，這對應了我們在現實中的運算順序。從題目裡抽到的

數字特徵，儲存在一個會擴增的池 (pool) 中，池裡的數字象徵我們擁有的線索

與材料，供解碼器每一輪生成完運算符後來選擇。模型會有序地選出兩個數字，

與運算符結合後再擴增原本的池，代表我們在這輪運算中得到的新結果，可以提

供新的線索，若我們選取了那些合成的數字，則表示我們基於先前的結果再作進
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一步的運算。此外我們會將每一輪結果當作解碼器下一輪的輸入，就像是人會仔

細端詳前一條算式再做下一步一樣。經過數輪回合後，模型判斷運算完成時，選

取池中可能性最高的數字(通常是前一次運算出的結果) 輸出。 

從生成結果的角度來看，由於題目使用的運算符，像加減乘除，都屬於二元運

算，因此這個方法保證了算式的有效性，此外我們也加入了一些額外常數，來應

對部分數字出現在算式中卻沒有在題目裡的情形。 

這個方法的主要貢獻在於結合了深度學習與基於樹的方法，得以將優質的語

義特徵用於具解釋性的推理過程，更接近現實中人在推理的情境。而且過程中合

成的數字將帶有飽滿的意涵，給解碼器充分的解題線索，得以做進一步的運算，

我們也預期這個架構可以將更複雜的運算抽象化，進而提高準確性。操作數字的

抽象邏輯能力也讓模型能展現多元的解題方案，並應付各式各樣的問題。在流程

上這也是一個更直觀、簡單的模型。我們希望透過這個策略能讓模型有更好的邏

輯能力，雖然有些機制尚未完善，但這是一個新的方案試圖訓練機器去學習人類

解題的技巧。 
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相關研究 

 

 在 1960 年代時，就開始有人設計自動求解器 [1][2][3]。早期多是基於規則

的方法，嚴重仰賴人工制定的大量匹配模式與規則，但只能解決幾個預先設想的

場景。後來在 2011~2017 年間，研究者開始將題目語義轉化成有結構的邏輯式 

[4][5]，以方便推導，這又再度引起眾人對求解器的研究興致，許多特徵工程、基

於統計的方法應運而生。 

Kushman 等人在 2014 年提出基於模板 (template-based) 的方法 [6]。從預先

定義方程模板的資料庫中，選出最佳匹配模板，再從文本中提取數字和訊息來填

充模板的未知槽。後續陸續有人針對這個方法進行搜索空間的改善 [7]。 

FG-Expression [8]則是跳脫了原本模板的框架，將模板切分成片段，訓練模型精

確地映射題目與模板片段，再以樹結構將映射到的模板片段組合起來。 

Roy and Roth 等人在 2015 年提出第一種基於樹 (tree-based)的方法 [9]，這個

方法的泛用性也讓它一度成為求解器的主流方案。整體算法含兩個階段。在第一

階段，從文本中提取數字並形成樹的底層，列舉語法上有效但結構不同的候選

樹。第二階段則定義評分函數以選擇最佳匹配候選樹。基於樹的方法解決了模板

方法受限於訓練實例的缺點，能產生各式各樣的算式，以應付多樣化題型。但列

舉樹的可能性太多，後續的相關研究都以降低搜索空間為目標 [10]，甚至在建立

樹的過程中用許多規則來限制 [11]。也有研究嘗試對數字抽取更詳實的關聯特

徵，讓評分函數的運作更加有效 [12]。 

前兩個方法顯示了一些限制，模板方法嚴重仰賴文本特徵，因為在評分時除

了問題的特徵，模板也會以其實例歸納出的特徵來表示。這代表我們需要對模板

進行額外標注。另外，在訓練時也受限於預定義的模板種類與數量，導致這個方

法特別不適用於範圍大、多樣化的數據。基於樹的方法除了搜索空間外，也有抽
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取數字特徵的議題存在。如 Huang 等人所評估的 [8]，它們的精確度在更大，更

多樣化的數據集中急劇下降。研究結果表明，這一系列研究仍有很大的改進空

間，需要更加通用和可靠的解決方案。 

在 2017 以後，求解器開始導入深度學習。DNS [13]是第一個不需要手工特徵

的基於深度學習方法，其使用了 seq2seq 模型作為算式生成器，並制定了一些語

法上的規則，以確保生成有效算式。Seq2SeqET [14]則用後序式作為輸出序列，

可以將其視為另一種模板。為了減少模板空間，在 Seq2SeqET 中提出了方程歸一

化，以便可以統一無序運算符的等價算式。StackDecoder [15]也是 seq2seq 模

型。其編碼器在題目文本中提取數字的語義，並配上有 stack 的解碼器，以便追

蹤數字語意在操作過程中的變化。T-RNN [16]一樣生成後序式模板，可被視為

Seq2SeqET 的改進。首先，用 Bi-LSTM [17]和自注意力機制 (self-attention) [18]

賦予數字特徵，並將不同的運算符皆視為符號< 𝑜𝑝 >，再用 recursive NN，每次

以兩個象徵數字的子節點，推斷每個父節點< 𝑜𝑝 >屬於哪個運算符。 
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研究方法 

 

在我們的系統架構中，題目需要透過前處理才能被輸入進模型中。而算式也

需要經過一系列的轉化，成為基於樹的算式，並供整個系統與生成出的樹狀算式

計算 Loss。在訓練過程中，我們會參考正確答案，來輔助模型學習正確的語義；

而在測試過程中，我們並不會在每個階段參考答案，而是直接生成整個算式。 

 

Figure 2: System Architecture Diagram 

 

在這個章節，我們分兩個部分說明，3.1.1 說明題目敘述中，替換數字的前處

理與用意，3.1.2 則說明答案式將進行三個階段的前處理，才能被轉為二元樹，分

別是：數字抽換、算式歸一化、轉換為樹的表示法。 
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3.1 前處理 

 題目敘述的前處理 

首先敘述的部分，我們偵測題目裡有的數值，加入數字清單中 (number list)，

並將每個數字換成符號< 𝑁𝑈𝑀 >。為的是之後在序列編碼過程中，希望編碼器可

以專注學習如何用上下文和在文本中的位置來表示一個數字。因為我們認為，算式

結構受文本的影響大於數字的量級本身。題目裡的每個數字用任何未知數來表示，

都不影響解題的邏輯與算式。另外，這樣的表示法也有一個好處，模型抽取的數字

特徵會更穩定，同篇文本同樣位置的數字，不論字面上是 400 還是 70，我們都降

低了它們混淆編碼器的可能性。 

另外，我們以字元為單位進行斷詞，此做法在先前的研究中顯示 [15]，比以詞

為單位能帶來略優的表現。因為數學題目的敘述通常很精簡，這樣的情形下每個字

的重要性提高，斷詞的好壞就會影響結果。所以這個做法反而能減少出錯的機率，

並讓數字在用自注意力(self-attention) 擷取特徵時，能更加精準。 

 

 算式的前處理 

緊接著進行算式的前處理。第一步驟一樣將數字做抽換，我們將算式中有出現

在清單的數字換成符號temp𝑖，i 代表數字在清單中的順序，目的是要確立我們要

結合的數字是哪一個。而不使用數字本身視同將運算元抽象化，幫助模型學習與歸

納。 

第二步驟進行算式歸一化。如果我們檢查算式的過程中，發現有兩個數字進行

了加或乘的運算，但是順序的擺放不符合它們在清單中的排序，則進行調換，調換

後的版本取代原版成為答案式。因為加或乘的運算結果不受運算元順序影響，所以

可以對調。此做法是避免模型在選擇前後運算元時產生模糊性，透過事前的處理，

讓模型在面對無序運算元符時有明確的優先順序，也減少處罰到另一個正解的機
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會。另外歸一化僅在運算元都是題目中的數字時才會進行。 

第三步驟則是將原本的中序式轉成後序式，後序式可以看作成一顆二元樹，其

中運算符是內節點，數字則為葉節點。 

 

 

Figure 3: An example for preprocess of an equation 
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3.2 模型架構 

模型的組成主要有 5 個部分，3.2.1 會介紹編碼器的構造，以及他會如何對問

題進行編碼、對每個數字抽取特徵，有關數字的資訊會額外使用自注意力機制加強。

3.2.2 的池構造用來儲存每個出現過的數字特徵，包括一開始從題目中取得的數字

以及在運算過程中產生的數字，供 3.2.4 做選擇，另外有兩個獨立於題目以外的常

數特徵，也會在這部分一併介紹。3.2.3 介紹解碼器與運用了哪些階段性資訊，以

及生成運算符的方法。3.2.4 則說明數字選擇器如何運用前一階段關注的資訊，依

序選擇出前運算元與後運算元。最後一個構造在 3.2.5 介紹，數字合成器如何使用

運算符，將前後運算元合成出新數字。 

 

 編碼階段 (Encode) 

在編碼階段為了獲取數字在文本中的有效特徵，我們選擇 BiLSTM 作為編碼

器。並將長度為 m 的題目經過一層嵌入層 (embedding layer) 後，得到詞嵌入

(word embedding)，並輸入至 BiLSTM 得到 m 個 d 維的隱藏層向量 {ℎ𝑖
𝐸}𝑖=1

𝑚 。 

我們認為最後一個隱藏層向量挾帶著題目的總體訊息，所以將它與 {ℎ𝑖
𝐸}𝑖=1

𝑚 計

算注意力分數，並做加權平均得到 𝑒𝑣𝑎𝑟當作是題目未知數的表徵向量。 

然後針對在前處理抽取到的數字清單 {𝑁𝑢𝑚𝑖}𝑖=1
𝑛 ，我們使用它們對應在文本中

的位置 {𝑝𝑖}𝑖=1
𝑛 ，取出對應的隱藏層向量 {ℎ𝑝𝑖

𝐸 }𝑖=1
𝑛 ，個別計算他們與 {ℎ𝑖

𝐸}𝑖=1
𝑚 的注意力

分數，並做加權平均，當作是每個數字的特徵向量。 
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 池架構 (Pool) 

編碼完成後，我們對池進行初始化。將做完自注意力的數字特徵向量依序加入

池。並額外加入兩個常數的特徵向量，分別是 1 和π。在後續選數字的階段，這兩

個向量會如同池中的其他數字一樣，在後續的階段被平等的選取。 

 

因為算式會出現題目中不存在的數字，前者經常在比率問題中出現，後者則會

在圓的幾何計算中出現，但題目沒有出現任何相關的數字，這類型的問題屬於領域

知識 (domain knowledge) 的範疇。為了處理這個問題，我們將這兩個額外的數字

特徵視為模型參數之一，並在開始時隨機初始化，期望透過大量數據能夠訓練出它

們的表徵。 
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Figure 4: Examples of question have 1 and π. 

 

 解碼階段 (Decode) 

我們選擇 2 層的單向 LSTM 作為解碼器，解碼器的輸入分別是前一階段的隱

藏層 ℎ𝑡−1
𝐷 , 𝑐𝑡−1

𝐷 、前一階段的運算結果 𝑠𝑡𝑡−1。我們用編碼器最後一層的隱藏層為解

碼器初始化，並將編碼階段產生的變數特徵 𝑒𝑣𝑎𝑟當作第一步的輸入，雖然 𝑒𝑣𝑎𝑟嚴

格來說不算是運算結果，但也代表我們在著手第一個運算時要先以目標變數提供

的訊息做參考。在第二步以後會將前一步合成的數字 e𝑡−1
𝑐𝑜𝑚𝑏當作輸入，這個用意是

在模仿人解題時回顧「目前算到哪裡」的行為，並用來做下一步運算的參考。 

 LSTM 會輸出一個隱藏層ℎ𝑡
𝐷，我們將它與問題的隱藏層向量 {ℎ𝑖

𝐸}𝑖=1
𝑚 計算注意

力分數，象徵這一輪的選擇主要關注在題目的哪個部分，並計算出當前的問題文本

特徵 𝑞𝑡，我們將隱藏層 ℎ𝑡
𝐷、運算結果特徵 𝑠𝑡𝑡−1、問題文本特徵 𝑞𝑡，3 個向量合併

成一個長向量 𝐻𝑁𝑄𝑡，作為我們解題要考慮的三個面向，除了用於運算符的選擇外，

也會被送入下一階段作為選則運算元的參考特徵。 

 在運算元的選擇上，我們將 𝐻𝑁𝑄𝑡作為分類器的特徵輸入，過一層線性轉換與

𝑠𝑜𝑓𝑡𝑚𝑎𝑥函數，選擇機率最高的運算符以數字索引的型式輸出。 
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 數字選擇器 (Number Selector) 

在數字的選擇上，我們依序選擇出一前一後的數字，以滿足減與除運算的有序

性，並且透過剛剛的歸一化，我們也把有序性帶給部分的加與乘運算。如果我們換

另一個做法，求機率最高的兩個數字，在遇到減與除時免不了還要決定兩者的順序，

而阻斷了某些運算有選取兩個相同數字的需求，例如求正方形面積。 

在選取前運算元時，我們將 𝐻𝑁𝑄𝑡通過一層網路，過濾出 3 個層面中，選擇前

運算元要著重的資訊，然後將它跟前一階段生成的運算元 𝑂𝑡合併成 𝑟𝑡
𝑓𝑟
，維度為

 𝑑 + 1的向量。接下來將 𝑟𝑡
𝑓𝑟
和池中的每個數字計算分數，並用𝑠𝑜𝑓𝑡𝑚𝑎𝑥計算出機

率，選取出機率最高的數字特徵向量，作為是前運算元的特徵向量 𝑒𝑡
𝑓𝑟
。 
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選取後運算元的過程跟前者相似，一樣將 𝐻𝑁𝑄𝑡通過一層網路過濾資訊，但在

合併成 𝑟𝑡
𝑏ℎ的方式不太一樣，除了運算元 𝑂𝑡 ，我們還要加入剛剛計算出的 𝑒𝑡

𝑓𝑟
，合

併成維度是 2𝑑 + 1的 𝑟𝑡
𝑓𝑟
。接下來一樣將 𝑟𝑡

𝑏ℎ和池中每個數字向量計算出機率，選

擇機率最高者作為後運算元。 

 

 

 

另外，若前一階段的運算符為等號，則宣告計算即將完成，我們在此階段只要

選擇前運算元並回傳對應的算式當作答案。 
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 合成器 (Combinator) 

當解碼階段輸出的運算符不是等號時，會進入合成數字的階段。我們根據加減

乘除不同運算，訓練四種合成器，並用運算符 𝑂𝑡去選擇對應的合成器。將前後運

算元的特徵向量合併，過兩層網路，每層分別通過激活函數 𝑅𝑒𝐿𝑈和 𝑡𝑎𝑛ℎ，得到的

運算結果作為兩者合成的向量。合成的向量會加入池，並被當作下一階段解碼器的

輸入。 

 

 

3.3 損失函數 (Loss Function) 

 關於 Loss function 的計算，主要是加總每一輪運算符、前後運算元分類器的

Cross Entropy 來計算，以最小化以下算式為目標： 
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訓練時，我們會設定 Teacher forcing ratio 為 1。參考每一輪運算符、前後運算

元的正確答案，主要是因為每次做完選擇不能回頭修改答案，卻都會影響下一輪的

運算，像是利用錯誤的前運算元去求後運算元。所以要在選擇後馬上將錯誤修正，

以免讓模型學習到錯誤的語義和因果關係。 
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實驗結果 

 

在 4.1 的部分，針對我們所做的相關實驗做介紹，包括使用的資料集、實驗

設計、實驗結果。在 4.2 則透過數個模型生成的實例，說明模型所展現的能力與現

制，以及這個領域尚未解決的議題。 

4.1 實驗方法與分析 

 資料集簡介 

這次使用的資料集是 Math23K，是一份大規模的中文資料集，有 23,162 道題

目並標注了正確算式，每個問題都符合兩點原則：1.每個問題都能使用一條算式就

解出答案。2.除了 1 和 Pi，所有算式中使用的數字都能在題目敘述中找到 

 

 實驗設計與比較 

第一個實驗中，我們將模型生成的結果跟正確答案的算式做比較，全對才算正

確。採用較嚴格的算式比對計算方式，是希望能確認模型具備生成正確算式的能力。

比較的基線模型(Baseline model)為帶有注意力機制的 seq2seq 模型。並同樣以生成

後序式為目標做訓練，以比較兩者的能力。 

第二個實驗，則是觀察模型中的重要機制對模型表現的影響。我們嘗試分別移

除對數字特徵的自注意力機制(self-attention)，以及前處理中的算式歸一化(equation 

normalizing)，並展示其在選擇運算符和運算元的表現，來分析兩者影響模型的層

面與重要程度。 

第三個實驗，則比較不同的目標算式的運算符的長度對正確率的影響。這個實

驗的目的在於面對複雜程度深淺、實例數量落差大的題目，模型是否有將複雜算式

抽象化，並推廣操作的能力。 
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 實驗結果分析 

 

 

Table 1: Generation result on Math23K 

 

在第一個實驗中我們發現，我們的模型在效能上比基線模型高了 7.5%，即使

是能力限縮後的模型依然高出了 3.4%，這意味著這個生成策略對算式生成有一定

的幫助，相較 seq2seq 模型有機會產生無效的算式，我們的模型並不會如此。 
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Table 2: Elimination of mechanism test 

 

第二個實驗中看到 2 種機制的影響，首先移除掉數字的自注意力，代表僅使

用 BiLSTM 對數字抽取特徵，造成整體正確率、運算元選擇正確率、運算符選擇

正確率分別下降 1.4%,1.1%和 1%，發現下降是相當平均的，代表自注意力機制有

小幅度但全面的影響力。另外算是歸一化帶來較大的震盪，整體正確率、運算元選

擇正確率、運算符選擇正確率分別下降 4.1%,2.3%和 3.4%，可以看出我們在訓練

時，將順序歸一化，能有效降低模型對運算元順序的混淆。 
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Table 3: Accuracy for increasing length of operators. 

 

第三個實驗一樣嚴格計算正確率，結果顯示模型在海量數據中，對於實例數量

少、但運算較複雜的題目，仍具有一定的學習與推理能力。我們針對「選擇數字結

合的能力」來訓練模型，或許象徵模型將能更好地解讀高階算式中的抽象義涵，並

用來操作與運算。 

 

Figure 5: Examples of generation result for longer length of operators. 



doi:10.6342/NTU201902039

20 

 

4.2 案例分析 

 等價算式 

例子 1 中，模型顯示了組合順序不同但等價的算式。例 2 中，正確答案是先計

算出需要的總天數再減掉已經過去的天數。但模型產生的算式是利用未完成率去

除以每天的完成率，計算出剩餘需要的天數。例 3 要求第一次的木料使用量，中間

的算式 (2.2/((5/6)-(3/8))) 的意義為木料原本的總長度。在正確答案中用地一天使

用掉的比例去乘以全長，但在模型生成的算式中，則是用第二次用掉的木料去減掉

兩次的總使用量，雖然計算出的答案為負，是錯誤的，但邏輯上的操作僅差在兩者

的順序選錯而已。其他部分都象徵此模型能學習到等價算式的概念，即使在複雜的

運算中亦同。 

 

Figure 6: Examples of generation results: 1, 2, 3 
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 語意模糊與領域知識 

在例 4 中，顯示一部分的錯誤也是因為語意上的模糊所導致，雖然題目強調

了第二天開始，並在末句加上「一周」的字眼，但計算上卻將天數減 1，而沒有出

現任何可以判斷需要減 1 的線索。在例 5 則與領域知識的議題相關，模型顯然不

具備「最大公約數」和「最小公倍數」的知識，即便能從大量數據中學習兩者分別

的數學涵義，但要了解兩者的關係仍然具有一定難度。例 6 是涉及到幾何領域的

知識，模型在計算時，可能不清楚題目中的正方形在邊長減少後，仍要維持以「正

方形的面積」來計算差，而非計算減少一邊的邊長後「成為長方形」的差。 

 

 

Figure 7: Examples of generation results: 4, 5, 6 
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 不正確的語意理解 

 例 7 是一個有趣的例子，模型看上去可能僅僅以「少 84」的字句來選擇減號

和 84，但模型在生成算式時是缺乏數值資訊的，如果將 84 這個數字換做是某種比

率，那這條算式會是正確的。例 8 顯然沒有將數字的訊息解讀正確，因而將把乘法

選成加法。例 9 則是順序選擇錯誤，這也表示若模型在前運算元就選錯了，那在後

面可能會缺乏選擇的餘地。例 10 則是把計算的主客體顛倒了，也沒有將字面的意

思推論成反函數的能力。 

 

Figure 8: Examples of generation results: 7, 8, 9, 10 
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結論與未來研究方向 

 

透過實驗一的結果，我們確實提出了有效的生成策略，並在效能上超越了比有

注意力機制的 seq2seq 模型約 7.5%。在實驗二也證明部分重要的機制有助於提升

模型表現，並是第一個分開討論這些機制如何影響數字與運算符的選擇，結果證明

加入注意力的特徵抽取會有助於整體效益，算式歸一化則在選擇數字上有大幅的

幫助，並改善高達 4.1%的總體正確率。實驗三則顯示模型在少量且運算冗長的實

例中，依然能展現高度抽象化的推理能力。 

在例 4 和例 7 中，我們發現文本依然有其解釋的極限，前者基於問題本身的

模糊；後者則像是數學題領域的一句多義，而在這兩個例子中，數值本身便具有參

考價值，能多少補足文本解讀的不足。或許能將數字本身的型態分類成分數、整數、

浮點數，或是針對量級做各種處理，或許能成為選擇時的參考依據之一。 

透過模型在例 9 中的表現，推測不可逆的選擇流程可能會影響模型的效能。

因此考量在這方面較可行的改善可能是加入波束搜索，在不破壞流程、不增加太多

搜索空間的前提下，考慮更多可能的組合方式，讓模型有機會做出更好的選擇。 

在例 1~3 中，我們的模型能針對複雜的算式產生出等價結果，展現了其在邏

輯類推上的能力，而抽象類推也是在數學上相當重要的能力。尤其針對比率問題，

模型已經能熟稔地將常數 1 跟這個能力結合並應用。 

但在其他例子中，我們其實還是能找到誤用的情形，Pi 的使用也有同樣的狀

況，也許這表示我們還沒辦法將純語義與這些數字的使用精確地連結。這件事代表

著一個潛在的隱患，即使已經有一定數量的數據去訓練這些常數的意義，但還是難

以克服他們應用的場合需要別的知識。這種能具象化訓練的知識已經迎來了瓶頸，

同樣的瓶頸也會發生在其他無法具象化訓練的知識上。 
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從一個長遠的角度來看，我們終究要處理領域知識 (domain knowledge) 的議

題，即便我們已經使用了預訓練的 word2vec，但它針對數學領域的語意理解還是

有其限制。而我們認為，引入更先進的 NLP 研究成果是改進這個議題較可行的方

案。 
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