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摘要 

本論文利用數值模擬的方式嘗試了解細胞內的顆粒與化學傳導物質，經由胞

吐作用後，排到細胞外的現象，統御方程式包含細胞內、外環境中流體的方程式

以及胞吐作用中所涉及化學傳導物質濃度的傳輸方程。此一描述胞吐行為的物理

模型，將運用 FreeFem++這套軟體來了解胞吐顆粒的移動與化學物質濃度擴散到細

胞外部的情形，並將結果與參考文章作結果之比較。 

 

 

關鍵字：胞吐作用；數值模擬；史托克斯方程；傳輸方程；FreeFem++ 
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Abstract 

In this study, we attempted to investigate the phenomena in which the granule 

and chemical transmitter in cell are expelled from the cell by exocytosis. The 

governing equations consist of the inside and outside fluid equations of the cell 

and transport concentration equation for the chemical transmitter. This physical 

exocytosis model was studied using the software FreeFem++ to predict the 

granule motion and chemical transmitter concentration outside of the cell. The 

predicted numerical solutions will also be compared with the reference 

solutions. 

 

 

Key word: exocytosis; Numerical Simulation; Stokes equation；Transport equation； 

FreeFem++ 
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第一章  序論 

 

1.1 前言 

在研究細胞的歷史中，為了瞭解細胞與細胞之間的聯繫是如何讓生命正

常的運作時，人們發現了細胞會藉由攝取細胞外部的物質，來得到自己所需

要的養分，或是合成出自己或是其他細胞所需的物質，再將自己不需要的廢

物以及製造出的養分釋放到細胞外部去，而控制物質進出的方式有三種。第

一種，物質的大小很小，或是物質為脂溶性物質，可以直接穿越細胞膜進出

細胞；第二種，物質通過細胞膜上的運輸蛋白質，控制物質的進出；第三種，

細胞藉由胞吞與胞吐的作用，攝取與排出物質(詳細請看第 2章內容)。 

在本論文中，要探討的為第三種情形中的胞吐作用，將藉由數值模擬的

方式，觀察胞吐的物理現象、瞭解其中的意涵，探討並比較參考文章中的結

論。 

 

1.2 研究動機 

    當初會開始做這主題的研究，其實是跟我的興趣有關，我本身修練國術

以及氣功。國術在很多方面都牽涉醫武合一的概念，而氣功當然牽涉到穴道

的地方就更多了，說到穴道，最初是從中醫理論中的經絡系統這個概念而來。

約在兩千五百多年前，中國誕生了一部醫學方面的钜著《黃帝內經》，該部著

作涉及針灸的相關理論及敘述，而針灸最初源自石器時代人們使用較尖的石

頭來按壓患處，以減輕不適的症狀。 

在中國醫學裡面，經絡是針灸的核心內涵，然西方卻認為經絡為偽科學，

於是關於經絡、穴道的研究就開始如火如荼的進行著，其中發現人體的穴位

處肥大細胞的數量比非穴位處來的多，在進行針灸時會刺激其中的肥大細胞



2 
 

(Mast cell)產生脫顆粒作用(Degranulation)，進而釋放化學物質並達到治療病症

的目的，而脫顆粒作用(Degranulation)就是屬於胞吐作用(Exocytosis)中的一種

形式，當模擬出胞吐的行為模式後，就可以再進一步去模擬其他關於針灸、

經絡的相關研究，這也是在把中國文化中，被西方認為是偽科學的關於經絡

穴道的部份予以科學化，去理解它的機制，看中醫書籍的文獻中，哪些行為、

內容可能是可以捨棄，哪些是很重要的部分必須保留，所以針灸過程所涉及

的各種機制、原理，是需要去研究的，以期將中國醫學裡面所涉及的理論都

予以科學化。 

 

1.3 文獻回顧 

說到胞吐作用(Exocytosis)前，先要說到細胞(Cell)的科學歷史。最初細胞

的發現歸功於英國的科學家羅伯特·虎克（Robert Hooke），他於 1665年時，

為了觀察軟木塞浮在水面上而自己製作了顯微鏡，進而發現了細胞的存在。

之後也陸陸續續發現了細胞內部的胞器，細胞核 (Nucleus)、內質網

（Endoplasmic reticulum）、核醣體（Ribosomes）、高基氏體（Golgi bodies）、

溶體（Lysosomes）、液胞（Vacuole）、粒線體（Mitochondria）…等等，還有

包覆整著細胞的細胞膜(Cell Membrane)。其中要特別說明的是高基氏體以及細

胞膜這兩樣胞器與質膜，因為這兩樣胞器與質膜與細胞的胞吐作用有很大的

關係(詳細請看第 2章內容)。 

在 1855年，耐格裡(Nageli)稱細胞的邊界為細胞膜(Membrane)，且與克拉

默(Cramer)一起做實驗，並發現細胞與環境發生關係是經由細胞膜而產生。

1899年英國細胞生理學家奧弗頓(C〃Overton)發表了一系列的有關於化合物進

入細胞的觀察結果，並得出細胞膜是脂肪性物質。爾後在 1925年，戈特(E〃

Gorter)和格倫德爾(F〃Grendel)提出了細胞膜為雙層膜的概念。 

    在西元 1975年，期刊 JCB (The Journal of Cell Biology)已出現有關於胞吐
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作用(exocytosis)的文章，而 1995年 L Huang, H Shen, M A Atkinson, and R T 

Kennedy發表的文章[1]，也是研究有關特定細胞的胞吐作用。 

到了 2003年，Fan, T.-H提出了與胞吐作用相關的數學模型[2]，藉此一模

型可以瞭解胞吐作用的相關機制及其運作。 

 

1.4 論文大綱 

    第一章講述前言、研究的動機以及文獻回顧與論文大綱。第二章介紹一

些相關的理論背景知識。第三章提出物理模型的基本假設與統禦方程式。第

四章介紹數值方法以及離散方程式。第五章執行程式的驗證以確認程式及數

學模型的可用性。第六章為數值模擬的結果以及討論。第七章為成果及討論。 
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第二章  理論背景 

    在講述胞吐作用(Exocytosis)之前，將介紹細胞的相關基礎知識 

將介紹與胞吐作用相關的一些細胞相關的基礎知識，接著再講胞吐作用，這樣可

以對胞吐作用會有比較完整的理解。 

    相關知識主要參考以下書籍： 

 參考高等教育出版社的《細胞生物學 (第三版)》[3]。 

 圖解細胞世界 : 促進細胞活化,遠離疾病的關鍵! [4]。 

 漫畫細胞生物學與遺傳學[5]。 

 细胞生物学导学[6]。 

 细胞生物学基础[7]。 

 彩色圖解人體解剖與生理學[8]。 

 解剖生理學[9]。 

 人體生理學 : 身體功能之機轉[10]。 

2.1 細胞 

細胞是組成生物體的共同基本單位，而它的大小平均為 20μm，細胞的發

現歸功於英國的科學家羅伯特·虎克（Robert Hooke），他於 1665年為了觀察

漂浮在水面上的軟木塞，自製了顯微鏡進而觀察到了細胞的存在，之後也陸

陸續續的觀察黴菌、苔癬、蚊子、跳蚤、蒼蠅…等的周遭昆蟲。之後，於 1838

年與 1839年，德國的植物學家許來登(M. J. Schleiden)、動物學家許旺(Theodor 

Schwann) 共同於 1838年、1839年提出「細胞學說」，而此學說裡有三大要點 

 一切動、植物都是由細胞發育而成，且由細胞所構成。 

 細胞是一個相對獨立的單位，既有屬於自己的生命，而且對與其他

細胞共同組成的整體的生命起作用。 

 新細胞可以從舊細胞中產生。 
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人體大約有兩百多種不同的細胞所構成，而總細胞數量約有六十兆個，不同

種的細胞會構成不同的組織，來構成整個生命的運作，在人體常聽到的有上

皮組織、結締組織、肌肉組織、神經組織…等。 

 細胞的外部有包覆整個細胞的細胞膜，內部也有許多的胞器，而這些胞

器的名稱以及功用如下： 

 細胞核 (Nucleus)： 

主要攜帶遺傳物質。 

 內質網（Endoplasmic reticulum）： 

製造蛋白質，脂肪、膽固醇的代謝，細胞膜上脂質的形成…等。 

 核醣體（Ribosomes）： 

負責合成蛋白質的胞器。 

 高基氏體（Golgi bodies）： 

主要負責蛋白質的修飾、分類與輸送。 

 溶體（Lysosomes）： 

分解生命所需的有機物質。 

 液胞（Vacuole）： 

儲存水分。 

 粒線體（Mitochondria）： 

協助細胞呼吸。 
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物質的進出，需要通過包覆細胞的細胞膜，而進出的方式有以下幾種情

形： 

1. 簡單擴散，物質的分子量非常小，或是脂溶性的，可直接穿過細胞

膜。 

2. 物質經由膜上的蛋白質，被轉運進細胞內部，或是轉運出細胞。 

3. 細胞的胞吞以及胞吐的作用。 

2.2 胞吞作用 

胞吞作用(endocytosis)，是通過細胞膜(plasma membrane)向細胞內陷進去，

進而形成囊泡，藉此將細胞外的物質包裹進去，再把包裹住的物質輸入到細

胞內部的一個過程。過程中所形成的囊泡稱之為胞吞泡(endocytic vesicle)。根

據胞吞泡的大小以及胞吞的物質，可將胞吞作用分為兩種類型： 

(1) 胞飲作用(pinocytosis) 

胞吞的物質為溶液，所形成的胞吞泡較小。 

(2) 吞噬作用(phagocytosis) 

胞吞的物質為較大的顆粒性物質(例如微生物、細胞碎片…等)，所形成的

胞吞泡較大。 

    根據這兩種不同的胞吞作用，將胞飲作用所產生的胞吞泡稱之為胞飲泡，

吞噬作用所產生的胞吞泡稱之為吞噬泡兩種。 

    胞飲作用與吞噬作用可由以下的三點區別之： 

(1) 胞吞泡的大小。 

(胞飲泡直徑通常小於 150nm；吞噬泡直徑通常大於 250nm。) 

(2) 所有的真核細胞都可以藉由胞飲作用來攝取細胞外的溶液與可溶性分子，

而吞噬作用所吞噬的大顆粒物質必須由特殊的吞噬細胞獲取之。 

(3) 胞吞泡形成的機制不同。 

胞飲泡需要網格蛋白(clathrin)或藉由此類蛋白的幫助而形成，而吞噬泡的

形成則需有微絲及其結合蛋白的幫助。 
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胞飲作用 

 

          圖 2.1 胞飲作用機制之示意圖[11] 

 

 

吞噬作用 

 

    圖 2.2胞飲作用機制之示意圖[12] 
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2.3 胞吐作用 

    胞吐作用(exocytosis)可以看為胞吞的相反過程，胞吐作用是以細胞內部所

產生的囊泡，將細胞內部的特定物質通過細胞膜運出的一種過程。胞吐作用

可分為兩種途徑： 

(1) 組成型胞吐途徑(constitutive exocytosis pathway) 

(2) 調節型胞吐途徑(regulated exocytosis pathway) 

 

 

  圖 2.3 胞吐作用機制之示意圖，上方為組合型胞吐； 

                                                                下方則為調節型胞吐。[13] 
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(1) 組成型胞吐途徑(constitutive exocytosis pathway) 

    組成型胞吐途徑幾乎存在於所有細胞，由細胞內的高基氏體分泌囊泡，

並向細胞膜運輸的過程，它負責細胞內胞器的物質運輸，達成合成膜蛋白、

膜脂肪、形成質膜外周蛋白…等，或是釋放營養成分給周遭的細胞與代謝

和信號分子的傳遞，通常不需透過刺激即會自主地進行。 

(2) 調節型胞吐途徑(regulated exocytosis pathway) 

    調節型胞吐途徑主要出現在具特別分泌細胞裡面，細胞內所分泌的蛋

白質或是小分子物質，會暫時儲存於特定的囊泡內部，而當細胞受到外部

的刺激並收到信號時，暫存的那些囊泡就會往細胞膜處移動，並將內部的

物質向細胞外部排出。 
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第三章  物理模型之建置 

    在此論文中所使用的方程式，是參考 Tai-His Fan與 Adrei G.Fwdorov所寫的

文章《Transport Model of Chemical Secretion Process for Tracking Exocytotic Event 

Dynamic Using Electroanalysis》[14]，在以下會說明題目之設置、方程式的介紹、

本論文所改動之方程式。 

3.1 基本假設 

 

圖 3.1左為含顆粒基質之題目設置，右為無顆粒基質之設置。 

 

基本假設如上圖所示，假設只有一個胞吐顆粒將從細胞中排出。上方的

電極是為了測量從胞吐顆粒排出的化學傳導物質的濃度，左圖為胞吐顆粒中

含有顆粒基質(granule matrix)的情況，而在右圖則為不含顆粒基質的情形。 

顆粒基質為一團聚電解質，它是由許多蛋白質交錯所構成的球形物體。依照

這兩種情況，將題目分為課題一、課題二兩種。 

接下來把上圖的相關區域用數學式來定義其區域符號，並照定義可把圖 4

整理為圖 3.2、3.3，其目的是要將符號統一化，以利辨認。 
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           圖 3.2 

 

                              圖 3.3 

  ：全部區域 

e  ：電極之區域 

out ：細胞外部之區域 

in  ：細胞內部之區域 

  ：細胞膜 

mat ：顆粒基質之區域 

ves ：胞吐囊泡之區域 
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參考文章中的統禦方程式分為 

1. 關於流體的方程式：Stokes equation。 

2. 化學傳導物質濃度的方程式：Transport equation。 

 

流體的主控方程式為： 

2 0
                                                    (3-1-1)

0

p v

v

   

 

 

    其中 :p 壓力 

      : 黏滯係數 

 :v 流體速度 

     

化學傳導物質濃度的方程式為： 

   

2( )                                                        (3-1-2)mat

c
cv D c

t


  


 

 其中   : c 濃度 

:
mat

v 顆粒基質擴張速度 

  : D 擴散係數 
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為了方便分類以及整理前面所敘述的方程式，將依照定義的空間，分成

如下圖所示之區域。 

 

                 圖 3.4 

 

依照參考之文章，將方程式分類如下： 

掌管流體方程式之區域： 

細胞內部的流體方程式 

細胞外部的流體方程式 

 

掌管化學傳導物質濃度傳輸方程式之區域： 

顆粒基質內部的化學傳導物質濃度傳輸方程式 

顆粒基質外部的化學傳導物質濃度傳輸方程式(細胞外) 

 

 

 

 

 

 

1 
2 

3
1 
4
1 
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    接下來要介紹所欲模擬之兩種情形，即課題一與課題二。 

課題一 

 

            圖 3.5 課題一之示意圖 

    如上圖所示，此例子中細胞膜不會隨時間而移動。一開始化學傳導物質

只存在於顆粒基質中，而其傳輸方式僅靠擴散之作用擴散出去。在擴散時顆

粒基質會隨時間而擴張。 

 

課題二 

 

          圖 3.6 課題二之示意圖 

如上圖所示，此例子中考慮沒有顆粒基質的情形，化學傳導物質則存在

於囊泡中( ves )，其傳輸之方式是經由細胞膜的移動，將囊泡內部的化學傳導

物質向外部排出的方式進行，同時考慮擴散作用的影響。 
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基本差異整理如下： 

課題一 

 具顆粒基質(會隨時間擴張)。 

 細胞膜不會移動。 

 傳輸方式：擴散作用。 

 

課題二 

 不具顆粒基質。 

 細胞膜會移動。 

 傳輸方式：細胞膜的推動及擴散作用。 
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3.2 統禦方程式 

~     文章中，在 區塊中，給予課題一與課題二的流體的統禦

方程式以及化學傳導物質濃度傳輸的統禦方程式，整理如下： 

 

流體方程式： 

 

  

2 0
  in                                                                          (3-2-1)

0

in

in

in

p v

v

  


 
 

邊界條件： 

inv v  在上 

 

其中  : p 壓力 

   :inv 細胞內部的流體速度 

  : v 細胞膜的移動速度 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 

1 4 
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2 0
  in                                                                     (3-2-2)

0

out

out

out

p v

v

   


 
 

邊界條件： 

 outv v  在上 

 0out
v

n




  在上 

 0outv   在 e 上 

 

其中 /  , :
out in in

    細胞內部之黏滯係數； :
out

 細胞外部之黏滯係數 

 : p 壓力 

  :outv 細胞外部的流體速度 

  : v 細胞膜的移動速度 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 
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化學傳導物質濃度傳輸方程： 

 參考文章中傳輸方程式這邊較為複雜，因為課題一與課題二中方程式有

些許的不同。 

 

課題一 

2 0  in                                   (3-2-3-a)mat
mat mat mat mat mat

c
c v D c

t


     


 

邊界條件： 

     mat mat outD c n D c n    在 mat 上 

  matc c  在 mat 上 

 

起始條件： 

 ( , 0) 1matc x t    在 mat 中 

 

其中   :matc 顆粒基質內之化學傳導物質濃度 

   : matv 顆粒基質擴張之速度 

   :matD 顆粒基質內部之擴散系數 

  : outD 顆粒基質外部之擴散係數(細胞外) 

 

 

課題二 

 因不具顆粒基質(granule matrix)，無此區域之方程式。 

 

 

3
2 
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課題一 

2 0    in \                                                         (3-2-4-a)out out matD c      

邊界條件： 

 0c   在上 

 0c   在 e 上 

 matc c  在 mat 上 

     mat mat outD c n D c n    在 mat 上 

    0c n   在上 

 

起始條件： 

 ( , 0) 0c x t    在  \out mat  中 

 

其中       : c 在顆粒基質外部之化學傳導物質濃度(細胞外) 

  : outD 顆粒基質外部之擴散係數(細胞外) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4
3 
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課題二 

2     in                                                                      (3-2-4-b)out

c
D c

t


  


 

邊界條件： 

 0c   在上 

 0c   在 e 上 

    0c n   在上 

 

起始條件： 

 ( , 0) 0c x t    在 \out ves  中 

 ( , 0) 1c x t    在 ves 中 

 

其中  :c 在細胞外部之化學傳導物質濃度 

  :D 細胞外部之擴散係數 
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    因為課題一的細胞膜不會移動，所以可以不討論流體的統禦方程式。在

此時，因在課題一中將(3-1-2)式給分成兩個不同區塊，且不同區塊中方程式有

些許的不太相同，進而形成(3-2-3-a)與(3-2-4-a)兩式，觀察此二式可發現方程

式在顆粒基質的邊界上，必須要同時滿足兩個不同形式之邊界條件，分別是

Dirichlet邊界條件與 Neumann邊界條件，因為同時滿足兩個不同形式之邊界

條件，這樣會造成在解方程式的困難。經仔細觀察後發現，其實原本兩式都

起源於 (3-1-2) 式，參考文章中經由一些理由而將方程式予以簡化，而變成本

節中所寫的傳輸方程形式，所以為解決上述提到的困難，在以下會講述文中

簡化的理由，並將方程式還原，藉此來解決邊界條件的困難。 
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 以下將說明參考文章之作者省略方程式之理由，並推導之。 

課題一 

 

2

2

    ( )mat
mat mat mat mat

mat
mat mat mat mat mat mat

c
c v D c

t

c
c v v c D c

t


  




      



 
假設顆粒基質擴張的幅度非常小，所以認為擴張速度對於濃度的影響非

常小，可得到 0mat matv c   

2mat
mat mat mat mat

c
c v D c

t


    


 

 

 

2    ( )mat out

c
cv D c

t


  



 

因為此區域是在顆粒基質外部，所以在此區並無有關於顆粒基質的擴張

速度，所以可得到          

2 0 ,out

c
D c

t


   



 

 下來因擴散係數很大，所以假設對時間的濃度變化很小。 

2 0outD c  

 

 

 

 

 

3
2 

4 
3 

0matv 
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 由上述之推導，可得知文章中兩式傳輸方程式之由來，而在此篇論文中，

將使用沒有省略之方程式 (3-1-2) 式，好處有兩種，一為讓方程式更具一般性，

可考慮不同之擴散係數以及顆粒基質大幅度擴張之情形；二為解決前面提到

的，同時滿足兩種形式之邊界條件的困難。 

 故本論文將課題一之化學傳導物質濃度的方程式改寫成以下樣式： 

 

 2( ) 0 in                                                   3-2-5out

c
cv D c

t


    


 

邊界條件： 

 0c   在上 

 0c   在 e 上 

    0c n   在上 

 

起始條件： 

 ( , 0) 0c x t    在 \out mat  中 

 ( , 0) 1c x t    在 mat 中 

 

其中 
 , in   

0     , in  \

mat mat

out mat

v
v


 

 
 

  
 

 , in   

 , in  \

mat mat

out out mat

D
D

D


 

 
 

 

 

 

C 
C 
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    接下來，將提到關於顆粒基質擴張速度的方程式，以及細胞膜移動速度

的方程式。 

 

顆粒基質擴張速度之方程式: 

因要解出課題一中的化學傳導物質濃度傳輸方程，須先得知
matv 的值。此

一求值的方式是參考 Tanaka, Hocker , and Benedek (THB) hydrogel model[15]，

關於顆粒基質擴張速度的方程式如下： 

 2

1 2

/ 3
( )    , ( , )                                         (3-2-6)

d K
d d d d d d

t f f

  
     


 

邊界條件： 

 0
d

n





 

 

起始條件： 

 
1

2

( ,0)
( , 0)

( ,0)
( , 0)

r

r

d r
d x t x

r

d r
d y t y

r


 


  


 

 

其中 2 20( ,0)   ,
3

r

r
d r r x y

K


    

  d :顆粒基質擴張距離的向量 

  a :擴張到極限時之半徑 

  K :彈性體積模量(the bulk modulus of elasticity) 

   :剪切模量 

  f :摩擦係數 

  0 :初始應力(均勻) 
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    求解(3-2-6)式，並與前一個時間步的值做運算，可得到每個時間步的
matv ，

如(3-2-7)式 

                                           (3-2-7)
pre

mat

d d
v

dt


  

     其中 pred :前一個時間步之 d  

       dt  :每個時間步之步距 

 

 

細胞膜移動速度的方程式： 

 因參考文章中，關於細胞膜移動之方程式的求解對吾人有難度，故在此

篇論文中先用自行給予速度之方式做模擬，先瞭解細胞膜之移動對於化學傳

導物質濃度之影響。以下將介紹本文中給予細胞沒移動之方式。 

 首先給予一特定之外型，如下圖： 

 

 

圖 3.7 假設細胞起始之外型 
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 圖 3.8 給定細胞膜移動方式之示意圖 

 如上圖所示，細胞移動的方式為底部到頂部，在圖中每一點從底部至頂

部的直線參數式為 

   , ,( )i i s END i sy y t y y    

   其中 ,[0,1]  ,  ,i s subt y i       

 

所以可以得到以下之關係式來控制細胞膜移動之速度 

 

,1
( )    ,

                                , 

n n

i END i s ENDn

i n n

i END

y d y y y y
y

y y y


    

 


 

   其中   ,  ,  , {0} 
n

i id y y i n


          

最後細胞膜的移動速度為 

   

1

,       ( )

n n

END i s

sub

y y
v

t

d y y
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第四章  數值方法 

 

4.1 使用軟體之簡介 

本論文使用的軟體為 Freefem++，Freefem++是一款使用有限元素法解偏

微分方程式(PDE)問題的免費軟體，是由法國實驗室 Jacques-Louis Lions (LJLL) 

of University Pierre et Marie Curie (Paris, France)所開發。 

    

   Freefem++有以下特點： 

 使用有限元素法(FEM)，可用於不連續的有限元空間。 

 可求解 2D/3D空間問題。 

 使用 C++語言建構，語法適用於 C++中的數學語法。 

 可自動生成網格(2D/3D)。 

 可以儲存網格與讀取已有的網格。 

 建立的網格為非結構網格。 

 自適性網格(2D)。 

 使用變分法解決問題。 

 可快速的求解矩陣。 

 在 CPU上面可以使用MPI的平行計算。 
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4.2 時間項的離散 

    如果假設一問題結束的時間為時間 T，我們可以得到時間的區間 (0,T)，

接下來因要做程式的運算，必須離散時間區間 (0,T)成為有限的區塊，假設將

區間分為M-1個區塊，可得到每個時間步距
T-0

M-1
t  、M個時間離散點 M-1

m m=0(t )
 

，令方程式中需要離散的項為 m

mU(t , ) U ( )x x ，其離散方式如下 

 

n+1 n
n+1 nU U U

                       F(U ) (1- )F(U )                                     (4-2-1)
t t

 
 

  
 

 

   其中 0     :  顯示法 

     1      :  全隱式法 

     1/ 2 :  半隱式法 

 在本論文中使用全隱式法。 
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    接下來對化學傳導物質濃度傳輸的統禦方程式進行時間的離散，因流體

的統禦方程式無時間項所以不用進行離散： 

 

化學傳導物質濃度之傳輸方程式： 

 

課題一 

 

2

1
1 2 1

    3-2-5

( ) 0  

          

( ) 0                                          (4-2-2)                                  
n n

n n

c
cv D c

t

c c
c v D c

t


 


    




    



其中 1nc   :時間步 n+1的化學傳導物質濃度 

  nc  :時間步 n的化學傳導物質濃度 

 

 

 

課題二 

 

 

2

1
2 1

    3-2-4-a

0

0                                                          (4-2-3)           
n n

n

c
D c

t

c c
D c

t
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4.3 空間項的離散 

    接著，將對流體的統禦方程式以及化學傳導物質濃度傳輸的統禦方程式

做空間的離散。首先要求出各方程式之變分形式(方程式有經由無因次化處

理)： 

 

流體之方程式： 

(因細胞外部的邊界條件較多，空間離散會較細胞內部複雜，所以先求細胞外

部流體方程的變分形式) 

 

 

    

2

(  )2
( ) 0

0

0 ( ) 0

out

out

out
w

out

out out

p v w
p v

v v q









    
    

 
    






 

其中 為權重函數 

  

,1 ,2

2

,

2

,

,1 ,2

Green's theorem

( Note ( , ) )

( ) 0

   , 1,2
( ) 0

0

   , 1,2
( ) 0

out

out

out out

out

out o

out out out

i out i i

out

i i out i i

x out y out

i i i i

v v v

p v w

i
v q

pw v w

i
v v q

p w pn w









 



 



    


  
 



    


  
   



  







 



 , ,

,1 ,2

0

   , 1,2
( ) 0

ut out out

out

out i i out i i i

x out y out

v w v n w

i
v v q

 
 



      


 
   



  



 

2 
1 

1 2( , )  ,w w w q
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接下來假設 

1 2

1 2

0{( , ) [ ( ) ( ) , 0]}V w r H L w w  
      

 

與給定 

0 0( , )   ( , ) .   u p V and w q V 

 

 可得到 

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

,1 1 ,2 2 ,1 1 ,2 2

,1 1 ,2 2

,1 ,2

1

( ) ( ) ( )

     + ( ) ( )

    ( )

    ( ) 0

(

out

out

out

out

x y

out out out out

out out

x out y out

x

p w p w pn w pn w pn w pn w

v w v w v nw v nw

v nw v nw

v v q

p w

   

 

  

 







       

        

   

    

   

  

 





 2 ,1 1 ,2 2 ,1 ,2) ( ) ( ) 0

                                                                                                                          (4-3-1)

out out

y out out x out y outp w v w v w v v q 
 

            

 
以上就是細胞外部的流體方程式之變分形式。 

  

跟       之情形相似，可得細胞內部之流體方程式之便分形式如下

 

 

 

2

1 2 ,1 1 ,2 2 ,1 ,2

0

0

( ) ( ) ( ) 0

                                                                                                        

in in in

in

in

x y out out x out y out

p v

v

p w p w v w v w v v q
  

  

 

                

                  (4-3-2)
 

 

2 
1 

1 
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化學傳導物質濃度傳輸之方程式： 

 

課題一 

 
1

1 2 1

(  ) 1
1 1 2 1

    4-2-2

( ) 0 

          

( ( ) ) 0

out

n n
n n

z n n
n n n

c c
c v D c

t

c c
c v D c z

t


 

 
  




    



 
    



 

其中 z為權重函數 

1 2

1
1 1 2 1

1Green's theorem
1 1 1 1

1 1

( Note ( , ) )

( ) 0

               + 0

out out out out

out out out out

out out

n n
n n n

n n
n n n n

n n

z

v v v

c c
z z c v z D c z

t t

c c
z z c v z c v nz

t t

D c z D c nz


  

   


   

   

 

 



      
 

    
 

    



   

   

 

0
1

1 1 1+ 0                     (4-3-3)

out out out out

n nV
n n nc c

z z c v z D c z
t t


  

   

     
    

 

 以上為課題一之化學傳導物質方程式之變分形式。 
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課題二 

跟課題一相似，可得到課題二之變分形式如下 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1

2 1

1
1

    4-2-3

0   

+ 0                                              (4-3-4)

out out out

n n
n

n n
n

c c
D c

t

c c
z z D c z

t t
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    接下來對各個已經寫成變分形式的統禦方程式，做空間的離散，並照以

下的方式寫成矩陣： 

令 ( , ) ( ) A f t l t ，其中  f 為所求， t為權重函數。 

     ( , )A f t f t   為雙線性形式， l為線性形式 

首先建立三角形網格 Th，其中含有 N個點，並定義 

1 1

0 0

( ) , ( ) ,   , 
N N

i i i i i i

i i h h

i i

f f x t t x f f f t t t
 

 

          

     其中 i 每個點 kiT 的基底函數 

接下來要解線性系統  ( , ) ( )A f t l t  

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1

0 0

1

0

     ( , ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ,  [0, N-1]

( , ) ( ) , 

h h h h h

N N N N
i i i i i i i i

h h h h h h

i i i i

N N
i i i i

h h h h h h

i i

N
j j i i

h h

j

j

j

A f t l t A f t l t

A f t l t t A f t l

A f l A f l i

A f l i

f

   

   

 

 







  

       

         

     



   

 



1

0

( , ) ( ) , 
N

j i i

h hA l i


    

 

 

  N個方程式

1
0 0

0

1
1 1

0

1
1 1

0

( , ) ( )

( , ) ( )

                 

( , ) ( )

N
j j

h h

j

N
j j

h h

j

N
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其中 

0 0 1 0

0 1 1 1

0 0

1 1

( , ) ( , )

A=

( , ) ( , )

( )

  , 

( )

N

h h

N N N

h h

h

N N

h

A A

A A

f l

x b

f l



  

 

    
 
 
     

   
   

    
      

 

 以上之樣式，即是使用 Freefem++這套軟體求解之過程。 
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第五章  程式驗證 

    在做模擬之前，先要驗證程式是否正確，如此方可用正確的程式做後續的數

值模擬。接下來在下面兩章節，將給予 Stokes equations以及 Transport equation兩

個方程式的實解，得出數值結果再與實解做比較。 

5.1 Stokes equations之驗證 

在此節中，給予實解為 

           

s i n ( ) s i n ( )

c o s ( ) c o s ( )

u x y

v x y

p x y





  

                                 (5-1-1) 

可得含源項 f 之 Stokes equations，如下 

           
2

0

p u f

u

   

 

                                    (5-1-2) 

           其中 1

1 2 2

1 2sin( )sin( )( , )
   ,

( , ) 1 2cos( )cos( )

f x yu u v

f f f f x y

  
 

   
 

    邊界條件採用 Dirichlet type邊界條件；計算域為 ,x y    ；四個邊界

的網格個別給予 101點，內部網格為 Freefem++自行生成之三角形網格，網格

總點數為 11998點，三角形總數量為 23594。 
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                 圖 5.1計算域之網格，及其邊界條件。 

 

程式驗證之結果 

 

 

速度 u： 

 

            圖 5.2左為速度 u 之數值解，右為實解。 

u = 0  , v = -cos(x) 

u
 =

 0
 

 ,
 v

 =
 -

co
s(

y)
 

u
 = 0

 
 , v = -co

s(y) 

u = 0  , v = -cos(x) 
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速度 v： 

 

            圖 5.3左為速度 v 之數值解，右為實解。 

 

壓力 p： 

 

            圖 5.4左為壓力 p 之數值解，右為實解。 

 

下表為各結果之 L
2
-Norm誤差： 

 速度 u 速度 v 壓力 p 

L
2
-Norm 9.44001e-005 9.44702e-005 0.00205502 
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5.2 Transport equation之驗證 

在此節中，給予實解為 

           

2

2

2

s i n ( ) s i n ( ) e x p ( 2 )

s i n ( ) c o s ( ) e x p ( 2 )

c o s ( ) s i n ( ) e x p ( 2 )

x y t

u x y t

v x y t

   

   

   

   


   


  

                  (5-2-1) 

方程式為 

           2 ( ) 0t u                                     (5-2-2) 

           其中 ( , )u u v  

    邊界條件採用 Dirichlet type邊界條件；計算域為0 , 1x y  ；四個邊界的

網格個別給予 71點，內部網格為 Freefem++自行所生成之三角形網格，網格

總點數為 5926點，三角形總數量為 11570；時間步距 0.1t  ，結束時間 Tend

為 1、3、5。 

 

 

 

圖 5.5計算域之網格，及其邊界條件。 

 

 = 0 

 = 0
 

 = 0 

 =
 0
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程式驗證之結果 

 

  

      圖 5.6左為結束時間 Tend = 1，之數值解，右為實解。 

 

 

   

      圖 5.7左為結束時間 Tend = 3，之數值解，右為實解。 
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      圖 5.8左為結束時間 Tend = 5，之數值解，右為實解。 

 

下表為各結果之 L
2
-Norm誤差： 

Tend 1 3 5 

L
2
-Norm 0.00136806 4.67281e-013 1.59584e-022 

 

 

    由以上兩章節驗證之結果，數值解與實解的誤差不大，在可以接受的範

圍內，由此可認為程式是正確的，可進行問題之數值模擬。 
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第六章  胞吐現象之數值模擬 

 

6.1 問題描述 

    本章節使用統禦方程式，進行兩種情形之模擬。 

課題一： 

    細胞將一胞吐顆粒排出，依照不同的開口大小、擴散係數，模擬胞吐顆

粒內部的化學傳導物質藉由擴散作用傳輸到細胞外部的情形。在本情形中有

顆粒基質 (granule matrix)存在，顆粒基值會隨著時間擴張。 

     

課題二： 

    本情形內部無顆粒基質(granule matrix)存在，主要模擬之情況，為細胞膜

的移動推動胞吐顆粒，進而加速化學傳導物質的排出，並觀察不同的移動速

度對結果之影響。 

 

6.2 參數設定 

(參數之設定，以無因次形式表示。) 

課題一： 

  開口大小：小、中、大、很大 

  擴散係數(D)：30、300、3000 

  時間步：0.001 

課題二： 

  細胞膜移動速度：0、342、427、570、855 

  時間步：0.001 
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6.3 模擬結果 

 

課題一： 

 

(a)                              (b) 

 

(b)                              (d) 

               圖 6.1 時間為 t = 5時，D = 30之四種開口情形。 

(a) 開口小  (b)開口中  (c)開口大  (d)很大 
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(a)                              (b) 

 

(b)                              (d) 

               圖 6.2 時間為 t = 5時，D = 300之四種開口情形。 

(a) 開口小  (b)開口中  (c)開口大  (d)很大 

 

 

(a)                              (b) 

 

(b)                              (d) 

               圖 6.3 時間為 t = 5時，D = 3000之四種開口情形。 

                      (a)開口小  (b)開口中  (c)開口大  (d)很大 
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      圖 6.4  不同大小的開口，個別在不同擴散係數下，化學傳導物質通過 

             擴散作用通過電極的通量。 
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        圖 6.5 在固定擴散係數下，不同大小的開口對化學傳導物質 

               通過電極的通量的影響。 
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課題二： 

 

        圖 6.6  在固定擴散係數下，不同的細胞膜移動速度對化學傳導物質 

               通過電極的通量。 

 

以下為電極處通量結果與參考文章之比較圖： 

  

    圖 6.7參考文章課題一之結果[14]與本論文課題一之結果          
     

 

  圖 6.8參考文章課題二之結果[14]與本論文課題二之結果 
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第七章  結論 

 

7.1 成果與討論 

由上章節之結果，可發現於課題一中，本論文所得出之結果並無如參考

文章中有向右偏移之現象，其原因在於參考的文章中之課題一，其外圍的囊

泡有隨時間微微擴張，就會改變擴散出去的時間，而本論文則是固定外圍囊

泡，故無向右偏移之現象，而觀察圖形的趨勢，會發現兩者的結果是一致的。 

在圖 6.1~6.5可看到，其結果符合物理上的概念，當開口越大或是擴散係數越

大時，其擴散的速度就會越快，很符合直觀的概念，而從結果來看，擴散係

數造成的影響比開孔大小造成的影響來的大。 

    圖 6.8為課題二之參考文章結果與本論文之結果比較，從中可觀察到，前

半部的數值趨勢不符合，其原因在於本論文之細胞膜速度並不是解細胞膜移

動之方程式，而是以自行給定的方式模擬，所以發現與參考文章中的結果不

同，而後半部之趨勢則一致，也觀察到細胞膜移動的速度越快，其囊泡中的

傳導物質被推出細胞的速度就越快，所以在物理概念方面也沒有違背一般的

常識，也可理解到細胞膜移動的影響力遠大於擴散的影響。 
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7.2 未來之展望 

    在本文中考慮了兩種不同之情形，而在參考文章中則有第三種情形，而

此情形為前兩種情形的合併，接下來則是模擬此種情形，當完成後可以往以

下的情形邁進： 

1. 增加胞吐顆粒的數量。 

2. 模擬 3D的情況。 

 

如完成可再將兩者合併，讓模擬的情況更符合現實。 

    之後，也可以往動機所寫的方向去做研究，瞭解針刺情形對於肥大細胞

的影響，結合胞吐現象之模擬，進而更廣泛的去模擬關於中國醫學的領域，

將中醫裡的理論與以科學化。 
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