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中文摘要 

本研究主旨為開發雙向耦合之固液二相流數值模式，針對懸浮微粒的固液二

相流進行模擬。在這套數值模式中，流體運動以 Navier–Stokes 方程式在尤拉網格

上進行解析，顆粒運動則為牛頓第二運動定律輔以質點網格法來解析，並追蹤每

個顆粒的動向。在處理顆粒移動時，本模式使用自行開發的顆粒傳輸系統，在尤

拉網格上儲存顆粒資訊，並將顆粒的移動分成三個方向來進行，控制其在各方向

的位移均不可超過一個網格的距離，故計算時僅需考慮前後各一個網格的資訊即

可，使得網格間傳接顆粒及顆粒體積通量等計算流程得以大幅簡化。本研究另一

主要目標為模擬有限體積顆粒之特性，為了描述顆粒體積所造成的影響，我們開

發一套採用混合流體之不可壓縮性的二相映射法，修改波松方程式(Poisson's 

equation)的來源項以及求解方法。與現行採用流體不可壓縮性的固液模式相比，本

模式更進一步捕捉到固體顆粒造成的體積效應，而為了建立完整的理論架構，我

們將附加質量效應一併考慮進來。 

我們以瑞利泰勒不穩定性(Rayleigh–Taylor instability)作為範例，改變顆粒直徑

或初始濃度，分析混合層厚度的發展。接著將本研究的數值模式與傳統研究方法

以顆粒自由沉降的模擬來進行比較，發現在高濃度的情況下，壓力耦合造成的影

響十分顯著。為評估顆粒所造成的壓力是否佔有相當的分量，我們設定一特定範

例，在壓力方程式中僅考慮顆粒的體積通量，並令流體保持靜止狀態。模擬結果

顯示純顆粒流動引起之壓力與單相流的總動壓在同一值級內，說明顆粒體積效應

的重要性。 

關鍵字：固液二相流、數值直解法、雙向耦合、壓力耦合、瑞利泰勒不穩定性 



 

 iii

ABSTRACT 

This study presents a two-way coupled Eulerian-Lagrangian model to simulate the 

solid-liquid two-phase flow system with suspension of fine particles. The numerical 

model solves the momentum equations of carrier flow phase on the Eulerian grid. 

Particle motion is governed by Newton’s second law and is solved with the 

particle-in-cell(PIC) method. We develop a three-dimensional particle transport 

algorithm, in which particle information is stored in the Eulerian grid. The particle 

motion is split into three directions of the Cartesian coordinate system, and particle 

movement at each computational time step is restricted to be within one cell in each 

direction. The algorithm significantly simplifies the calculation of particle motion and 

the resulting volume flux. To include the finite-size effect of particles, we develop a 

two-phase projection method that takes mixture incompressibility into account. The 

method modified both the source term and solver of Poisson-type pressure equation in 

the fractional-step incompressible flow calculation. Compared to existing models that 

only consider incompressibility of the carrier flow phase for dilute suspensions, the 

present model captures the volumetric effect of solid particles. In addition, in order to 

have a complete physical consideration, the present model takes the added mass into 

account. 

  The model is then applied to study the RT instability induced by fine suspended 

particles. We analyze the thickness of mixing layer and examine the effect of particle 

size and concentration. Comparison between the present two-phase model and 

traditional solid-liquid model demonstrates that the influence of pressure coupling 

becomes important as the concentration increases. To assess the magnitude of the 

pressure-coupling effect induced by particles only, special cases that only account for 

particle flux are simulated. The results show that the pressure field induced by the 

volumetric effect of particles can be of the same order of magnitude of the single-phase 

pressure field, which demonstrates the importance of the volumetric effect of settling 

particles. 

Keywords: Solid-liquid two-phase flow, DNS, Two-way coupling, Pressure coupling, 

Rayleigh-Taylor instability 
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Chapter 1 緒論 

1.1 研究動機 

二相流是自然界中常見的物理系統，在環境問題和工程應用等領域都有許多

相關的研究。就相態的類型來分，以液氣系統、固氣系統及固液系統為研究大宗，

由於考量到未來本實驗室的發展方向，故決定著重在固液系統方面的研究。我們

關心的問題是懸浮微粒的固液二相流，顆粒的尺寸相對小，且顆粒與背景流體不

會發生化學反應。 

回顧過往二相流方面的研究文獻，我們可知此類問題主要有兩大研究領域，

分別為 Turbulent dispersed multiphase flow(TDMF)及 Fluidization of gas-solid 

bed(FGSB)，就數值方法的發展而言，Balachandar and Eaton(2010)對前者有詳細的

說明，而 van der Hoef et al.(2008)則對後者作統整性的介紹。此兩類領域所關心的

問題各有不同，最大不同之處在於固體顆粒的尺寸及濃度。在 TDMF 的架構下，

多數方法將顆粒視為「點顆粒」，亦即是不佔有體積(Elghobashi & Truesdell, 1993; 

Ferrante & Elghobashi, 2003; Eaton, 2009)，而流場的統御方程式與單相流相同，故

此類研究著重在點顆粒給予的作用力對流場的影響，且以稀薄濃度的懸浮顆粒流

問題為主。而在 FGSB 的架構下，主要由問題的尺度來決定適合的數值方法，若

以 Eulerian-Lagrangian 架構的方法來處理實驗室尺度的問題，不解析顆粒周圍的流

場變化已是大家所認可的假設，而本文亦屬於此範疇。此外，不同於 TDMF 的點

顆粒假設，FGSB將體積分率導入動量方程式中，以此來描述顆粒體積造成的影響，

並採用適當的顆粒碰撞模式來解析顆粒碰撞及密堆積等現象(Patankar & Joseph, 

2001; Apte et al. 2008)，此領域研究關心的是顆粒的運動，流場行為則相對不重要。 

現今 FGSB 的固體懸浮二相流研究大多著重在固氣系統，而固液系統方面的

研究則屈指可數。在固氣系統中，固態相和氣態相的密度差異甚大，使得固態相

之動量方程式中的動壓梯度及附加質量，可以忽略不計。但反觀固液系統，固態

相和液態相的密度均在同一值級內，故不適用固氣系統因密度差而忽略動壓梯度

和附加質量的假設，我們認為有必要將其重新考慮進去。此外，傳統的固液系統
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模式將流場中的顆粒視為不佔有體積的質點，因此流場的連續方程式僅需考慮流

體的不可壓縮性，而在現今常用的 Navier–Stokes 方程式之數值演算法中，流體的

不可壓縮性是求解壓力場所需的必要條件，我們認為傳統的研究方法對於二相流

的描述不夠精確。流場中的顆粒應佔有體積，且顆粒的體積會對流場帶來影響，

為實現顆粒體積所造成的影響，我們的作法是考慮混合流體的不可壓縮性，將兩

相態的壓力方程式耦合在一起，亦即是「壓力耦合」。 

在本研究開始之前，Chou et al.(2014)已先完成了 Eulerian-Eulerian 架構的固液

系統模式，將液態相與固態相視為兩種不同的流體進行模擬。而考量到顆粒實為

離散的個體，將其視為連體來模擬略為不夠精確，故本研究的主旨在開發

Eulerian-Lagrangian 架構的固液系統模式。 

1.2 文獻回顧 

過去十幾年來，已發展出許多種方法來模擬二相流的行為，Ferry and 

Balachandar(2001)指出，顆粒的尺度決定使用的模擬方法，如圖 1-1 所示，其中 pτ

為顆粒弛豫時間，與顆粒的尺度有直接的關係。當顆粒尺寸非常微小時，可以忽

略顆粒的慣性，將其視為流體的一部份，因此可將流場以非均勻密度的單相流來

描述。而顆粒尺度更大時，已無法忽略顆粒的慣性，但仍可將顆粒群體視為一連

體，即是 Eulerian 法。若顆粒再更大些，連體的假設已不再適用，必須將顆粒視為

離散的個體來解析，則此為 Lagrangian 法。而在 Eulerian 與 Lagrangian 法之間，

亦有另一種模擬方法，當顆粒尺度不適用連體假設，且顆粒數目過於龐大，則將

數個顆粒以一個計算點來代替，此即 super-particle 法，雖可降低計算需求，但卻

影響了精確度。最後，當顆粒大到一定程度之時，顆粒周圍的流場開始變得複雜，

網格的解析度因而必須提高至小於顆粒尺度，以捕捉到顆粒周圍完整的流動特性，

即是說將顆粒視為流場中的固定邊界，此法稱之為完全解析模式(Fully Resolved 

Simulations)。由於本實驗室大多探討的是含有懸浮微粒的固液二相流，且希望模

擬的結果能有相當高的精確度，故採用 Lagrangian 法作為數值模式的基本架構，

逐一追蹤並解析每個顆粒的行為。 
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圖 1-1 模擬方法與顆粒尺度之演進(Ferry and Balachandar, 2001) 

顆粒的動量方程式中，有些物理量難以直接就顆粒所在位置進行解析，故必

須先在尤拉網格上解析該物理量，而後再內插至顆粒所在的位置，此作法的精神

源自 F. H. Harlow (1971)提出的質點網格法。在固液二相流中使用質點網格法來輔

助的作法已有許多先例，較知名的有 Andrews 與 O'Rourke(1996)提出的多相態質點

網格法(Multiphase particle-in-cell method)，但僅適用於一維流場。而之後 D. M. 

Snider(2001)延續Andrews與O'Rourke的理論架構，並將其推廣至三維流場的應用。

多相態質點網格法主要應用在處理顆粒的計算，它的作法是將適合在顆粒位置上

計算的物理量，便直接在其位置上作計算。相反，難以直接在顆粒位置上計算的

物理量，則將顆粒整體視為連體，仿照流體的作法，先在尤拉網格上計算，而後

再將該物理量內插至各個顆粒的位置，其中顆粒間的作用力便是採用此作法。另

外，他們的理論架構也與傳統的固液系統模式不同，在流體的統御方程式中引入

了體積分率，換句話說便是考慮到了顆粒佔有體積的影響，且在顆粒的運動方程

式中進一步加入了動壓及顆粒間的作用力，而他們所使用的顆粒碰撞模型十分強

大，如圖 1-2 所示，顆粒沉降到後期達到了密堆積的效果。 

 

 圖 1-2 流場中顆粒之體積分率隨時間的變化(Snider, 2001) 

pτ
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圖 1-3 顆粒在流場中隨時間的散佈情況(Snider, 2001) 

    前面所提的二相流之研究均是建立在Eulerian-Lagrangian法的架構上。而Chou 

et al.(2014)提出了採用 Eulerian-Eulerian 架構的固液系統模式，亦即是將固液二相

流視為有兩種流體共存的物理系統，而該研究與傳統 E-E 架構的固液系統模式有

顯著的不同。首先，在理論的架構上，作者將以往所忽略的動壓及附加質量重新

導入固態相的動量方程式，並將兩個相態的動量方程式表示成一個系統的形式，

進而將附加質量力拆解，與其他作用力耦合。最後，考慮顆粒體積的影響，在固

液二相的統御方程式中加入體積分率，且提出混合流體的不可壓縮性，將兩相態

的壓力方程式耦合，即是前文所提的「壓力耦合」。考慮瑞利泰勒不穩定性過程中

的能量變化，如圖 1-4 所示，在稀薄( 0φ = 0.0032)及中等( 0φ = 0.0128)濃度的情況下，

壓力耦合與傳統方法的位能釋放差異並不顯著，但在高濃度( 0φ = 0.0512)時，壓力

耦合與傳統方法比較之下就有相當明顯的差異，我們認為是因為壓力耦合使得顆

粒沉降速度變慢，故位能釋放率也隨之變緩。 
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圖 1-4 位能( 1PE PEΔ = − )及動能( xyK , zK , xy zK K K= + )隨時間的變化。 0φ 表示顆

粒初始體積分率，下標2 p 為壓力耦合模式，1p 為單相架構模式， *2 p 為傳統二相

流模式。 

1.3 本文內容概述 

包含本章節，本文共有五章。第一章旨在說明研究動機與相關文獻的回顧，

第二章為理論架構的建立與數值方法的說明，由於顆粒為離散之個體，故不適合

以微分形式之統御方程式來描述，將顆粒的連續方程式以積分形式表示，而運動

方程式則以牛頓第二運動定律表示，為保持一致性，我們亦將液態相的連續方程

式及動量方程式以積分形式來表示。藉由附加質量及相態間之動量交換，我們將

兩相態的動量方程式耦合成一個系統，並將附加質量拆解為其餘作用力的分量。

數值方法主要分為顆粒傳輸系統、流體演算法、顆粒運動模擬及壓力耦合方程式

四個部分，從統御方程式開始說明各項如何離散化及使用的離散方法。第三章為
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數值模式的基礎驗證，以方腔流來進行顆粒傳輸系統的校正，並以潛變流來驗證

顆粒的運動是否符合解析解。第四章為流體力學之基礎物理現象探討，前半部分

以瑞利泰勒不穩定性為討論的主題，探討不同濃度或沉降速度對混合層厚度的發

展有何影響，後半部分以顆粒自由沉降為範例，改變顆粒初始濃度，比較不同理

論架構之數值模式的模擬結果。第五章為結論與未來工作，針對本研究之數值模

式的建立、驗證及模擬結果分析並提出本文結論，對模式不足之處提出建議及可

行之改善方案。 
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Chapter 2 理論與方法 

本研究主要著重在懸浮微粒之固液二相流的問題，顆粒的直徑 (150 m)O μ≤ ，

且與網格的尺度相比， pD d 在 (10)O 之內，其中D為網格之邊長， pd 為顆粒直徑。

而顆粒之雷諾數小於 80，滿足史托克流之條件，故可定義顆粒弛豫時間(particle 

relaxation time)為 

                           
2

18
p p

p

dρ
τ

μ
=  

其中 pρ 為顆粒密度， pd 為顆粒直徑，μ 為水的動態黏滯係數。 

    傳統採用固氣系統架構的固液二相流模式，均因密度差的關係而將顆粒受到

的動壓及附加質量忽略，然而該假設僅適用於密度差異甚大的問題，如固氣系統，

故我們認為固液系統的模式應當將其重新考慮進去。另一方面，本研究亦考慮了

相態間的動量交換，不僅是顆粒受到流體的影響，顆粒亦給予流體作用力，此即

是「雙向耦合」。最後，在統御方程式中引入體積分率，將固液兩相之壓力方程式

耦合，導出新的固液二相流之壓力方程式，即是「壓力耦合」。 

    本章內容將先進行理論架構的說明，即是統御方程式的推導過程。接著針對

所使用的數值模式進行解說，包含統御方程式之離散化、內插方法及數值演算法。 

2.1 統御方程式 

二相流系統中液態相的統御方程式如下(Drew and Passman, 1998) 

( ) 0c
c ct

φ φ∂ + ∇ ⋅ =
∂

u                       (2.1) 

           ( ) ( )2c c c
c c c c c c c c c s p cdp

t
φ ρ φ ρ φ ρ φ ρ ν φ ρ∂ + ∇ ⋅ = − ∇ + ∇ +

∂
u

u u u M       (2.2) 

cφ 為液態相之體積分率， cu 為流體速度， sφ 為單一顆粒之體積分率， cρ 為液態相

密度， pρ 為顆粒密度，p 為動壓，已先除以了 cρ ，ν 為流體的運動黏滯係數， cdM  
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為相態間之動量交換。而顆粒相的連續方程式及運動方程式(Maxey and Riley, 1983)

如下所示 

 ( ) 0s
p st

φ φ∂ + ∇ ⋅ =
∂

u                       (2.3) 

 |3 ( ) ( ) ( )p p
c

c
p p c vm c pp

p
p c

d dDm d m p C m m m
dt Dt dt

π μ= − ∇ +− − + −
u

u
u

u g
u

　  (2.4) 

pu 為顆粒速度， pm 為單一顆粒質量， 3 6c c pm dρ π= 為流體質量， |c pu 為顆粒所在位

置的流體速度， cD Dt t= ∂ ∂ + ⋅∇u 表對流體的隨質導數。而(2.4)式的等號右側第

一項為史托克阻力(Stokes  drag′ )，第二項為背景流場之動壓梯度，第三項為附加質

量(Auton et al., 1988)，其中 vmC 為附加質量係數，第四項為重力和浮力。接著將(2.4)

式除以 pm 整理後可得 

|
2

18 ( ) 1 1
(1 ) ( )p c p p pvm c

pp p

d dC Dp
dt d s s s Dt dt

μ
ρ

−
= + − − ∇ + −

u u u uu
g         (2.5) 

其中 p cs ρ ρ= ，在此，我們將史托克阻力表示成通用的形式 

| |
2

18 ( )
  c p p c p p

p p pd
μ

ρ τ
− −

=
u u u u

                     (2.6) 

將(2.5)式等號右側的附加質量項拆解並移項後可得 

          | 1 1
(1 ) (1 )p c p pvm vm c

pp

dC C Dp
s dt s s s Dtτ

−
+ = + − − ∇ +

u u u u
g            (2.7) 

而由(2.5)式，我們可將相態間之動量交換表示成以下形式 

              | ,

1 ,

( )
p

i i

N
c p i p pvm c

cd
i p ip

dC D
s Dt dtτ=

 −
= − + − 

  


u u uu
M               (2.8) 

其中，等號右側第一項為史托克阻力，第二項為附加質量力。而
1

pN

i= 代表控制體 

積內顆粒給予流體的作用力之總和。將(2.8)式代入(2.2)式並除以 cρ 後可得 
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( )
1

p
i

N
c cp

v c c cm s
i

d
C

t td
φ φ φ

=

− ∂ + ∇ ⋅
∂

+ u
u u

u
 

     ( ) | ,

,

2

1

p
ic p i p c

p ip

N
vm

c c c s
i

Cp s
s

D
Dtτ

φ φ ν φ
=

 
= − ∇ + ∇ − + 

  

−
u

u u u
      (2.9) 

我們可將(2.7)式和(2.9)式改寫成一個耦合二相流系統，如下所示 

,11 0

0

1
( )

pvm

vm s c
c c c

dC
s dt

C
t

φ φ

  +   
  
  
  − ∂ + ∇ ⋅   ∂   

u

u
u u

 


 

       

| ,1

,1

2
|

1 1
(1 )

c p p vm c

p p

c p p c c c c
vm ss

pp

C D
p s Dts s

p DCs
Dt

τ

φ φ ν
φφ

τ

−        − ∇ −              = + + +         − − ∇ ∇   −−             


u u u
g

u u u u

         (2.10) 

而(2.10)式可再改寫成以下形式  

| ,1
,1

|

1

  

( )

c p pp

p

c c p p c
c c c s

p

d
p

dt s
A A

p
s

t

τ

φφ φ
τ

−      − ∇        = +       ∂ − − ∇ + ∇ ⋅  −   ∂     


u uu

u u u
u u

    

                              

,1

2

1
(1 )

   

vm c

p

c c c
vm s

p

C D
s Dts

A A
DC
Dt

φ ν
φ

  −        + +    ∇  −      


u
g

u u

      (2.11) 

其中矩陣 A 的形式如下 

           

1
1

0
1 0 1+

  0 =  0

1
1

1

vm vm

vm s vm s

vm

C C
s s

A
C C

C
s

φ φ

−
 
  +   
  =   
  −   

   +
  

 
 

            (2.12) 
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矩陣 A 的意義即是將附加質量的影響劃分成各作用力的貢獻。 

    顆粒潛沒在流體中運動，其所受的作用力並不僅止於(2.4)式所示，我們尚未將

Basset history force、Saffman lift、顆粒轉動及相互碰撞等因素考慮進去，目前僅先

建立出模式的原型，故在此將其忽略。將(2.12)式代入(2.11)式展開後可得 

|1 1 1
1

1

p c p p vm c

vm pp

d C DpCdt s s s Dt
s

τ

 
 −   = + − − ∇ +    

    +
 

u u u u
g          (2.13) 

( ) ( ) |2 1
1

1 1

c c vm s vm d
c c c c c s

vm

c p

vm

p

p

C CsC Ct s
s s

φ φ φφ φ ν φ
τ

 
 ∂  + ∇ ⋅ = ∇ + − + −   ∂   + +


−



u
u u u

u u
g  

               
1 1

vm s vm d
vm s c

vm

c

vp m

D
D

C CC pC C
s s

t
φ φφ φ

   
   

+ − − + ∇   
   + +
   

 u
           (2.14) 

(2.13)式和(2.14)式即為本研究之固液系統模式所採用的動量方程式。在相態間之動

量交換項中，除了先前相關研究已考慮的史托克阻力外，在此我們多加入了附加

質量的影響，並透過反矩陣之運算，將附加質量力拆解成各作用力的貢獻。從(2.13)

式可以發現，流體給予顆粒的附加質量效應，會隨著密度比 ( )s 的增加而降低，在

固氣二相流的問題中，固氣兩相態的密度比通常約是 (1000)O ，故將固態相所受到

的附加質量力忽略是合理之假設，但固液二相流則不適用。另一方面，由(2.14)式

可以得知，液態相所受的附加質量力與固態相的體積分率息息相關，即是說隨著

顆粒的數量增加，液態相受到來自固態相的附加質量力亦隨之增加。 

2.2 顆粒傳輸系統 

    本研究採用 Lagrangian 描述法來解析顆粒的運動，即是將顆粒視為離散的個

體，逐一追蹤顆粒的動向。因此，如何正確地在網格間傳遞顆粒，便是此數值模

式的重點之一。 



 

 11

根據運動的獨立性，我們將顆粒的移動在卡氏座標上分成三個正交方向，而

不同方向移動的先後順序沒有影響。將顆粒的移動拆成三次的原因在於，若控制

顆粒移動不超過一個網格的距離，則每個網格在傳輸之時，只需考慮前後各一個

網格的資訊，其計算方法如同 Eulerian 法的 Advection scheme，比起直接一次移動

到定位的作法相對簡單許多。另一個考量則是，在後續計算的部分需要顆粒在控

制表面上的通量，而分成三個方向移動較方便計算控制表面上通過的顆粒數目，

進而求得顆粒的通量。 

    顆粒傳遞的本質其實就是網格間的資訊交換，若一顆粒將離開目前所在的網

格，則必須將該顆粒的資訊傳遞至下個瞬間顆粒所停留的網格。反之，若顆粒移

動後仍會停留在目前的網格，則必須保留該顆粒的資訊。當所有的顆粒都完成單

一方向的移動之後，則所有的網格必須整理保留及接收的顆粒資訊，之後才進行

下個方向的移動，整個系統的計算方法可以圖 2-1 簡述之。 

 

圖 2-1 顆粒傳輸系統之計算流程 

    顆粒的資訊包含了速度、位置及位移量。而顆粒位置的更新可由(2.15)式決定 

1 1n n n
p p p t+ += + Δx x u                       (2.15) 
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我們藉由 1n
p t+ Δu 來判斷顆粒是否會離開目前的網格，由於顆粒的位移量會在開始傳

輸前就先計算完畢，因此在顆粒傳輸的過程中，必須將位移的資訊一起跟著顆粒

移動，以便用在另一個方向的傳輸上。 

    顆粒的邊界條件採用非彈性碰撞，因未找到相關的實驗數據，故先假定顆粒

的恢復係數為 0.25。由於顆粒碰撞壁面後速度會改變，因此顆粒位置的更新方式

必須稍作修正。 

 

圖 2-2 壁面碰撞之示意圖 

如圖 2-2 所示，在此以水平方向作為範例， x f 為壁面位置， xn
p 為碰撞前的顆粒位

置， 1xn
p
+ 為碰撞後的顆粒位置，u p 為碰撞前的水平速度，u p′ 為碰撞後的水平速度，

tΔ 為每一步計算的時間區間， tδ 為顆粒到達壁面所需時間， pxΔ 為顆粒的位移。

而 tδ 可由(2.16)式求得 

x x

u

n
f p

p

tδ
−

=                          (2.16) 

而 u 0.25up p′ = − ，故顆粒反彈後移動的位移為 

u ( ) 0.25u ( )p pt t t tδ δ′ Δ − = − Δ −                 (2.17) 

則 pxΔ 可得 

( ) u ( )n
p f p px x x t tδ′ Δ = − + Δ −                  (2.18) 
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求得 pxΔ 後，顆粒反彈後的位置 1xn
p
+ 即是 

  1x xn n
p p px+ = + Δ                        (2.19) 

顆粒傳輸系統的主程式部分是由周逸儒教授和研究助理石武融共同撰寫，程式的

平行化和顆粒邊界條件則由本文作者完成。 

2.3 數值方法 

2.3.1 數值直解法(Direct numerical simulation) 

    本研究採用數值直解法來處理流體的計算，其核心演算法的名稱為映射法

(Projection method)，是由 A. J. Chorin 於 1967 年提出。假設流體為不可壓縮流，其

統御方程式為以下之形式 

0c∇ ⋅ =u                            (2.20) 

21c
c c c

c

p
t

ν
ρ

∂ + ⋅∇ = − ∇ + ∇
∂
u

u u u                  (2.21) 

在(2.21)式中，重力項已和靜水壓平衡，而將其用分步法拆解後可得 

              
*

2
n

n n nc c
c c ct

ν− = − ⋅∇ + ∇
Δ

u u
u u u                     (2.22) 

                         
1 *

11n
nc c

c

p
t ρ

+
+− = − ∇

Δ
u u

                      (2.23) 

其中 n
cu 代表目前的速度， 1n

c
+u 代表下一步的速度， *

cu 代表中間速度，為計算過程

中的過渡產物。(2.22)式等號右方第一項為對流項，在本研究使用的數值模式中，

對流項的時間離散部分，我們採用 Adam-Bashforth 法，其為二階精度的離散方法，

而空間離散則是採用 QUICK，為三階精度的離散方法，如圖 2-3 所示，實線為網

格中心處，即是純量和向量定義的位置，虛線則是網格的面。假設Φ 為任意純量

或物理量，若 eu 為 x+ 方向，則 eΦ 可由 iΦ 、 i-1Φ 和 i+1Φ 內插求得。反之，若 eu 為 x−

方向，則 eΦ 由 iΦ 、 i+1Φ 和 i+2Φ 內插求得，此即是 QUICK 離散法之原理。第二項



 

 14

為擴散項，在數值模式中，透過二階中央差分法，我們可用一個N N Nx y z× × 的矩

陣來描述擴散項，其中N x 、N y 和N z 為三方向之網格個數。而本研究所使用的數

值模式將該矩陣拆解成對角矩陣及非對角矩陣，其中對角矩陣採用 Crank–Nicolson

法來作時間離散，而非對角矩陣則採用 Adam-Bashforth 法作時間離散。 

 

                     圖 2-3 一維網格示意圖 

由(2.22)式解得 *
cu 後，將(2.23)式取散度後可得 

1 * 2 1n n
c c

c

t p
ρ

+ +Δ∇⋅ − ∇⋅ = − ∇u u                     (2.24) 

而由於 1n
c

+∇ ⋅ u 滿足(2.20)式，故可得 

* 2 1n
c

c

t p
ρ

+Δ∇ ⋅ = ∇u               (2.25) 

由(2.24)式之波松方程式求得 1np + 後，將 *
cu 和 1np + 代入(2.23)式，即可求得 1n

c
+u 。 

    映射法主要由三個步驟組成，由(2.22)式求得 *
cu 之過程稱為「預測步」，求解

波松方程式為「壓力步」，最後將 *
cu 及 1np + 代入(2.23)式求得 1n

c
+u 則為「修正步」。 

本研究所使用的流體演算法與原始映射法有些許不同之處，但兩者的計算原理仍

是相同的。考慮一雙向耦合架構的二相流模式，我們將液態相的動量方程式以分

步法拆解後可得 

ue  
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*
1 1 13 1 1 1

( ) ( ) ( ) 1
2 2 2 1

n n n n
n n n n n nc c c c vm d

E E I I
vm

CC D C D D D Ct s
s

φ φ φ− − +−  = + − + + + + − Δ  +

u u
g  

1

2

1

| ,

1

)

1 1

(
i

p pN N
vm s vm s vm

s vm s
vmi

nn n

i

c p i p c

vm p
p

C C Cs C D
Dt

s
C s

s
C
φ φφ

τ
φ

= =

−   
   

+ − + −   
   + +

−

   

 
u u u

 (2.26) 

              

1 n+1 *
1= +

1

n n n
n nc c c c vm d
c

vm

C pCt
s

φ φ φφ
+

+

 
 − − ∇ Δ  +
 

u u
              (2.27) 

其中 C 為對流項， ED 為擴散項之非對角矩陣部分， ID 為擴散項之對角矩陣部分，

dφ 為網格內所有顆粒的體積分率。對於相態間之動量交換項，我們對其使用一階

顯式法作時間離散，程式部分的作法是將當下網格內所有顆粒給予的作用力加總

之後，將其與對流項和擴散項一同處理，解(2.26)式求得 *
cu 。而壓力場的解法與原

始映射法相差甚大，必須與固態相耦合後再解析，待介紹完顆粒運動方程式的計

算方法後會一同作說明。 

    由於在驗證數值模式的過程中，我們希望能有最完整的流場情況輔助，因此

採用數值直解法來負責解析流場。本研究使用的數值直解法之原始碼是由 Zang et 

al.(1994)開發，可用曲線網格處理複雜邊界，且支援平行計算(Cui and Street, 2001)，

後再根據我們的理論自行稍作修改而成。  

2.3.2 顆粒運動方程式 

2.3.1 節說明完數值直解法後，本節即是介紹顆粒運動方程式的數值方法。如

(2.13)式，將顆粒運動方程式以分步法拆解並離散化後可得 

1
* 21 1 1 1

(1 )
1 1 1

nn nn
pc pp p vm c

vm vm vmp
p

C D
C C Ct s s Dt

s s s
τ

−−−
= + −

Δ + + +

u uu u u
g +     (2.28) 

1 *
11 1

1

n
p p n

vm
pCt s

s

+
+−

= − ∇
Δ +

u u
                  (2.29) 
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其中 c pu 為顆粒所在位置的流體速度，(2.28)式即為顆粒相的預測步。 

    在(2.28)式中，除了 c

p

D
Dt
u

之外，其餘的物理量均可直接或經由內插來求得，

而若要求得 c

p

D
Dt
u

，則必須先找到與(2.2)式之慣性項的關係。將(2.2)式之慣性項除

以 cρ 後取單一方向之分量為 

( )u
ux

x

c c
c c ct

φ
φ

∂
+ ∇ ⋅

∂
u                       (2.30) 

將(2.30)式展開後可得 

u
u u ( ) ( u )x

x x x

cc
c c c c c c c ct t

φ φ φ φ
∂∂ + + ∇ ⋅ + ⋅ ∇

∂ ∂
u u             (2.31) 

而(2.31)式可再進一步展開得 

u
u u ( ) (u ) ( u )x

x x x x

cc
c c c c c c c c c c ct t

φ φ φ φ φ
∂∂ + + ∇ ⋅ + ⋅ ∇ + ⋅ ∇

∂ ∂
u u u       (2.32) 

(2.32)式整理後為 

u
u ( ) ux

x x

cc
c c c c c c c ct t

φ φ φ φ
∂ ∂ + ∇ ⋅ + ⋅ ∇ + + ⋅ ∇  ∂ ∂   

u u u          (2.33) 

其中(2.33)式之第一項滿足(2.1)式，故可得 

                ( )u
u

u
u

xx

x x

c
c

c c
c c c cct t

φ
φ φ

∂ 
+ ⋅∇ ∂ 

∂
+ ∇ ⋅ =

∂
uu  

                           
u

xc
c

D
Dt

φ=                          (2.34) 

將(2.34)式離散化後為 

1
1 12

1u u u1 3 1

2 2
x x x

n n n n n
c c c c c n n

n
c

D
C C

Dt t
φ φ

φ

− − −
− −

= + − Δ  
           (2.35) 
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而在(2.28)式中，史托克阻力項的 c pu 及附加質量項的 c

p

D
Dt
u

皆難以直接在顆粒的位

置上計算，且若顆粒數目龐大，直接計算亦不是有效率的方法，故必須採用質點

網格法來輔助，待 2.3.3 會再進一步說明。 

2.3.3 質點網格法(Particle-in-cell) 

    本研究採用質點網格法的架構來輔助解析顆粒的運動，此方法的精神主要是

將 Eulerian 和 Lagrangian 兩種描述法結合在一起，以我們的固液系統模式來說，

便是在尤拉網格上解析離散的顆粒。 

顆粒運動方程式中的史托克阻力、動壓梯度及附加質量都是難以直接在顆粒

位置上解析的物理量，因此必須採用質點網格法的精神，先將前面所提的物理量

在尤拉網格上作計算，再透過三線性插值法，內插出顆粒所在位置上的值。 

   在此以二維的情況來作說明，如圖 2-4 所示，黑點代表尤拉網格上純量及向量

義的位置，紅點代表任意顆粒所在的位置。若ψ 代表任意純量或向量，透過線性

插值法，則 pψ 為 

1 2 3 4

f ff f f f
1 1 1y yx x x x

p x x y x x y
ψ ψ ψ ψ ψ        = + − + + − −        Δ Δ Δ Δ Δ Δ        

     (2.36) 

        

圖 2-4 線性插值法示意圖 
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2.3.4 壓力耦合(Pressure coupling) 

此部分為本研究與傳統固液二相流研究差異最大之處，早期的固液系統模式

都是將液態相和固態相分開處理，假設顆粒不佔有體積，亦即是「點顆粒」，解析

流場時僅考慮液態相，也就是一般的純流體流場，之後在後處理部分解析顆粒在

流場中的行為，並且不考慮顆粒給予流場的作用力，即所謂的「單向耦合」。 

而之後有部分的研究開始考慮顆粒的體積所造成的影響，如文獻回顧提到的

Snider 便在液態相的統御方程式中引入「體積分率」，且考慮了顆粒對流體造成的

作用力，即是前文提到的「雙向耦合」。 

本研究承襲 Chou et al.(2014)的理論架構，除了在液態相的統御方程式中引入

體積分率之外，還考慮了相態間之動量交換，即是雙向耦合。而我們認為顆粒體

積的影響不僅只有前面所提，映射法在解析流場的壓力時，須求出控制表面上流

過的體積通量，並以此作為波松方程式的來源項。傳統的研究方法均是僅考慮流

體的體積通量，即是流體之不可壓縮性，然而控制表面上流過的不僅是只有流體，

還有散佈在流場中的顆粒，所以我們認為不應該只考慮流體的體積通量，而是要

考慮「混合流體的體積通量」，並以此將兩相態的壓力方程式耦合，即是前文所提

的「壓力耦合」。如 2.1 節所提，固液二相流的連續方程式為 

( ) 0c
c ct

φ φ∂ + ∇ ⋅ =
∂

u                         (2.1) 

( ) 0s
p st

φ φ∂ + ∇ ⋅ =
∂

u                         (2.3) 

而我們認為顆粒是離散的個體，故不適合以微分形式的連續方程式來描述，因此

將(2.1)式和(2.3)式改寫成積分形式後為以下之形式 

 
. . . .

ˆd ( )dA = 0c c c
c v c st

φ φ∂ ∀ + ⋅
∂   u n                 (2.37) 

1 . . . .

ˆd ( )dA 0
pN

s s p
i c v c st

φ φ
=

 ∂ ∀ + ⋅ = ∂ 
   u n               (2.38) 
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將(2.37)式及(2.38)式離散化後可得 

1

1

u 0
j j

n n N
n nc c
c c j

j
A

t
φ φ φ

+

=

− ∀ + =
Δ                    (2.39) 

1 1

1 1

u 0
s

i i

n n n n NN
p s p s n n

p p j
j i

N N
A

t
φ φ

φ
+ +

= =

−  
∀ + = Δ  
               (2.40) 

其中
jcφ 為控制表面上流體的面積分率， u

jc 為流過控制表面的流體速度，A j 為控

制表面之面積， pN 為控制體積內的顆粒數目， sN 為通過控制表面的顆粒數目，
ipφ

為控制表面上單一顆粒的面積分率。而由於 1c p sNφ φ+ = ，故(2.39)式及(2.40)式相

加後可得 

1 1 1

u u 0
s

j j i i

NN N
n n n n
c c j p p j

j j i
A Aφ φ

= = =

 
+ = 

 
                   (2.41) 

我們將(2.41)式稱之為混合流體的不可壓縮性。 

    承接 2.3.1 及 2.3.2，由預測步求得 *
cu 和 *

pu 後，本節進一步說明如何求解壓力

場。固液系統的壓力方程式如下 

1 n+1 *
1= +

1

n n n
n nc c c c v

vm

m d
c C

s

C p
t

φ φ φφ
+

+

 
 − − ∇ Δ  +
 

u u
              (2.27) 

1 *
11

n
p p n

vm

p
t s C

+
+−

= − ∇
Δ +

u u
                   (2.29) 

將(2.29)式乘上 sφ 後與(2.27)式一同取散度並代入高斯散度定理可得 

1 1 * * * * 1

1 1 1 1

1 1
u u

1

s

j j j j j i

NN N N
n n nvm
c c j c c j c p j

vmj j j i

t CA A p AC
s

φ φ φ φ+ + +

= = = =

 
 Δ− = − + ∇ ∀ ∀ ∀  +
 

        (2.41) 

1 1 * * * 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1
u u

s s s

i i i i i

N N NN N N
n n n
p p j p p j p j

j i j i j ivm

tA A p A
s C

φ φ φ+ + +

= = = = = =

     Δ− = − ∇    ∀ ∀ ∀ +     
        (2.42) 
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其中∀為網格的體積，
jdφ 為控制表面上所有顆粒的面積分率， jA 為控制表面之面

積。接著將(2.41)式及(2.42)式相加後可得 

1 1 1 1 * * * *

1 1 1 1

1 1
u u u u

s s

j j i i j j i i

N NN N
n n n n
c c j p p j c c j p p j

j i j i
A A A Aφ φ φ φ+ + + +

= = = =

      
+ − +      ∀ ∀      

     

* * 1

1 1 1

1

1

s s

j i i

N NN
n nvm
c p p j

vmj i ivm

t C p AC s C
s

φ φ φ +

= = =

 
 Δ= − + + ∇ ∀ + +
 

      (2.43) 

由於(2.43)式必須滿足(2.41)式，故(2.43)式可改寫為 

* * * * * 1

1 1 1 1

1 1
u u

s s

j j i i j i

N NN N
n nvm

c c j p p j c p j
j i j ivm

t sCA A p A
s C

φ φ φ φ +

= = = =

      Δ ++ = + ∇     ∀ ∀ +      
      (2.44) 

    由於顆粒是離散的個體，故不像流體是連續性地流過控制表面，所以顆粒體

積通量的計算方式與流體稍有不同。若將單一顆粒在控制表面上的截面積以 ( )pA t

來表示，如圖 2-5 所示，則 tΔ 時間內顆粒通過的體積 pass∀ 為 

* *( ) u dt + 0 u dtpass p p p
t

A t
δτ δτΔ −

∀ = ⋅                 (2.45) 

 

圖 2-5 pA 與時間之關係圖 

其中 *u p 代表顆粒之中間速度，在 tΔ 時間內為常數，δτ 為顆粒通過控制表面所需時

間。而我們可將 ( )pA t 非零的部分取時間平均後以 pA 表示之，如圖 2-6，其數學形

式如(2.46)式 

δτ
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( )dtp
p

A t
A δτ

δτ=                         (2.46) 

         

圖 2-6 pA 與時間之關係圖 

故 pass∀ 可表示成以下之形式 

*upass p pA δτ∀ =                          (2.47) 

而(2.44)式中的 *

ipφ 及 *

jcφ 則可表示成以下之形式 

 * i

i

p
p

j

A
A

φ =


                          (2.48) 

* 1

1
s

i

j

N

p
i

c
j

A

A
φ =

−
=

 
                       (2.49) 

將(2.48)式及(2.49)式代入(2.44)式，並對時間積分 

* *

1 1 1

1
u dt u dt

s s

i j i i

N NN

j p c p p
j i it t

A A A
= = =Δ Δ

  
− +  ∀   

      

1

1 1 1

1
dt

s s

i i

N NN
nvm

j p p
j i ivmt

t sCA A A p
s C

+

= = =Δ

    Δ + = − + ∇    ∀ +      
        (2.50) 

 

 

pA

δτ  
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而(2.50)式之等號左側可再整理成 

* * *

1 1

1
u dt (u u ) dt

s

j i i j

NN

j c p p c
j it t

A A RHS
= =Δ Δ

 
+ − = ∀  

               (2.51) 

其中，將(2.51)式等號左側第一項積分後可得 

* *u dt u
j jj c c j

t

A A t
Δ

= Δ                       (2.52) 

而第二項則可展開成 

1 1 2 2

* * * * * *

1

(u u ) dt = (u u ) (u u )  dt
s

i i j j j

N

p p c p p c p p c
it t

A A A
=Δ Δ

 − − + − +        (2.53) 

將(2.53)式積分後可得 

1 1 2 2

* * * * * *
1 2

1

(u u ) dt = (u u ) (u u )
s

i i j j j

N

p p c p p c p p c
it

A A Aδτ δτ
=Δ

− − + − +        (2.54) 

再將(2.47)式代入(2.54)式後可得 

1 2

1 2

1 2

* * * * * *
* *

1

(u u ) dt = (u u ) (u u )
u u

s

i i j j j

N
pass pass

p p c p c p c
i p pt

A
=Δ

∀ ∀
− − + − +      (2.55) 

 

由(2.52)式及(2.55)式求得控制表面上流過的總體積後，代入(2.51)式可得 

1 2

1 2

1 2

* * * * *
* *

1

1
u (u u ) (u u )

u uj j j

N
pass pass

c j p c p c
j p p

A t RHS
=

 ∀ ∀
Δ + − + − + = ∀   

     (2.56) 

而(2.50)式之等號右側可整理成 

1

1 1

(1 )(1 )
dt

s

i

NN
nvm

j p
j ivmt

t s CLHS A A p
s C

+

= =Δ

  Δ − − = + ∇  ∀ +   
           (2.57) 
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將(2.57)式括號內之積分拆解可得 

1

1 1

(1 )(1 )
dt + dt

s

i

NN
nvm

j p
j ivmt t

t s CLHS A A p
s C

+

= =Δ Δ

 Δ − −= ∇ ∀ + 
           (2.58) 

由(2.46)式及(2.47)式可知 

           
*

dt
u

i

i

i

pass
p

pt

A
Δ

∀
=                         (2.59) 

將(2.59)式代入(2.58)式整理可得 

2
1

*
1 1

(1 )(1 )
1

u

s
i

i

NN
pass nvm

j
j ivm p j

t s CLHS p A
s C A t

+

= =

 ∀Δ − −= + ∇ ∀ + Δ  
          (2.60) 

再將(2.56)式及(2.60)式整理可得 

2
* * * 1

* *
1 1 1 1

1 (1 )(1 )
u (u u ) 1

u u

s s
i i

j i j

i i

N NN N
pass pass nvm

c j p c j
j i j ip vm p j

t s CA t p A
s C A t

+

= = = =

   ∀ ∀Δ − −Δ + − = + ∇   ∀ ∀ + Δ      
       

(2.61) 

(2.61)式即為本研究之固液系統模式的壓力方程式。                                         

    我們考慮到顆粒是分三次移動，因此在求解壓力場時，無法同原始之映射法

那般，求出所有控制表面上的通量總和，並且解一次波松方程式即可。本研究的

作法是先以流體造成的體積通量解一次壓力場，並且作一次修正步與顆粒傳輸。

接著讓顆粒移動一個方向後，計算出該方向的顆粒體積通量，然後解一次動壓方

程式，以求出的壓力作一次修正步，接著再繼續移動顆粒，依此類推，共解四次

壓力方程式，即是將(2.56)式拆解如下所示 

* 1
1

1 1 1

1 ( 1)
u

s

j j j

NN N
n n nvm

c j c p
j j ivm

t sCA p
s C

φ φ +

= = =

 Δ += + ∇ ∀ ∀ + 
             (2.62) 

2
1

2
1

Flux
N

n
px

j

t p +

=

Δ= Ψ∇
∀                      (2.63) 
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2
1

3
1

Flux
N

n
py

j

t p +

=

Δ= Ψ∇
∀                      (2.64) 

2
1

4
1

Flux
N

n
pz

j

t p +

=

Δ= Ψ∇
∀                      (2.65) 

其中 

*
1

(1 )(1 )
1

u

s
i

i

N
passvm

ivm p j

s C
s C A t=

∀− −Ψ = +
+ Δ                 (2.66) 

由於每解一次壓力方程式時，顆粒的位置都會隨之改變，因此必須即時作修正步

的處理，液態相也必須一同作修正，若以一維的情況來說明，即是將(2.27)式及(2.29)

式再拆解如下 

** * 1
1** **

 =   +
1

n n
n nc vm d

c c c
vmc c

t C pC
s

φ φφ
φ φ

+

 
 Δ− ∇ 
 +
 

u u              (2.67) 

**
n+1 ** 1

21 1
 =   +

1

n
n nc vm d

c c cn n
vmc c

t C pC
s

φ φφ
φ φ

+
+ +

 
 Δ− ∇ 
 +
 

u u            (2.68) 

** * 1
1    n

p p
vm

t p
s C

+Δ= − ∇
+

u u                    (2.69) 

                        1 ** 1
2    n n

p p
vm

t p
s C

+ +Δ= − ∇
+

u u                   (2.70) 

由(2.69)式先求得 **
pu 之後，進行一次顆粒傳輸，之後便可求得 **

cφ ，再將 *
cu 、 1

1
np + 及

**
cφ 代入(2.67)式以求得 **

cu ，依此類推，最後即可求得 1n
c

+u 及 1n
p
+u 。本研究之數值模

式的計算流程可見圖 2-7。 
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圖 2-7 數值模式之計算流程 
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2.4 數值模式之理論差異 

前文說明完本研究的數值模式後，本節將說明三種不同理論架構的固液系統

模式，其分別為傳統固液系統模式、附加質量耦合模式及壓力耦合模式。此三者

之差異主要為統御方程式的不同，傳統固液系統模式在顆粒的運動方程式中僅考

慮慣性力、史托克阻力及重力的平衡，如(2.71)式，(2.72)式則為液態相的動量方程

式，在雙向耦合的架構下，加入相態間之動量交換項，來源主要為史托克阻力。 

| 1
(1 )p c p p

p

d
dt sτ

−
= + −

u u u
g                      (2.71) 

( ) ( )2

1

| ,( )p
i

N
c c

c c c c c
c p

p
c

p
s

i

i
p s

t
φ φ φ φ ν φ

τ=

∂ + ∇ ⋅ = −
−

∇ + ∇ +
∂ u

u u u
u u

        (2.72) 

附加質量耦合模式則是基於傳統固液系統模式的理論，將以往因採用固氣系統假

設而忽略的附加質量效應考慮進去，並藉由相態間之動量交換，將顆粒運動方程

式與液態相的動量方程式耦合，透過反矩陣的操作，進一步將附加質量力拆解為

各作用力的分量，如(2.73)式及(2.74)式所示 

2 1
             ( ) 1

1
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c c c c c c
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1 1
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  (2.73) 

1

2
|1 1

1
1

n
p c p p vm c

vm p
p

d C D
Cdt s s Dt

s
τ

− 
−  = + −   +   

u u u u
g +           (2.74) 

最後為本文之主題－壓力耦合模式，延續附加質量耦合模式的理論架構，更進一

步在顆粒運動方程式中考慮動壓的影響。在求解壓力時，導入混合流體之不可壓

縮性，將兩相態的壓力方程式耦合，如(2.13)式及(2.14)式。第四章將以顆粒自由沉

降作為範例，比較此三種模式之模擬結果。 
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Chapter 3 數值模式之基礎驗證 

3.1 顆粒傳輸系統之校正 

顆粒傳輸為此數值模式一重要程序，由於顆粒在網格間傳輸的過程中，牽涉

到許多資訊的傳遞與接收，且經過平行計算後，各計算單元亦必須交流資訊，為

了確保每個顆粒都能對應到正確的資訊，因此偵錯並校正相當重要。 

我們以方腔流做為測試的範例，流場尺寸為 (0.08m) (0.08m) (0.02m)L H W× ×    

網格解析度為 (64) (64) (16)x y zN N N× × ，除 0y = 處為移動式邊界外，其餘皆為靜

止壁面。初始設定流體與顆粒均為靜止狀態， 0y = 處的邊界會往 x+ 方向移動以驅

動整個流場，在 z 方向一半深度的 x y− 平面之網格均放置一個顆粒，如圖 3-1，並

設定顆粒的速度與流體相同，即是「被動式顆粒」。 

 

圖 3-1 顆粒在流場中之初始分佈 

    流場經歷 70 秒後，顆粒之散佈情形如圖 3-2 所示，其中左圖均為顆粒在流場

中的散佈情形，右圖背景顏色所繪是流場速度之 y 軸分量，向量箭頭則是 x y− 平

面的速度向量。因頂蓋處有流體不斷流向流場右方，故造成前期右方壁面有一渦
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漩產生，並沿著壁面向下移動，而渦漩周圍的顆粒亦呈現出渦漩的形貌，同時間

流場的左方區域流速相當小，故該區域的顆粒亦無顯著的移動。後期流場已趨於

完全發展，渦漩尺度擴大至與流場尺度相當，顆粒的散佈情形亦與渦漩形貌十分

相似，而自始至終顆粒的數目皆保持守恆，此可說明本研究的顆粒傳輸系統在處

理顆粒移動及傳遞資訊的正確性均有達成我們的要求。 

    

    

圖 3-2 顆粒散佈情形與流場之垂直速度分佈(a) 6s (b) 68s 

 

 

(a)       

(b)          
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3.2 潛變流(Creeping flow) 

潛變流，亦即是史托克流(Stokes flow)，為一種流動型態，其特性為流場中黏

滯力的主導性遠大於慣性力，故流場之雷諾數遠小於 1，動量主要由黏滯力、壓力

和重力三者達成平衡。 

在潛變流的情況下，若有一球體潛沒在流場中沉降，則該球體的終端速度有

解析解存在，故相當適合作為本研究的基礎驗證範例。假設有一球體在潛變流中

運動，其受力情況如圖 3-3(Batchelor, 1967)所示，其中 Fg 為球體所受重力與浮力之

合力，如(3.1)式，而 Fd 為球體所受阻力，即是史托克阻力，如(3.2)式，當球體運

動達終端速度時，即是 Fg 等於 Fd，則球體之終端速度可由(3.3)式表示之。 

3

gF ( )g
6

p
p c

dπ
ρ ρ= −                        (3.1) 

dF 3 p sd vπμ=                           (3.2) 

2( )
g

18
p c

s pv d
ρ ρ

μ
−

=                         (3.3) 

    

圖 3-3 球體在潛變流中沉降之受力情況 
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3.2.1 顆粒自由沉降 

    我們在靠近自由液面處放置 16 個顆粒，如圖 3-4，讓其自靜止開始沉降，初

始之流場亦為靜止狀態，而此矩形槽在 0y = 處為 Free slip， y H= 處為底床，其

餘邊界皆為週期性邊界，實驗參數如表 3-1 所示。而由(3.3)式可得顆粒沉降之終端

速度約為 0.0129 2m s ，則經歷 60 秒後，其沉降的過程如圖 3-5 所示 

表 3-1 顆粒自由沉降實驗 

顆粒直徑 120 mμ  

顆粒密度 32650kg m  

流體密度 31000kg m  

流場尺寸( L H W× × ) 0.5m 1.0m 0.25m× ×  

網格解析度( L H W× × ) 32 64 16× ×  

pτ  0.00212 s 

tΔ  0.001 s 

 

圖 3-4 自由沉降實驗之顆粒初始分佈 

    由於顆粒數目相當少，因此僅靠顆粒給予流體的作用力不足以引起大尺度的

流體運動，流場幾乎可說是近乎靜止的狀態，故顆粒的相對位置在沉降的過程中

均保持如初始狀態一般。而如同史托克定律的結論，在顆粒達到終端速度後，其
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後續的沉降距離均與解析解估算而得的值相當吻合，由此可說明我們的數值模式

能捕捉到微小顆粒在潛變流中運動的特性。 

   

圖 3-5 顆粒在潛變流中隨時間之沉降情形(a)10s (b)30s (c)60s 

3.2.2 不同顆粒直徑之差異比較 

同 3.2.1 節的驗證範例，本節考慮兩種不同的顆粒直徑在潛變流中沉降的情況，

分別為120 mμ 及60 mμ ，實驗參數如表 3-2 所示。因粒徑比為二比一，故終端速度

比為四比一，由圖 3-5 可知，在經歷相同時間時，大顆粒的沉降距離確實約為小顆

粒的四倍，此系列的驗證範例亦證明本研究的顆粒傳輸系統可正確地處理顆粒的

移動。 

表 3-2 不同粒徑之沉降實驗 

顆粒直徑 120 mμ  60 mμ  

顆粒密度 32650kg m  32650kg m  

流體密度 31000kg m  31000kg m  

流場尺寸 0.5m 1.0m 0.25m× ×  0.5m 1.0m 0.25m× ×  

網格解析度 32 64 16× ×  32 64 16× ×  

pτ  0.00212 s 0.00053 s 

(a) (b) (c)
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 圖 3-6 不同顆粒直徑之沉降情形(a) 30s (b) 60s  

(a) 

(b)  

120 mμ  60 mμ

120 mμ    60 mμ  
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Chapter 4 物理現象探討 

4.1 顆粒引起之瑞利泰勒不穩定性 

瑞利泰勒不穩定性(下稱 RT 不穩定性)為流體力學中一基礎物理現象，為不同

流體之密度效應所造成的結果。當高密度( hρ )流體浮在低密度( lρ )流體的上方時，

因重力的關係，使得高密度流體下沉，造成低密度流體因體積替換而上升，此時

兩流體的交介面處便會產生擾動，隨後擾動逐漸擴大，並使得不同密度之流體開

始混合，進而發展成非均勻密度的混合層。在混合層擴展的過程中，低密度流體

會形成氣泡穿透進上層的高密度流體，而高密度流體亦會穿透進低密度流體。混

合層厚度(h)的發展可以下列式子來描述(Youngs, 1984; Youngs, 1991) 

2h Agtα=                            (4.1) 

其中 ( ) ( )h l h lA ρ ρ ρ ρ= − + 為阿特伍德數(Atwood number)， g 為重力加速度， t為

經歷的時間，α 為一常數係數。以往 RT 不穩定性的研究重點之一便是α 的確切數

值，其可說是大尺度混合的指標性參數，且依混合運動的情況以及實驗設置會有

所不同，而根據實驗結果指出，其合理的範圍落在 0.04 至 0.08 之間，平均值約為

0.057(Dimonte et al., 2004)。在懸浮微粒二相流的情況下，顆粒與水所形成的混合

流體即是一高密度流體，而由顆粒所引起的 RT 不穩定性會產生垂直方向的大尺度

對流運動，該情況下的對流速度遠大於由史托克定律所得的顆粒沉降速度，此即

是湖泊及河口等自然系統中最主要的泥沙沉降機制(Bradley, 1965)。 

    數十年以來，數值模擬與實驗方法都有許多關於 RT 不穩定性的研究，然而在

數值方法的領域中，以離散顆粒的架構來模擬 RT 不穩定性的研究則相對較少。本

節將以壓力耦合模式針對不同的初始濃度或沉降速度來進行模擬，探討不同條件

下由顆粒沉降所引起的 RT 不穩定性之差異，並分析混合層厚度發展，接著與 2.4

節所介紹的不同理論架構的固液系統模式作比較。 
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4.1.1 不同初始濃度模擬 

本節以初始顆粒濃度作為控制變因，模擬相同粒徑的顆粒在不同濃度之情況

下沉降的過程，以及連帶引起的 RT 不穩定性。我們將設定兩種不同顆粒濃度，分

別為 0.0128 及 0.0512， 

    首先是濃度 0.0128 的範例，顆粒初始分佈如圖 4-1 所示，在指定的網格內給

予相同數目的顆粒，而顆粒之初始位置為亂數決定，令顆粒與流體初始時均為靜

止狀態，所有顆粒的粒徑與密度均相同， 0y = 處為 Free slip， x及 z方向的邊界採

用週期性邊界條件， y H= 處為底床。混合流體與純水的交界面處沒有給予任何微

擾，初始之微擾來自顆粒位置的隨機分佈，實驗參數如表 4-1 所示。 

表 4-1 中等濃度之 RT 不穩定性模擬 

顆粒尺寸 120 mμ  

顆粒密度 2,650 3kg m  

流體密度 1,000 3kg m  

混合流體密度 1,005 3kg m  

顆粒初始體積分率 0.0128 

流場尺寸( L H W× × ) 0.04m 0.08m 0.04m× ×  

網格解析度( L H W× × ) 32 64 32× ×  

顆粒數目 229,376 

Atwood number 0.0026 

 

                     圖 4-1 顆粒初始分佈情況 
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    顆粒沉降初期時，如圖 4-2(a)，交界面尚未產生任何擾動，觀察此時流場的垂

直速度場可發現，在顆粒散佈的區域內已有小尺度的垂直對流，然而交界面處仍

是與稀薄濃度的情況相同，並未產生流體交換的現象。顆粒繼續沉降達 0.8 秒後，

流體的交界面處已有些微擾動發生，如圖 4-2(b)，此即是 RT 不穩定性初期的徵兆。

而觀察相同時間之流場垂直速度場，如圖 4-3(b)，顆粒散佈區域內的垂直對流有明

顯增強。當沉降時間達 1.2 秒時，如圖 4-2(c)，流場已有較為明顯的 RT 不穩定性

現象，上方的高密度流體形成氣泡穿透進下方的低密度流體。而如圖 4-3(c)，交界

面處有大尺度的垂直對流運動，代表已有流體交換的現象發生。 

   

圖 4-2 顆粒散佈圖( 0 0.0128φ = ) (a)t=0.4s (b)t=0.8s (c)t=1.2s 

           

圖 4-3 流場之垂直速度場(z=0.02m) (a)t=0.4s (b)t=0.8s (c)t=1.2s 

(a)  (b)  (c)  

(a)  (b)  (c)  
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    此部分為高濃度的範例，當顆粒的體積分率達到此標準時，顆粒碰撞的影響

已逐漸變得重要，故在本模式尚未建立顆粒碰撞模型之前，不適合在更高濃度的

情況下進行模擬，相關實驗參數見表 4-2。 

表 4-2 高濃度之 RT 不穩定性模擬 

顆粒尺寸 120 mμ  

顆粒密度 2,650 3kg m  

流體密度 1,000 3kg m  

混合流體密度 1,084 3kg m  

顆粒初始體積分率 0.0512 

流場尺寸( L H W× × ) 0.04m 0.08m 0.04m× ×  

網格解析度( L H W× × ) 64 128 64× ×  

顆粒數目 3,670,016 

Atwood number 0.0405 

    當顆粒初始濃度達到 0.0512 後，如圖 4-4(a)，沉降時間僅經歷 0.4 秒，交界面

處便已產生擾動，與前一個濃度的範例有明顯的差異，主要是因為濃度提高，密

度效應造成的驅動力增強，使得不穩定性的現象越明顯。而從流場的垂直速度場

亦可發現，此時交界面處也已產生小尺度的垂直對流，如圖 4-5(a)。顆粒繼續沉降

達 0.8 秒時，RT 不穩定性的現象已相當明顯，如圖 4-4(b)，高密度流體形成的氣

泡如同手指般穿透進低密度流體區，這些氣泡通稱為 RT 手指(RT fingers)。接著沉

降達 1.2 秒時，顆粒已觸底並開始沉積，表 RT 不穩定性已結束，並轉變為大尺度

的混合運動，此時垂直方向的對流運動亦發展到與流場尺度相當的規模。 
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圖 4-4 顆粒散佈情形( 0 0.0512φ = ) (a)t=0.4s (b)t=0.8s (c)t=1.2s 

 

 

         

 圖 4-5 流場之垂直速度場(z=0.02m) (a)t=0.4s (b)t=0.8s (c)t=1.2s 

   

 

 

(a)  (b)  (c)  

(a)  (b)  (c)  
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   由(4-1)式，h 為混合層厚度的一半，而我們定義無因次化顆粒濃度 0.99 至 0 的

區域為混合層，如圖 4-6 所示，將混合層厚度發展隨時間之變化描繪出來，即圖

4-7所示，如此求得0.0128和0.0512兩種濃度所對應的α 值分別為0.0505及0.0679，

兩者均落在合理範圍之內(0.04~0.08)。在高濃度的情況下，顆粒沉降速度較快，亦

使得混合層發展快，故高濃度的α 較高。 

 

圖 4-6 混合層厚度之示意圖 

 

圖 4-7 不同濃度之混合層厚度發展 
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4.1.2 不同沉降速度模擬 

顆粒沉降速度與其粒徑有直接的關聯性，因此若要以沉降速度作為控制變因，

改變顆粒直徑是最直接的方式。然而，顆粒直徑減少一半，若要維持相同的顆粒

濃度，則每個網格內所放置的顆粒數目便必須增加至原先的八倍，如此會佔據相

當大的記憶體空間，容易導致模擬時因暫存容量不足而中斷。因此，我們採用另

一配套作法，維持固定的顆粒直徑，轉而改變流體的黏滯性，使其與不同直徑的

顆粒有相同的顆粒馳豫時間( pτ )，如此便不需改變顆粒數目，亦可達到控制顆粒沉

降速度的效果。 

本節考慮三種不同粒徑的沉降速度，分別為 240 mμ 、120 mμ 以及 60 mμ 。以

120 mμ 的情形作為參考範例，改變流體的黏滯係數以符合 240 mμ 和 60 mμ 的 pτ ， 

由於 4.1.1 節已分析過 120 mμ 的 RT 不穩定性，故本節不特別再作說明。 

    首先說明大尺寸顆粒的範例，顆粒初始散佈情況與 4.1.1 的範例相同，可見圖

4-1，流場的邊界條件設定 0y = 處為 Free slip， x及 z方向的邊界採用週期性邊界

條件，y H= 處為底床。初始之微擾來自顆粒位置的隨機分佈，實驗參數見表 4-3。 

表 4-3 粒徑 240 mμ 之 RT 不穩定性模擬 

顆粒密度 2,650 3kg m  

流體密度 1,000 3kg m  

混合流體密度 1,084 3kg m  

顆粒初始體積分率 0.0512 

流體運動黏滯係數 72.5 10−× 2m s  

流場尺寸( L H W× × ) 0.04m 0.08m 0.04m× ×  

網格解析度( L H W× × ) 64 128 64× ×  

顆粒數目 3,670,016 

Atwood number 0.0405 
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   大尺寸顆粒沉降速度相當快，與 4.1.1 節 120 mμ 的範例相比較下，沉降時間達

0.4 秒時，240 mμ 顆粒的沉降距離幾乎為 120 mμ 的四倍，觀察流體的交界面處，

我們發現此時已有非常細微的擾動產生，如圖 4-8(a)。在相同時間下，流場之垂直

方向速度場幾乎均為向上的速度，如圖 4-9(a)，因大體積且數量眾多的顆粒快速沉

降，下方的流體必須即時填補顆粒原先佔據的體積，使得流體必須向上流動。接

著達 0.6 秒之時，擾動有些微增強，但仍未有混合現象產生，如圖 4-8(b)。在沉降

時間達 0.8 秒時才產生 RT 不穩定性的初期徵兆，但此時顆粒已開始觸底，混合層

尚未開始發展就已結束。由圖4-9(c)來看，流場中向上流動的比例則較前期來得少，

因下方顆粒已開始沉積，即是進入沉降的後期階段，初始在下方的低密度流體大

部分均已流至上方區域，使得 y+ 方向流速的區塊因而減少。 

 

 

           

圖 4-8 顆粒散佈圖( 240 mpD μ= ) (a)t=0.4s (b)t=0.6s (c)t=0.8s 

 

 

 

 

 

(a)  (b) (c)



 

 41

 

 

          

圖 4-9 流場之垂直速度場(z=0.02m) (a)t=0.4s (b)t=0.6s (c)t=0.8s 

 

 

    此部分說明小尺寸顆粒的沉降模擬，顆粒初始散佈情況可見圖 4-1，模擬的環

境設置與大尺寸顆粒相同，實驗參數見表 4-4。 

表 4-4 粒徑 60 mμ 之 RT 不穩定性模擬 

顆粒密度 2,650 3kg m  

流體密度 1,000 3kg m  

混合流體密度 1,084 3kg m  

顆粒初始體積分率 0.0512 

流體運動黏滯係數 72.5 10−× 2m s  

流場尺寸( L H W× × ) 0.04m 0.08m 0.04m× ×  

網格解析度( L H W× × ) 64 128 64× ×  

顆粒數目 3,670,016 

Atwood number 0.0405 

     

(a)  (b)  (c)  
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    60 mμ 顆粒的情況與 120 mμ 的情況相同，如圖 4-10(a)，在沉降時間經歷 0.4

秒後即已出現不穩定性的初期徵兆，觀察流場的垂直速度亦可發現交界面處的流

速特別大，表示流體間已開始進行垂直對流運動。沉降時間達 0.8 秒時，如圖 4-10(b)，

前期的擾動已發展成非均勻密度的混合層，高密度流體形成 RT 手指穿透進低密度

流體。我們同樣觀察流場的速度場後發現，如圖 4-11(b)，流體的交換現象相當旺

盛，上方的流速亦受到交界面的垂直對流影響而增強。而由圖 4-11(c)來看，1.2 秒

時流場已相當紊亂，垂直方向的對流運動幾乎已遍佈整個流場，此說明 RT 不穩定

性即將結束，流場開始轉變為大尺度的混合運動。 

   

圖 4-10 顆粒散佈圖( 60 mpD μ= ) (a)t=0.4s (b)t=0.8s (c)t=1.2s 

              

圖 4-11 流場之垂直速度場(z=0.02m) (a)t=0.4s (b)t=0.8s (c)t=1.2s 

(a)  (b)  (c)  

(a)   (b)  (c)  



 

 43

    由(4-1)式求得 60 mμ 、120 mμ 和 240 mμ 三種顆粒直徑所對應的α 值，分別為

0.0632、0.0679 及 0.0214。前兩個數值皆落在合理範圍內，而 240 mμ 的α 則低於

最小值(< 0.04)，我們認為應是顆粒慣性太大，使得懸浮顆粒造成的密度效應已不

明顯，故不適合以(4-1)式來描述混合層的發展。240 mμ 的顆粒沉降速度快，經歷

時間僅 0.7 秒即已觸底，混合層才開始發展不久便即將結束，故圖 4-12 僅有 0.7

秒前的結果。 

 

圖 4-12 不同粒徑之混合層厚度發展 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 44

4.2 壓力耦合效應之評估 

我們在 2.4 節簡略說明各數值模式的理論架構及差異性後，本節將採用兩組不

同的實驗參數，分別使用三種數值模式來進行模擬，以比較不同理論架構下所建

立的數值模式，對模擬結果會造成何種程度的差異。 

    三種數值模式即是指傳統固液系統模式、附加質量耦合模式以及壓力耦合模

式。其中，附加質量耦合模式並非現行已發展的數值模式，而是我們將壓力耦合

模式之理論中的動壓梯度省略後，再建立出來的固液系統模式，其用意主要為直

接比較壓力耦合造成的影響。我們將以初始之體積分率作為控制變因，同 4.1.1 節

的方式，以 0.0128 和 0.0512 兩種濃度來進行顆粒自由沉降的模擬，並觀察沉降過

程中，各模式的結果有何不同。由於沉降時間越長，壓力耦合的效應會越顯著，

因此我們減少顆粒初始分佈的厚度，讓顆粒在觸底前有較長的沉降時間。 

    首先進行濃度為 0.0128 的說明，顆粒初始分佈如圖 4-13 所示，同前兩節的環

境設置，在指定網格內放置相同數目的顆粒，顆粒之初始位置為隨機決定，令顆

粒與流體初始時為靜止狀態，所有顆粒的粒徑與密度均相同。邊界條件則令 0y = 處

為 Free slip， x及 z方向的邊界採用週期性邊界條件， y H= 處為底床。初始之微

擾來自顆粒位置的隨機分佈，實驗參數如表 4-5 所示。 

表 4-5 數值模式比較範例一( 0 0.0128φ = ) 

顆粒尺寸 120 mμ  

顆粒密度 2,650 3kg m  

流體密度 1,000 3kg m  

混合流體密度 1,021 3kg m  

顆粒初始體積分率 0.0128 

流場尺寸( L H W× × ) 0.04m 0.08m 0.04m× ×  

網格解析度( L H W× × ) 32 64 32× ×  

顆粒數目 442,368 
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圖 4-13 顆粒初始分佈圖 

    壓力耦合及附加質量效應均與顆粒濃度有直接的關係，我們尚未清楚壓力耦

合及附加質量效應開始產生顯著影響的濃度臨界值為多少，因此本研究採用 Chou 

et al.(2014)的模擬參數，0.0128 及 0.0512 兩種濃度來進行模擬，以驗證在相同的理

論架構下，Eulerian 與 Lagrangian 法皆能捕捉到相同的流場特性。 

    我們先觀察沉降初期顆粒的散佈情形，如圖 4-14(a)所示，在沉降時間達 0.8

秒時，流體交界面處已有擾動產生，再觀察流場的垂直速度場分佈可發現，此時

交界面已開始有垂直方向的對流。時間進展至 1.6 秒時，如圖 4-14(c)，已有相當

明顯的 RT 不穩定性現象發生，而相同時間下的流場垂直速度分佈顯示出，原先小

尺度的對流已有明顯的成長。沉降時間達 2 秒後，如圖 4-14(e)，流場已由大尺度

的混合運動主導，有部分顆粒被往上的水流捲至上方區域，此時的流場可看到垂

直方向的對流運動已發展至與流場尺度相當的規模，由於在 0.0128 的濃度下，各

模式的流場情況與顆粒散佈幾乎相同，故僅說明壓力耦合模式的結果，而由 Chou et 

al.(2014)以 E-E model 所作的模擬結果來看，在初始濃度為 0.0128 的條件下，壓力

耦合模式與傳統固液系統模式並沒有任何明顯的差異，而我們結果符合這個結

論。 
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      圖 4-14 壓力耦合模式之顆粒散佈與流場垂直速度(z=0.02m) 

(a)顆粒散佈 t=0.8s 

(c)顆粒散佈 t=1.6s 

(e)顆粒散佈 t=2.0s  

(b)流場垂直速度 t=0.8s 

(d)流場垂直速度 t=1.6s  

(f)流場垂直速度 t=2.0s  
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為了瞭解在此濃度之情況下，各模式的差異對於沉降距離是否真的沒有顯著

的影響，我們將不同深度的的顆粒體積分率對 x z− 平面取平均值，然後描繪出顆

粒平均濃度隨深度之變化，如圖 4-15 所示，各模式在沉降達 2 秒時所呈現出的結

果幾乎完全一致，我們認為應是濃度不夠高的緣故，因為壓力耦合與附加質量效

應均與顆粒的濃度有關聯，故後半部分我們將濃度提高四倍後再作觀察。 

 

圖 4-15 顆粒體積分率之垂直分佈(t = 2s)。 
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    此部分說明濃度為 0.0512 的範例，壓力耦合與附加質量均會隨著濃度提高而

逐漸顯示出其影響性，故我們認為在此濃度下，各模式應會展現出差異性。模擬

的環境設置與前一個範例相同，相關實驗參數可見表 4-6。 

表 4-6 數值模式比較範例二( 0 0.0512φ = ) 

顆粒尺寸 120 mμ  

顆粒密度 2,650 3kg m  

流體密度 1,000 3kg m  

混合流體密度 1,084 3kg m  

流場尺寸( L H W× × ) 0.04m 0.08m 0.04m× ×  

網格解析度( L H W× × ) 64 128 64× ×  

顆粒數目 1,835,008 

顆粒自靜止沉降 0.4 秒後，由圖 4-16(a)可見，混合流體與水的交界面處已產

生些許擾動，同時間流場的 y 方向速度場，如圖 4-17(b)所示，在交界面處有小尺

度的垂直對流運動發生，由於還在沉降的初期階段，故下半部的流場近乎為靜止

的狀態。沉降過程接近中期時，如圖 4-16(c)，初期的微擾已發展成尺度較大的混

合層，即是 RT 不穩定性的現象，圖中可看見 RT 手指的型態相當明顯，我們接著

觀察同時間流場的垂直速度場，如圖 4-16(d)，原先僅在交界面處才有較明顯的垂

直對流，沉降達 0.8s 後，垂直方向已發展出大尺度的對流運動，且遍佈顆粒所在

的區域。當沉降過程進入中期後，如圖 4-16(e)，混合層的厚度已發展至接近流場

一半的深度，而由於水平方向的對流運動已對顆粒運動造成影響，使得 x z− 平面

上顆粒濃度不均勻，造成沉降速度有所差異，而沉降過程中，顆粒與部分流體持

續下沉，故下方流體因體積替換而不斷往上流動，使得有部分顆粒被水流捲至上

方區域。在濃度為 0.0512 的模擬中，各模式呈現的結果在沉降時間達 1.2 秒之前，

均沒有任何明顯的差異，與濃度為 0.0128 的情況相同，而當經歷較長的沉降時間

後，顆粒的沉降距離便開始有較明顯的差異產生，之後我們將以垂直方向的濃度

分佈來說明。 
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圖 4-16 壓力耦合模式之顆粒散佈與流場垂直速度(z=0.02m) 

(a)顆粒散佈 t=0.4s 

(c)顆粒散佈 t=0.8s 

(e)顆粒散佈 t=1.2s    

(b)流場垂直速度 t=0.4s 

(d)流場垂直速度 t=0.8s 

(f)流場垂直速度 t=1.2s 
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    我們將不同時間點下各模式的顆粒體積分率以 x z− 平面取平均後描繪出來，

時間分別為 1.2 秒、1.6 秒及 1.9 秒。首先看到沉降時間達 1.2 秒時的垂直分佈，如

圖 4-17 所示，深度-0.02m 以上的區域幾乎完全一樣，而在-0.02m 以下的區域僅有

些微的差異，整體來說各模式的結果並沒有顯著的不同。 

 

圖 4-17 顆粒體積分率之垂直分佈(t=1.2s)。 

接著看沉降達 1.6 秒時的垂直分佈情況，如圖 4-18，在深度-0.02m 至-0.03m

的區域中，壓力耦合的顆粒濃度較其它兩者來得高，而在深度-0.04m 至-0.08m 的

區域中，壓力耦合的顆粒濃度則較其它兩者來得低，此兩點即說明壓力耦合模式

的顆粒沉降速度較慢，故才會產生上層濃度相對較高，而下層濃度相對較低的情

形。其中壓力耦合模式與附加質量耦合模式的差異最為明顯，兩者理論上的差別

僅為顆粒有無受到動壓的影響以及流體之不可壓縮性，故可最直接顯示出壓力耦

合對於顆粒運動的重要性，而從結果來看，壓力耦合的確對顆粒沉降有顯著的影

響。 
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圖 4-18 顆粒體積分率之垂直分佈(t=1.6s) 

    當顆粒沉降時間達 1.9 秒之時，已有相當多的顆粒在底部沉積，如圖 4-19 所

示，經歷較長的沉降時間後，壓力耦合的效應開始逐漸展現出來，與理論差異最

小的附加質量耦合模式比較後可發現，壓力耦合模式的沉降速度到後期明顯較慢，

在深度為-0.03m 的地方，兩者顆粒濃度的差距將近 25%。而將壓力耦合模式與傳

統模式比較後發現，雖然並沒有如同附加質量模式那般差異顯著，但在深度-0.02m

至-0.035m 的區間，壓力耦合的濃度仍是較傳統模式來得大，且就下半部區域的分

佈來看，壓力耦合的濃度幾乎都比其他兩者來得低，故我們可以得知在高濃度且

足夠長的沉降時間下，壓力耦合的影響會十分顯著。 

    壓力耦合會造成顆粒沉降較慢的原因，可以從流場的壓力分佈來瞭解，如圖

4-20 所示，流場壓力在底部為正值，而自由液面處為負值，故可知 y 方向的壓力

梯度為負值( 0P y∂ ∂ < )。從壓力耦合模式的顆粒運動方程式可知，顆粒所受到的壓

力影響之形式為壓力梯度的負值，可見(2-13)式，因此顆粒在沉降的過程中， y 方

向持續受到一向上的作用力，經歷較長時間的沉降後，壓力梯度造成的緩速效果

逐漸展現出來，便呈現出沉降速度較慢的結果。 
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圖 4-19 顆粒體積分率之垂直分佈(t=1.9s) 

 

圖 4-20 壓力耦合模式之壓力分佈(t = 1s) 
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    由高濃度的範例可發現壓力耦合的效應相當明顯，而壓力耦合的概念即是流

場壓力係由液態相與顆粒相的體積通量所造成，因此我們好奇單就顆粒相所造成

的壓力，其是否在總壓力中佔有相當程度的分量。為了將顆粒相造成的壓力獨立

出來，我們便設定一模擬實驗，初始條件、流場尺寸和邊界條件均與濃度為 0.0512

的範例相同，但令流體為靜止狀態，即是不解析流體的動量方程式，而壓力方程

式的來源項僅考慮顆粒的體積通量，即是解以下之壓力方程式 

,

2
1

*
1 1 1 1

1 (1 )(1 )
1

u

s s
i

i j

i

N NN N
pass nvm

pass j
j i j ivm p j

t s C p A
s C A t

+

= = = =

 ∀  Δ − −∀ = + ∇  ∀ ∀ + Δ    
     

我們取相同時間的壓力場來作比較，以 x z− 平面取平均後描繪出來，如圖 4-21 所

示，橫軸的 P 為已先除以流體密度的壓力，由圖可發現兩者的值級相當接近，尤

其在深度-0.01m 至-0.02m 的高濃度區域，顆粒所造成的壓力幾乎佔總動壓的 50%

以上，此即可說明顆粒相造成的壓力是相當顯著的。 

       

圖 4-21 壓力耦合與純顆粒流動之壓力分佈(t=1s, 0 0.0512φ = ) 
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    我們亦對中等濃度( 0 0.0128φ = )做了相同的模擬，同樣以 x z− 平面取平均後描

繪出來，如圖 4-22 所示，與濃度 0.0512 的情況相當類似，顆粒相造成的壓力與總

動壓在同一值級內，此說明即便是在中等濃度的情況下，顆粒流動所引起的壓力

仍是不可忽視的。而我們亦發現同樣使用壓力耦合模式進行模擬，中等濃度範例

的總動壓差明顯小於高濃度範例，此即說明為何在高濃度的情況下顆粒沉降較慢

的情況相對明顯，因為顆粒所受的動壓梯度隨著濃度而增大，即是 y+ 方向的作用

力變大，故濃度提高使得壓力耦合的效應逐漸產生顯著的影響，當濃度達到 0.0512

並經歷較長的沉降時間後，壓力耦合模式的顆粒便明顯比其他模式要沉降得慢。 

  

圖 4-22 壓力耦合與純顆粒流動之壓力分佈(t=1s, 0 0.0128φ = ) 
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4.3 顆粒引起之水平異重流 

異重流為兩種或兩種以上密度不同且可相溶的流體，因密度差異所產生的相

對流動。水流夾帶著顆粒而成的混合流體與純水共存，便是自然界中常見的異重

流，而我們所要模擬的異重流類型為 Lock-exchange flow，在一密閉之水槽中裝滿

兩種不同密度的流體，初始兩流體之交界面為一垂直線，自靜止釋放後，高密度

流體會在底部推擠低密度流體，而低密度流體受推擠後流向原先高密度流體佔據

的空間，使得兩流體分別形成方向相反的兩股流動，在其交界面產生渦旋並引起

流體混合。 

以往 Lock-exchange flow 的數值模擬大多是採用 Eulerian-Eulerian 架構的二相

流模式，而本研究嘗試以 Eulerian-Lagrangian 架構的數值方法來進行模擬，實驗參

數可見表 4-7，顆粒初始分佈如圖 4-23 所示 

表 4-7 異重流模擬 

顆粒尺寸 60 mμ  

顆粒密度 2650 3kg m  

流體密度 1000 3kg m  

初始體積分率 0.01 

流場尺寸( L H W× × ) 0.1m 0.04m 0.02m× ×  

網格解析度( L H W× × ) 160 64 32× ×  

顆粒數目 1,376,256 

 

 圖 4-23 顆粒初始分佈 
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    自靜止開始運動 0.2 秒後，如圖 4-24(a)，原先垂直的交界面傾斜了一些，表

示高密度流體已開始下沉，觀察流場之垂直速度分佈可發現，顆粒所在區域的流

速相當一致地呈現往下的流動，而另一側的低密度流體在靠近交界面處則是往上

的流動，此表示高密度流體下沉的同時，低密度流體必須即時去填補空缺的區域。

經歷大約 0.6 秒之時，已有部分高密度流體潛沒至底部並向右方流動，初始位於上

方的顆粒在沉降一段時間後，因重力效應使得其垂直速度比底部的顆粒大，而流

體受到顆粒阻力的影響，使得中間深度的流體垂直速度較底部來得大，如圖 4-24(b)

所示。經歷時間達 1 秒時，高密度流體已完全潛沒至底部，且繼續往右方流動，

而由於兩種流體的流向完全相反，因此交界面處產生的剪應力引起了渦旋，如圖

4-24(c)所示，從顆粒散佈圖中可以看到交界處的顆粒被渦旋捲起的現象，此即是

Lock-exchange flow 的重要特徵之一。 

 

 

 

圖 4-24 流場速度( y 方向)與顆粒散佈隨時間之變化，左為流場速度，右為顆粒散佈 

(a) 0.2t = s (b) 0.6t = s (c) 1t = s 

(a)  

(b)  

(c)  
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Chapter 5 結論與未來工作 

5.1 結論 

本研究針對以往固液二相流的假設稍作修改，承襲 Chou et al.(2014)的理論架

構，並採用 Lagrangian 描述法來開發一套固液系統模式，其特點如下所列 

1. 我們不延續以往固液二相流採用固氣系統假設的作法，將原先因密度差所忽略 

的動壓梯度及附加質量效應，重新考慮進顆粒的運動方程式中。並透過相態 

間之動量交換，將固液二相的動量方程式表示成系統的形式，經由反矩陣的 

操作後，使附加質量項可被拆解為其餘作用力的分量，藉此簡化數值計算。 

2.  對於二相流的連續方程式提出新的定義，即是「混合流體之不可壓縮性」。修 

改壓力方程式的演算法，定義方程式的來源項為混合流體的體積通量，並提 

出一合理且嚴謹的混合流體之體積通量計算方法，此理論稱之為「壓力耦

合」。 

3.  本模式使用的顆粒傳輸系統是將離散的顆粒儲存於尤拉網格上，若顆粒在計算 

時需要使用到網格資訊，則可立即取得周圍網格的資訊。我們將顆粒的移動 

分成三個方向執行，並控制顆粒一次不移動超過一個網格，如此可大幅簡化 

網格接收顆粒及顆粒體積通量的計算流程，因為只需考慮前後一個網格的資 

訊即可。 

    實際使用本研究的數值模式來進行模擬並與不同理論架構的模式比較後，我

們可得出以下數項結論 

1.  考慮潛變流的情況下，本模式的模擬結果與解析解一致，此基礎驗證可證實我 

們理論的合理性及顆粒傳輸系統的可靠度。而在顆粒自由沉降的模擬中，本 

模式成功模擬出由顆粒引起的 RT 不穩定性，並利用混合層厚度發展公式求出 

各組參數所對應的α 值，除了大尺寸顆粒的特殊情況外，其餘結果皆在合理 

範圍內。由潛變流及 RT 不穩定性的模擬證實本模式可捕捉到基礎流體力學現 

象的物理特性。 

2.  以顆粒沉降為範例，將本模式與不同理論架構的固液系統模式作比較，改變顆 
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粒初始濃度對於結果有顯著的差異。在濃度為 0.0128 的模擬結果中，各模式 

的顆粒沉降速度大致相同，連流場也幾乎沒有差異。然而當濃度提高至 0.0512 

後，雖沉降初期仍無顯著之差異，但經歷較長的沉降時間後，壓力耦合模式 

的顆粒沉降速度明顯較其它兩者來得慢，尤其與附加質量耦合模式的差異最 

為明顯，而兩者在理論架構上是差異最小的，因為壓力耦合模式已包含了附 

    加質量效應，即是說當顆粒濃度提高時，壓力耦合的影響會相當顯著，此結 

    果與 Chou et al.(2014)的結論相符合。 

3.  為了測試本模式是否可模擬出其它流體力學的基礎物理現象，我們以異重流為 

    範例，嘗試模擬 Lock-exchange flow 此一典型異重流問題。過去的研究多是使 

    用 E-E 架構的數值模式來進行模擬，而本研究所開發的 E-L 架構模式亦成功 

    模擬出此現象，且能捕捉到其流動特性，如流體交界面處的渦漩，讓本模式 

    更加具有可靠性。 
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5.2 未來工作 

本研究所開發的固液系統模式，在顆粒採用 Lagrangian 法解析的架構下，成

功模擬出瑞利泰勒不穩定性及水平異重流等物理現象。然而此數值模式仍有許多

不足之處，如下所述： 

1.   在高濃度且及細微顆粒的條件下，顆粒數目極為龐大，甚至達到 7(10 )O 的程

度，因此儲存顆粒資訊的陣列也相當龐大。然而，受限於程式語言的架構，

即使各網格內儲存的顆粒數不相同，我們仍必須建立一個各網格均有相同儲

存空間的陣列。若某網格內僅有少許顆粒，甚至是完全沒有顆粒，則該陣列

空間便僅是儲存零等無用的資訊，造成其他網格可能儲存空間已不足，此類

網格卻浪費了許多儲存空間的窘境。如要改善此問題，應考慮在支援「動態

記憶體配置」的程式語言下編譯，針對各網格儲存空間的需求，建立相對應

大小的陣列，以有效利用計算時的暫存空間。 

2.   顆粒在運動過程中所受的力，除了 2.1 節所列出的之外，尚有顆粒間的作用

力並未被考慮進去，即是顆粒碰撞造成的影響。在高濃度的情況下，顆粒間

的碰撞機率相當高，因此碰撞造成的作用力便無法忽視。參考以往的文獻，

有兩種顆粒碰撞模型較適合我們的模式，其一為 Apte et al.(2008)所使用的碰

撞模型，他們為顆粒定義一個碰撞範圍，對任意顆粒而言，在其碰撞範圍的

所有顆粒皆會給予該顆粒一正向作用力，因距離遠近影響其作用力的大小，

超過範圍以外的顆粒便不加以考慮。我們嘗試使用這個碰撞模型來處理顆粒

碰撞，然而計算效率卻十分耗時，若一網格內有 N 個顆粒存在，則必須作

N

1
(N 1)

i=
− 次的計算，故此模型雖適合 Lagrangian 架構的數值模式，但由於

計算太耗時而暫不採用。其二為Snider et al.(2001)採用的顆粒正向應力模型，

他們將顆粒間的作用力以顆粒體積分率的函數表示之，即是將顆粒整體視為

連體來解析此物理量，採用質點網格法的精神，先在尤拉網格上計算出顆粒

正向應力，再透過內插求得每個顆粒位置上的值。此法計算相對省時，且由

該文獻提供的模擬結果來看，此模型十分健全，能成功模擬出顆粒在底層堆

積的現象，因此我們打算朝這方向來建立本模式的顆粒碰撞模型。 
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