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摘要

在塑性力學的領域中, 極限分析是一個很重要的主題。 塑性反應是路徑相關的, 但極限分析的最

大好處是, 對於塑性結構可以在不給定路徑的情況下, 直接快速地求得崩塌載重。 在過去, 最常見的作

法即是結合數學規劃法, 列出最佳化問題來求解彈塑性結構的崩塌載重。

而最近, 有人透過片段線性多降伏面模型描述彈塑性材料的組成律, 並且透過降伏式與崩塌平衡

機構的關係, 發展了一套方法去求解結構物的崩塌面, 並且建立出其在外力空間的安全載重區域。 但

是對於軟化材料, 如何正確地去描述組成律, 還有軟化結構物的安全載重空間分析, 有過於保守的問題

需要改進和研究。

在本文裡面, 我們使用元件的並聯描述軟化桿件的組成律, 並且使其中一個並聯元件具有耗散非

正的特性。 然後我們將軟化桿件視為一個封閉系統仍然會遵守熱力學定律。 透過這樣的觀念, 我們可

以透過不同的機械模型像是雙線性模型或是完全彈塑性模型來描述軟化桿件的組成律。

對於軟化結構物的安全載重空間分析, 我們認為使用軟化桿件的殘餘應力強度去計算崩塌面是過

於保守的, 而且透過結構設計, 整體結構物會發生互制的行為。 基於上面兩點的考量, 本文加入了相對

應的位移空間, 當無限制變形 (塑流平台) 發生, 對應到的即是載重空間的崩塌面去重新定義軟化結構

物的崩塌載重。 最後去找到正確的崩塌機構並且擴大了軟化結構物可使用的安全載重空間。

關鍵字: 極限分析, 組成律, 熱力學定律, 軟化, 崩塌載重, 安全載重空間
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Abstract

In the field of theory of plasticity, limit analysis is an important topic. Plastic responses

are known to be path-dependent. The greatest advantage of limit analysis is that we can

obtain plastic collapse loads directly without prescribing loading paths. In the past, the most

common approach is applying mathematical programming to calculating the collapse loads of

elastoplastic structures.

Recently, some people use the piecewise linear model to describe the constitutive law of

elastoplastic materials, and develop a method via the relationship of evolving yielding surface

and collapse mechanism in equilibrium to calculate the collapse surfaces of structures and

to construct the safe domain in load space. But for softening materials, the difficuties of

how to describe the constitutive law correctly and the analysis of safe load domain being too

conservative are two major problems which need to be improved and studied.

In this thesis, we use a parallel connection of components to describe the constitutive law

of a softening member of truss. We make one of the components with the characterisation of

negative dissipation, and regard the softening member as a closed system, which still follows the

laws of thermodynamics. With this concept, we can formulate the constitutive law with various

mechanical models such as bilinear model of ealstoplasticity or model of perfect elastoplasticity.

For the analysis of safe load domain for a softening structure, we deem using the residual

strengthes of softening members to calculate the collapse surface to be too conservative, and

there will exist structural interactions between structural members in states of stresses higher

than residual strengthes. With these two viewpoints, we use the corresponding displacement

space to redefine the collapse load of a softening structure when unrestricted deformation

(plastic flow plateau) takes place, and we find correct collapse modes and thus expand the safe

load domain for softening structures.

Keywords: limit analysis, constiturive law, laws of thermodynamics, softening, collapse load,

safe load domain
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第 1 章 導論

1.1 研究動機與目的

在結構物的設計分析階段, 其求解結構物的極限承載力一直是工程師關心的重點, 但是當進入塑

性階段的分析設計, 求解就不再像彈性階段下的如此簡單, 而實務上通常會使用非線性靜力側推分析

(pushover anlaysis), 以固定的外力形式逐漸加載, 加載到所設計的結構物產生不穩定時停止, 加載過

程可以得到塑鉸產生的先後次序以及結構物崩塌時的外力。

非線性靜力側推分析是一種具有歷時、 增量、 一步接一步的塑性分析方法。 在外力固定的形式下,

單調加載的增量分析 (incremental analysis) 手法, 將載重組合施加在結構上, 分析過程中的每個時

間點可以獲得如外力、 位移、 桿件內力、 桿件變形以及各個桿件進入塑性的先後次序。 但是增量分析

具有下列的缺點, 需要輸入大量的準備資料, 然後必須透過冗長的運算過程輸出大量的歷時資料。

因此為了解決增量法求解的問題, 快速且精準的得到結構物的崩塌機構與崩塌載重, 塑性力學中

的極限分析 (limit analysis) 方法因應而生, 使用數學規劃法 (mathematical programming) 理論,

在固定外力形式下可以直接 (一步到位), 的求解結構的極限承載強度。 然後改進了 「單目標最佳化」

為 「多目標最佳化」, 打破單一比例載重的限制, 其求解對應的崩塌載重及多維載重空間的崩塌面。

而過去, 我們的研究團隊建立了一套彈塑性組成律模式以及其演算的規則, 描述了材料的剛塑性、

完全彈塑性、 硬軟化材料等的力學行為, 然後將其材料桿件層次的問題, 提升到結構層次設計一套方

法能夠快速求解結構物極限承載力。

但是過去所建立的模型其對於軟化 (softening) 材料的分析還不是非常明確, 所以本文嘗試去修

正, 使其滿足正交塑流規則以及熱力學定律, 建立更正確的一套模式來描述軟化材料的彈塑組成律行
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為。 然後提升至桿件結構分析快速求解軟化材料的崩塌載重, 但是由於軟化結構物其接續降伏面, 會

有發生降伏面內縮裡面的情形, 所以對於其崩塌載重, 在位移或是外力空間上, 予與比較並重新定義軟

化結構物安全載重空間求解的定義, 建立一個更正確有效率使用材料、 提供軟化結構物所能分析擴大

的安全載重區域。

1.2 文獻回顧

傳統的極限分析, 至今已經發展相當的完全了, 而只要介紹到塑性力學的理論時, 就一定會談到

此理論, 像是 Chen and Han[4], Jirásek and Bažant[12]等塑性力學專書都有提到; 極限分析與數

學規劃法之間的相互關係也很早就有人發現, 其後也編輯成論文集、 評論文章、 專著等, 如Maier[16,

17], Borkowski[2, 3], Sewell[28] 等類似文章也不斷地被提出來, 其主要專注在極限分析的非線性最

佳化及有限元素法上的應用,極限分析也可以描述不同的破壞情形,除了初始崩塌(incipient collapse)

之外, 也有對於交互塑性 (alternating plasticity)、 安定分析 (shakedown analysis) 的討論[22, 27]。

Maier[16, 17]在60年代使用發展出的片段線性多降伏平面模式 (piecewise-linear model), 來描

述彈塑性組成律關係, 簡化原來比較複雜的形式; 利用直線 (二維應力空間), 平面 (三維應力空間) 或

超平面 (多維應力空間) 去近似原來多次的降伏曲面經過這樣的簡化, 雖然多了很多條降伏式, 但是

每一條降伏式所對應的互補三元就只是一個線性互補問題 (linear complementarity problem), 其廣

義應力應變關係也具有片段線性的形式, 處理起來簡單很多。 Kaneko[13, 14, 15]提出與解出彈塑性

問題, 此片段線性多降伏平面模型必須滿足 P 矩陣限制所提出的彈性組成律, 並認為片段線性多降伏

平面模式中的互補三元, 其應該是包括導數的參數化線性互補問題。 其所指的就是含有變數的增量法,

如此能夠彰顯塑性力學問題的重要精隨”與路徑相關”。另外對於結構的極限狀態,Reinicke文獻[26]提

出結構在極限狀態會產生無限制的塑性變形(塑流), 並找出滿足此條件的狀態。

在極限分析問題外力方面, 通常的做法會給定比例載重的限制, 而 Hodge[11]提出多參數載重的

的極限分析問題, 處理多參數載重的極限分析問題, Nafday 等人[24, 25], 將多參數載重解釋成非比

例載重, 將極限分析問題變成多目標規劃問題, 建立非劣解與崩塌面的概念, 並使用多目標單體法求

解崩塌面。 Chen 等人[5, 6]提出多載重系統的雙目標最佳化模式, 使用參考應力法建立二維的載重區
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域, 並且使用上限法與下限法比較載重區域的差異。 Tin-Loi 與 Lo [34]也有使用文獻[25]的例子來求

解崩塌面, 不過材料均限於剛塑性或完全彈塑性。

Cocchetti 與 Maier [7]及Tangaramvong 與 Tin-Loi [29, 30, 31]對於硬化、 軟化材料均有不錯

的研究成果, 提出考慮純彎矩、 軸力與彎矩互制的硬軟化塑鉸模式, 以下限法描述剛架的極限分析問

題, 然而均給定單一比例載重的限制,以單目標最佳化的方式求得崩塌點; 若想考慮不同載重組合的崩

塌點, 則必須再假設不同的比例載重做分析。

宋信璋 [37]對於軟化桁架結構, 使用最佳化的分析方法, 嘗試打開單調加載的外力形式限制, 並

提出一個簡易計算方法, 對桁架內功增量分段加以處理解開二套互補三元, 搭配增量分析的方法驗證,

求解軟化桁架結構崩塌載重以及處理區域不穩定的問題。 郭建呈 [38]對於彈塑性結構的分析, 由於過

去比例載重的限制,形成單目標最佳化的問題, 將比例載重的限制去除,定義極限分析的多目標最佳化

問題, 搭配加權方法配合交互式線性多目標流程求解安全載重區域。 吳昱霆 [39]對於整個硬軟化桁架

結構,提出極限分析中, 崩塌載重的問題不應該只是最佳化後的數值結果,崩塌載重以崩塌面的形式存

在,透過載重空間降伏面與崩塌面關係, 定義結構崩塌所對應的機構向量, 藉由搜尋崩塌機構的方式求

解崩塌面, 建立出結構物的安全載重空間。

1.3 研究內容與本文架構

本文延續過去研究團隊的成果, 利用不同的模式描述不同的力學行為, 如: 線性彈性、 剛塑性、 完

全彈塑性、 硬軟化行為等, 進而由桿件層次推廣到結構層次, 用來解決探討極限分析中的崩塌載重求

解。 而過去利用不同的桿件模式成功描述材料的硬化行為, 並可以解釋材料的降伏面演化, 以及求解

最後的崩塌面。 但是在軟化桿件上的力學行為描述並不完備。

本文提出了在描述軟化桿件的力學行為時, 除了可以使用一組正勁度和一組負勁度的完全彈塑性

元件並聯來描述外, 也可透過不同的片段線性多降伏面模式的元件來並聯來描述表示結構的軟化桿件

降伏面的演化行為; 另外本文更提出了觀念, 描述軟化桿件時, 其並聯其中一根元件具有耗散非正的

特性, 但是在兩根以上元件並聯的軟化桿件其能量耗散率還是恆大於等於零, 符合熱力學的第二定律,

同時透過其中一根元件的耗散非正(在本文表示其內變數增量恆小於等於零) 的特性, 使軟化桿件的塑
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流方向向量與降伏面的法向量相同, 滿足正交塑流的特性。

利用前述所改進的力學模式, 本文再將其層次提升至解決結構問題, 帶入正確的平衡、 協調式, 利

用求出的降伏演化式, 探討其崩塌載重問題。 在這邊, 本文提出因利用不同定義的崩塌平衡機構定義,

以及透過力量控制或是位移控制的不同加載路徑分析, 其所求出的崩塌面式不一致的, 需重新定義或

是正確描述其崩塌平衡機構行為。 另外在這邊, 本文利用了上述的軟化結構模型, 求解軟化結構模型

只利用殘餘應力強度分析過於保守的特性之崩塌面, 找出因結構互制行為而比前者分析擴大之安全載

重空間。

本文的內容架構一共分成四個章節, 以下將分別說明:

第一章為導論, 說明本文的研究動機與目的, 並在文獻回顧中討論前人對於彈塑性力學、 極限分

析等研究發展成果, 並撰寫出本文的大綱以及研究架構。

第二章是軟化彈塑性性組成律模式, 本文嘗試使用不同片段線性多降伏面模式, 並利用元件並聯

的概念, 進而描述軟化模型的彈塑組成律, 此外本文在此提出一個軟化桿件, 其底下構成之並聯元件

中, 應有一元件其耗散行為改為耗散為負的條件, 然後逐一探討每個元件的作功、 儲存能量、 耗散能量

情形, 最後將整根並聯過後的軟化桿件視為一封閉系統, 在整個封閉系統下的彈塑性力學模式依然符

合熱力學的第一、 第二定律。 然後透過一個數值例子, 對於軟化桿件利用元件並聯其底下能量儲存耗

散的機制, 應證本章節提出的理論。

第三章為軟化桁架的崩塌面與安全載重空間, 前半段對於軟化材料之極限狀態予與定義, 透過一

定的演算規則和分析, 求解軟化桿件所構成結構之崩塌載重, 然後透過數值的例子, 針對一些簡單的桁

架結構模型如: 三桿桁架、 橋型桁架等簡單結構進行求解運算。 然後第三章後半段針對軟化結構物結

構互制的情形, 加入對應的位移空間去探討並重新定義結構物的安全載重範圍, 希望能更正確找出崩

塌面並擴大可分析的載重空間。 這部分也設計出一個數值例子, 來驗證這部分所提出的觀點。

第四章為結論與未來展望,針對本文的研究成果,給予一個總結, 也討論本文不週全、 不完備之處,

並針對其他可能衍生或延伸問題和未來研究方向給予適當的建議和方向。
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1.4 符號說明與假設

1.4.1 符號說明

a ≤ b ai ≤ bi, ai, bi為向量 a,b的分量

q, q 廣義應變向量,

qe, qe 廣義彈性應變向量,

qp, qp 廣義塑性應變向量,

Q, Q 廣義應力向量,

Qa, Qa 廣義主動應力向量,

Qb, Qb 廣義回應力向量,

Y, y 廣義降伏應力向量,

λ, λ 內時 (廣義等價塑性應變),

Ke, ke 彈性勁度陣,

Kp, kp 走動模數陣,

H 降伏演化陣,

NT 降伏面法向量陣,

M 塑流方向陣,

u 結構節點位移向量,

F 結構節點外力向量,

A 桿件變形的協調常數陣,

x 崩塌模態向量,

X 崩塌模態陣,
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f,f 降伏函數向量, f ≤ 0表示廣義應力允許區域

fcol 崩塌函數向量, fcol < 0表示安全載重空間(區域)

U 儲存能函數,

Ẇ 外力作功功率,

Λ̇ 耗散功率,

( )L 桿件層次的符號

( )G 結構層次的符號

(̇) = d()/dt 對時間的變率

1.4.2 假設

本文使用的假設如下:

• 桁架桿件鉸接, 無任何摩擦, 不能承受彎矩及扭矩, 只承受軸力, 桿件變形前後剖面保持平面

• 考慮擬靜態的情況下施加位移控制或是載重控制, 排除動態效應

• 桿件的塑性變形可以無限制的發展

• 彈塑性材料採取合適的片段線性多降伏平面模型, 並且滿足其相關聯的正交塑流規則

• 忽略桿件反應時, 溫度所帶來的影響效應

• 忽略 P - 4 效應, 也就是說沒有考慮挫屈不穩定的問題

• 假設小變位、 小變形

• 假設變值載重變化頻率不高, 故沒有漸進崩塌 (incremental collapse)或交錯降伏 (alternating

yielding) 之破壞情形
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第 2 章 軟化彈塑性性組成模式

2.1 彈塑性組成模式

2.1.1 片段線性多降伏平面模式

對於桁架結構的極限分析 (limit analysis) 問題, 因為桿件只承受軸力, 所以無論在桿件層次的

組成模式或結構層次的組成模式, 採用片段線性多降伏平面模型是極為自然的。 片段線性多降伏平面

模型即是將彈塑性組成律, 從非線性的降伏式近似成多條線性降伏式及對應的彈塑性開關。 強調在廣

義應力空間上降伏面的片段線性化, 以片段線性的方法去描述材料在進入塑性時的行為; 而使用此片

段線性多降伏平面模型的優點為, 在分析時我們可以將問題保持在線性等式與線性不等式的特性, 所

以, 在求解大型複雜結構時, 可以較輕易地求解數量龐大的降伏條件, 避免高次的運算, 擁有計算上的

好處。

廣義的片段線性多降伏平面模式如下, 一維機械模型示意如圖2.1:

q = qe + qp, (2.1)

Q = Qa + Qb, (2.2)

Q = keq
e, (2.3)

q̇p = Mλ̇, (2.4)

Qb = kpq
p, (2.5)

fT λ̇ = 0, (2.6)

f = NTQ−MTQb −Y ≤ 0, (2.7)
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λ̇ ≥ 0, (2.8)

其中 q,qe,qp,Q,Qa,Qb 分別為廣義應變、 廣義彈性應變、 廣義塑性應變、 廣義應力、 廣義主動應力、

廣義回應力, 均為維度為n× 1的向量。 所謂廣義應變可以為軸向變形、 剪應變、 曲率、 扭率等等, 而廣

義應力可以為軸力、 剪力、 彎矩、 扭矩等等, f ,λ,Y則依序為降伏函數向量、 內時(等價廣義塑性應變向

量)、 廣義降伏應力向量, 均為維度為m× 1的向量, ke,kp分別為彈性模數與塑性 (走動) 模數向量, 均

為維度為n×n的方陣。 N = [N1,N2, . . . ,Nm]是維度為n×m的矩陣, 一個行向量代表每一個降伏平

面在廣義應力空間的單位法向量。M = [M1,M2, . . . ,Mm]是維度為n ×m的矩陣, 一個行向量代表

每一個降伏平面的塑流方向向量。 上標T表示矩陣的轉置, 粗體表示向量或是矩陣, 非粗體表示純量。

式(2.1) 表示廣義應變彈塑分解, 式 (2.2) 表示廣義應力主回分解, 式 (2.3) 表示廣義虎克定律,

式 (2.4) 表示塑流規則, 式 (2.5) 表示廣義回應力的演化規則, 式 (2.7) 表示應力允許條件, 在廣義應

力空間唯一封閉的凸區域, 其邊界則為降伏面式 (2.8) 表示耗散非負, 式 (2.6) 表示彈塑二擇一條件,

式 (2.7-2.6) 代表互補三元, 可以描述彈塑性多組的切換開關。 可以描述微元、 構件、 結構等不同層次

的彈塑性力學行為。 在本文中, 我們將針對此模式所表示的軸力桿件 (一維廣義應力-應變關係示意如

圖2.2), 進行更進一步的降伏面演化分析, 以及崩塌面、 安全載重空間之深入探討。 而此模型的兩個特

例:

1. 剛塑性模式

在 ke →∞、 kp = 0的情況下, 為剛塑性。

一維機械模型表示成一個摩擦阻尼, 示意如圖2.3, 材料組成律如下:

q̇ = Mλ̇,

fT λ̇ = 0,

f = NTQ−Y ≤ 0,

λ̇ ≥ 0,

(2.9)

對應的一維廣義應力-應變關係示意如圖2.4。
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2. 完全彈塑性模式

在 kp = 0 的情況下, 表示回應力Qb = 0, 為完全彈塑性。

一維機械模型表示成一個彈簧與一個摩擦阻尼器的串聯, 示意如圖2.5, 材料組成律如下:

q = qe + qp,

Q = keq
e,

q̇p = Mλ̇,

fT λ̇ = 0,

f = NTQ−Y ≤ 0,

λ̇ ≥ 0,

(2.10)

對應的一維廣義應力-應變關係示意如圖2.6。

2.1.2 元件並聯模式

欲描述硬軟化彈塑性材料可以使用多組的片段線性多降伏平面模型, 同時機械元件間滿足機動

律、 平衡律, 根據廣義應力、 廣義應變組成律關係, 決定所需使用並聯模型的數量與其關係。 以下討論

兩組片段線性多降伏平面模型並聯的情形,其一維機械模型示意如圖 2.7,考慮滿足正交塑流規則,MT =

NT , 以及方便推導, 我們將式子 (2.1-2.6) 合併改寫成如下:

q = qe + qp, (2.11)

Q = keq
e, (2.12)

q̇p = Nλ̇, (2.13)

fT λ̇ = 0, (2.14)

f = NTQ−Hλ−Y ≤ 0, (2.15)

λ̇ ≥ 0, (2.16)

其中H = NTkpN。
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考慮軸力桿件模式, 其所對應的廣義應力空間為一維軸力空間m = 1, 因為有拉降伏以及壓降伏

降伏面個數為n = 2的情況下, 然後使用兩組上述組成律模型去做並聯關係式的推導。

1 號元件如下

q1 = qe1 + qp1,

Q1 = ke1q
e
1,

q̇p1 = N1λ̇1,

fT1 λ̇1 = 0

f1 = NT
1Q1 −H1λ1 −Y1 ≤ 0,

λ̇1 ≥ 0,

2 號元件如下

q2 = qe2 + qp2,

Q2 = ke2q
e
2,

q̇p2 = N2λ̇2,

fT2 λ̇2 = 0,

f2 = NT
2Q2 −H2λ2 −Y2 ≤ 0,

λ̇2 ≥ 0, (若為構成軟化桿件之元件則應改為λ̇2 ≤ 0)

(2.18)

其中

NT
1 =

 n1t

n1c

 , λ1 =

 λ1t

λ1c

 , Y1 =

 Y1

Y1

 , f1 =

 f1t

f1c


NT

2 =

 n2t

n2c

 , λ2 =

 λ2t

λ2c

 , Y2 =

 Y2

Y2

 , f2 =

 f2t

f2c


配合機械元件的機動律與平衡律: q1

q2

 =

 1

1

 q, (2.19)
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Q =
[

1 1
] Q1

Q2

 , (2.20)

藉由兩組彈塑型模式組成律 (??) 與 (2.18), 搭配元件的機動律 (2.19) 與平衡律 (2.20), 即可組合成

一組片段線性多降伏面具有塑流平台的硬、 軟化彈塑性模式, 詳細推導請參照附錄 A。

可推導出一維線性多降伏平面的硬、 軟化彈塑性模型如下:

q = qe + qp, (2.21)

Q = keq
e, (2.22)

q̇p = Nλ̇, (2.23)

fT λ̇ = 0, (2.24)

f = NTQ−Hλ−Y ≤ 0, (2.25)

λ̇ ≥ 0, (2.26)

其中

ke = ke1 + ke2,N =
[

ke1
ke1+ke2

N1
ke2

ke1+ke2
N2

]
,λ =

 λ1

λ2

 ,
Y =

 Y1

Y2

 ,H =

 H1 + NT
1

ke1ke2
ke1+ke2

N1 −NT
1

ke1ke2
ke1+ke2

N2

−NT
2

ke1ke2
ke1+ke2

N1 H2 + NT
2

ke1ke2
ke1+ke2

N2

 .
欲呈現硬軟化模型的行為, 可以藉由調整參數N, ke,H(kp),Y來加以控制, 而對應本文所提出的

具有塑流平台的簡單軟化桿件模型一維廣義應力應變關係如圖 2.8, 而上述兩組並聯模型的參數須滿

足規則如下:

其並聯後的彈性段勁度大於零:

ke1 + ke2 > 0,

發生軟化行為段表示其勁度為一負值:

y1
|ke1|

<
y2
|ke2|

,
ke1kp1
ke1 + kp1

+ ke2 < 0
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進入平台以後其勁度為零:

ke1kp1
ke1 + kp1

+
ke2kp2
ke2 + kp2

= 0.

透過滿足上述的規則條件, 我們發現可以透過各種不同片段多降伏面組成律模式 ,討論此兩組彈塑性

的並聯模型, 希望同時滿足正交塑流規則,以及熱力學的第一第二定律, 又能描述我們想要的軟化彈塑

性模型, 本文提出針對互補三元的耗散非負這一條加以修正。 進而達成本文的訴求, 正確描述軟化桿

件的力學行為以及清楚定義軟化桿件的能量儲存耗散模式。

2.2 軟化桿件能量儲存耗散的新解

2.2.1 桿件模式的熱力學定律

片段線性多降伏平面模式的式 (2.16) 其所表示的意思是耗散非負, 而內變數 (內時)λ可視為等

價廣義塑性應變式 (2.13), 而正常的λ̇ ≥ 0, 描述材料的功率耗散一定是要非負的

1. 彈性時耗散為零 λ̇ = 0,

2. 塑性時耗散為正 λ̇ > 0,

使我們的材料模式滿足熱力學的第二定律 (任何自然界的力熱系統一定是朝系統的熵值增加或不變的

方向改變), 而這邊等價於我們的材料模型耗散功率是非負的。

為了讓軟化桿件滿足正交塑流規則, 也為了更明確定義描述軟化桿件的組成律規則, 建立一個正

確的能量模型, 滿足熱力學的第一、 第二定律。 本文提出將軟化桿件視為一個由兩件元件所構成系統,

而其中一件元件模型的組成模型裡面的耗散非負, 改成耗散非正。

−→ λ̇1 ≥ 0, λ̇2 ≤ 0

提出耗散非正的情形是跟熱力學第二定律相違背的, 所以我們必須重新檢視這樣的修正調整, 是

否還能滿足熱力學第二定律。 在軟化桿件整個封閉系統內, 雖然底下有一件元件模型我們將其修正成

耗散非正, 但是其構成系統內還有一件元件的耗散非負, 只要我們能確保耗散非負的元件在力學行為
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中, 一定會先進塑入塑性; 而且當系統內的兩件元件都進塑性時, 耗散非負的桿件其耗散功率大於耗

散非正的耗散功率, 這樣整根軟化桿件的封閉系統, 就一定能夠熱力學第二定律的耗散非負規則。

2.2.2 耗散非負的規則

Λ̇在本文為耗散功率, 而式子定義的規則如下:

Λ̇ = Qaq̇p = YT λ̇,

而根據上面的軟化段規則, y1
|ke1| <

y2
|ke2|表示一號元件 (耗散非負) 一定會先進入塑性段, 而二號元件

(耗散非正) 則會後進入塑性段。 因此當桿件還是在彈性段時, 系統下兩件元件都沒有進入塑性, 其耗

散功率為零

Λ̇ = 0,

而在桿件進入軟化段時, 其耗散功率為

Λ̇ = Λ̇1 = YT
1 λ̇1 > 0,

最後在材料進入平台後, 只要滿足耗散非負的耗散功率的大於耗散非正的耗散功率即可,

YT
1 λ̇1 = |YT

1 λ̇1| > |YT
2 λ̇2| = −YT

2 λ̇2,

而其耗散公式如下:

λ̇1 ≥ 0, Λ̇1 = YT
1 λ̇1 ≥ 0, (2.27)

λ̇2 ≤ 0, Λ̇2 = YT
2 λ̇2 ≤ 0, (2.28)

Λ̇ = Λ̇1 + Λ̇2 = YT
1 λ̇1 + YT

2 λ̇2 > 0, (2.29)
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重新檢視一次軟化桿件的能量模型, 我們將其外界對於軟化桿件所做的的功定義表示如下, 式子的推

導詳細推導請參照附錄 B:

Ẇ = Qq̇

= Q1q̇ +Q2q̇

= Ẇ1 + Ẇ2

將其所作的功, 分別作用在1 號元件與2 號元件, 然後根據熱力學第一定律, 能量守恆

Ẇ = U̇ + Λ̇

然後分別建立系統下面的兩組軸力元件能量模型。

2.2.3 建立軟化桿件的能量模型

1 號元件模型:

Ẇ1 = U̇1 + Λ̇1,

Ẇ1 = Q1q̇1,

U̇1 = Q1bq̇
p
1 +Q1q̇

e
1,

U1 =
1

2
kp1(q

p)2 +
1

2
ke1(q

e)2,

Λ̇1 = Q1aq̇
p
1 ≥ 0,

(2.30)

2 號元件模型:

Ẇ2 = U̇2 + Λ̇2,

Ẇ2 = Q2q̇2,

U̇2 = Q2bq̇
p
2 +Q2q̇

e
2,

U2 =
1

2
kp2(q

p)2 +
1

2
ke2(q

e)2,

Λ̇2 = Q2aq̇
p
2 ≥ 0,

(2.31)
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最後其軟化桿件這個系統的總耗散功率為正

Λ̇ = Λ̇1 + Λ̇2 ≥ 0

故從熱力學的觀點來看, 當我們將軟化桿件視為一個封閉系統如圖 2.9, 此封閉系統業必遵守熱力學

第一第二定律。 而我們也可將原本的模型修改成以下, 原本的內時 λ̇ ≥ 0 改成並聯以後的 Λ̇ ≥ 0。

q = qe + qp, q, qe, qp, Q ∈ R1×1 (2.32)

Q = keq
e, f ,λ,NT ,Y ∈ R2×1 (2.33)

q̇p = Nλ̇, (̇) = d()/dt (2.34)

fT λ̇ = 0, (2.35)

f = NTQ−Hλ−Y ≤,0, (2.36)

Λ̇ ≥ 0, (2.37)
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2.3 數值運算例一、 軟化彈塑性模型組成律關係

本節利用前述發展的的理論以及計算流程, 對軟化二力桿件的組成律關係進行模擬與分析, 分別

使用不同的元件並聯模式, 描述求解同一種軟化桿件組成律, 並針對其能量儲存與耗散的情形, 做熱力

學定律的檢驗, 以確保本文所提出滿足正交塑流規則的組成律模式, 軟化桿件系統其構成應為耗散非

負與耗散非正各一的元件並聯所組成的系統。

考慮一個片段三線性模式的軟化組成律模型, 分成三段, 包括彈性階段、 軟化階段以及平台階段,

給定一個應變控制過程, 討論紀錄其能量儲存耗散, 說明本文改變2號元件內時耗散非負的限制, 正確

描述軟化桿件。 軟化桿件參數: 彈性勁度 ke = 1.5 , 降伏強度 y = 6, 進入軟化段時應力應變關係圖

的斜率是-1.5, 殘留應力強度是3, 此軟化桿件彈塑性組成律模式如圖 2.10。

給定一應變路徑0→ 2→ 4→ 6→ 10→ 6→ 2→ 0→ −2→ −4→ 0

在此應變控制下軟化桿件應力應變關係如圖 2.11, 而下面兩種不同元件的並聯模式, 加入了耗散

非正的內時情形, 除了可以滿足桿件的正交塑流規則, 也可以正確表示能量儲存耗散關係。

2.3.1 數值運算例一之一、 片段雙線性彈塑模式

考慮2.1.2的桿件並聯模式, 給定二根桿件的組成模式, 其材料常數為:

1 號元件: 彈性勁度ke = 1 , 降伏強度y = 4, 塑性模數kp = −2
3
,

2 號元件: 彈性勁度ke = 0.5 , 降伏強度y = 3, 塑性模數kp = −2
3
,

給定一應變路徑0→ 2→ 4→ 6→ 10→ 6→ 2→ 0→ −2→ −4→ 0

1 號元件和2 號元件並聯後在此應變控制路徑的情形如圖 2.12。

透過2.2.3小節能量儲存耗散的規則公式以及2.1.1的彈塑性模式, 將Q,Qa, Qb, q, q
e, qp,λ,W, U,Λ等

求出。

1 號元件數據及其變率資料紀錄如表 2.1, 表 2.2。

2 號元件數據及其變率資料紀錄如表 2.3, 表 2.4。

16



2.3.2 數值運算例一之二、 完全彈塑性模式

考慮2.1.2的桿件並聯模式, 但是使用完全彈塑性的模型, 完全彈塑性在分析上具有塑流平台的特性,

這在極限分析上一個很大的優勢 (在第3章有提到), 而使用完全彈塑性模式的並聯, 其並聯元件的參

數中塑性模數就會為零, 然後其中2號元件為負勁度, 給定兩件元件的組成模式, 其材料常數為:

1 號元件: 彈性勁度ke = 3 , 降伏強度y = 12, 塑性模數kp = 0,

2 號元件: 彈性勁度ke = −1.5 , 降伏強度y = 9, 塑性模數kp = 0,

給定一應變路徑0→ 2→ 4→ 6→ 10→ 6→ 2→ 0→ −2→ −4→ 0

1 號元件和2 號元件並聯後在此應變控制路徑的情形如圖 2.13

透過2.2.3小節能量儲存耗散的規則公式以及2.1.1的彈塑性模式, 將Q,Qa, Qb, q, q
e, qp,λ,W, U,Λ等

求出。

1 號元件數據及其變率資料紀錄如表 2.5, 表 2.6。

2 號元件數據及其變率資料紀錄如表 2.7, 表 2.8。

由結果我們可以得知, 上述兩種表示方法都可以表示同樣的軟化桿件的彈塑組成模式, 滿足並聯

時的平衡律和機動律, 在本文加入內時有負的增量觀念, 除了可以滿足滿足軟化桿件的正交塑流規則,

也可以得到軟化桿件相同的能量儲存耗散關係求解結果是一樣的, 如表 2.9, 表 2.10, 而在此應變路徑

下, 將表 2.9和表 2.10做成一歷時分析如圖 2.14 兩種並聯的組成元件, 都可以發現會有一件元件其內

時λ̇ ≤ 0, 而當此元件降伏以後, 其能量耗散皆為非正的, 但是因為組成桿件的其中一件元件, 其耗散

功率維持非負且恆大於等於耗散非正元件的耗散功率, 故整個看成一個軟化桿件系統其總耗散功率還

是非負的。 故認為加入軟化桿件其一並聯元件是耗散非正的概念是正確的。

2.4 軟化結構層次模型

經過前幾節的說明, 具有塑流平台的軟化彈塑性桿件, 確實可以用兩個以上的片段線性多降伏面

彈塑性模式, 透過並聯的模式來產生。 接下來我們討論一個具有 n 根桿件的桁架模型, 將每根桿件的

編號分別為1,. . . ,n, 此第 i 根桿件的軸力為 Qi , 軸向變形為 qi , 彈性軸向變形為 qei , 塑性軸向變形
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為 qpi , 軸向勁度為 ki , 降伏式為 fi , 等價塑性軸向變形的內時 λi, 降伏軸力為 Yi , 單位法向量為

NT
i , 塑流方向向量為 Ni, 降伏演化陣為Hi, 耗散功率為Λ̇i。 然後我們將 n 根桿件進一步改寫成以下

的形式:

q = qe + qp, q,qe,qp,Q ∈ Rn×1 (2.38)

Q = KLq
e, f ,λ,Y ∈ R2n×1 (2.39)

q̇p = NLλ̇, NL ∈ Rn×2n (2.40)

fTλ̇ = 0, KL ∈ Rn×n (2.41)

f = NT
LQ−HLλ−Y ≤ 0, HL ∈ R2n×2n (2.42)

Λ̇ ≥ 0. (̇) = d()/dt (2.43)

其中

q :=
[
q1 · · · qn

]T
,qe :=

[
qe1 · · · qen

]T
,qp :=

[
qp1 · · · qpn

]T
Q :=

[
Q1 · · · Qn

]T
, f :=

[
fT1 · · · fTn

]T
,λ :=

[
λT

1 · · · λT
n

]T
,

Y :=
[
yT
1 · · · yT

n

]T
,KL := diag

[
k1 · · · kn

]
,HL := diag

[
H1 ... Hn

]
,

NT
L := diag

[
NT

1 ... Nn

]
, Λ̇ := Λ̇1 + Λ̇2 + . . .+ Λ̇n.

式 (2.38-2.43) 以 q,qe,qp,Q 為變數, 再尚未加入結構的機動律和平衡律來考慮時, f1, ..., fn 則分別

對應到n個桿件的內力空間, 下標 L 是桿件層次符號, 表示其模型還在桿件層次。 由彈塑應變分解式

(2.38)、 彈性組成律式 (2.39)、 塑流規則式 (2.40) , 在假設各個桿件在組合成結構時其初始狀態皆為

零值, 則可推導桿件內力與變形關係用全量表示:

Q = KLq−KLNLλ, (2.44)

現在考慮此結構的自由度為 m, 加入機動律跟平衡律:

q = Au, (2.45)

F = ATQ, (2.46)
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其中 u ∈ Rm×1為節點位移向量; F ∈ Rm×1為節點外力向量; A ∈ Rn×m為協調常數陣, 機動律與平

衡律的協調常數陣有轉置的關係。 先將機動律 (2.45) 代入 (2.44)後, 再代入平衡律 (2.46):

Q = KLAu−KLNLλ

F = ATKLAu−ATKLNLλ

= KGu−ATKLNLλ,

隨之將 u 提出移至等號左邊可得

u = K−1G F + K−1G ATKLNLλ. (2.47)

最後再將 (2.47) 代回機動律 (2.45), 再代入桿件內力與變形關係式 (2.44) 得

Q = KLAK−1G F + (KLAK−1G AT − I)KLNLλ, (2.48)

再將式 (2.48) 代入降伏面式 (2.42),

f = NT
LKLAK−1G F + NT

L(KLAK−1G AT − I)KLNLλ−HLλ−Y

= NT
GF−HGλ−Y ≤ 0. (2.49)

利用了上述全部的桿件模式, 以及結構的機動律式及平衡律式, 推導出結構層次模式:

u = ue + up, u,ue,up,F ∈ Rm×1 (2.50)

F = KGu
e, f ,λ,Y ∈ R2n×1 (2.51)

u̇p = NGλ̇, NG ∈ Rm×2n (2.52)

fTλ̇ = 0, KG ∈ Rm×m (2.53)

f = NT
GF−HGλ−Y ≤ 0, HG ∈ R2n×2n (2.54)

Λ̇ ≥ 0, (̇) = d()/dt (2.55)
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其中

ue = K−1G F,

up = K−1G ATKLNLλ,

KG = ATKLA,

NG = K−1G ATKLNL,

NT
G = NT

LKLAK−1G ,

HG = −NT
L(KLAK−1G AT − I)KLNL + HL,

式 (2.50-2.55) 表示以 u,F 為變數的結構模式, 此時降伏面 f1, ..., fn 對應在結構的載重空間 F, 所以

f 是為結構降伏面, 而下標 G 表示為結構層次符號。

2.5 小結

本章修改了片段線性多降伏面模式的互補三元, 由於希望使其滿足正交塑流規則, 可以建立其能

量儲存耗散的關係式, 且整個軟化桿件系統滿足熱力學的第一第二定律, 可以利用不同的片段線性多

降伏平面模式, 透過並聯的機制, 得到想要的軟化桿件組成模式, 而例一的結果可以看出, 透過應變控

制方式去測試不同桿件並聯模型描述軟化行為結果, 結果發現軟化桿件其組成元件如果有一耗散非正

的元件, 是可以正確的描述出軟化桿件的力學行為以及定義其能量的儲存與耗散的情形, 驗證本文探

討分析的結果, 最後利用多根的桿件模型, 加入了結構的機動律與平衡律去考慮, 可以如圖2.15將桿件

層次的分析, 晉升到結構層次, 求解硬化、 軟化結構的崩塌面或是分析其安全載重空間。
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第 3 章 軟化桁架的崩塌面與安全載重空間

3.1 崩塌載重

3.1.1 傳統極限分析定義的崩塌載重

過去使用極限分析求解崩塌載重與彈塑性分析的觀念是不同的, 彈塑性分析需要給定一定的加載

路徑或是條件;而極限分析是排除歷時過程的繁瑣計算, 直接鎖定在桿件的極限狀態條件下, 而在這邊

的極限狀態, 也就是彈塑性模型廣義應力與廣義應變組成關係中所必須存在的塑流平台如圖 3.1, 存

在塑流平台才能夠找到崩塌載重 (collapse load), 也就是說極限分析可以視為漸進 (asymptotic) 型

式的彈塑性分析, 可以一步到位的求取崩塌載重。

使用傳統的極限分析, 可以根據給予不同的條件使用上限法與下限法, 上限法是假設機構產生型

式, 令其滿足協調方程式, 使外力所做的功率會相等於內力的耗散功率, 此時所求得的外力必定會大於

或等於崩塌載重; 而下限法是不論贅餘力如何去假設, 外力與內力必須滿足平衡方程式, 然後定義構件

內力達到降伏條件, 此時所求得的外力必定小於等於崩塌載重。 當上限法與下限法的假設合適, 其可

以得到精確的崩塌載重。 但是如何精確上限法、 下限法的假設正確, 得到相同解而沒有缺口問題。(此

處的缺口是指上下限法假設錯誤時並不互為對偶命題描述同一問題。)

3.1.2 崩塌載重的定義探討

為改進傳統的極限分析方式, 重新正確的定義結構的極限狀態, 利用片段線性多降伏平面模式推

導出彈塑性結構極限分析的控制方程式。 片段線性多降伏平面模式無論在桿件或是結構層次均存在塑

流平台, 所謂的塑流平台就是泛指結構或是桿件,發生無限制塑流, 塑性變形可以沒有限制的發展的極
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限狀態。 而在極限分析的文獻定義的崩塌載重, 是使結構產生過多的塑性變形的外力, 並不是真實狀

況中結構已經崩塌。 本文在這邊則是認為結構的崩塌載重應該要從以下的兩種觀點去討論分析:

1. 崩塌機構 (進入塑流平台) 產生:

在加載的過程中,結構體裡面會有部分不同的桿件進入塑流平台,但是整體的結構還是會滿足變

形協調 (諧和) 律, 使得已經進入塑流平台的桿件得以被約束, 讓其還不發生無限制的變形; 而

當入塑流平台的桿件數, 使得整體或局部結構產生無限制的變形或是位移時, 發生結構不穩定,

也就是崩塌機構的產生, 此時的受力情形極為崩塌載重。

2. 結構的內力無法與外力平衡:

在外力空間裡的加載過程中,會有部分桿件的內力達到降伏強度,因此彼此間所承受的力量會重

新分配, 內力除了必須滿足桿件本身的降伏條件之外, 也要與整體結構受到的外力維持平衡; 而

當各個桿件所提供的內力,再也無法與結構受到的外力平衡時,此時所受的外力情形即為崩塌載

重。

對於一個結構物裡只有完全彈塑性桿件, 此結構體在本文稱之為完全彈塑性結構; 一個結構物裡

包含完全彈塑性桿件以及硬化桿件, 則稱之為硬化結構。 對於完全彈塑性桿件或是硬化桿件來說, 其

所受的加載情形不論是單調比例加載還是循環加卸載, 當這些桿件達到極限狀態時, 其塑流平台所對

應的即是桿件所能夠提供的最大內力如圖 3.3。 這樣的性質的好處是在分析的過程中, 各地進入塑流

平台的桿件剛好對應到的就是結構體所能承受的最大外力。

換句話說, 對於上述的完全彈塑性結構、 硬化結構, 在外力控制下, 其進行加載達到結構的內力外

力無法平衡, 或是位移控制, 當結構體因部分桿件進入平台而在位移空間發生無限制的變形或是位移,

其所對應在外力空間的崩塌載重是一致的。 塑流平台上的每一點, 均對應到同樣的崩塌載重, 此為極

限分析上的重要性質, 因為塑流平台上的每一點均代表桿件已進入塑性, 而在桿件裡面的內時 λ 對應

到不一樣的值, 但是均對應到同樣的崩塌載重, 意即塑流平台所對應的崩塌載重與歷時、 初始狀態、 加

載路徑是無關是唯一的。
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但是對於包含軟化桿件的結構物,欲描述其極限狀態就不像是硬化桿件或是完全彈塑性桿件單純,

本文在此重新由前面討論的兩觀點的崩塌載重去檢視:

1. 崩塌機構 (進入塑流平台) 產生:

對於軟化結構來說, 如果使用一位移 (應變控制) 去加載, 跟前面討論一樣的, 結構體裡有不同

的桿件進入塑流平台, 在滿足整體結構的變形協調的條件下, 即便已經有桿件進入塑流平台, 還

是會因為協調的約束條件, 使得結構體不會發生無限制的變形; 但是當軟化桿件經歷過軟化段,

隨後再進入平台 (軟化桿件的殘餘應力強度), 如果從外力空間 (桿件內力) 觀察, 當桿件進入崩

塌機構時, 會出現降伏面內縮 (桿件內力下降) 的情形, 意即如果分析的崩塌機構包含了軟化桿

件無限制變形的極限狀態, 並非對應在加載過程中的最大應力如圖 3.4。

2. 結構的內力無法與外力平衡:

但是對於外力空間的加載過程中,如果為一單調加載的形式,則如果當加載過程中外力已無法和

內力平衡時, 我們定義為崩塌載重, 則回頭來看軟化桿件, 其並沒有進入塑流平台, 發生結構的

無限制變形, 故當我們在外力空間討論探討崩塌載重時, 軟化桿件所對應到的無限制變形, 並不

會對應到單調加加載過程中的桿件最大內力。 此外軟化桿件有無經歷過塑性, 其加載過程所經

歷的桿件最大內力也會不一, 如圖 3.5。

由上述的兩點探討, 由於塑流平台具有與歷程無關的優點, 本文選擇考慮進入平台為軟化桿件的

極限狀態, 這樣的極限狀態即表示軟化桿件發生無限制變形, 其所對應的內力雖然不是對應到桿件的

最大內力, 但會與完全彈塑性, 硬化彈塑性一樣保有與歷時無關的特性

由於進入塑流平台 (無限制變形) 具有與歷時無關的優點, 所以本章節在接下來描述求解描述軟

化桿件進入塑性, 降伏面開始演化的彈塑性組成律, 在並聯元件的模型上會選用片段線性多降伏面模

型中的完全彈塑性模式: 其中一個為會先進入降伏的正勁度完全彈塑性元件, 另一個則是引入會後進

入降伏狀態的負勁度完全彈塑性元件如圖 3.2, 這樣的選擇是希望不論是在問題的結構層次, 或是往

下探去看桿件層次的組成關係, 都可以擁有塑流平台的特性, 這點會有助於後面求解、 了解達到崩塌

機構時, 各桿件進入平台的情形, 以及在彈塑開關上可以更容易去找到要達成崩塌機構的條件。
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3.1.3 軟化結構的崩塌載重

在本文裡, 包含軟化桿件的結構物稱之為軟化結構。 對於軟化桿件來說, 在我們所定義的片段線

性多降伏面談塑性模式並聯所組成的塑流平台, 並不是對應到軟化桿件的最大內力, 考慮外力為一維

的情形下, 軟化結構物在一為外力位移空間中其塑流平台所對應的外力大小F , 並不是結構體所能承

受的最大外力Fmax, 這一點是有別於完全彈塑性桿件和硬化桿件的, 而根據前面一個章節所探討的,

本文決定要以產生無限制變形的塑流平台, 來表示軟化結構的崩塌載重。

因為考慮軟化桿件在塑流平台為極限狀態, 廣義應力應變狀態如圖 3.6, 反應在軟化結構裡, 代表

我們選擇結構物達到塑流平台對應的外力為崩塌載重, 則軟化結構物的崩塌載重也具有在任意歷時或

是任意加載路徑唯一的崩塌載重, 軟化結構物的崩塌載重均會對應到同樣的外力大小F , 此時的軟化

結構物的崩塌載重求解會趨於保守, 但會具有任意路徑、 與歷時無關且結構絕對安全的特性。

3.2 軟化桁架崩塌面之求解

本章節為了文章的完整性, 引入了吳昱霆 [39]的論文針對崩塌面定理的導證, 發展了一套完整求

解完全彈塑性、 硬化桁架結構物的崩塌面的求解推導, 而本文針對軟化桿件, 因為在2.2節對於於其組

成律重新定義, 引入了其一元件耗散非負的規則,所以去修正過去求解崩塌面的求解方法, 然後使用此

方法求解崩塌面, 對於其求解的結果給予討論, 如何去增加結構分析上可以使用的安全載重空間不要

過於保守。 考慮降伏面彈性加載空間還是與歷時有關以及軟化結構物的互制行為, 發展出軟化結構物

應加入對應位移空間, 當位移空間發生無限制變形的邊界時, 對應到的載重空間是軟化結構物的崩塌

面, 而其圍出區域是安全載重空間。

3.2.1 降伏面與崩塌面的關係

若結構的每一根桿件均未經歷過任何塑性行為, 式(2.50− 2.55)中的內變數 λ 為零向量, 每個 λl

( l = 1, 2, ..., ) 都是 0 , 結構處於零值狀態, 則結構降伏面式 (2.54) 中 HGλ = 0, 此時的降伏面稱
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為初始降伏面(initial yield surface):

f = NT
GF−Y ≤ 0. (3.1)

在初始降伏面所圍出的載重區域內, 只要加載路徑中的外力路徑均不超出此區域, 加載路徑可以

是任意變化、 循環的, 結構會始終保持在彈性狀態, 且初始降伏面不會發生演化, 即是與歷時、 加載路

徑、 初始狀態無關, 是唯一的。 然而一但外力點超出此區域, 就會有桿件進入塑性, 式(2.50 − 2.55)中

的內時λ 開始有值, HGλ 項會使初始降伏面演化成接續降伏面, 根據不同的 λ 值會有不同的接續降

伏面, 這時會與歷時、 加載路徑、 初始狀態有關。

繼續討論接續降伏面, 從結構的彈塑組成律模型式 (2.50 − 2.55) 來看, 意即其內時 λ 是已經有

值的, 此時的降伏面稱為接續降伏面 (subsequent yield surface):

f = NT
GF−HGλ−NY ≤ 0. (3.2)

如果可以掌握歷時加載或是得到其內時 λ 的資訊, 即便不是在零值狀態 (結構並非處於初始狀

態) 時, 但是因為知道其內時 λ 的資訊, 也可以求得一個接續降伏面的彈性加載範圍, 加載的路徑只

要不要超過區域, 加載過程還是可以在接續降伏面內的彈性加載空間內任意變化、 循環的。

在前面的章節裡有提到, 本文所分析討論的崩塌載重是唯一的,在載重空間, 一個點代表一組載重

組合, 所以一組崩塌載重組合, 是一個崩塌點, 所有崩塌點了崩塌面, 因此與崩塌面一樣具有與歷時、

加載路徑無關的特性。 而在這邊討論初始降伏面、 接續降伏面、 崩塌面的比較, 是因為軟化材料會發

生,當其初始降伏面進入接續降伏面以至後面的崩塌面,都有可能發生降伏式所圍出的載重空間,在某

些地方變小內縮。 所以假如知道初始狀態是零值時, 同時討論崩塌面與初始降伏面的聯集作為安全載

重空間; 或是在已知內時的情況下, 同時討論崩塌面與接續降伏面的聯集考慮作為安全載重空間對分

析設計上是一個可以考慮的想法。

3.2.2 定義桁架崩塌面模式

由前面章節提到的, 結構物的崩塌在面在載重空間為片段線性的形式, 而本文為確保找出與歷時

無關而且是唯一的崩塌面, 根據前一小節探討如何去定義崩塌面的模式:
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由於本文考慮的組成律為片段線性多面形降伏面模式, 崩塌面與降伏面在載重空間中都具有由多

個不等式所交集出來的區域, 且每個不等式在載重空間中都具有法向量及與原點的距離, 因此崩塌面

會具有如結構降伏面式 (2.54) 中 NT
G , Y 的常數矩陣、 常數向量。 崩塌面是桿件經歷過塑性也是唯

一的, 就是即使內時 λ 是有值的, 還是不具有 HGλ 項。 因此本文認為崩塌面是一個不具有 HGλ 項

的模式, 才不會使得崩塌面演化。 總結上面的討論的討論, 認為崩塌面的數學形式以及物理意義, 因此

把崩塌面定義如下:

fcol = NT
colF−Ycol ≤ 0, (3.3)

其中 fcol =
[
f 1
col · · · f j

col

]T
∈ Rj×1 為崩塌面向量, f i

col 表示其中一個崩塌面, 而i 表示其對應的

崩塌機構編號; NT
col =

[
N1

col · · · Nj
col

]T
∈ Rj×k , Ni

col 為第 i 個崩塌面在載重空間中的法向量

陣; Ycol =
[
Y 1
col · · · Y j

col

]T
∈ Rj×1 , Yi

col 為第 i 個崩塌面在載重空間中與原點的距離; j 為崩

塌面的面數, 此時所對應的廣義應力空間維度 k 表示節點外力的獨立個數; NT
col , Ycol 為待演算求解

的常數矩陣, 崩塌面即區域 fcol ≤ 0 的邊界, 而安全載重空間(區域) 即fcol < 0。

3.2.3 桿件前處理

硬軟化桿件, 本文選擇當結構發生無限制變形時的崩塌載重, 意即當形成崩塌機構的桿件進入塑

流平台, 然後利用此性質, 將硬軟化桿件的多個降伏面, 簡化成軸力桿件在極限狀態的2個降伏面, 分

別代表拉力側的拉降伏以及壓力側的壓降伏, 經由這樣的簡化可以減少降伏面的個數, 使得結構降伏

面的每個分量分別代表桿件在極限分析的降伏面。 硬軟化桿件的降伏面式(2.36)如下:

f = NTQ−Hλ−Y ≤ 0, (3.4)

可以展開為:
ft1

fc1

ft2

fc2

 =


nt1

nc1

nt2

nc2

Q−H


λt1

λc1

λt2

λc2

−

yt1

yc1

yt2

yc2

 ≤


0

0

0

0

 .
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對於硬化桿件,其塑流平台段的每一點對應到的就是最大內力;而對於軟化桿件,其塑流平台段的每一

點雖然不是對應到最大內力, 但均對應到同樣的內力大小, 因此, 桿件極限狀態的降伏面, 是一個與內

變數 λ 無關, 不具有 Hλ 項的模式。 定義一個轉換矩陣 T:

T :=

 t1 0 t2 0

0 c1 0 c2

 ,
其中 t1 , t2 對應到的是拉力側降伏面 ft1 , ft2 ; 而 c1 , c2 對應到的是壓力側降伏面 fc1 , fc2 。 如果是

硬化桿件的t1 , t2 需滿足 t1t2 > 0 ; c1 , c2 需滿足 c1c2 > 0; 另外軟化桿件的t1 , t2 需滿足 t1t2 < 0

; c1 , c2 需滿足 c1c2 < 0 。 將 T 乘以式 (3.4) 可以得到:

T · f = T ·NTQ−T ·Hλ−T ·Y

= T ·NTQ−T ·Y ≤ 0,

由上式定義新的符號:

f̂ = N̂TQ− Ŷ ≤ 0, (3.5)

其中 f̂ := T · f , N̂T := T ·NT, T ·Hλ = 0 , ŷ := T·Y . 式 (3.5) 可以展開為: f̂t

f̂c

 =

 n̂t

n̂c

Q−
 ŷt

ŷc

 ≤
 0

0

 ,
此時 f̂t = t1ft1 + t2ft2 , f̂t = 0 表示桿件在拉力極限狀態的降伏面; f̂c = c1fc1 + c2fc2 , f̂c = 0 表示

桿件在壓力極限狀態的降伏面。 將第2章中的硬軟化桿件的降伏面式 (2.36) 以式 (2.49) 重新表示, 如

此一來在 2.4 節的推導過程中, f ,NT
L,HL,Y 的維度會降低, 因此結構層次的外力允許條件式 (2.54)

改寫成:

f̂ = N̂T
LKLAK−1G F + N̂T

L(KLAK−1G AT − I)KLNLλ− ĤLλ− Ŷ,

= N̂T
GF− ĤGλ− Ŷ ≤ 0, (3.6)

ˆ( ) 表示維度有降低的符號

所以一個有 n 根桿件,m 個自由度的外力允許條件式中:
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f ,Y ∈ R2n×1 ; NT
L ∈ R2n×n ; HL ∈ R2n×m。

其中如果裡面有2i 根桿件要進行桿件前處理 (表示其結構裡有 i 根硬軟化桿件), 則結構降伏式的維

度也會降低:

f̂ , Ŷ ∈ R2(n−i)×1 ; N̂T
L ∈ R2(n−i)×m ; ĤL ∈ R2(n−i)×m。

3.2.4 模態向量與崩塌模態式的定義

當崩塌平衡機構產生時, 會有部分的桿件達到塑流平台, 其餘的桿件則是未達到塑流平台或是仍

在彈性; 而不同的崩塌平衡機構, 構成了崩塌模態就會對應到不同達到塑流平台的桿件。 在本節中希

望能藉由此概念, 將前一小節中推導的, 桿件極限狀態的降伏面式 (3.6) , 與崩塌面式 (3.3) 的關係建

立起來。

由崩塌面式 (3.3), 我們假設共有 j 種崩塌模態, 所以共有 j 個崩塌面向量:

fcol =
[
f 1
col · · · f j

col

]T
,

其中 f 1
col, · · · , f

j
col 分別對應到不同的崩塌模態。

現在我們希望能將崩塌面與降伏面, 以數學關係連接起來, 因此, 定義模態向量 xj:

xj =
[
x1t x1c · · · x(n−i)t x(n−i)c

]T
, (3.7)

其中的每個分量會對應到式 (3.6) 中各根桿件的拉壓極限狀態:

f̂ =
[
f̂1t f̂1c · · · f̂(n−i)t f̂(n−i)c

]T
,

且模態向量 xj 需要滿足以下關係:

f j
col = xT

j f̂

= xT
j N̂

T
GF− xT

j ĤGλ− xT
j Ŷ ≤ 0, (3.8)

其中 xT
j N̂

T
GF 6= 0 , xT

j ĤGλ = 0 , xT
j Ŷ > 0.

將所有的模態向量 xj 寫成以下形式 X , 定義為崩塌模態陣:

X =
[
x1 x2 · · · xj

]
, (3.9)
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X ∈ R2(n−i)×j表示為所有崩塌模態的集合, 則 XT乘上式 (3.8) 可以寫成

fcol = XTf̂

= XTN̂T
GF−XTĤGλ−XTŶ

= NT
colF−Ycol ≤ 0,

(3.10)

其中: NT
col = XTN̂T

G , XTĤGλ = 0 , Ycol = XTŶ.

如此以來, 經由模態陣的連接, 崩塌面與降伏面的數學關係已經建立完成。 接下來只要能求解出所有

的模態向量, 便能得到完整的崩塌面模式。

3.2.5 模態向量的條件式與求解

由式 (3.8) 中可以得知模態向量 xj 需要滿足一些條件, 才能將 f j
col 與 f̂ 連接起來, 以下將針對

其各個條件,賦予物理意義及數學意義, 定義出模態向量需滿足的條件式, 然後探討求解模態陣法以及

步驟流程。

1. 崩塌面在結構經歷塑性變形後後仍然是唯一的, 也就是即使內時 λ 有值也會是唯一的, 所以崩

塌面與內時的值 λ 是無關的。 以數學形式表示即是 xT
j ĤGλ = 0 , 也就是說此式要需要滿足

xT
j ĤG = 0 才會成立, 將此條件寫為轉置形式 (ĤT

Gxj)
T :

ĤT
Gxj = 0, (3.11)

表示 xj 屬於硬軟化演化矩陣 ĤT
G 的零核空間 (null space), xj 是此硬軟話演化矩陣 ĤT

G 特徵

值 (eigenvalue) 為零時所對應的特徵向量 (eigenvector)。 換言之求解模態陣X, 就是在找尋其

對應特徵為零所組合而成的特徵向量, 這樣演算的概念就可以將問題轉換到線性代數上的特徵

值為零求解找對應特徵向量或是高斯消去等方法來求解。

2. 模態向量 xj 必須將 f j
col 與 f̂ 連接起來, 也就是 f j

col = xT
j f̂ ; 而式中 f̂ ≤ 0 且 f j

col ≤ 0, 要同

時滿足這些關係式, 模態向量 xj 需要滿足:

xj ≥ 0, (3.12)
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上式即表示 xj 的分量應為大於零或是等於零。 在 f j
col = xT

j f̂ 中, xj 大於零的分量會對應到已

進入塑流平台的桿件, 而 xj 等於零的分量會對應到未進入塑流平台的桿件。 因此, xj ≥ 0 即表

示崩塌面 f j
col = 0 的 f j

col , 是由 f̂ 的各個分量中, 已進入塑流平台的桿件降伏面, 以疊加的方

式合成出來的。 由此討論本文針對發生桿件的崩塌平衡機構, 去給予每一個特徵值零其對應的

特徵向量給予值求解。

3. 在載重空間中, 崩塌面的每個超平面必須存在法向量, 才能圍束出結構的安全載重區域, 也就是

崩塌面的法向量矩陣必不為零。 以數學形式來表示, 也就是此式要滿足 xT
j N̂

T
G 6= 0 才會成立,

將此條件寫為轉置形式(N̂Gxj)
T :

N̂Gxj 6= 0, (3.13)

上式在線性代數理論基礎就是 xj 不可以是降伏面法向量矩陣 N̂G 的零核空間, 換句話說就是

xj 不為降伏面法向量矩陣 N̂G 特徵值為零時其所對應的特徵向量。 因此求解過程要將使崩塌

面的法向量變為零向量的xj 過濾剔除, 不放進崩塌的模態陣。

因此, 由式 (3.11)-(3.13) 可以歸納出模態向量 xj 為滿足以下條件的解集合:

{xj|ĤT
Gxj = 0,xj ≥ 0, N̂Gxj 6= 0}. (3.14)

另外由所有模態向量 xj 的集合所組成的模態陣 X, 也會滿足上述之條件:

{X|ĤT
GX = 0,X ≥ 0, N̂GX 6= 0}. (3.15)

模態陣 X 建立完成後, 將其代回式 (3.10):

fcol = XTf̂

= XTN̂T
GF−XTĤGλ−XTŶ

= NT
colF−Ycol ≤ 0.

即會得到完整的崩塌面模式, 其中所有崩塌超平面在最內部的交集區域即為結構的安全載重區域如圖

3.7。 另外可以加入一些限制式, 加速演算的流程, 本文探討的為桁架結構, 其中任何一根桿件均不能
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同時處於拉力極限狀態跟壓力極限狀態, 也就是對於單一桿件機構向量 xj 的分量有以下三種可能:

(1) 桿件處於拉力側的塑流平台: xit > 0 , xic = 0.

(2) 桿件處於壓力側的塑流平台: xit = 0 , xic > 0.

(3) 桿件未達塑流平台: xit = 0 , xic = 0.

由 (1), (2), (3) 可得:

xitxic = 0, xit ≥ 0, xic ≥ 0,

由於每根桿件必須都符合上式, 而 xit ≥ 0, xic ≥ 0 已包含在式 xj ≥ 0 中, 因此可以寫成:

n∑
i=1

xitxic = 0, (3.16)

具有互補三元的線性互補問題型式。 將限制式 (3.16) 加入判斷, 可以早先更進一步提早剔除 xj 的組

合中, 同一根桿件同時處於拉力跟壓力極限狀態的崩塌超平面, 加快演算流程。
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3.3 數值運算例二、 軟化桁架崩塌面求解

例二針對擁有軟化桿件所構成的簡單結構: 二桿桁架、 三桿桁架和橋型桁架, 去使用3.2的求解流

程, 透過正確的演算過程, 演算求解結構物裡具有軟化桿件的崩塌面。

3.3.1 數值運算例二之一、 二桿桁架

考慮一個具有二根桿件的桁架如圖 3.9 所示, 各桿件長度均為 L ,1號桿與2號桿之間的夾角為 60 度。

外力向量 F 施加在兩桿相交的節點上。

1號桿為完全彈塑性, 其材料常數為: 彈性勁度 k1 = 2, 降伏強度 y1 = 6,

2號桿為軟化彈塑性, 由兩組完全彈塑性元件並聯組合而成, 其材料常數為:

1 號元件: 彈性勁度 k21 = 8 , 降伏強度 y21 = 8 ,

2 號元件: 彈性勁度 k22 = −1 , 降伏強度 y22 = 4 ,

根據 2.1.2 節軟化彈塑性模式推導, 可得到軟化桿的全部材料常數 k,y,n,m,h.

對於軟化桿件會先進行前置處理, 原本的軟化桿件降伏面 f2 為:
f2t1
f2c1
f2t2
f2c2

 =
1

7


8

−8
1

−1

Q2 −
−8

7


1 −1 1 −1
−1 1 −1 1

1 −1 1 −1
−1 1 −1 1



λ2t1
λ2c1
λ2t2
λ2c2

−


8

8

4

4

 ≤


0

0

0

0

 .
定義一個轉換矩陣 T2:

T2 :=

 1 0 −1 0

0 1 0 −1

 ,
將 T2 乘以 f2 即可完成軟化桿件的前處理得到 f̂2 : f̂2t

f̂2c

 =

 1

−1

Q2 −

 4

4

 ≤
 0

0

 .
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軟化桿件前處理後所得到的結構降伏面 f̂ 。 對於 fcol , 依照本文3.2.5節的方法一樣會先求得所有的崩

塌模態, 也就是本文定義的模態陣:

X =
[
x1 x2 x3 x4

]

=


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ,

其中的模態向量 x1,x2,x3,x4則是分別對代表:1拉,1壓,2拉,2壓共四種崩塌模態。 (數字表示桿件編

號, 拉表示桿件拉力極限狀態, 壓表示桿件壓力極限狀態)

再將模態陣前乘已知的結構降伏面 (fcol = XTf̂) , 即會得到此軟化桁架結構的崩塌面模式:

fcol = NT
colF−Ycol ≤ 0

=


1

√
3
3

−1 −
√
3
3

−1
√
3
3

1 −
√
3
3


 F1

F2

−


6

6

4

4

 ≤


0

0

0

0

 .

軟化桿件考慮其初始降伏面, 將崩塌面 (每一邊代表一種模態機構) 畫在二維載重空間中比較其初始

降伏面如圖 3.10 ; 崩塌面的角點資料如表 3.1(a), 角點代表相鄰的兩個邊對應的崩塌模態同時發生,

初始降伏面的角點資料如表 3.1(b)。

3.3.2 數值運算例二之二、 三桿桁架

考慮一個具有三根桿件的桁架如圖 3.11 所示, 各桿件長度均為 L ,1號桿與2號桿之間、 及2號桿與3

號桿之間的夾角均為 60 度。 外力向量 F 施加在三桿相交的節點上。

1號桿及3號桿為完全彈塑性, 其材料常數為:

彈性勁度 k1 = k3 = 2, 降伏強度 y1 = y3 = 6,

2號桿為軟化彈塑性, 由兩組完全彈塑性元件並聯組合而成, 其材料常數為:

1 號元件: 彈性勁度 k21 = 8 , 降伏強度 y21 = 8 ,
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2 號元件: 彈性勁度 k22 = −1 , 降伏強度 y22 = 4 ,

根據 2.1.2 節軟化彈塑性模式推導, 可得到軟化桿的全部材料常數 k,y,n,m,h.

透過跟二桿桁架例題的方法一樣, 先將軟化桿件做前處理得到結構降伏面f̂ , 與原本的結構降伏面 f

(沒經過軟化桿件前處理), 兩者詳細的數值可以如下比較。

若沒將硬化桿件前處理, 所得到原本的結構降伏面 f 為:

f = NT
GF−HGλ−Y ≤ 0

f1t

f1c

f2t1
f2c1
f2t2
f2c2
f3t

f3c


=



−0.5625 0.1084

0.5625 −0.1084
−0.5000 −0.8660
0.5000 0.8660

−0.0625 −0.1083
0.0625 0.1083

0.4375 −0.3969
−0.4375 0.3969



[
F1

F2

]
−HG



λ1t

λ1c

λ2t1
λ2c1
λ2t2
λ2c2
λ3t

λ3c


−



6

6

8

8

4

4

6

6


≤



0

0

0

0

0

0

0

0


,

其中

HG =



0.8570 −0.8750 −1 1 −0.1250 0.1250 0.8750 −0.8750
−0.8750 0.8750 1 −1 0.1250 −0.1250 −0.8750 0.8750

−1 1 0 0 −1 1 −1 1

1 −1 0 0 1 −1 1 −1
−0.1250 0.1250 −1 1 −1.1250 1.1250 −0.1250 0.1250

0.1250 −0.1250 1 −1 1.1250 −1.1250 0.1250 −0.1250
0.8750 −0.8750 −1 1 −0.1250 0.1250 0.8750 −0.8750
−0.8750 0.8750 1 −1 0.1250 −0.1250 −0.8750 0.8750


.

若將軟化桿件前處理後, 所得到的結構降伏面 f̂ 為:

f̂ = N̂T
GF− ĤGλ− Ŷ ≤ 0



f1t

f1c

f̂2t

f̂2c

f3t

f3c


=



−0.5625 0.1084

0.5625 −0.1084
−0.4375 −0.7577
0.4375 0.7577

0.4375 −0.3969
−0.4375 0.3969


[
F1

F2

]
− ĤG



λ1t

λ1c

λ2t1
λ2c1
λ2t2
λ2c2
λ3t

λ3c


−



6

6

4

4

6

6


≤



0

0

0

0

0

0


,
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其中

ĤG =



0.8570 −0.8750 −1 1 −0.1250 0.1250 0.8750 −0.8750
−0.8750 0.8750 1 −1 0.1250 −0.1250 −0.8750 0.8750

−0.8750 0.8750 1 −1 0.1250 −0.1250 −0.8750 0.8750

0.8570 −0.8750 −1 1 −0.1250 0.1250 0.8750 −0.8750
0.8750 −0.8750 −1 1 −0.1250 0.1250 0.8750 −0.8750
−0.8750 0.8750 1 −1 0.1250 −0.1250 −0.8750 0.8750


.

而對於 fcol , 依樣依照本文3.2.5節的方法一樣會先求得所有的崩塌平衡機構 (本文定義的崩塌模態

陣):

X =
[
x1 x2 x3 x4 x5 x6

]

=



1 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

0 0 0 1 1 0

0 1 0 0 0 1


,

其中的模態向量 x1,x2,x3,x4,x5,x6 分別代表:1拉2拉, 1拉3壓, 1壓2壓, 1壓3拉, 2拉3拉, 2壓3

壓, 共六種崩塌模態。(數字表示桿件編號, 拉表示桿件拉力極限狀態, 壓表示桿件壓力極限狀態)

再將模態陣前乘已知的結構降伏面 (fcol = XTf̂) , 即會得到此硬化桁架的崩塌面模式:

fcol = NT
colF−Ycol ≤ 0

=



−1 −
√
3
3

−1
√
3
3

1
√
3
3

1 −
√
3
3

0 2
√
3

3

0 −2
√
3

3



 F1

F2

−



10

12

10

12

10

10


≤



0

0

0

0

0

0


.

軟化桿件考慮其初始降伏面, 將崩塌面 (每一邊代表一種模態機構) 畫在二維載重空間中比較其初始

降伏面如圖 3.12 ; 崩塌面的角點資料如表 3.2(a), 角點代表相鄰的兩個邊對應的崩塌模態同時發生,

初始降伏面的角點資料如表 3.2(b)。
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3.3.3 數值運算例二之三、 橋型桁架

考慮一個具有10根桿件的橋形桁架如圖 3.13 所示, 其中垂直桿與水平桿長度皆為 L , 斜桿長度

皆為
√

2L 。 有兩個各自獨立的載重 F1, F2 分別作用在不同的節點上, 假設所有桿件均為拉壓對稱。

將4號桿及9號桿考慮為同樣的軟化桿件, 由兩組完全彈塑性元件並聯組合而成, 其材料常數為:

1 號元件: 彈性勁度 ki1 = 2 , 降伏強度 yi1 = 8 ,

2 號元件: 彈性勁度 ki2 = 1 , 降伏強度 yi2 = 6 ,

其餘桿件為完全彈塑性, 其材料常數為:

其他八組: 彈性勁度 ki = 1, 降伏強度 yi = 2,

根據2.1.2節軟化彈塑性模式推導, 可得到軟化桿的全部材料常數 k,y,n,m,h.

將所受的載重考慮為二維載重空間, 考慮只有 F1, F2 兩個獨立載重作用的情形, 求取其崩塌面

fcol, 透過3.2節的崩塌面求解流程, 解決軟化桿件前處理, 然後多根桿件組成結構模式降伏式, 求取降

伏演化陣的核空間,找到所對應的崩塌模態,將所求出的結果畫在二維載重空間中, 可以畫出一個凸六

邊形, 每一邊代表一種崩塌模態, 分別為4拉, 4壓, 9拉, 9壓, 5拉8壓, 5壓8拉, 共有六種崩塌模態。

崩塌面的各個角點資料如表代表相鄰兩個邊對應的崩塌模態同時發生。 在二維載重下求得的崩塌面如

下:

fcol = NT
colF−Ycol ≤ 0

=



−2
√

2 −
√

2

2
√

2
√

2

−
√

2 −2
√

2
√

2 2
√

2
√

2 −
√

2

−
√

2
√

2



 F1

F2

−



6

6

6

6

6
√

2

6
√

2


≤



0

0

0

0

0

0


.

軟化桿件考慮其初始降伏面, 將崩塌面 (每一邊代表一種崩塌模態) 畫在二維載重空間中比較其初始

降伏面如圖 3.14 ; 崩塌面的角點資料如表 3.3(a), 角點代表相鄰的兩個邊對應的崩塌模態同時發生,

初始降伏面的角點資料如表 3.3(b)。
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3.4 軟化桿件的安全載重空間新解

3.4.1 軟化結構物安全載重空間的考量一

3.2 節所計算出來的軟化結構崩塌載重, 在外力大小上是過於保守或是有誤的, 而且對應到載重

空間中的崩塌面, 其所圍出的安全載重區域也會比較小 ,因此在考量考慮軟化結構物的安全載重空間,

嘗試將將降伏面式與3.2 節所求出的崩塌面分別圍出的區域加入同時考慮, 擴大安全載重空間的範圍。

由於本文希望軟化結構的安全載重空間, 能確保是具有與歷時無關的安全載重空間, 因此使用前

一小節的運算方法, 選擇結構發生無限制變形時的載重為崩塌載重, 在此情形下, 軟化桿件只有彈性段

或是進入平台的殘餘應力強度可以分析。 而這樣求出的軟化結構物的安全載重空間是偏保守的, 為了

能擴大此區域, 本文認為如果能夠得知部分的結構歷時資訊 (在本文裡面指的是內時的資訊), 可以加

入降伏式所圍出之範圍, 取之聯集, 則可以在某些程度上的擴大安全載重空間如圖 3.8。

如果知道結構是在初始狀態, 沒有經歷過任何塑性變形 (內變數為零), 抑或如果結構不是在初始

狀態, 但是可以得到結構的歷時資訊, 取其降伏面以及軟化結構崩塌面的聯集來作為可以考量的安全

載重空間:

{F|fcol ≤ 0} ∪ {F|f ≤ 0}, (3.17)

其中

fcol = NT
colF−Ycol ≤ 0,

f = NT
GF−HGλ−Y ≤ 0.

由於 fcol 不是內變數 λ 的函數, 所以 fcol 與歷時無關, 在其所圍的區域內, 加載路徑可以是任意的,

且 fcol 不會演化, 是唯一的; 而 f 為內變數 λ 的函數, 所以 f 會與歷時有關, 當外力點超出所圍的區

域, 則 f 會發生演化, 不是唯一的。 但是因為軟化結構的特性就是其降伏面的演化會發生內縮的現象,

所以假設我們得知其歷時資訊, 在不要超過其降伏式所圍出之區域裡面做彈性的加卸載, 也一定會是

安全的。
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結構物在初始狀態(λ = 0) 的狀態, 其所對應的即是初始降伏面以及崩塌面兩個分別圍出區域的

聯集; 而結構物在非初始狀態 (λ 6= 0), 但是知道λ的狀態, 其所對應的即是接續降伏面以及崩塌面兩

個分別圍出區域的聯集。 經由這樣的一個考量, 軟化結構物的安全載重空間分成崩塌載重空間以及降

伏式所圍出的的兩個部分; 考慮聯集區域為安全載重空間,且存在與歷時有關的部分, 安全載重空間在

加載過程還是會演化, 並不是真正的軟化結構物的崩塌面與安全載重空間, 所以不是一個很好的方法。

3.4.2 軟化結構物安全載重空間的考量二

由3.4.1小節的討論可以找到一個適合擴大軟化結構物安全載重空間的考量方案,但是因為其還是

存在某部分是與歷時有關的, 並不能完全達到, 在不管初始狀態、 歷時過程, 載重路徑的加載過程, 都

是唯一的安全載重空間。

另外本文在分析軟化結構物的崩塌面時, 認為軟化結構物在加載的過程中, 會有可能發生結構物

崩塌在我們前面求解的崩塌面以外, 所以本文認為軟化結構物的安全載重空間, 應該可以透過某種機

制使其確定結構物達到崩塌模態一定會發生在, 以前分析方法求解出來的崩塌面以外, 而使軟化結構

物達成崩塌模態在軟化結構殘餘應力強度分析求解出來的崩塌面之外的機制, 就是結構物各桿件的互

制行為。 對於軟化桁架桿件進入無限制變形的平台, 其所對應的崩塌機制一定是軟化桿件的殘餘應力

強度, 但是對於一整個結構物來說, 因為結構互制的行為必須滿足變形協調律以及平衡律, 所以結構物

的崩塌平衡機構是可以找到, 當部分桿件進入平台導致結構物崩塌時, 某些軟化桿件會因為協調律以

及平衡律, 其桿件內力以及形變的關係發生在軟化桿件的軟化行為段, 而非軟化桿件的平台, 利用這個

結構互制行為, 本文認為可以找到一個與歷時、 加載路徑以及初始狀態無關, 唯一而且有擴大的安全

載重區域。

想要找出結構互制行為擴大的軟化結構安全載重空間, 也就是比軟化結構物的殘餘應力強度分析

還要大的安全載重空間, 我們在針對其軟化桿件降伏式(2.36), 去做檢討, 在其求解過程中不像過去強

制軟化桿件進入平台的去做分析, 而是將一個軟化桿件重新檢視為兩件元件, 一件是具有平台的正勁

度完全彈塑性元件模型, 而另一件則是具有平台的負勁度完全彈塑性元件模型 (選擇具有平台的完全

彈塑型模型), 表示這兩件元件在分析上同樣具有發生無限制變形的塑流平台的好處, 而這邊我們希望
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發生的結構互制行為如圖 3.15, 是希望針對正勁度元件達到降伏進入平台, 而負勁度元件維持在負勁

度彈性時的這種情況, 求解整體結構的崩塌機構, 找到一個更嚴謹而且有利於分析的安全載重空間。

3.4.3 重新定義軟化結構物的崩塌面與安全載重空間

本文在這邊重新定義安全載重分析空間, 認為其應該為一個有界, 單連通的區域, 且另外存在一

個對應的位移空間如圖 3.16, 而當結構物的位移空間裡發生無限制變形, 其所對應到的載重區域裡的

邊界為崩塌面, 而所圍出的空間即為安全載重空間區域如圖 3.17, 在這區域裡面不論其狀態是否為零

值在任意加卸載或是循環卸載都不會發生崩塌。 而此安全載重空間的求解機制, 在軟化桿件這邊是需

要重新檢視所求得的崩塌模態陣, 並且對應到軟化結構物的位移空間上是否有發生無限制塑流的條件

限制去加以判斷, 而剩下的求解過程和方法就和3.2節一樣, 最後如果將整個崩塌面與安全載重空間的

求解分析加以整理, 可以歸納畫成一套流程如圖 3.18, 主要是在判斷軟化結構物的崩塌模態時, 不能

只以載重空間最內側的崩塌模態去做選擇, 而是利用對應的位移空間去檢視是否選擇了正確的崩塌模

態, 剔除內部不會發生的崩塌模態, 找出軟化結構物的崩塌面和安全載重空間的真解。
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3.5 數值運算例三、 軟化桁架安全載重空間探討

數值運算例三針對軟化桿件變多時,如果透過結構設計,可以因為結構互制的發生,而導致結構物

發生崩塌時, 某部分的桿件因為互制的效應, 導致軟化桿件的崩塌並不會只是在彈性段或是平台, 而是

進入軟化段, 所以在分析上提出過去分析軟化桿件過於保守的問題, 除了使用殘餘應力強度分析和結

構初始崩塌面所求取的安全載重分析, 考慮互制行為進去可以找到一個不管歷時、 加載路徑、 初始狀

態但是絕對安全的承載空間, 彰顯軟化桿件利用結構互制的行為。 下面兩個例子, 加入了比較多的軟

化桿件,利用其相對應的位移空間重新去尋找正確的崩塌平衡機構 ,即崩塌模態,分析探討的安全載重

空間, 擴大外力的可行承載範圍。

3.5.1 數值運算例三之一、 五桿桁架

考慮一個具有 5 根桿件的桁架結構如圖 3.20 所示, 其中垂直桿與水平桿長度皆為 L , 斜桿長度

皆為
√

2L 。 有兩個各自獨立的載重 F1, F2 分別作用在節點上。

將1號桿、2號桿、3號桿考慮為同樣的軟化桿件, 由兩件完全彈塑性元件並聯組合而成, 其材料常數為:

1 號元件: 彈性勁度 ki1 = 5 , 降伏強度 yi1 = 10
√

2 ,

2 號元件: 彈性勁度 ki2 = −1 , 降伏強度 yi2 = 4
√

2 ,

將4號桿、5號桿考慮為同樣的軟化桿件, 由兩件完全彈塑性元件並聯組合而成, 其材料常數為:

1 號元件: 彈性勁度 ki1 = 5 , 降伏強度 yi1 = 10 ,

2 號元件: 彈性勁度 ki2 = −1 , 降伏強度 yi2 = 6 ,

根據2.1.2軟化桿件彈塑性推導, 可得到軟化桿件的全部材料常數k,y,n,m,h, 其組成律關係如

圖 3.19。 本例考慮 F1,F2 兩個獨立載重的情形, 依照本文裡第 3 章的方法並加入 3.4 節的觀念和想

法去求得其崩塌面模式如參考附錄。

如果使用3.2節的方法使用軟化桿件的殘餘應力強度,其所求得的崩塌載重會過於保守,而加入3.4節

的觀念去求解崩塌面, 可以找到軟化結構物因為互制行為而得到的安全載重空間, 大於軟化桿件殘餘

應力強度分析的結果, 而且同樣具有與歷時和載重路徑無關的特性。
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將1號桿、2號桿、3號桿和4號桿、5號桿先進行前置處理。

1、2、3號桿原本的軟化桿件降伏面 f ≤ 0 為:
ft1
fc1
ft2
fc2

 =
1

4


5

−5
1

−1

Q2 −
−5

4


1 −1 1 −1
−1 1 −1 1

1 −1 1 −1
−1 1 −1 1



λt1
λc1
λt2
λc2

−


10
√
2

10
√
2

4
√
2

4
√
2

 ≤


0

0

0

0

 .
4、5號桿原本的軟化桿件降伏面 f ≤ 0 為:

ft1
fc1
ft2
fc2

 =
1

4


5

−5
1

−1

Q2 −
−5

4


1 −1 1 −1
−1 1 −1 1

1 −1 1 −1
−1 1 −1 1



λt1
λc1
λt2
λc2

−


10

10

6

6

 ≤


0

0

0

0

 .
透過一個轉換矩陣 T2:

T2 :=

 1 0 −1 0

0 1 0 −1

 ,
將 T2 乘以 f 即可完成軟化桿件的前處理得到 f̂ :

1、2、3號桿為 f̂t

f̂c

 =

 1

−1

Q−
 6
√

2

6
√

2

 ≤
 0

0

 .
4、5號桿為 f̂t

f̂c

 =

 1

−1

Q−
 4

4

 ≤
 0

0

 .
透過3.2節的崩塌面求解流程, 找到降伏演化陣的零核空間, 定義出崩塌模態陣, 可得到以下崩塌面的

求解

fcol = NT
colF−Ycol ≤ 0

=


1 0

−1 0

0 1

0 −1


 F1

F2

−


6
√

2

6
√

2

4
√

2

4
√

2

 ≤


0

0

0

0

 .
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但是對於這個結構, 此分析是過於保守的, 本例題在 4 、 5 號桿件進入平台前,3 號桿件就會進入

平台, 當 3 號桿件的進入平台, 會造成下部結構三鉸共線, 導致結構不穩定, 結構物亦形成崩塌, 所以

此軟化結構物的分析, 應該加入相對應的位移空間,並且去找位移空間發生無限制變形的邊界, 所對應

到在外力空間的才是真正的崩塌面。

fcol = NT
colF−Ycol ≤ 0

=


1 0

−1 0

0 1

0 −1


 F1

F2

−


6
√

2

6
√

2

6
√

2

6
√

2

 ≤


0

0

0

0

 .

將此軟化結構物的崩塌面、 初始降伏面, 以及考慮結構互制新求得的崩塌面畫在二維載重空間中

如圖 3.21, 初始降伏面的角點資料如表 3.4(a) , 崩塌面的角點資料如表 3.4(b) , 考慮結構互制求得

的崩塌面角點資料如表 3.4(c) 。 可以觀察到軟化結構物的降伏面會具有內縮的性質, 求出的崩塌面

會在初始降伏面裡面, 但是加入結構設計的考量, 可以透過本文3.4.3 節提到的方法, 畫出軟化結構物

所對應的位移空間如圖 3.22 , 初始降伏面的位移角點資料如表 3.5(a) , 崩塌面的位移角點資料如表

3.5(b), 當在位移空間達到發生無限塑流的邊界, 其所對應在載重空間, 即是一個不考慮歷時、 載重路

徑或是循環加卸載的崩塌面, 且擴大可供分析使用的安全載重空間, 圖 3.23 比較此軟化結構物在不同

的分析情形, 得到不同的的崩塌機構, 以及所擴大的安全載重空間, 圖 3.24 比較此軟化結構物的桿件

在使用殘餘應力強度分析或是考慮結構互制的情形, 各桿件的應變應力關係。

3.5.2 數值運算例三之二、 九桿桁架

考慮一個具有 9 根桿件的桁架結構如圖 3.26 所示, 其中垂直桿與水平桿長度皆為 L , 斜桿長度

皆為
√

2L 。 有兩個各自獨立的載重 F1, F2 分別作用在節點上。

將2號桿、8號桿考慮為同樣的軟化桿件, 由兩根完全彈塑性元件並聯組合而成, 其材料常數為:

1 號元件: 彈性勁度 ki1 = 14 , 降伏強度 yi1 = 28 ,

2 號元件: 彈性勁度 ki2 = −2 , 降伏強度 yi2 = 6 ,

將4號桿、6號桿考慮為同樣的軟化桿件, 由兩根完全彈塑性元件並聯組合而成, 其材料常數為:
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1 號元件: 彈性勁度 ki1 = 14 , 降伏強度 yi1 = 14
√

2 ,

2 號元件: 彈性勁度 ki2 = −2 , 降伏強度 yi2 = 4
√

2 ,

將1號桿、3號桿、5號桿、7號桿、9號桿考慮為同樣的軟化桿件, 由兩根完全彈塑性元件並聯組合而成,

其材料常數為:

1 號元件: 彈性勁度 ki1 = 14 , 降伏強度 yi1 = 14 ,

2 號元件: 彈性勁度 ki2 = −2 , 降伏強度 yi2 = 4 ,

根據2.1.2軟化桿件彈塑性推導, 可得到軟化桿件的全部材料常數k,y,n,m,h, 其組成律關係如

圖 3.25。 本例考慮F1,F2兩個獨立載重的情形, 依照本文裡第3章的方法並加入3.4節的觀念和想法去

求得其崩塌面模式如參考附錄。

如果使用3.2節的方法使用軟化桿件的殘餘應力, 其所求得的崩塌載重會過於保守, 而加入3.4節

的觀念去求解崩塌面, 可以找到軟化結構物因為互制行為而得到的安全載重空間, 大於軟化桿件殘餘

應力強度分析的結果, 而且同樣具有與歷時和載重路徑無關的特性。

加入桿件前處理, 強迫求解時形成崩塌機構的軟化桿件進入塑流平台:

2、8號桿件進行桿件前處理為, 其降伏式為 f̂t

f̂c

 =

 1

−1

Q−
 22

22

 ≤
 0

0

 .
4、6號桿件進行桿件前處理為, 其降伏式為 f̂t

f̂c

 =

 1

−1

Q−
 10

√
2

10
√

2

 ≤
 0

0

 .
1、3、5、7、9號桿件進行桿件前處理, 其降伏式為 f̂t

f̂c

 =

 1

−1

Q−
 10

10

 ≤
 0

0

 .
然後透過3.2節的崩塌面求解流程, 找到降伏演化陣的零核空間, 定義出崩塌模態陣, 可得到以下崩塌

面的求解:

fcol = NT
colF−Ycol ≤ 0
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=


1 0

−1 0

0 1

0 −1


 F1

F2

−


20

20

10

10

 ≤


0

0

0

0

 .

但是在這邊如果針對F1的載重對於整體結構的影響來說, 在材料桿件使用上, 8 號桿的殘留應力

強度是較大的, 也就是說, 就整體結構加卸載過程分析, 8號桿件是會比其他軟化桿件更早進入平台,

達到結構崩塌的機構, 而這邊如果對於軟化結構都採取較保守的殘留應力強度分析, 會變得過於保守,

如果能夠透過相對應的位移空間發生無限制變形時, 針對互制的關係找到正確的崩塌平衡機構, 求得

更大的安全載重空間, 且此安全載重空間同樣包含了與歷時和加載路徑無關的優良特性。

fcol = NT
colF−Ycol ≤ 0

=


1 0

−1 0

0 1

0 −1


 F1

F2

−


22

22

10

10

 ≤


0

0

0

0

 .

將此軟化結構物的崩塌面、 初始降伏面, 以及考慮結構互制新求得的崩塌面畫在二維載重空間中

如圖 3.27, 初始降伏面的角點資料如表 3.6(a) , 崩塌面的角點資料如表 3.6(b) , 考慮結構互制求得

的崩塌面角點資料如表 3.6(c) 。 可以觀察到軟化結構物的降伏面會具有內縮的性質, 求出的崩塌面

會在初始降伏面裡面, 但是加入結構設計的考量, 可以透過本文3.4.3 節提到的方法, 畫出軟化結構物

所對應的位移空間如圖 3.28 , 初始降伏面的位移角點資料如表 3.7(a) , 崩塌面的位移角點資料如表

3.7(b), 當在位移空間達到發生無限塑流的邊界, 其所對應在載重空間, 即是一個不考慮歷時、 載重路

徑或是循環加卸載的崩塌面, 且擴大可供分析使用的安全載重空間, 圖 3.29 比較此軟化結構物在不同

的分析情形, 得到不同的的崩塌機構, 以及所擴大的安全載重空間, 圖 3.30 比較此軟化結構物的桿件

在使用殘餘應力強度分析或是考慮結構互制的情形, 各桿件的應變應力關係。

由此例題的結果可以看出, 雖然某種程度上軟化桿件的分析, 使用殘餘應力強度是比較保守但偏

離事實的選項, 但是如果加入結構設計的因素去考量, 可以利用結構的互制行為,在使用軟化桿件分析

求解上, 增加其可使用的安全載重空間。
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3.6 小結

本章節前半部分對於軟化桁架結構物的崩塌載重, 去定義跟加以探討, 並闡述片段線性多降伏面

彈塑性模型的塑流平台在求解崩塌載重的好處, 加入硬軟化桿件的前置處理, 然後利用與歷時無關的

特性, 列出求解條件還有限制, 找出降伏演化矩陣的零核空間, 得到結構物的崩塌面與安全載重空間。

並利用數值運算例二呈現本文探討分析的結果, 利用 3.2節的演算過程, 找到軟化桿件的描述, 層次提

升至結構層次, 軟化桿件加入桿件前處理, 然後找出降伏演化陣 (本文裡是軟化演化陣) 的零核空間,

找出結構降伏式對應的平衡機構陣, 即崩塌模態陣, 求取軟化結構的崩塌面。

而本章的後半部分對於軟化結構物的分析, 為利用軟化桿件的塑流平台加入了桿件的前處理, 所

以在求解軟化結構物的崩塌載重時, 其所對應到軟化桿件的殘餘應力強度有分析過於保守偏離事實的

問題, 以致於軟化結構物分析可行的安全載重區域較小, 在此本文加入相對應的位移空間,重新定義結

構物的崩塌面與安全載重空間, 然後提出利用結構互制的想法, 認為軟化結構物在求解崩塌面的方法

上應該可以修正調整, 找出軟化結構物更大的安全載重空間。 數值運算例三則是利用3.4節的安全載重

空間定義, 嘗試去擴大過去求解分析軟化結構物更大的崩塌空間, 並嘗試修改過去求解裡將軟化桿件

因為進入平台所對應的殘留應力過於保守的問題, 嘗試打開軟化桿件前置處理, 分別針對其進入平台

去找崩塌模態,還有檢視其相對應的位移空間,透過這個例子, 找出軟化桿件因為結構互制的效應所能

擴大結構物的絕對安全載重區域的分析。
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第 4 章 結論與未來展望

4.1 結論

結合過去前人的研究成果, 配合修正更改的理論與演算法的推導, 成功使用力學模型, 正確描述

軟化結構物的力學行為, 找到軟化結構物的初始降伏面、 接續降伏面, 以及最後崩塌載重所圍成的崩

塌面,並打破過去使用殘餘應力強度分析情形的限制,擴大了工程師設計上可以考量的安全區域, 並經

由一些數值例子結果描述說明本文的方法。 以下將總結本文的研究內容:

1. 利用兩個以上不同的片段線性多降伏平面彈塑性模型的並聯, 可以組合成一組片段多線性具有

降伏平台的模型, 來描述軸力桿件軟化的力學行為, 本文成功提供異於過去只使用簡單的完全

彈塑性彈塑性模型並聯來描述材料各種力學行為。 並且透過其並聯模式的機制, 除了得以描述

硬軟化行為的組成律, 再透過機動律與平衡律, 將桿件層次提升到結構層次的分析, 分析各桿件

的內力空間組合出在外力空間的初始與接續降伏面, 以及與歷時無關的崩塌模態與崩塌載重。

2. 透過修正過去內變數λ̇ ≥ 0, 互補三元中耗散非負的規定, 在滿足熱力學第一定律能量守恆, 以

及熱力學第二定律封閉系統內的熵值變化量恆大於等於零, 提出了將一軟化桿件視為一封閉系

統; 為了描述此軟化桿件的組成律關係, 利用其系統內其一構成元件使用耗散非正的概念, 另一

元件為能為耗散非負, 但是整個桿件仍為耗散非負, 滿足熱力學第二定律。 同時在桿件系統再經

過內變數 (內時) 定義的修正, 也讓軟化桿件模型滿足了正交塑流, 造成可行解有正定凸的情況,

也可以建立出整個能量位勢的概念, 了解軟化桿件承受加卸載時其儲存耗散的能量情形。
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3. 對於軟化結構物的極限分析, 本文重新清楚定義與解釋軟化結構物的崩塌載重, 因為軟化結構

其桿件最大外力所對應的並不是我們文章裡的塑流平台, 若對於軟化結構物在外力空間上所做

的歷時分析, 因為外力是以增量逐步加載的方式去找尋, 與利用位移空間所去尋找的崩塌載重

是不一樣的, 而在這邊我們重新對於其所找出不同的崩塌情形去分析其所找出的崩塌情形是否

有安全疑慮, 又或者是否太過保守, 對此利用本文的演算方法, 能找出崩塌時的結構體因其互制

行為而優於過去只使用殘餘應力強度分析的安全載重範圍, 提高了工程師分析設計的載重空間,

增加材料使用的效率。

4.2 未來展望

本文雖然已達到一定程度的研究成果, 但對於桿件硬軟化, 以及其降伏面的演化至崩塌載重的定

義求解, 不論是在理論推導方面或是演算方法上都還有許多可以討論以及改進的空間, 在此提出以下

的幾點建議:

1. 本文所提出的方法,目前是應用處理在二力桿件桁架結構的問題上,若想將其應用至平面或是空

間剛架結構上,則就必須加入考慮軸力彎矩兩方向互制的廣義塑鉸模式,此時的材料彈塑性組成

律會分別是二維或是三維的空間上,而為了要描述這樣的組成律,其可行的研究方向可朝將軸彎

降伏曲面簡化為片段線性多降伏平面模型去作探討。

2. 在實務的工程上, 結構的構件數目往往是相當龐大的, 且需考慮的獨立的載重種類也會大幅增

加, 因此, 嘗試應用本文所提出的演算規則是否在大型結構物上的演算也具有良好的計算效率,

以及其數值的精度是否會對於崩塌面、 安全載重空間上的求解造成影響。

3. 軟化桿件具有其接續降伏面會往內縮的性質,故在外力空間上其與歷時無關的崩塌載重分析,會

得到的結果為軟化桿件其殘餘應力所做的分析一樣而過度保守, 故本文加入某些情形下當結構

發生崩塌機構時, 所產生的互制行為, 進而擴大了軟化結構物可分析使用的安全載重空間, 但是

如何快速有效地求解在外力空間某些因結構互制而擴大的安全載重空間, 則是未來可以討論或

是更精進的一個問題。
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4. 對於大型結構物的分析, 是否可以透過文章內所提出的彈塑性組成模型, 針對其彈塑開關的地

方, 加入布林代數的理論, 透過電腦程式演算代數規則的撰寫, 可以加速對於桿件數很多 (高維

度的載重空間) 的結構做出結構分析或是輕易求得結構不同的崩塌模態。

5. 考慮其他塑性分析問題時的安全載重空間, 如; 安定分析、 交互塑性等, 根據不同的結構或是工

程情形去考量評估合適的安全載重空間。

48



參考文獻

[1] Borges, L., Zouain, N., and Huespe, A., Nonlinear optimization procedure for limit anal-

ysis, European Journal of Mechanics, A/solids, Vol.15, No. 3, pp.487-512, 1996.

[2] Borkowski, A., On dual approach to piecewise-linear elasto-plasticity. Part I: Continuum

models, Bulletin of the Polish Academy of Sciences, Vol.52, No.4, pp.329-343, 2004.

[3] Borkowski, A., On dual approach to piecewise-linear elasto-plasticity. Part II: Discrete

models, Bulletin of the Polish Academy of Sciences, Vol.52, No.4, pp.345-352, 2004.

[4] Chen, W. F. and Han, D. J., Plasticity for Structural Engineers, Springer-Verlag, New

York, 1988.

[5] Chen, H. F. and Shu, D. W., A numerical method for lower bound limit analysis of 3-

D structures with multi-loading systems, International Journal of Pressure Vessels and

Piping, Vol.76, No.2 pp.105-112, 1999.

[6] Chen, H. F., Liu, Y. H., Cen, Z. Z. and Xu, B. Y., On the solution of limit load and

reference stress of 3-D structures under multi-loading systems, Engineering Structures,

Vol.21, No.6, pp.530-537, 1999.

[7] Cocchetti, G. and Maier, G., Elatic-plastic and limit-state analyses of frames with soften-

ing plastic-hinge models by mathematical programming, International Journal of Solids

and Strucures, Vol.40, No.25, pp.7219-7244, 2003.

49



[8] Cohn, M. Z. and Maier, G., eds., Engineering Plasticity by Mathematical Programming -

Proceedings of the NATO Advanced Study Institute, Pergamon Press, New York, 1977.

[9] Cohon, J. L., Multiobjective Programming and Planning, Academic Press, New York,

1978.

[10] Herskovits, J., Leontiev, A., Dias, G. and Santos, G., Contact shape optimization: a

bilevel programming approach, Structural and Multidisciplinary Optimization, Vol.20,

No.3, pp.214-221, 2000.

[11] Hodge, P. G., Limit analysis with multiple load parameters, International Journal of

Solids and Structures, Vol.6, No.5, pp.661-675, 1970.
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表 2.1: 數值運算例一之一、1 號元件變率資料

Q̇1 Q̇1a Q̇1b q̇1 q̇e1 q̇p1 λ̇1t λ̇1c Ẇ1 U̇1 Λ̇1

A → B 2 2 0 2 2 0 0 0 4 4 0

B → C 2 2 0 2 2 0 0 0 8 8 0

C → D -4 0 -4 2 -4 6 6 0 0 -24 24

D → E -8 0 -8 4 -8 12 12 0 -32 -80 48

E → F -4 -4 0 -4 -4 0 0 0 48 48 0

F → G -4 -4 0 -4 -4 0 0 0 64 64 0

G → H 4 0 4 -2 4 -6 0 6 24 0 24

H → I 4 0 4 -2 4 -6 0 6 16 -8 24

I → J 4 0 4 -2 4 -6 0 6 8 -16 24

J → K 4 4 0 4 4 0 0 0 0 0 0

表 2.2: 數值運算例一之一、1 號元件資料

Q1 Q1a Q1b q1 qe1 qp1 λ1t λ1c f1t f1c W1 U1 Λ1

A 0 0 0 0 0 0 0 0 -4 -4 0 0 0

B 2 2 0 2 2 0 0 0 -2 -6 4 4 0

C 4 4 0 4 4 0 0 0 0 -8 12 12 0

D 0 4 -4 6 0 6 6 0 0 -8 12 -12 24

E -8 4 -12 10 -8 18 18 0 0 -8 -20 -92 72

F -12 0 -12 6 -12 18 18 0 -4 -4 28 -44 72

G -16 -4 -12 2 -16 18 18 0 -8 0 92 20 72

H -12 -4 -8 0 -12 12 18 6 -8 0 116 20 96

I -8 -4 -4 -2 -8 6 18 12 -8 0 132 12 120

J -4 -4 0 -4 -4 0 18 18 -8 0 140 -4 144

K 0 0 0 0 0 0 18 18 -4 -4 140 -4 144
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表 2.3: 數值運算例一之一、2 號元件變率資料

Q̇2 Q̇2a Q̇2b q̇2 q̇e2 q̇p2 λ̇2t λ̇2c Ẇ2 U̇2 Λ̇2

A → B 1 1 0 2 2 0 0 0 2 2 0

B → C 1 1 0 2 2 0 0 0 4 4 0

C → D 1 1 0 2 2 0 0 0 6 6 0

D → E 8 0 8 4 16 -12 -12 0 44 80 -36

E → F -2 -2 0 -4 -4 0 0 0 -36 -36 0

F → G -2 -2 0 -4 -4 0 0 0 -28 -28 0

G → H -1 -1 0 -2 -2 0 0 0 -12 -12 0

H → I -1 -1 0 -2 -2 0 0 0 -10 -10 0

I → J -4 0 -4 -2 -8 6 0 -6 -2 16 -18

J → K 2 2 0 4 4 0 0 0 12 12 0

表 2.4: 數值運算例一之一、2 號元件資料

Q2 Q2a Q2b q2 qe2 qp2 λ2t λ2c f2t f2c W2 U2 Λ2

A 0 0 0 0 0 0 0 0 -3 -3 0 0 0

B 1 1 0 2 2 0 0 0 -2 -4 2 2 0

C 2 2 0 4 4 0 0 0 -1 -5 6 6 0

D 3 3 0 6 6 0 0 0 0 -6 12 12 0

E 11 3 8 10 22 -12 -12 0 0 -6 56 92 -36

F 9 1 8 6 18 -12 -12 0 -2 -4 20 56 -36

G 7 -1 8 2 14 -12 -12 0 -4 -2 -8 28 -36

H 6 -2 8 0 12 -12 -12 0 -5 -1 -20 16 -36

I 5 -3 8 -2 10 -12 -12 0 -6 0 -30 6 -36

J 1 -3 4 -4 2 -6 -12 -6 -6 0 -32 22 -54

K 3 -1 4 0 6 -6 -12 -6 -4 -2 -20 34 -54
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表 2.5: 數值運算例一之二、1 號元件變率資料

Q̇1 Q̇1a Q̇1b q̇1 q̇e1 q̇p1 λ̇1t λ̇1c Ẇ1 U̇1 Λ̇1

A → B 6 6 0 2 2 0 0 0 12 12 0

B → C 6 6 0 2 2 0 0 0 24 24 0

C → D 0 0 0 2 0 2 2 0 24 0 24

D → E 0 0 0 4 0 4 4 0 48 0 48

E → F -12 -12 0 -4 -4 0 0 0 0 0 0

F → G -12 -12 0 -4 -4 0 0 0 48 48 0

G → H 0 0 0 -2 0 -2 0 2 24 0 24

H → I 0 0 0 -2 0 -2 0 2 24 0 24

I → J 0 0 0 -2 0 -2 0 2 24 0 24

J → K 12 12 0 4 4 0 0 0 0 0 0

表 2.6: 數值運算例一之二、1 號元件資料

Q1 Q1a Q1b q1 qe1 qp1 λ1t λ1c f1t f1c W1 U1 Λ1

A 0 0 0 0 0 0 0 0 -12 -12 0 0 0

B 6 6 0 2 2 0 0 0 -6 -18 12 12 0

C 12 12 0 4 4 0 0 0 0 -24 36 36 0

D 12 12 0 6 4 2 2 0 0 -24 60 36 24

E 12 12 0 10 4 6 6 0 0 -24 108 36 72

F 0 0 0 6 0 6 6 0 -12 -12 108 36 72

G -12 -12 0 2 -4 6 6 0 -24 0 156 84 72

H -12 -12 0 0 -4 4 6 2 -24 0 180 84 96

I -12 -12 0 -2 -4 2 6 4 -24 0 204 84 120

J -12 -12 0 -4 -4 0 6 6 -24 0 228 84 144

K 0 0 0 0 0 0 6 6 -12 -12 228 84 144
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表 2.7: 數值運算例一之二、2 號元件變率資料

Q̇2 Q̇2a Q̇2b q̇2 q̇e2 q̇p2 λ̇2t λ̇2c Ẇ2 U̇2 Λ̇2

A → B -3 -3 0 2 2 0 0 0 -6 -6 0

B → C -3 -3 0 2 2 0 0 0 -12 -12 0

C → D -3 -3 0 2 2 0 0 0 -18 -18 0

D → E 0 0 0 4 0 4 -4 0 -36 0 -36

E → F 6 6 0 -4 -4 0 0 0 12 12 0

F → G 6 6 0 -4 -4 0 0 0 -12 -12 0

G → H 3 3 0 -2 -2 0 0 0 -12 -12 0

H → I 3 3 0 -2 -2 0 0 0 -18 -18 0

I → J 0 0 0 -2 0 -2 0 -2 -18 0 -18

J → K -6 -6 0 4 4 0 0 0 12 12 0

表 2.8: 數值運算例一之二、2 號元件資料

Q2 Q2a Q2b q2 qe2 qp2 λ2t λ2c f2t f2c W2 U2 Λ2

A 0 0 0 0 0 0 0 0 -9 -9 0 0 0

B -3 -3 0 2 2 0 0 0 -6 -12 -6 -6 0

C -6 -6 0 4 4 0 0 0 -3 -15 -18 -18 0

D -9 -9 0 6 6 0 0 0 0 -18 -36 -36 0

E -9 -9 0 10 6 4 -4 0 0 -18 -72 -36 -36

F -3 -3 0 6 2 4 -4 0 -6 -12 -60 -24 -36

G 3 3 0 2 -2 4 -4 0 -12 -6 -72 -36 -36

H 6 6 0 0 -4 4 -4 0 -15 -3 -84 -48 -36

I 9 9 0 -2 -6 4 -4 0 -18 0 -102 -66 -36

J 9 9 0 -4 -6 2 -4 -2 -18 0 -120 -66 -54

K 3 3 0 0 -2 2 -4 -2 -12 -6 -108 -54 -54
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表 2.9: 數值運算例一、 軟化桿件變率資料

Q̇ = Q̇1 + Q̇2 q̇ = q̇1 = q̇2 Ẇ = Ẇ1 + Ẇ2 U̇ = U̇1 + U̇2 Λ̇ = Λ̇1 + Λ̇2

A → B 3 2 6 6 0 = 0 + 0

B → C 3 2 12 12 0 = 0 + 0

C → D -3 2 6 -18 24 = 24 + 0

D → E 0 4 12 0 12 = 48 + (-36)

E → F -6 -4 12 12 0 = 0 + 0

F → G -6 -4 36 36 0 = 0 + 0

G → H 3 -2 12 -12 24 = 24 + 0

H → I 3 -2 6 -18 24 = 24 + 0

I → J 0 -2 6 0 6 = 24 + (-18)

J → K 6 4 12 12 0 = 0 + 0

表 2.10: 數值運算例一、 軟化桿件資料

Q = Q1 +Q2 q = q1 = q2 W = W1 +W2 U = U1 + U2 Λ = Λ1 + Λ2

A 0 0 0 0 0 = 0 + 0

B 3 2 6 6 0 = 0 + 0

C 6 4 18 18 0 = 0 + 0

D 3 6 24 0 24 = 24 + 0

E 3 10 36 0 36 = 72 + (-36)

F -3 6 48 12 36 = 72 + (-36)

G -9 2 84 48 36 = 72 + (-36)

H -6 0 96 36 60 = 96 + (-36)

I -3 -2 102 18 84 = 120 + (-36)

J -3 -4 108 18 90 = 144 + (-54)

K 3 0 120 30 90 = 144 + (-54)
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表 3.1: 數值運算例二之一、 二桿軟化桁架結構崩塌面、 降伏面角點資料

(a) fcol (b) f

F1 F2

−5 −
√

3

−1 −5
√

3

5
√

3

1 5
√

3

F1 F2

13
2

−
√
3
2

1
2

−13
2

√
3

−13
2

√
3
2

−1
2

13
2

√
3

表 3.2: 數值運算例二之二、 三桿軟化桁架結構崩塌面、 降伏面角點資料

(a) fcol (b) f

F1 F2

5 5
√

3

11 −
√

3

7 −5
√

3

−5 −5
√

3

−11
√

3

−7 5
√

3

F1 F2

-9.8447 4.2655

-11.2007 -2.7710

3.5003 -11.2588

9.8447 -4.2655

11.2007 2.7710

-3.5003 11.2588

表 3.3: 數值運算例二之三、 橋型軟化桁架結構崩塌面、 降伏面角點資料

(a) fcol (b) f

F1 F2√
2

√
2

2
√

3 −3
2

√
3

3
2

√
3 −2

√
3

−
√

2 −
√

2

−2
√

3 3
2

√
3

−3
2

√
3 2

√
3

F1 F2

3 -3

-0.4 -2.8

-2.8 -0.4

-3 3

0.4 2.8

2.8 0.4
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表 3.4: 數值運算例三之一、 五桿軟化桁架結構崩塌面、 降伏面角點資料

(a) f (b) fcol (c) fcol(考慮結構互制)

F1 F2

8
√

2 8
√

2

8
√

2 −8
√

2

−8
√

2 −8
√

2

−8
√

2 8
√

2

F1 F2

6
√

2 4
√

2

6
√

2 −4
√

2

−6
√

2 −4
√

2

−6
√

2 4
√

2

F1 F2

6
√

2 6
√

2

6
√

2 −6
√

2

−6
√

2 −6
√

2

−6
√

2 6
√

2

表 3.5: 數值運算例三之一、 五桿軟化桁架結構崩塌面對應之位移空間角點資料

(a) f (b) fcol(考慮結構互制)

u1 u2

2
√

2 4
√

2

2
√

2 −4
√

2

−2
√

2 −4
√

2

−2
√

2 4
√

2

u1 u2

4
√

2 8
√

2

4
√

2 −8
√

2

−4
√

2 −8
√

2

−4
√

2 8
√

2

表 3.6: 數值運算例三之二、 九桿軟化桁架結構崩塌面、 降伏面角點資料

(a) f (b) fcol (c) fcol(考慮結構互制)

F1 F2

24 12

24 −12

−24 −12

−24 12

F1 F2

20 10

20 −10

−20 −10

−20 10

F1 F2

22 10

22 −10

−22 −10

−22 10

表 3.7: 數值運算例三之二、 九桿軟化桁架結構崩塌面對應之位移空間角點資料

(a) f (b) fcol(考慮結構互制)

u1 u2

6 1

6 −1

−6 −1

−6 1

u1 u2

9 2

9 −2

−9 −2

−9 2
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圖 2.1: 片段線性降伏面機械模型
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圖 2.2: 片段線性降伏面組成模式
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圖 2.3: 剛塑性機械模型
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圖 2.4: 剛塑性組成模式
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圖 2.5: 完全彈塑性機械模型
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圖 2.6: 完全彈塑性組成模式
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圖 2.7: 雙線性元件模型並聯
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Q
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0k 彈性段：

0k 軟化段：

0k 平台段：

圖 2.8: 軟化桿件勁度關係圖

1號元件 2號元件

軟化桿件

先啟動耗散機制

圖 2.9: 軟化桿件系統之能量關係示意圖
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圖 2.10: 數值運算例一、 軟化桿件彈塑性模式
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圖 2.11: 數值運算例一、 軟化桿件應變控制路徑
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圖 2.12: 數值運算例一之一、 1 號元件和 2 號元件
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圖 2.13: 數值運算例一之二、 1 號元件和 2 號元件
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1 2Q Q Q 

1 2q q q 

1 2W W W 

1 2U U U 

1 2   

A B C D E F G H I J K

A B C D E F G H I J K

圖 2.14: 軟化桿件的歷時分析圖
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圖 2.15: 桿件、 結構層次關係圖
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圖 3.1: 廣義應力、 廣義應變塑流平台示意圖
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圖 3.2: 負勁度完全彈塑性組成模式
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圖 3.3: 完全彈塑性桿件、 硬化桿件塑流平台對應到桿件最大內力
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圖 3.4: 軟化桿件塑流平台對應到並非桿件最大內力

Q

q

max
Q

Q

圖 3.5: 軟化桿件有無經歷過塑性, 其加載過程所經歷的桿件最大內力不一
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圖 3.6: 軟化彈塑性組成模式
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1F

2F

圖 3.7: 求取崩塌面時剔除在外圍超平面(虛線), 最內部之交集區域為安全載重空間

1F

2F

圖 3.8: 軟化桿件之安全載重區域可取降伏面(虛線) 與崩塌面(實線) 所圍出區域的聯集
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2F
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圖 3.9: 數值運算例二之一、 二桿桁架模型

1
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2
F

圖 3.10: 數值運算例二之一、 二桿桁架結構崩塌面
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圖 3.11: 數值運算例二之二、 三桿桁架模型

1
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2
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圖 3.12: 數值運算例二之二、 三桿桁架結構崩塌面
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圖 3.13: 數值運算例二之三、 橋型桁架模型

1
F
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圖 3.14: 數值運算例二之三、 橋形桁架結構崩塌面
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1號正勁度元件已經進入平台 2號負勁度元件尚在彈性階段

1
Q

2
Q

1
q

2
q

Q

q

軟化桿件發生互制效應時，其可提供分
析載重大於軟化桿件的殘留應力強度

圖 3.15: 軟化結構崩塌發生互制行為時軟化桿件之並聯元件關係圖
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載重空間 位移空間

圖 3.16: 結構物載重空間與相對應位移空間示意圖

載重空間 位移空間

圖 3.17: 載重空間崩塌面對應位移空間出現無限制變形
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建立各桿件的
彈塑性模式

硬軟化桿件使用
元件並聯來模擬
完全彈塑性則不用

根據結構模型給定
其協調常數陣
及平衡常數陣

將桿件層次提
升到結構層次

針對降伏演化陣求
解對應之零核空間

找出其模態向量以
及模態陣

剔除使法向量
為零的模態陣

剔除外圍以及
角點的超平面

針對硬軟化桿件做
桿件前處理

其最內側的空間及
為安全載重空間

針對軟化桿件多的
結構探討互制問題

桿件層次 結構層次 求解分析

找出對應位移
空間產生無限
制塑流變形的
崩塌平衡機構

求解軟化桿件因結
構互制所能擴大分
析出來的安全載重

空間

圖 3.18: 崩塌面與安全載重空間求解分析流程圖
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1號桿、2號桿、3號桿

4號桿、5號桿

圖 3.19: 數值運算例三之一、 五桿桁架各軟化桿件組成律關係
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圖 3.20: 數值運算例三之一、 五桿桁架模型

1
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圖 3.21: 數值運算例三之一、 五桿桁架結構降伏面、 崩塌面與安全載重空間
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1
u
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u

位移空間產生無
限制變形的邊界

圖 3.22: 數值運算例三之一、 五桿桁架結構崩塌面受力節點所對應的位移空間

1
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2
F 擴大的安全

載重空間

3號桿壓壞

3號桿拉壞

4號、5號桿壓壞

4號、5號桿拉壞

1號桿拉壞
2號桿壓壞

1號桿壓壞
2號桿拉壞

圖 3.23: 數值運算例三之一、 五桿桁架結構崩塌面與擴大的安全載重空間比較
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4號桿、5號桿
進入軟化段

4號桿、5號桿
進入平台

圖 3.24: 數值運算例三之一、 五桿桁架結構殘餘應力強度分析與考慮結構互制比較
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7號桿、9號桿

圖 3.25: 數值運算例三之二、 九桿桁架各軟化桿件組成律關係
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圖 3.26: 數值運算例三之二、 九桿桁架模型
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圖 3.27: 數值運算例三之二、 九桿桁架結構降伏面、 崩塌面與安全載重空間
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位移空間產生無
限制變形的邊界

圖 3.28: 數值運算例三之二、 九桿桁架結構崩塌面受力節點所對應的位移空間
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3號桿拉壞

3號桿壓壞

圖 3.29: 數值運算例三之二、 九桿桁架結構崩塌面與擴大的安全載重空間比較
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桿、9號桿進入平台

1號桿、5號桿、7號
桿、9號桿進入軟化段
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圖 3.30: 數值運算例三之二、 九桿桁架結構殘餘應力強度分析與考慮結構互制比較
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附錄 A、 元件並聯模式推導

文中提到的軟化桿件具有三線性片段的彈塑性組成關係,可利用兩個片段多線性降伏面模式並聯推導:

1 號元件如下:

(1.1) q1 = qe1 + qp1

(1.2) Q1 = ke1q
e
1

(1.3) q̇p1 = N1λ̇1

(1.4) fT1 λ̇1 = 0

(1.5) f1 = NT
1Q1 −H1λ1 −Y1 ≤ 0

(1.6) λ̇1 ≥ 0

2 號元件如下:

(2.1) q2 = qe2 + qp2

(2.2) Q2 = ke2q
e
2

(2.3) q̇p2 = N2λ̇2

(2.4) fT2 λ̇2 = 0

(2.5) f2 = NT
2Q2 −H2λ2 −Y2 ≤ 0

(2.6) λ̇2 ≥ 0

加入平衡律

(3.1) Q = Q1 +Q2

與協調律

(3.2) q = q1 + q2
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將兩元件的彈塑分離式 (A1.1),(A2.1) 移項代入平衡律 (A3.1)

Q = Q1 +Q2

= ke1(q − qP1 ) + ke2(q − qP2 )

= (ke1 + ke2)q − (ke1q
p
1 + ke2q

p
2)

=⇒ q = (ke1 + ke2)
−1Q+ (ke1 + ke2)

−1(ke1q
p
1 + ke2q

p
2)

將上式分別代入元件一和元件二的廣義虎克定律 (A1.2),(A2.2)

Q1 = ke1(q − qP1 )

= ke1[(ke1 + ke2)
−1Q+ (ke1 + ke2)

−1(ke1q
p
1 + ke2q

p
2)− qP1 ]

= ke1(ke1 + ke2)
−1Q+ [ke1(ke1 + ke2)

−1 − 1]ke1q
p
1 + ke1(ke1 + ke2)

−1ke2q
p
2

Q2 = ke2(q − qP2 )

= ke2[(ke1 + ke2)
−1Q+ (ke1 + ke2)

−1(ke1q
p
1 + ke2q

p
2)− qP2 ]

= ke2(ke1 + ke2)
−1Q+ [ke2(ke1 + ke2)

−1 − 1]ke2q
p
2 + ke2(ke1 + ke2)

−1ke1q
p
1

將新得到的Q1和Q2分別帶回元件的降伏式 (A1.5),(A2.5)

f1 =NT
1Q1 −H1λ1 −Y1 ≤ 0

=NT
1 ke1(ke1 + ke2)

−1Q+ NT
1 [ke1(ke1 + ke2)

−1 − 1]ke1N1λ1+

ke1(ke1 + ke2)
−1ke2N2λ2 −H1λ1 −Y1 ≤ 0

f2 =NT
2Q2 −H2λ2 −Y2 ≤ 0

=NT
2 ke2(ke2 + ke1)

−1Q+ NT
2 [ke2(ke1 + ke2)

−1 − 1]ke2N2λ2+

ke2(ke1 + ke2)
−1ke1N1λ1 −H2λ2 −Y2 ≤ 0

91



整理新的並聯元件彈塑分離式、 廣義虎克定律以及塑流規則

q = qe + qp

qe = (ke1 + ke2)
−1Q

qp = (ke1 + ke2)
−1(ke1q

p
1 + ke2q

p
2)

= (ke1 + ke2)
−1ke1N1λ1 + (ke1 + ke2)

−1ke2N2λ2

=
[

(ke1 + ke2)
−1ke1N1 (ke1 + ke2)

−1ke2N2

] λ1

λ2


= Nλ

q̇p = Nλ̇

整理降伏式

f =

 f1

f2

 =

 ke1
ke1+ke2

N1

ke2
ke1+ke2

N2

Q− ke1ke2
ke1 + ke2

 NT
1N1 −NT

1N2

−NT
2N1 NT

2N2

 λ1

λ2


−

 H1 02×2

02×2 H2

 λ1

λ2

−
 Y1

Y2

 ≤ 0

整理成以下三線性 (硬化軟化) 彈塑性材料組成律模式:

q = qe + qp

Q = keq
e

= (ke1 + ke2)q
e

q̇p =
[

(ke1 + ke2)
−1ke1N1 (ke1 + ke2)

−1ke2N2

] λ1

λ2


= Nλ̇

fT λ̇ = 0

f =

 ke1
ke1+ke2

N1

ke2
ke1+ke2

N2

Q−
 H1 + NT

1
ke1ke2
ke1+ke2

N1 −NT
1

ke1ke2
ke1+ke2

N2

−NT
2

ke1ke2
ke1+ke2

N1 H2 + NT
2

ke1ke2
ke1+ke2

N2

 λ1

λ2

−
 Y1

Y2

 ≤ 0

Λ̇ ≥ 0
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其中

H1 = NT
1 k

p
1N1

H2 = NT
2 k

p
2N2

不管是軟化模型還是硬化模型, 在本文裡面因為滿足正交塑流規則, 其H陣必為一對稱陣。 而透

過這樣的一個模式推導, 原本具有廣義回應力的彈塑性組成律模式, 就將其轉換成具有H陣(硬軟化演

化陣) 的模式。

由上述所推導的三線性(硬化、 軟化) 彈塑性模式。 藉由彈性彈簧與摩擦阻尼器的串並聯, 在滿足

平衡律與協調律(平衡律與協調律的轉換陣具有轉置關係) , 就可以透過更多的元件來組合出所需求或

是更複雜的彈塑性組成律。
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附錄 B、 桿件能量模式

片段線性多降伏面彈塑性組成律模式:

(1.1) q = qe + qp q, qe, qp, Q,Qa, Qb ∈ R1×1

(1.2) Q = Qa +Qb f , λ̇,NT ,Y ∈ R2×1

(1.3) Q = keq
e (̇) = d()/dt

(1.4) Qb = kpq
p

(1.5) q̇p = Nλ̇

(1.6) fT λ̇ = 0,

(1.7) f = NTQa −Y ≤,0,

(1.8) λ̇ ≥ 0.

考慮二力桿件給定如下:

Y =

 y

y

 , y > 0,N =
[

1 −1
]

將彈塑分離(B1.1)寫成變率形式:

q̇ = q̇e + q̇p

外力作功的做功功率可以表示成如下:

然後代入彈塑分離式(B1.1)和廣義應力主回分解式(B1.2):

Ẇ = Qq̇

= Q(q̇e + q̇p)

= Qq̇e +Qq̇p
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= Qq̇e +Qaq̇
p +Qbq̇

p

= U̇ + Λ̇ . . . . . .熱力學第一定律

令 U̇ = Qq̇e +Qbq̇
p

代入廣義虎克定律式(B1.3)以及廣義回應力演化規則(B1.4), 對其積分並設定積分常數

U̇ = (keq
e)q̇e + (kpq

p)q̇p

U =
1

2
ke(q

e)2 +
1

2
kp(q

p)2

而 Λ̇ = Qaq̇
p

將(B1.7)代入彈塑二擇一(B1.6)乘開移項, 再代入塑流規則(B1.5):

fT λ̇ = 0

=⇒(NTQa −Y)T λ̇ = 0

=⇒QaNλ̇−YT λ̇ = 0

=⇒QaNλ̇ = YT λ̇

其中λ̇ =

 λ̇t

λ̇c

 ≥
 0

0

⇐⇒ λ̇t ≥ 0, λ̇c ≥ 0

=⇒Qaq̇
p = YT λ̇ =

[
y y

] λ̇t

λ̇c

 = y(λ̇t + λ̇c) ≥ 0

Λ̇ = Qaq̇
p ≥ 0 . . . . . .熱力學第二定律
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對於並聯的桿件的能量模式就可以表示成如下:

1 號元件:

Ẇ1 = Q1q̇1

= U̇1 + Λ̇1

U̇1 = Q1bq̇
p
1 +Q1q̇

e
1

Λ̇1 = Q1aq̇
p
1

2 號元件:

Ẇ2 = Q2q̇2

= U̇2 + Λ̇2

U̇2 = Q2bq̇
p
2 +Q2q̇

e
2

Λ̇2 = Q2aq̇
p
2

1. 硬化桿件的2 號元件耗散 Λ̇2 = Q2aq̇
p
2 ≥ 0

2. 軟化桿件的2 號元件耗散 Λ̇2 = Q2aq̇
p
2 ≤ 0

而兩根元件合併的能量形式, 滿足熱力學第一定律:

Ẇ = U̇ + Λ̇

Ẇ1 + Ẇ2 = U̇1 + U̇2 + Λ̇1 + Λ̇2

Q1q̇1 +Q2q̇2 = Q1bq̇
p
1 +Q1q̇

e
1 +Q2bq̇

p
2 +Q2q̇

e
2 +Q1aq̇

p
1 +Q2aq̇

p
2

硬化桿件的2 號元件耗散非負, 軟化桿件的2 號元件耗散非正, 但是合併以後的系統其耗散還是維持

非負的, 滿足熱力學第二定律:

Λ̇ = Λ̇1 + Λ̇2 ≥ 0

96


