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摘要 

 

    本文分析含共線或平行多裂縫之彈性體，受到平面應力波作用下，各個裂縫

尖端之應力強度因子的時間變化。分析方法係將裂縫視為連續分佈的差排

(continuous distribution of dislocations)，利用單一差排的動態基本解，建立連結差

排密度及動態載重的積分方程式。求解時先將該積分方程式對時間作Laplace轉換，

以 Gauss-Chebyshev 積分法則求解轉換域之應力強度因子，再利用數值方法將之逆

轉回時間域。 

    本文的算例包含：單、雙與三裂縫於不同排列的應力強度因子，其中，單裂

縫於等向性材料受縱波作用的應力強度因子、共線雙裂縫於等向性材料受縱波作

用的應力強度因子、單裂縫於正交性材料受平面波作用的應力強度因子、平行裂

縫於等向性材料受縱波作用的應力強度因子與現有的文獻比對一致，並得知對於

分析裂縫問題本法擁有高精準度與便利性。 

    有關等向性介質，由算例結果可得以下結論：(1)單裂縫的第一型應力強度因

子的峰值是發生於另一尖端的繞射表面波抵達該尖端之瞬時，但波松比(Poisson’s 

ratio)大於 0.48 時則不然；(2)對於共線等長雙裂縫，其內裂縫尖端的應力強度因子

峰值會隨內尖端距離減小而增大，(3)平行等長雙裂縫的第一型應力強度因子峰值

隨兩裂縫的垂直距離變小而降低。對於正交性介質之結論如下：(1)平行裂縫的 1E 值

越大，應力強度因子越早發生，(2)對於平行不等長雙裂縫，受到入射波作用的裂

縫越長，未受入射波作用的裂縫尖端第一型應力強度因子會越小。 

 

關鍵字：共線裂縫、平行裂縫、動態應力強度因子、暫態彈性動力學、第一型 

關鍵字：裂縫、第二型裂縫、差排法 
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Abstract 

 

An analysis is presented for an array of collinear or non-collinear multiple cracks 

subject to a uniform plane stress wave in an isotropic or an orthotropic material. An 

integral equation for the problem is established by modeling the cracks as distributions 

of dislocations and using a dynamic fundamental solution of a discrete dislocation. The 

integral equation is solved by Gaussian-Chebyshev integration quadrature in the 

Laplace transform domain first and the solution is then inverted to obtain the dynamic 

stress intensity factors in the time domain. 

Numerical examples include: one, two or three collinear or non-collinear cracks for 

several configurations. Comparisons of the present results with the existing results, in 

cases when they are available, show the present method is highly accurate and useful for 

assessing structural integrity of elastic media under dynamic loading in the presence of 

cracks. 

Several conclusions can be drawn form the numerical results. For isotropic media, 

(1) for a single crack, the peak mode I stress intensity at either tip occurs at the arrival 

time of the Rayleigh surface emitted from the other tip unless Poisson’s ratio is greater 

than 0.48; (2) for two collinear cracks of equal length, the peak stress intensity factors at 

the inner tips increase with decreasing distance between the inner tips of the cracks.; (3) 
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for two parallel cracks of equal length, the peak mode I stress intensity factors decrease 

with decreasing distance between the cracks. For orthotropic media, (1) the time at 

which the peak stress intensity factor occurs decreases with increasing 1E  along the 

crack line; (2) for two parallel cracks of unequal lengths, the peak mode I stress 

intensity factors decrease with increasing length of crack that is first struck by the stress 

wave. 

 

Keywords: collinear cracks, non-collinear cracks, dynamic stress intensity factor, 

transient elastodynamic, mode I crack, mode II crack, dislocation 

method 
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第一章  緒論 

 

1.1  研究動機與文獻回顧 

    當彈性體受到載重時，裂縫尖端會產生奇異應力場，破壞力學中以應力強度

因子(stress intensity factor)來描述此應力場。而此應力場之強度取決於應力強度因

子(stress intensity factor)的大小，故應力強度因子是評估結構安全性的重要參數。

應力強度因子的值會隨材料性質、幾何形狀及載重形式而改變。靜態載重相關研

究成果頗豐且已彙集成冊，但動態載重方面，因所牽涉之數學極為繁雜，成果相

對稀少。 

    對於均質(homogenous)、等向性(isotropic)的二維無限彈性體，其內裂縫在平

面彈性波(plane elastic wave)作用的動態應力強度因子，Freund [1]以 Wiener-Hopf

技術解得半無限長裂縫的動態應力強度因子。Thau 與 Lu [2]進一步討論有限長裂

縫問題，以 Wiener-Hopf 技術求得裂縫尖端第三次繞射前之精準應力強度因子，

該解顯示受壓力波(pressure wave)的動態應力強度因子峰值較靜態值多 30%，受剪

力波(shear wave)作用時則多 20%。為求多次繞射波之應力強度因子，Sih、Embley 

與 Ravera [3]以積分轉換法(integral transform method)，計算正向與剪曳引(traction)

力作用下的有限長單裂縫問題。Itou [4]利用[3]之積分轉換法，計算雙共線裂縫之

應力強度因子。類似的雙共線裂縫問題，Zhang 與 Achenbach [5]，Wen、Aliabadi

與 Rooke [6]則利用邊界積分方程式(boundary integral equation)法，計算動態應力強

度因子。 

    對於正交性(orthotropic)材料的暫態裂縫問題，Wu [7]利用 Stroh-like 形式推導

無邊界、正交性材料、斜入射平面波作用於半無限長裂縫的動態應力強度因子，

結果顯示解的形式與 Wiener-Hopf 分解有關。Zhang [8]以邊界積分方程式法，探討

正交性材料在暫態情況下的單裂縫問題，並計算第一型與第二型硼-環氧樹脂
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(Boron-epoxy)、玻璃纖維 (glass fiber)、石墨纖維 (graphite fiber)、鋼聚酯薄膜

(steel-mylar)與鈹(beryllium)的動態應力強度因子。Das [9]利用 Laplace 與 Fourier

積分轉換法，將裂縫的積分方程式降階為積分-微分方程式(integro-differential 

equation)，於頻率域求解方程式，時域的玻璃纖維則以數值反 Laplace 轉換求得。

Shindo、Narita 與 Ozawa [10]利用 Laplace 轉換，將暫態問題降階為 Laplace 轉換域

的第二型 Fredholm 積分方程式，並計算正交性壓電陶瓷材料的第一型應力強度因

子。Rubio-Gonzalez [11]以 Laplace 和 Fourier 轉換與 Wiener-Hopf 技術求解運動方

程式的位移解，並計算正交性材料與單裂縫的第一型的動態應力強度因子。 

    前面提及的暫態問題僅針對共線裂縫，對於平行裂縫的暫態問題則很少被研

究與討論，Takakuda、Takizawa、Koizumi 與 Shibuya [12]推導裂縫群的暫態邊界值

問題(transient dynamic boundary value problem)，並計算平行雙裂縫的第三型動態應

力強度因子。對於平行雙裂縫於無限彈性板的問題，Itou [13]以 Fourier-Laplace 轉

換推導裂縫的方程式，利用函數級數將平行裂縫面上的位移展開，以 Schmidt 法求

函數級數的未知係數，並計算垂直入射壓力波作用於等長平行雙裂縫的動態應力

強度因子。Itou [14]以 Itou [13]的方法，求非均質黏結層與兩個不同彈性半平面的

第一與第二型動態應力強度因子。Zhou、Guo 與 Wu [15]計算非對稱與平行裂縫於

壓電材料的第三型應力強度因子。平行裂縫於時間-諧和(time-harmonic)應力波作用

的應力強度因子，於 Itou 與 Haliding [16]、Ma、Wu 與 Zhou [17]、Itou [18]等研究

中計算並討論。 

    對於靜態的裂縫問題，差排(dislocation)法(圖 1.1)是相當好用的分析方式，此

法以疊加原理，將曳引力 t 作用於含裂縫的彈性體分成兩部分，第一部分：曳引力

t 作用且無裂縫彈性體，將假想曳引力 Ct 分布於原裂縫面上，並由此部分求得假想

曳引力 Ct 。第二部分：為滿足裂縫面上無曳引力狀態，將第一部分求得的假想曳

引力 Ct 插入含裂縫的彈性體並將裂縫視為連續分布的差排。兩部分疊加即為原始

問題，由於第一部分問題無裂縫，因此，原問題的應力強度因子可由第二部分的
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應力強度因子求得，依此建立差排與裂縫面上曳引力的關係式，此關係式為積分

方程式，且可由 Gauss-Chebyshev 積分將其離散化為線性代數方程組再進行求解

(Erdogan、Gupta 與 Cook [19])。 

Cochard 與 Madariaga [20]考慮反平面(anti-plane)動態問題，以積分轉換方法導

得動態分布差排共線位置之曳引力的積分表示式。該積分表示式包含一空間-時間

之摺合(convolution)積分項及另一與波傳導之阻尼(damping)相關之項，且積分項具

有與靜態差排相同之 Cauchy 奇異性。近期，Wu 與 Chen [21]利用 Cochard 與

Madariaga [20]推導的積分方程式，探討共線裂縫於水平剪力波作用下的動態應力

強度因子。Ayatollahi 與 Monfared [22]亦利用差排法討論任意裂縫，但其所得之積

分方程式未將阻尼項正確的納入。Wu、Huang 與 Chen [23]以 Wu 與 Chen [21]為基

礎，建立平面問題之差排密度與曳引力的積分方程式，並計算三共線裂縫的第一

型動態應力強度因子。Wu、Hou 與 Huang [24]將 Wu 與 Chen [21]的積分方程式擴

展至平行裂縫問題，並計算平行裂縫的第三型裂縫動態應力強度因子。 

上述的研究成果皆未針對正交性材料於共線或平行裂縫的暫態問題進行討論

與研究，本文以 Wu [7]、Wu [25]與 Ting [26]提及的 Stroh 形式建立裂縫的積分方

程式，利用 Wu 與 Chen [21]、Wu、Hou 與 Huang [24]提及的差排法，計算共線或

平行裂縫於等向性或正交性材料的暫態應力強度因子，上述之共線裂縫與平行裂

縫如圖 1.2 所示。 

 

1.2  研究內容 

    本文首先推導動態差排的基本解，再利用所得的基本解構建裂縫問題的空間-

時間積分方程式，式中包含與繞射相關項 L(對於共線裂縫)與 V(對於平行裂縫)，

而其轉換域的形式 U(對於共線裂縫)與V (對於平行裂縫)為本文重點解析之矩陣。

求解時先將該積分方程式對時間作 Laplace 轉換，以 Gauss-Chebyshev 積分法則求
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解轉換域之應力強度因子，再利用數值方法將之逆轉回時間域。研究成果之計算

與討論包含等向性材料與正交性材料於共線裂縫與平行裂縫的第一型與第二型動

態應力強度因子， IK 與 IIK ，如圖 1.3。 

  本文各章內容簡述如下： 

第一章：裂縫暫態問題的研究動機與文獻簡介。 

第二章：以六維特徵值問題推導 L，建立共線裂縫的積分方程式，以差排密度(由 

        待定函數與平方根奇異性表示)與 Gauss-Chebyshev 積分法則推導 Laplace 

        轉換域的應力強度因子，引入數值反 Laplace 轉換法推導時域應力強度因 

        子。 

第三章：利用 Bessel 函數推導等向性材料、共線裂縫 L 的 Laplace 轉換型式 U，建 

        立求解待定函數的矩陣方程式，計算共線裂縫於等向性介質的應力強度 

        因子。 

第四章：以 Gauss 積分推導正交性材料、共線裂縫 L 的 Laplace 轉換型式 U，分析、    

       討論 U 於慢剪力波存在時，其形式的改變與特性，計算共線裂縫於正交性 

       介質的應力強度因子。 

第五章：建立等向性材料、平行裂縫的積分方程式，以四維特徵值問題推導等 

        向性材料、平行裂縫 V 的解析形式，利用 Gauss 積分推導 V 的 Laplace 

        轉換型式V ，計算平行裂縫於等向性介質的應力強度因子。 

第六章：介紹波前曲面圖，以四維特徵值問題求正交性材料、平行裂縫 V 的數 

        值解，利用 Gauss 積分推導 V 的 Laplace 轉換型式V，計算平行裂縫於正 

        交性介質的應力強度因子。 

第七章：結論與建議。 
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圖 1.1  差排法示意圖 

 

 

圖 1.2  共線裂縫與平行裂縫示意圖 

 

 
圖 1.3  裂縫破壞型式 
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第二章  應力強度因子於共線裂縫的數學模型 

    一般求解彈性動力學問題常用積分轉換法，但其過程繁複。對於自相似

(self-similar)動態問題，Wu [25]提出以六維特徵值問題的特徵值與特徵向量來表示

的通解形式。因無須使用積分轉換，故求解過程相對簡便。本章第 1 節簡介二維

彈性動力學對應之特徵值問題，第 2 節利用 Wu [25]提出的位移場建立差排解之共

線裂縫積分方程式，第 3 節以 Laplace 轉換與 Erdogan、Gupta 與 Cook [19]提出的

數值方法求解裂縫於 Laplace 轉換域的差排分佈，第 4 節以差排與動態應力強度因

子的關係式推導 Laplace 轉換域動態應力強度因子，再以數值方法推導時域動態應

力強度因子。 

 

2.1  二維彈性動力學的 Stroh 公式 

    在二維平面變形(two-dimensional plane deformations)的狀態下，相對於卡氏座

標系( 1 2 3, ,x x x )，應力 ij 與位移 ju 均與 3x 無關， , 1,2,3i j  。根據彈性動力學，運

動方程式(equation of motion)可表示為： 

2

1,1 2,2 2t
 

 


u
t t                                         (2.1) 

(2.1)中，  1 11 21 31, ,
T  t 、  2 12 22 32, ,

T  t 、  1 2 3, ,
T

u u uu 、t為時間、  為

質量密度(mass density)，下標逗號定義為對其座標偏微分。材料組成律(constitutive 

law)，即應力與應變之關係式為： 

,ij ijkl k lC u                                             (2.2) 

(2.2)式 ijklC 為材料的彈性常數(elastic constants)，由(2.2)可得： 

1 ,1 ,2

2 ,1 ,2
T

 

 

t Qu Ru

t R u Tu
                                       (2.3) 
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(2.3)式之Q、R、T 與彈性常數 ijklC 有關，其關係式為： 

1 1 1 2 2 2, ,ij i j ik i j ik i jQ C R C T C                             (2.4) 

利用 Ting [26]提出之規則，將(2.4)以矩陣表示為： 

11 16 15 16 12 14 66 26 46

16 66 56 66 26 46 26 22 24

15 56 55 56 25 45 46 24 44

, ,

C C C C C C C C C

C C C C C C C C C

C C C C C C C C C

     
            
          

Q R T         (2.5) 

    Wu [25]提及，自相似問題系指該問題的位移為時間 t 與空間 x 的齊次函數

(homogenous function)，一函數  1 2, ,f x x t 如可表為  1 2,nt f x t x t 則稱之 n 階齊次

函數。物理系統如不包含特徵長度與特徵時間則可以自相似問題討論之，如無窮

域介質(unbounded media)或半無窮平面(Lamb’s problem)受一脈衝線(impulsive line)

力作用等問題，此類系統不具描述特徵長度或特徵時間的自變數。對於自相似問

題，位移  1 2, ,x x tu 如只與 i iy x t ( 1, 2i  )有關，則位移可假設為  1 2, ,x x t u

 1 2,y yu ，Wu [25]提出運動方程式(2.1)之位移解可表為：  

     
3

1 2

1

, 2 Re
kw

k k

k

y y f w w dw




 
  

  
u a                   (2.6) 

(2.6)中，  1 2k k kw y p w y  ( 1, 2,3k  ，  Im 0k kp w    ，  Im  為複數函數的虛部)、

 Re  為複數函數的實部、  kf w 為任意函數(arbitrary function)。將(2.6)代入(2.3)可

得如下之對應應力場表示式： 

      
3

2
1 1 2

1 11

( , , ) 2 Re ( ) ( ) ( ) ( )k k
k k k k k k k k k

k

w w
x x t f w w w p w w

x x




   
       

t a b     (2.7) 

3

2 1 2
11

( , , ) 2 Re ( ) ( )k
k k k k

k

w
x x t f w w

x


 
  

  
t b          (2.8) 

其中： 
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      T
k k kw p w w b R T a           (2.9) 

(2.6)中之 kp 及 ka 滿足下列方程式： 

      2 2Tp p w w      Q R R T I a 0                   (2.10) 

其中 I 為單位矩陣(identity matrix)。為得非零解(nontrivial solution)，(2.10)須滿足： 

  2 2det 0Tp p w      Q R R T I                     (2.11) 

(2.11)式  det  為行列式(determinant)，(2.11)為 p 的六次方程式，且 p 的解可能為實

數或共軛複數(complex conjugate)。 kp 、 ka 及 kb 亦可由下列之六維特徵值問題求

得 

ˆ ˆˆ pNξ ξ                                             (2.12) 

(2.12)中： 

               

1 2

3 1

1 1 1
1 2 3

2 2
1 1 2 2

ˆ ˆ
ˆˆ ,

ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ, ,

T

T T

y y y y  

  

   
        

     

     

aN N
N ξ

bN N

N T R N T N RT R Q

Q Q I R R I T T I

 

其中向量  1 2
ˆ ,k y yb 與  k kwb 之關係式為： 

         1 2 2
ˆ ˆ ˆ,k k k k k k k k ky y p w w w y w   b R T a b a           (2.13) 

方程式(2.12)形式與 Stroh 公式於穩態運動(steady-state motion)下的形式相同。(2.12)

之 p 與 ξ̂代表 N̂的特徵值與右特徵向量(right eigenvector)，由於 2N̂ 與 3N̂ 為對稱矩

陣(symmetric matrix)，因此 N̂的左特徵向量(left eigenvector)可定義為： 

ˆ ˆ ˆT pN η η                                            (2.14) 

(2.14)式  ˆˆ ,
T

b aη 。由(2.12)與(2.14)可得： 

  ˆˆ 0T
i j i jp p η ξ                                      (2.15) 



 

9 

 

如(2.15)之特徵值 ip 與 jp 不同(即 i j )， N̂ 之左與右特徵值的正交(orthogonality)

關係可由(2.15)得： 

1 ˆ ˆ ˆˆ ,
ˆ

T T T
i j i j i j ij

i




  η ξ a b b a                              (2.16) 

(2.16)中，      1 2 1 2
ˆˆ , 2 ,T

k k k ky y w y y  a b ， ij 為 Kronecker  。令A 、B 與 γ為： 

 1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , , ,
ˆ ˆ ˆ

diag
  

 
         

A a a a B b b b γ         (2.17) 

再令 1W 與 2W 為： 

1 1 2 3 1 2 3 2 1 2 3 1 2 3

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , , , , , ,
ˆ ˆ

           
                     

A A B BW W
A AB B

   (2.18) 

由(2.16)、(2.17)與(2.18)得： 

2 1

ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ

T T

T

T T

    
      

      

Aγ AγγB γAI 0
W W

0 I Bγ BγγB γA
                 (2.19) 

由(2.19)可知 1
2 1
T W W ，並將(2.19)改寫為： 

1 2

ˆ

ˆ ˆ ˆ

T T

T

T T

   
     

       

Aγ Aγ γB γAI 0
WW

0 I Bγ Bγ γB γA
                 (2.20) 

展開(2.20)可得： 

2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ,T T T T   Aγ B Aγ B I Bγ B Bγ B 0                   (2.21)               

由(2.13)可知，當 2 0y  ，    1 1
ˆ ,0k ky yb b ，對(2.21)取實部可得 2 0y  時： 

 2 21
,

2 2
T T i

i  Aγ B I S Bγ B L                          (2.22) 

(2.22)式L亦可寫為： 

       
3

1 1 1
11

1
2 T

k k
kk

y i y y
y



  L b b                       (2.23) 

由(2.22)得： 
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   11 2 2 1 1T T i
     AB Aγ B Bγ B SL L                   (2.24) 

(2.24)中S與L 為實數矩陣，並由(2.24)可得： 

     11

1 Imy
 L AB                                  (2.25) 

 

2.2  以差排基本解推導裂縫面上的積分方程式 

    考慮一於無限域中 Bugers 向量為  1 2 3, ,
T  β 之差排，其中 1 為滑動刃差

排(glide edge dislocation)、 2 為爬升刃差排(climb edge dislocation)而 3 為螺旋差排 

(screw dislocation)。若滑移面(slip plane)坐落於 1 0x  與 2 0x  且差排是在 0t  時瞬

間產生，則曳引力 2t 的連續條件與延滑移面的位移跳躍條件(jump condition)可表示

為： 

   
       

2 1 2 1

1 1 1

, ,

, ,

x t x t

x t x t H x H t

 

 

 

  

t t 0

u u β
                     (2.26) 

(2.26)中，上標“＂與“ ＂代表 2 0x  2 0x  與 2 0x  、  H  為單位步階函

數(Heaviside step function)。將(2.3)、(2.6)與(2.9)代入(2.26)，於 0t  時： 

      

      

        

3

1 1 1

1

3

1 1 1 1

1

2 Re

2 Re

k k k

k

k k k

k

f y f y y

f y f y y y

 



 



 
  

  
 

   
  





b 0

a β

            (2.27) 

(2.27)中，    為單位脈衝函數(Dirac delta function)。由(2.16)可知，當 2 0y  時： 

       1 1 1 1 0,T T
i j j ia y b y b y a y i j                      (2.28) 

將正交關係式(2.28)代入(2.27)可得： 

     
 

1
1 1

1

T
k k k

k

y
f y f y

y




    b β                          (2.29) 
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由於 1 2w y py  ，並考慮 1 2kp k ik  ，( 1k 、 2k 為常數)，可推得： 

 
 

   

       

 
 

2 22

2

2

1 1 2 2 2
2 20 00

1 1 2 2 2 1 1 2 2 2

1 1 2 2 2
2 2 2 20

1 1 2 2 1 1 2 2 2

2 2
1220

1 11 2 2

1 1
lim lim lim

lim

1 1
lim

x xx

x

x

y k y ik y

w y k y ik y y k y k y

y k y k y
i

y k y y y k y k y

k y
i i y

y yy k y





  






 

   

 
  

     

 






 

          (2.30) 

(2.30)之推導已利用單位脈衝函數  1y 之特性為： 

 
 2

2 2
1 220

1 2 2

1
lim
x

k y
y

y k sy


 



                            (2.31) 

利用(2.29)與(2.30)得： 

   1

2
T

k k k k
k k

f w w
iw 

 b β                             (2.32) 

將(2.32)代入(2.6)式，得如下之位移u 解： 

        
3

1 2

1

1 1
, Im

kw
T

k k
kk

y y w w dw
w w 



 
  

  
u a b β         (2.33) 

對於上半平面( 2 0x  )，(2.33)之積分路徑可取為由A點( 1y ， 2y c )開始，

E 點結束，如圖 2.1 所示，圖 2.1 之 B 與 D 為相交波面(wave surface)的兩點，w 於

B 與 D 之外皆為實數，而 w 於 B 與 D 之間為正虛部的複數。若 ˆkc c ( ˆkc 為沿 2x 方

向之平面波波速)， 2y c 上幾個代表點 A、B、C、D 與 E 於複數 w 平面的對應點

如圖 2.2 所示。 

由於 w、  k wa 與  k wb 在 B、D 之外皆為實數，對於 E 點而言，積分路徑可

延伸至 1y 或 kw 而不影響(2.33)的積分值，即： 

       
3

1 2

1

1 1
, Im T

k k
kk

y y w w dw
w w 






 
  

  
u a b β        (2.34) 
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圖 2.1  (2.37)位移 u 在(y1,y2)平面的積分路徑 

 

 
圖 2.2  (2.37)位移 u 在 w 複數平面的積分路徑 

 

根據 Cauchy 積分定理，(2.34)的積分路徑可由w 複數平面上之半徑為無限長的上

半圓取代(即 eiw R  且R 、0    )，且積分值不變，因此將(2.34)改寫為： 

         
3

1 2
0

1

1 1
, Re lim e e

2 e e
i T i

k kT i iR
k kk

y y R R d
R R


 

 


 


 
 
  
u a b β

a b
  (2.35) 

當 w 時，(2.10)可改寫為[7]： 

2 2 ˆ ˆ ˆ ˆˆ, ,T T
k k k j k ijp w c    Ta a Td d d d                   (2.36) 

(2.36)中，ˆ
kd 為極化向量(polarization vector) ij 為 Kronecker 。由(2.36)可觀察得： 
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 ˆ ˆ, ,k k k kp w c w    a d                           (2.37) 

(2.37)式“＂與“＂代表 2 0x  與 2 0x  。由(2.9)與(2.37)可得： 

ˆ , , ,ˆk k kc w w  b d                                 (2.38) 

由(2.37)與(2.38)得： 

  
     1 1 ˆ ˆ

2
T T

k k k k
k

w w dw
w w




 a b d d                     (2.39) 

另一方面，若 2 ˆky c ，則所對應之 w 皆為實數，故： 

     1 T
k k

k

w w dw
w w




 a b 0       (2.40) 

(2.39)與(2.40)可合併為： 

               
       2

1 1 ˆ ˆˆ
2

T T
k k k k k

k

w w dw H c y
w w




  a b d d  (2.41) 

將(2.41)代入(2.34)得： 

                   
3

1 2 2 1

1

1 ˆ ˆˆ,
2

T
k k k

k

y y H c y H y


  u d d β     (2.42) 

    對於下半平面( 2 0x  )，(2.34)的積分路徑與圖 2.2 所示類似，但因所對應之 w

之虛數部為負，故路徑可改為半徑為無限長的下半圓取代(即 eiw R  且 R 、

0     )而不影響其積分值。經由上述相同步驟可得： 

     
3

1 2 2 1

1

1 ˆ ˆˆ,
2

T
k k k

k

y y H c y H y


   u d d β                (2.43) 

    綜合上述可知：波面(wc)內之位移為(2.33)，而波面(wc)外之位移為(2.42)與

(2.43)，對於上述之位移以等向性介質與平面問題(平面應變或平面應力)說明位移

(2.42)與(2.43)，如圖 2.3： 
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圖 2.3  由 Burgers 向量差排引起之波面所造成的位移 

 

圖 2.3 中，波面外之區域 1( 2 2     )的位移 u = 0，區域 2 ( 2 20 y c  )、3

( 2 2 1c y c  )與4 ( 2 1y c )為平面波離開滑移面產生之位移，其中，區域 4的位移

u = 0，區域3的位移 u 為： 

              1 1

1 ˆ ˆ
2

T u d d β  

區域 2的位移 u 為： 

               1 1 2 2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2

T T    
β

u d d d d β  

    將位移(2.33)與(2.41)代入曳引力-位移關係式(2.3)可得： 

   

     

3
2

2 1 2 1

1

3

11

ˆ ˆˆ, ,
ˆ2

1 1
Im

T
k k k

kk

Tk
k k k k

k k kk

x
x x t t H x c

c

w
w w

w w x

 

 





 
    

 
 

  
  





t d d β

b b β

        (2.44) 

(2.44)中，等號右邊第一項為離開滑移面之平面波所產生之曳引力，第二項則為差

排產生之體波(bulk wave)。(2.44)式 1w x  為： 

 1 2

1k

k k

w

x t p w x




 
                                   (2.45) 
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(2.45)之  k kp w 為  k kp w 對 kw 微分，將(2.10)對w 微分，並左乘 T
ka 、右乘 ka 且利用

(2.9)，  k kp w 可得： 

     
   

T
k k k k

k k k T
k k k k

w w
p w w

w w
 

a a

a b
                            (2.46) 

藉由(2.46)可將(2.45)改寫為： 

 
 1

ˆ
k kk

k k

ww

x t w








                                        (2.47) 

(2.47)中： 

         2
ˆ ˆˆ 2 ,T

k k k k k k k k k k k kw w w w w y w   a b b b a           (2.48) 

當 2 0x  ， 1kw y ，利用(2.23)、(2.47)與(2.48)將(2.44)改寫為： 

        1 2

2 1 1 1
1

1 1
, Re

2 2tx t t H x y
x

  


       t T β L β          (2.49) 

(2.49)中， t 為一趨近於零的正數，且： 

 
3

1 2

1

ˆ ˆˆ T
k k k

k

c 


T d d                                  (2.50) 

    根據差排法，裂縫上下面之相對位移可利用裂縫面上之連續分佈的差排密度

(dislocation density)         1 1 1 2 1 3 1, , , , , ,
T

          α 、 1   、0 t 

來表示。Burgers 向量  1,x t  β u與差排密度之關係可表示為： 

     
1

1
1 1 1

0

,
, ,

t

x
x t x t d d

 
 



 
  

 
α

u β                  (2.51) 

將(2.51)代入(2.49)，並利用疊加原理可得裂縫面上的積分方程式為： 

     

 
1

1 2 1
2 1 1

11 1
1

01 1

,1
,

2

,1 1
Re

2

x

t

t
x t d

t

x
d d

x t


 

   
   








 


          


 

α
t T

α
L

       (2.52) 

(2.52)等號右式第二項為時間-空間之摺合積分(convolution integral)。 
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2.3  共線裂縫積分方程式之數值解法 

    考慮坐落於 1 i ix b a  ，( 1, ,i M  ，b 為裂縫中心座標、a 為裂縫半長)、 2 0x 

之 M 條共線裂縫。將位於第 i 個裂縫上之點的座標 1x 表為 1 i ix b a x  、 1x  ，(2.52)

可改寫如下： 

     

 

1
1 2

2

1

1 0
1

,
,

2

,1
Re

2

i ii
i i

x

M t
j jj i i j j

i i j jj

b a ta
b a x t d

t

b aa b a x b a
d d

b a x b a t


 

 
 

   


 
  


      

         


 

α
t T

α
L

 

(2.53) 

(2.53)中， 1 i ib a   ， 1  。由(2.51)，各裂縫閉合的條件(closure condition)可表

示為： 

 
1

1
, 0, 1,2, ,i ib a t d i M 


   α                       (2.54) 

對(2.53)取 Laplace 對t轉換得： 

     

   

1
1 2

2

1
66

1
1

, ,
2

,
2

i
i i i i

x

M
i i j j

j j j
i i j jj

a s
b a x s b a s d

s b a x b a cC
b a s a d

b a x b a

  


 

 


   

  
 

  





t T α

U
α

 


   (2.55) 

(2.55)中 Laplace 轉換之定義為    2 2
0

, , ste dt


 t α t α  、c為波速、U 為： 

   
0

Re stz s z e dt


   U L                              (2.56) 

(2.56)中，U 的形式在第三與第四章中推導與討論。當 1 1x  ( i i i ib a x b a    )，

積分方程式(2.55)具有奇異性，即 α 於 1 j jb a   具有平方根奇異性(square-root 

singularity)並表示為： 
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   
2

,
,

1

j
j j

j

s
b a s

a





 



Ω
α


                               (2.57) 

(2.57)中，  ,
T

j j jG FΩ   ，其中
jG 與 jF 為待定函數且 1  為有限。將(2.57)代入

(2.55)可得： 

     

   

1
1 2

2 2

1

21
1

,
,

2 1

,1

2 1

i
i i

x

M
i i j j j

i i j jj

ss
b a x s d

s b a x b a c s
d

b a x b a


 



 


  


  


  


   





Ω
t T

U Ω





       (2.58) 

對於積分方程式(2.58)，Erdogan、Gupta 與 Cook [19]以 N 階 Gauss-Chebyshev 積分

法則求解，此法先將(2.58)等號右邊第二項以 Gauss-Chebyshev 積分法則近似為： 

     
   
    

1 1 1

21
1 1

,
,

1

k k
N

j j j j
j

jk
i i j j k j j

s x b a c s x b a cs
d s

b a x b a N x b a

   
 



   


     
U UΩ

Ω


  

                  (2.59) 

(2.59)中， N 為權函數 (weighting function)、積分點     cosk k  ，其中

   1 2k k N   。 (2.59)之任意 1x 僅於區間 1 j jx b a  有效或  
1 j jx b a x  

(     cosx   )有效區間為 1 j jx b a  ，其中   N   、 1,2, , 1N   。(2.58)

等號右邊第一項於區間 1 j jb a   之求解，須將  ,iG s 與  ,iF s 以 Chebyshev 多

項式展開為： 

   
1

0

,
N

i m m

m

s T 




Ω ω                                  (2.60) 

(2.60)中  ,
T

m m mg fω ，其中 mg 與 mf 為待定常數，  mT  為m 階第一型 Chebyshev

多項式： 

   1cos cosmT m                                   (2.61) 
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利用第一型 Chebyshev 多項式的正交條件，得(2.60)之待定常數 mω 為： 

        0

1 1

1 2
, , cos ,

N N
k k k

i m i

k k

s m s
N N

  
 

  ω Ω ω Ω            (2.62) 

其中 Chebyshev 多項式之正交條件為： 

   
1

, 0

2, 0

N

i k j k
ijk

N i j
T T

N i j
 




 
   

                       (2.63) 

將待定常數 mω (2.62)代入(2.60)可得： 

         
1

1 1

1
, 1 2 cos ,

N N
k k

i m i

k m

s m T s
N

   


 

 
   

 
 Ω Ω         (2.64) 

將(2.64)代入(2.58)等號右邊第一項之積分式： 

         
11

2
1 1

cos sin, 1
2 ,

1

kN N
ki

i
x

k m

m ms
d s

N m

 
  





 

 
  
   

 
Ω

Ω


       (2.65) 

(2.65)之 1cos x  ，且推導使用的特性為： 

              

 

   

2

1

2

1

, 0
1

sin
0

1
,

m

x

m

x

T
d m

m
m

T

m
d







 





 

 





 

將(2.57)代入裂縫尖端位移連續條件(2.54)： 

  
1

,
N

k
i

k

s


Ω 0                                      (2.66) 

將(2.66)代入(2.65)可得： 

         
11

2
1 1

cos sin, 2
,

1

kN N
ki

i
x

k m

m ms
d s

N m

 
 





 


 

Ω
Ω


      (2.67) 

將(2.59)、(2.67)與  
1 i ix b a x   代入(2.58)可得： 
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           

     
    

 

1 2 1

1 1

66

1 1

cos sin

2

kN N
k

i i

k m

k
M N

i i j j
k
jk

j k i i j j

m ms

N m

s b a x b a cC

N b a x b a

 







 

 

 

  


  





T
Φ Ω

U
Ω












       (2.68) 

(2.68)中： 

          2 , , , , 1~k k
i i i i ib a x s s i M   Φ t Ω Ω               (2.69) 

        cos , 1 2 , 1,2, ,k k k k N k N                  (2.70) 

      cos , , 1,2, , 1x N N                          (2.71) 

(2.68)只有 1N  條  k
iΩ 方程式，因此需加入裂縫的閉合條件，將(2.69)代入(2.66)： 

 

1

, 1, 2, ,
N

k
i

k

i M


 Ω 0                                 (2.72) 

(2.68)與(2.72)為積分方程式(2.58)之 N 階 Gauss-Chebyshev 積分法則，即共線裂縫

積分方程式(2.58)降為N 階線性代數方程式(2.68)與(2.72)。 

 

2.4  動態應力強度因子 

    裂縫開口位移與動態應力強度因子之關係為(Wu [27])： 

 1

0

2
lim 2 0
r

r





 u L K                                  (2.73) 

(2.73)中， r 為計算點到裂縫尖端的距離、  , ,
T

II I IIIK K KK 。由(2.51)與(2.73)可

得 1 i ix b a  之動態應力強度因子與差排密度關係為： 

     
0

, 0 lim ,
2i i

r

r
b a s r s




  K L α                        (2.74) 

將(2.57)代入(2.74)可得： 
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     0
, 1,

2i i i
i

b a s s
a


  

L
K Ω                         (2.75) 

(2.64)代入(2.75)可得： 

           
1

1 1

0
, 1 2 1 cos ,

2

N N
m k k

i i i
i k m

b a s m s
N a

  


 

 
     

 
 L

K Ω     (2.76) 

由於餘弦(cosine)級數總和特性為： 

                 
 1

1

1

1
cos 1 cot 1

2 2

N k
kk

m

m







 
   

 
  

                     
 1

1

1

1
1 cos 1 1 tan 1

2 2

N k
m N kk

m

m







 
      

 
  

因此(2.76)可表示為： 

       
 

         
 

1

1

1

1

0
, 1 cot

2 2

0
, 1 1 tan

2 2

N k
k k

i i i
i k

N k
N k k

i i i
i k

b a s
N a

b a s
N a

 

 









  

   





L
K Ω

L
K Ω




         (2.77) 

(2.77)為裂縫尖端 1 i ix b a  於 Laplace 轉換域的應力強度因子，其中待定函數  k
iΩ

可由 2.3 節方程組(2.68)與(2.72)求得。時域應力強度因子  ,i ib a tK 由轉換域應力

強度因子(2.77)及反轉換求得，而轉換域應力強度因子  ,i ib a sK 非固定形式的函

數，因此需以數值反 Laplace 轉換求  ,i ib a tK 。本文引入兩種數值反 Laplace 轉

換，Miller 與 Guy [28]提出的數值反 Laplace 轉換為： 

     0,

0

, 2 1
MN

M M t
i i n n

n

b a t M J e 



  K                     (2.78) 

(2.78)式 MN 、M  與M 為可調整參數，    ,i j
nJ  為 Jacobi 多項式，常數 nM 可由下

式求得：  
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      
   0

1 11
, 1

1 2

k

i i n

n

k k M
b a M k M M

M k n k M n


 

 

    
   

      K     (2.79) 

(2.79)中， 0,1,k  、    為 Gamma 函數。Durbin [29]提出數值反 Laplace 轉換

為： 

   

 

0

0

0

2

1

, Re ,

2
Re ,

s

s t

i i i i

N ts t
ik

T
i i k

k

e
b a t b a s

T

e
b a s e

T





    

 
  

  


K K

K




           (2.80) 

(2.80)中， 0 2ks s ik T  ， 0,1, 2, , Sk N  ， SN 、 0s 與T 為可調整參數，數值法

(2.80)的誤差會隨係數  0exp s T T 放大，所以 0s T 越大時，必須增加 SN 使精度增

加。 
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第三章  共線裂縫於等向性介質的應力強度因子 

    第二章推導共線裂縫的積分方程式，以 Laplace 轉換積分方程式得(2.55)，式

中U 與材料性質有關，因此，本章第 1 節以第二章介紹的特徵值問題(2.11)求L ，

並推導U ，第 2 節將線性代數方程式(2.68)與(2.72)整理為矩陣式，並推導 Laplace

轉換域的應力強度因子，第 3 節計算單裂縫、雙與三共線裂縫在等向性介質的第

一型與第二型應力強度因子並討論其數值結果。 

 

3.1  等向性介質U的推導 

    對於等向性介質、二維平面問題，非零彈性常數為： 11 22 2C C     、 66C  、

12C  (與 為 Lamé 常數)，將彈性常數代入六維特徵值問題(2.11)且考慮進平

面(in plane)問題可得： 

 
 

2 2
11 66 11 66

2 2
11 66 66 11

det 0
C w C p p C C

p C C C w C p




   
    

               (3.1) 

由(3.1)可得特徵值為： 

   2
1, 1, 2k kp w w c k                                (3.2) 

(3.2)中，  1 2c     、 2c   為縱波 (longitudinal wave)波速與橫波

(transverse wave)波速，將(3.2)代入(2.10)可得特徵向量為： 

         1 1 2 21, , ,1
T T

w p w w p w  a a                   (3.3) 

將(3.3)代入(2.9)： 

             2 2
1 1 2 2 2 22 , 1 , 1 , 2

T T
w p w p w w p w p w    b b       (3.4) 

將(3.4)代入(2.23)得 L： 

   
     

 

2 22 2
1 2 2 1 2 2

11 1 22 12 2
2 2 2 1

4 1 4 1
,

1 1

p p p p p p
L y i L y i

p p p p
 

   
   

 
      (3.5) 
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L 中    12 1 21 1 0L y L y  。取(3.5)實部可得： 

   
 

 
  

   
 

222
1 211 1 1 1

1 1 2 12 2 2
1 2 1 2 1 2

2Re 4 1

1

y cL y y c
H c y H c y

y c y c y c

      


  (3.6) 

   
 

 
  

   
 

222
1 222 1 1 2

2 1 1 12 2 2
1 2 1 2 1 1

2Re 4 1

1

y cL y y c
H c y H c y

y c y c y c

      


 (3.7) 

為求U需得L的Laplace轉換形式，因此將(3.6)等號右邊第一項取Laplace對t轉換： 

      
 

 
 

2

1
12

0
2

4 1
st

y c
H c y e dt

y c




  

          
1

2

1 12
1

4
1 st

t
t t t t e dt




   

          
 

1
2 1 1

1 12 2
11 1 1 1

4 4
1 st t K std

t t t e dt t
d st st 


  

       
   

 
 2 1

2
1

4 K st

s
                                                  (3.8) 

將(3.6)等號右邊第二項對取 Laplace 對t轉換： 

      
 

   
 

22

2

22 20
2 2

2

1

st
y c

H c y e dt
y c y c




   
  

       
     

 
2

2

3

2 2 2 3
22 21

2

4 4 1 1 1
4 4

11

st tst

t

t t t t t t
e dt t t t e dt

t tt t

 
               

                
2

3 1
2 0 2 0 2 04 4

st
t K st K st K d 

        

       
       

2

2 2
2 1 2 1 2 0

2

4 4
st

K st
t K st K st K d

st
 

  
     

     
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   
2

2 2
2 0

2

4
st

K st
t K d

st
 

 
  

                                    (3.9) 

(3.8)與(3.9)中， 1 1i it x c  、 1 1 2c c  、    m
nK z 上標  m 表示對 z 的m 次微分、

 nK  為 n 階第二類修正 Bessel 函數(modified Bessel function)： 

                
1 1

2 22 2
0

1 1
1 , 1

2 1 2

n
n t t

n n
K t e dt K t e dt

n

       
   z zz

z z  

將(3.8)與(3.9)代入(2.56)，得： 

   
2

1 1 2
11 2 2 2 2 02

2 1 1

4
4

st

s x st
U K K st st K d

c


 

 

    
     

             (3.10) 

22U 亦可以同樣的步驟求得，將(3.7)等號右邊第一項取 Laplace 對t轉換： 

      
 

 
 

2

2
22

0
2

4 1
st

y c
H c y e dt

y c




  

       
 

 
2

2

1 2
2

2 2 2 2

4 1 4st

t

K stt t d
e dt t

t t d st st


 

    
   

 2 24
K st

s
                                                  (3.11) 

將(3.7)等號右邊第二項取 Laplace 對t轉換： 

      
 

   
 

22

2

12 20
2 1

2

1

st
y c

H c y e dt
y c y c




   
  

       
         

 1

3 2 3 4 3

1 2 1 2 1
2 2
1

1

4 41

1

st

t

t t t t t t t t t t
e dt

t t


 


  

       1

3

2 1 4 2 21 1 1

4 4 1 1

1

st tt t
t e dt

t t


 


  
        

                
1

3 1
2 1 0 1 0 1 04 2

1 1

4 4

st
t K st K st K s d  

 

 
    

   
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       

1

2 1
2 1 1 1 1 1 04 2

1 1 1

4 4

st

K st
t K st K st K d

st
  

 

  
     

     

   
2 1

2 2 1 2
2 1 1 02 2

1 2 1 1 1

4 4 1
1

st

K st st
t K K d

st 


  

   

    
       

              (3.12) 

將(3.11)與(3.12)代入(2.56)： 

       
1

1 1 2 1 2
22 2 1 1 1 1 1 1 1 02 2

1 1 1

1
4 4 1

st

s x K st
U K st st K st st K d

c


   

 

      
         

      

(3.13) 

 

3.2  待定函數的矩陣方程式與K 的求解 

    2.3 節已推得差排密度的 N 階線性代數方程式(2.68)與(2.72)，由於  12 1L y 

 21 1 0L y  ，因此 iG 與 iF 為非耦合(uncouple)問題，即 iG 與 iF 可分開求解。考慮垂

直入射之縱波 22 P   ，並將(3.13)代入(2.68)與(2.72)可整理  k
iF 的矩陣方程式為： 

 

 

 

 

 

 

11 12 1
1 1

21 22 2
2 2

1 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ1

ˆ ˆ ˆ

kM
k k k

kM
k k k

kM M MM
k k kM M

s

    
    
        
    
        

P FD D D

D D DP F

D D DP F


  


  


  




    


                  (3.14) 

(3.14)中： 

                 1 2 1 1 2, , , ,0 , , , ,
T

N k N
i i i i i i i iP P P F F F P F              (3.15) 

         , ,k k
i i i i iP P b a x F F s                            (3.16) 
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11 12 1

21 22 2

1,1 1,2 1,

ˆ

ij ij ij
N

ij ij ij
N

ij
k

ij ij ij
N N N N

ij ij ij

D D D

C C D

D D D

  
  

 
 
 
 
 
 
 
 

D




   



                       (3.17) 

     

     
     

12
1

1 1

22 1

cos sin

2

kN
ij
k

m

k
i i j j

ijk
j j i i

m ms
D

Nc m

U s b a x b a c

N b a b a x

 

 








  


  










            (3.18) 

由矩陣方程式(3.14)可計算  k
iF ，將  k

iF 代入(2.77)得轉換域應力強度因子 IK 為： 

     
 

       
 

1

1

1

1

1
, 1 cot

1 2 2

1
, 1 tan

1 2 2

N k
k k

I i i i
i k

N N k
k k

I i i i
i k

K b a s F
N a

K b a s F
N a

  


  










  



  







 

 
         (3.19) 

(3.19)的推導已利用(3.7)之關係式： 

   
2 2 2 2

2 2 2 1
22 22 1 2

1 1 1 1

1
0 lim 4 2 4 2 4 2

1t

c c c
L L y

y y c

  
 

                                 
 

  (3.20) 

    對於  k
iG 的矩陣方程式，以垂直入射之橫波 21 Q   ，並將(3.10)代入(2.68)與

(2.72)可得： 

 

 

 

 

 

 

11 12 1
1 1

21 22 2
2 2

1 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ1

ˆ ˆ ˆ

kM
k k k

kM
k k k

kM M MM
k k kM M

s

    
    
        

    
        

C C CQ G

C C CQ G

C C CQ G


  


  


  




    


                 (3.21) 

(3.21)中： 

                 1 2 1 1 2, , , ,0 , , , ,
T

N k N
i i i i i i i iQ Q Q G G G Q G             (3.22) 
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         , ,k k
i i i i iQ Q b a x G G s                           (3.23) 

11 12 1

21 22 2

1,1 1,2 1,

ˆ

ij ij ij
N

ij ij ij
N

ij
k

ij ij ij
N N N N

ij ij ij

C C C

C C C

C C C

  
  

 
 
 
 
 
 
 
 

C




   



                        (3.24) 

     

     
    

1

2 1

11 2

cos sin

2

kN
ij
k

m

k
i i j j

ijk
j j i i

m ms
C

Nc m

U s b a x b a c

N b a b a x

 

 








  


  










             (3.25) 

由矩陣方程式(3.21)可計算  k
iG ，將  k

iG 代入(2.77)得轉換域應力強度因子 IIK 為： 

     
 

       
 

1

1

1

1

1
, 1 cot

1 2 2

1
, 1 tan

1 2 2

N k
k k

II i i i
i k

N N k
k k

II i i i
i k

K b a s G
N a

K b a s G
N a

  


  










  



  










        (3.26) 

(3.26)的推導已利用(3.6)之關係式： 

   
2 2 2

2 2 2
11 11 1

1 1 1

0 lim 4 2 4 2 4
1t

c c c
L L y

y c y




      
                    

     (3.27) 

    矩陣方程式(3.14)與(3.21)考慮的平面波為垂直入射，若平面波以波速c延方向

 cos , sin
T  n 入射(如圖 3.1)，且於 0t  作用於裂縫尖端 1 i ix b a  ，則斜入射

之平面波可表示為： 

       1
1

cos
1

cos
i i

i i
i i

b axct
P H x b a P H t

b a c


  


   

                 
 (3.28) 

由 Wu [7]可得(3.28)中    2 2
12 sinP P c      ，對(3.28)取 Laplace 對t轉換： 
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   1

1

cos
exp 1 i i

i i

P b ax
s

s b a c

 


  
        


              (3.29) 

對於斜入射平面波之問題，可將(3.14)與(3.21)的P s 與Q s 以(3.29)替代，則可求斜

入射平面波之待定函數  k
iF 與  k

iG ，代入(3.19)與(3.26)可得轉換域之應力強度子。 

 

3.3  數值結果 

    本節利用 3.2 節介紹的數值方法求轉換域K，再以數值反 Laplace 轉換(2.80)求

時域K，以Durbin [29]建議參數 0 0.4S  與 20T  與收斂性測試得到的參數 180N 

與 90SN  計算平面應變(plane strain)、單裂縫、雙共線裂縫與三共線裂縫於縱波與

橫波作用下的應力強度因子。 

3.3.1  收斂性測試 

    由上述可知，求應力強度因子需使用 N 階 Gauss-Chebyshev 積分法則與 SN 項

級數，因此需針對參數 N 與 SN 進行探討並得到適合的 N 與 SN ，考慮垂直入射

( 0   )縱波作用於長 2a 的單裂縫(圖 3.1)，以參數 0 0.4S  、 20T  、 90SN  、

120N  、180、230 計算波松比 0.25  之應力強度因子並與 Thau 與 Lu [2]比較如

圖 3.2~3.4： 

 
圖 3.1  單裂縫示意圖 
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圖 3.2  單裂縫受垂直入射縱波之應力強度因子( 90SN  與 120N  ) 

 

 

圖 3.3  單裂縫受垂直入射縱波之應力強度因子( 90SN  與 180N  ) 
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圖 3.4  單裂縫受垂直入射縱波之應力強度因子( 90SN  與 230N  ) 

 

    為方便討論，令 I IK K P a  、 1t c t a  。由圖 3.2~3.4 可得：固定 90SN  、

N 取 180 與 230 的應力強度因子 IK 一致，且與 Thau 與 Lu [2]計算的應力強度因子

IK 吻合，而N 取 120 時， IK 於 3.6 ~ 10t  出現鋸齒狀。由於 N 取 180 與 230 的 IK 

一致，所以固定 180N  、 SN 取 50 與 230，計算單裂縫受垂直入射縱波之應力強

度因子 IK ，如圖 3.5~3.6： 

 
圖 3.5  單裂縫受垂直入射縱波之應力強度因子( 230N  與 50SN  ) 
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    由圖 3.5 與 3.6 可知：圖 3.5，取 180N  與 50SN  時，應力強度因子 IK 於

4 ~ 10t  有連續的小波紋，代表計算 IK 需使用 50 項以上的 SN 。圖 3.6，取 180N 

與 150SN  時， IK 於 3.6 ~ 10t  有較大的鋸齒狀，為探討此問題，以 180SN  與

350N  計算單裂縫受垂直入射縱波之 IK 如圖 3.7： 

 

圖 3.6  單裂縫受垂直入射縱波之應力強度因子( 180N  與 150SN  ) 

 

 

圖 3.7  單裂縫受垂直入射縱波之應力強度因子( 350N  與 150SN  ) 
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    由圖 3.6~3.7 計算可知：當 SN 增加，N 也需增加使計算精度增加。比較圖 3.3

與圖 3.7 得： IK 於 6 ~ 10t  時，圖 3.7 的 IK 較圖 3.3 平滑。由上述計算可得結論：

利用 Durbin [29]數值反 Laplace 轉換計算 IK 需搭配適合的 SN 與 N，較多項的 SN 與

N 合適組合可得較好的計算結果，但計算時間過長，因此本章之數值計算以

180N  與 90SN  做為計算參數。 

 

3.3.2  斜入射縱波作用於單裂縫的應力強度因子 

    考慮單裂縫問題如圖 3.1，當縱波以方向  cos , sin
T  n 入射，且於 0t  作

用於 1x a  ，入射波形式可由(3.29)得     1 1exp 1 cosP s x a a c s      ，以

入射角 90  、 77.3、60與波松比 0.25  ，計算裂縫尖端 1x a  的應力強度

因子  I IK K P a   與  II IIK K P a   並與 Thau 與 Lu [2]比較如圖 

3.8~3.11： 

 

圖 3.8  斜入射縱波作用於單裂縫，裂縫尖端 1x a  的應力強度因子 IK   
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圖 3.9  斜入射縱波作用於單裂縫，裂縫尖端 1x a 的應力強度因子 IK   

 

 

圖 3.10  斜入射縱波作用於單裂縫，裂縫尖端 1x a  的應力強度因子 IIK   
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圖 3.11  斜入射縱波作用於單裂縫，裂縫尖端 1x a 的應力強度因子 IIK   

 

    由圖 3.8~3.11可知，本文計算之應力強度因子 IK 與 IIK 與Thau與Lu [2]符合。

其中，圖 3.8 與 3.9 為 IK 的歷時反應，其結果顯示：以不同入射角計算之應力強

度因子 IK 的峰值皆為 1.32，且發生於表面波由 1x a  到達 1x a  ，其對應之時

間為 1 3.77 2cost c t a     與 3.77t  對於 1x a  與 1x a 。表面波一次反射(表面

波由 1x a  到 1x a  再反射回 1x a  )可發現 IK 的第二個折點，其對應之時間為

7.54t  與 7.54t   2cos 對於 1x a  與 1x a ，當入射角 越小，第二個折點

的 IK 越大。 

    圖 3.10~3.11 為 IIK 的歷時反應(圖中 90  為垂直入射橫波，且以其靜態值無

因次化應力強度因子)。結果顯示：當縱波由 1x a  到 1x a  ，應力強度因子 IIK
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產生折點，此時應力強度因子的斜率絕對值降低，並於表面波抵達時產生應力強

度因子 IIK 的極值。裂縫尖端 1x a 的應力強度因子 IIK 峰值為 1.17，裂縫尖端 1x a

的應力強度因子 IIK 峰值隨入射角減少而緩慢增加，其峰值為 1.20、1.19 與 1.18

對於入射角為 60  、77.3與90。 

考慮波松比 0.25  的單裂縫問題如圖 3.1，計算裂縫受垂直入射( 90   )縱

波 P 的應力強度因子 I IK K P a  與裂縫受垂直入射( 90   )橫波 Q 的應力

強度因子 II IIK K Q a  ，並與同條件但裂縫為半無限長裂縫之結果(Wu [7])比較

如圖 3.12 與 3.13。 

圖 3.12 為波松比 0.25  等向性介質包含單裂縫或半無限長裂縫受垂直入射

縱波 P ，裂縫尖端的應力強度因子 IK ，結果顯示：(1)當縱波由單裂縫的裂縫尖

端 1x a  到 1x a  時( 1 Pc t a t )，單裂縫與半無限長裂縫的裂縫尖端應力強度因

子一致，但 1 ~P Sc t a t t 時，縱波的影響使單裂縫裂縫尖端應力強度因子增加，即

縱波由裂縫尖端 1x a  到 1x a  使應力強度因子 IK 上升。(2)當橫波由單裂縫的

裂縫尖端 1x a  到 1x a  時( 1 Sc t a t )，單裂縫之裂縫尖端應力強度因子 IK 較半

無限長裂縫之裂縫尖端應力強度因子 IK 大，即縱波與橫波由裂縫尖端 1x a  到

1x a  皆使應力強度因子 IK 上升。(3)當表面波由單裂縫的裂縫尖端 1x a  到

1x a  時( 1 Rc t a t )，單裂縫之裂縫尖端應力強度因子 IK 達到峰值。(4)圖 3.12 中

之 2 Rt 為表面波一次反射的時間點，由前述可知，在此時間點可發現第二個折點。 

圖 3.13 為波松比 0.25  等向性介質包含單裂縫或半無限長裂縫受垂直入射

橫波 Q ，裂縫尖端的應力強度因子 IIK  ，結果顯示：(1)當縱波由單裂縫的裂縫尖

端 1x a  到 1x a  時( 1 Pc t a t )，單裂縫之裂縫尖端應力強度因子 IIK  開始下降，

半無限長裂縫之裂縫尖端應力強度因子 IIK  持續上升。 
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圖 3.12  垂直入射縱波作用於單裂縫或半無限長裂縫，裂縫尖端的應力強度因子 IK   

 

 

圖 3.13  垂直入射橫波作用於單裂縫或半無限長裂縫，裂縫尖端的應力強度因子 IIK   
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3.3.3  單裂縫於不同波松比的應力強度因子 

    考慮單裂縫(圖 3.1)受垂直入射( 0   )的縱波 P ，以波松比 0  、0.35、0.48

與 0.49，計算裂縫尖端的應力強度因子 I IK K P a  ，如圖 3.14~3.15。其中，

0.48  與 0.49 以 350N  、 100SN  、 0 1/ 8S  與 40T  做為計算參數。 

 
圖 3.14 單裂縫於波松比 0  與 0.35 之應力強度因子 IK   

 

    比較圖 3.14 與圖 3.15 可得： 為 0、0.35 與 0.48 時，應力強度因子 IK 峰值為

1.33、1.32 與 1.37，對應之時間 1 3.31t c t a   3.31、4.52 與 14.88，其時間點為表

面波由 1x a  到 1x a  。當 為 0.49 時，應力強度因子 IK 峰值為 1.40，發生於

表面波一次反射之時間 21.63t  。當首次表面波由另尖端抵達時， 為 0 與 0.35(縱

波兩次繞射時間較表面波一次繞射時間慢)之 IK 開始下降，但 為 0.48 與 0.49(縱

波兩次繞射時間較表面波一次繞射時間快)之 IK 持續增加。當 越趨近於 0.5，體

積模數(bulk modulus)越大，縱波波速 1c 越快，表面波波速與橫波波速 2c 的比值越
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接近 1，因此可知表面波由另尖端抵達時，較慢的縱波波速( 0  與 0.35)之應力強

度因子 IK 為峰值點，但較快的縱波波速( 0  .48 與 0.49)於表面波由另尖端抵達時，

應力強度因子 IK 仍持續上升。 

 
圖 3.15  單裂縫於波松比 0.48  與 0.49 之應力強度因子 IK   

 

3.3.4  等長共線雙裂縫於不同裂縫間距的應力強度因子 

    考慮共線雙裂縫，裂縫長為 12a 與 22a ，內裂縫尖端之間距為 D ，如圖 3.16。

以等長裂縫 1 2a a a  ，不同裂縫間距 2 0.2D a  、0.5 與 1.5，波松比 0.29v  ，

計算垂直入射縱波 P 的應力強度因子 I IK K P a  與垂直入射橫波 Q 的應力

強度因子 II IIK K Q a  ，如圖 3.17~3.21： 

    圖 3.17 為等長共線雙裂縫與間距 2 0.5D a  ，裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因

子 IK ，Itou [4]計算的應力強度因子也繪於圖中，結果顯示本文之計算結果與 Itou [4]

之趨勢吻合。圖 3.18 為外裂縫尖端 A 於等長共線雙裂縫與不同間距 2D a 之應力
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強度因子 IK ，其峰值為 1.30~1.31，其對應之時間為第一折點(表面波由裂縫尖端 B

到尖端 A)對於 2 0.5D a  、1.5，而 2 0.2D a  之應力強度因子 IK 峰值發生於第

二折點。圖 3.19 為內裂縫尖端 B 於等長共線雙裂縫與不同間距 2D a 之應力強度

因子 IK ，其峰值為 1.58、1.34 與 1.30 對於 2 0.2D a  ，0.5 與 1.5，其對應之時間

為表面波由尖端 A 到尖端 B 對於 2 0.5D a  與 1.5，而 2 0.2D a  之應力強度因

子 IK 於表面波由尖端 A 到尖端 B 後仍持續上升，並於 1 5.52t c a t   產生峰值。 

    圖 3.20 為外裂縫尖端 A 於等長共線雙裂縫與不同間距 2D a 之應力強度因子

IIK ，其峰值為 1.31、1.23 與 1.15 對於 2 0.2D a  、0.5 與 1.5，其對應之時間為

表面波由裂縫尖端 C 到尖端 A 對於 2 0.2D a  、0.5，而 2 1.5D a  之 IIK 峰值發

生於表面波由尖端 B 到尖端 A。圖 3.21 為內裂縫尖端 B 於等長共線雙裂縫與不同

間距 2D a 之 IIK ，其峰值為 1.47、1.28 與 1.17 對於 2 0.2D a  ，0.5 與 1.5，其

對應之時間為表面波由尖端 A 到尖端 B。由上述討論可觀察得：等長共線雙裂縫

於兩裂縫越接近時，尖端 B 的 IK 與 IIK 峰值越大，內裂縫尖端之間距的改變對於

尖端 A 之應力強度因子 IK 峰值影響小，但尖端 A 的應力強度因子 IIK ，隨內裂縫

尖端間距越近而增大。 

 

圖 3.16  共線雙裂縫示意圖 
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圖 3.17  等長雙共線與間距 2 0.5D a  之應力強度因子 IK   

 

 

圖 3.18  等長雙共線與不同間距 D ，裂縫尖端 A 應力強度因子 IK   
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圖 3.19  等長雙共線與不同間距 D ，裂縫尖端 B 應力強度因子 IK   

 

 

圖 3.20  等長雙共線與不同間距 D ，裂縫尖端 A 應力強度因子 IIK   
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圖 3.21  等長雙共線與不同間距 D ，裂縫尖端 B 應力強度因子 IIK   

 

3.3.5  不等長共線雙裂縫於同裂縫間距的應力強度因子 

    考慮共線雙裂縫，如圖 3.16，以等裂縫中心間距  2 1 5b b a  ，固定裂縫長 1a

使裂縫長比 2 1 1.0a a  、1.5 與 2.0，波松比 0.29v  ，計算垂直入射縱波 P 與垂直

入射橫波 Q 的應力強度因子，如圖 3.22~3.25：  

 

圖 3.22  不等長雙共線裂縫與等裂縫中心間距，裂縫尖端 B 的應力強度因子 IK   



 

43 

 

 

圖 3.23  不等長雙共線裂縫與等裂縫中心間距，裂縫尖端 C 的應力強度因子 IK   

 

 

圖 3.24  不等長雙共線裂縫與等裂縫中心間距，裂縫尖端 B 的應力強度因子 IIK   
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圖 3.25  不等長雙共線裂縫與等裂縫中心間距，裂縫尖端 C 應力的強度因子 IIK   

 

    圖 3.22 為裂縫中心等距與不同裂縫長比 2 1a a ( 1a 固定)，裂縫尖端 B 的應力強

度因子 IK ，結果顯示：應力強度因子 IK 峰值為 1.29~1.30，且對應之時間點皆為

表面波由裂縫尖端 A 抵達尖端 B 之時間點。當 1 10t c t a   ，最大動態應力強度

因子較單裂縫的靜態值高出 7%、16%與 28%對於 2 1 1.0a a  、1.5 與 2.0，即裂縫

尖端 B 與 C 的間距越長、裂縫尖端 B 的動態應力強度因子於長時間時越接近單裂

縫的靜態值。圖 3.23 為裂縫中心等距與不同裂縫長比 2 1a a ( 1a 固定)，裂縫尖端 C

的應力強度因子 IK ， IK 峰值為 1.30、1.31 與 1.36 對於 2 1 1.0a a  、1.5 與 2.0，由

於 2a 增加，表面波由裂縫尖端 D 到尖端 C 所需時間亦增加，使 IK 峰值越晚發生。

依計算可得：對於不等長共線雙裂縫與固定裂縫中心間距，其內裂縫尖端 B 與 C

的應力強度因子 IK 峰值為 1.29~1.31，但裂縫長比 2 1 2.0a a  時，裂縫尖端 C 之 IK 
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峰值為 1.36。 

    圖 3.24 為裂縫中心等距與不同裂縫長比 2 1a a ( 1a 固定)，裂縫尖端 B 的應力強

度因子 IIK，應力強度因子 IIK 峰值為 1.17、1.19 與 1.23 對於 2 1 1.0a a  、1.5 與 2.0， 

IIK 峰值隨 2 1a a 增加而緩慢增加，其峰值發生的時間點皆為表面波由裂縫尖端 A

到達尖端 B 的時間點。圖 3.25 為裂縫中心等距與不同裂縫長比 2 1a a ( 1a 固定)，裂

縫尖端 C 的應力強度因子 IIK ， IIK 峰值為 1.17、1.21 與 1.20 對於 2 1 1.0a a  、1.5

與 2.0，其峰值亦發生於表面波由裂縫尖端 D 到尖端 C 的時間點。當時 20t  時，

動態應力強度因子皆趨近於單裂縫的靜態解，其值為 1.03 對於 2 1 1.0a a  、1.05 對

於 2 1a a  1.5 與 2.0。 

 

3.3.6  等長共線三裂縫於不同裂縫間距的應力強度因子 

    考慮共線三裂縫，裂縫長皆為 2a，裂縫尖端與鄰近尖端間距為 D ，如圖 3.26。 

以不同裂縫間距 2 0.5D a  與 1.5，波松比 0.29v  ，計算垂直入射縱波 P 的應力

強度因子與垂直入射橫波 Q 的應力強度因子， I IK K P a  與 IIK IIK Q a

如圖 3.27~3.30。 

    圖 3.27 為等長共線三裂縫於裂縫間距 2 0.5D a  的應力強度因子 IK ，其峰值

為 1.30、1.34 與 1.37 對於裂縫尖端 A、B 與 C，裂縫尖端 A 之 IK 峰值發生於表面

波由裂縫尖端 B 到尖端 A，其第二個折點為表面波由裂縫尖端 D 到尖端 A，裂縫

尖端 B 之 IK 峰值發生於表面波由裂縫尖端 A 到尖端 B，裂縫尖端 C 之 IK 峰值發

生於表面波由裂縫尖端 F 到尖端 C。圖 3.28 為等長共線三裂縫與裂縫間距
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2 1.5D a  的應力強度因子 IK ， IK 峰值發生於表面波由裂縫尖端 B 到 A、由裂

縫尖端 A 到 B、由裂縫尖端 D 到 C 對於裂縫尖端 A、B 與 C，其峰值為 1.30~1.31，

即裂縫尖端與尖端的間距為 2 1.5D a  時，各尖端的最大應力強度因子變化不

大。 

    圖 3.29 為等長共線三裂縫與裂縫間距 2 0.5D a  的應力強度因子 IIK ，其峰

值為 1.23、1.28 與 1.35 對於裂縫尖端 A、B 與 C，裂縫尖端 A 之 IIK 峰值發生於縱

波由裂縫尖端 D 到尖端 A，裂縫尖端 B 之 IIK 峰值發生於表面波由裂縫尖端 A 到

尖端 B，裂縫尖端 C 之 IIK 峰值發生於縱波由裂縫尖端 F 到尖端 C，圖 3.30 為等長

共線三裂縫與裂縫間距 2 1.5D a  的應力強度因子 IIK ， IIK 峰值發生於表面波由

裂縫尖端 B 到 A、由裂縫尖端 A 到 B、由裂縫尖端 D 到 C 對於裂縫尖端 A、B 與

C，其峰值為 1.15、1.17 與 1.17 對於裂縫尖端 A、B 與 C。由上述計算可得結論：

對於等長共線三裂縫，當表面波由同裂縫的左 (右 )尖端出發到右 (左 )尖端

1t c a t   12 Rc c 時，可觀察得應力強度因子極值，但裂縫尖端與鄰近裂縫尖端的

間距越近時，應力強度因子的峰值可能發生於 12 Rt c c  。 

 
圖 3.26  共線三裂縫示意圖 
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圖 3.27  等長三共線裂縫與裂縫間距 2 0.5D a  的應力強度因子 IK   

 

 

圖 3.28  等長三共線裂縫與裂縫間距 2 1.5D a  的應力強度因子 IK   
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圖 3.29  等長三共線裂縫與裂縫間距 2 0.5D a  的應力強度因子 IIK   

 

 

圖 3.30  等長三共線裂縫與裂縫間距 2 1.5D a  的應力強度因子 IIK   
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第四章  共線裂縫於正交性介質的應力強度因子 

    第三章已討論共線裂縫於等向性介質的應力強度因子，對於共線裂縫於正交

性介質的問題，其待定函數的矩陣方程式與(3.14)、(3.21)一致，只需導得正交性介

質L ，則可計算共線裂縫於正交性介質的應力強度因子。本章第 1 節推導與討論

正交性介質的L ，第 2 節利用(3.14)~(3.26)計算K ，第 3 節計算單裂縫、共線雙裂

縫與共線三裂縫在不同正交性介質的應力強度因子並討論其數值結果。 

 

4.1  正交性介質L之推導與分析 

    當正交性材料的對稱面與座標軸重疊時，對於進平面問題的非零彈性常數為：

11C 、 22C 、 66C 、 12C ，將彈性常數代入六維特徵值問題(2.10)可得： 

 
   

* 2
11 66 12 66

* 2
12 66 66 22

C C p C C p
w

C C p C C p

  
   

a 0                       (4.1) 

(4.1)式 * 2
ij ij ijC C w   ，由(4.1)得 p 的四次方程式： 

 24 * * 2 * *
22 66 11 22 66 66 12 66 11 66 0C C p C C C C C C p C C                   (4.2) 

(4.2)為 2p 的二次方程式，由(4.2)可得  1 1p y 與  2 1p y 關係式： 

     

   

2* *
11 22 66 66 12 662 2

1 1 2 1
22 66

* *
2 2 11 66
1 1 2 1

22 66

C C C C C C
p y p y

C C

C C
p y p y

C C

  
  



             (4.3) 

令 2 4d b a c     ，其中 22 66a C C 、  2* *
11 22 66 66 12 66b C C C C C C    、 * *

11 66c C C ，

1p 與 2p 的特性可分類為(Wu [25])： 

(1) 0d  時， c 必大於 0： 1 1 2p k ik  、 2 1 2p k ik   ，其中 1 0k  、 2 0k  。 
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(2) 0d  、 0b  與 0c  時： 1 1p ik 、 2 2p ik ，其中 1 0k  、 2 0k  。 

(3) 0c  時， d 必小於 0： 1 1p ik 、 2 2p k ，其中 1 0k  。 

(4) 0d  、 0b  與 0c  時： 1 1p k 、 2 2p k 。 

上述之 1k 與 2k 為實數。複數解情況(1)與(2)時，可得 1 2p p 與 1 2p p 為： 

     

   
1 1 2 1 1 22 66

* *
1 1 2 1 11 66 22 66

p y p y i Y y C C

p y p y C C C C

 

 
                         (4.4) 

(4.4)中： 

     
2

2* *
1 11 22 66 66 12 66Y y C C C C C C                     (4.5) 

特徵向量  1ya 可由(4.1)選為： 

      * 2
1 66 22 12 66, , 1, 2

T

y C C p C C p       a             (4.6) 

(4.6)代入(2.9)： 

    2 2 2 *
1 66 1 22 12 22 66 12 66C ,C , 1, 2

T

y y C p C p C p C C        b       (4.7) 

將(4.6)與(4.7)代入(2.17)得A 與B，再將A 與B 代入(2.25)且利用(4.3)與(4.4)得L 為

(Ting [26])： 

       * *
22 66 11 1 66 11 22 1 12 1 21 1, 0

X
C C L y C C L y L y L y

Y
           (4.8) 

(4.8)中： 

 

   

* 2 * 2 *
11 22 12 66 66 1 66 11 22

2
2* *

11 22 66 66 12 66

X C C C C C y C C C

Y C C C C C C

  

   
                 (4.9) 

將(4.9)代入(4.8)得(Dongye 與 Ting [30])： 

   22 11
2 11 1 1 22 1

66 66

C C Q
L y L y

C C Y
                        (4.10) 

(4.10)中： 
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   
   

   

2 2 2
2 1 11 22 12 2 1 66 11 22

2 2

1 11 22 2 66 12 66

2 2

1

1

1 1 , 1,2

Q C C C C C C

Y C C C C C

y c t t  

   

 

 

   

   

    

              (4.11) 

由(4.10)與(4.11)可知，  11 1L y 的奇異點為 1 2y c 與  1 0Y y  ，而  22 1L y 的奇異點

為 1 1y c 與  1 0Y y  。由於  11 1L y 與  22 1L y 難以直接求得Laplace轉換的解析解，

因此以數值 Laplace 轉換求 11L 與 22L ，考慮  1 0Y y  的情況，將(4.10)的 11L 取

Laplace 對t轉換： 

     

   

1

1

1
11 1

11 1 11 1 11 1
0

1 11 1 1
1

Re Re

Re

st tst

t

st tL y

L y L y e dt L y e dt

t L y t e dt

 



 

      

 

 




          (4.12) 

(4.12)之  11 1 1L y t 可由(4.10)表為： 

   
 

2661
11 1

1 22 2

Re
ˆ

II
II f tCy

L f t
t C t

   
            

                    (4.13) 

(4.13)中： 

              

    

      

2 2
1 1 11 22 12 1 2

2
1 2 1

2 2 66 11 22 2

1 1ˆ ˆRe , 1

ˆ
ˆ ˆ1 , 1

II

II

f t t C C C
tY

t
f t t C C C

tY

 

  

      

      
 

 

將(4.13)代入(4.12)： 

   66
11 1 2 1 2 3

11 22

Re II II IIC
L y t F F F

C C
     
                   (4.14) 

(4.14)中： 
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     
 

 

     

1

1

1 1

2 2 1
1 1 121

1

2 1
2 3 1 12 21 1 11

Re
1

Re ,

II II
st tII II II

II st
st t st tII II II

f t f
F f t f e dt

t

tf e
F e dt F f e dt f

stt












 
 

       
     

 
      
  



 
    (4.15) 

1
IIF 中，  2 1

IIf  是為了避開奇異點，使數值積分不會發散，  1
IIf  是為了使數

值積分收斂變快。 2
IIF 之奇異點為 1 1 2 1t c c   ，因此 2

IIF 的積分需分段積分，

並以變數變換得： 

     2 21
1 1 1 1

2 21
1 1

2 2 1 2 20 0
1 1

2 Im Re
2 2

st u st uII II u u
F f e du e du

u u

   
 

 
   

          
         
   

(4.16) 

    由上述推導可知， 11L 的 Laplace 轉換可藉由(4.14)~(4.16)與 Gauss 積分求得。

當   0sY c  ，繪圖可觀察 1 2sc y c  時  11 1Re 0L y    ，其中 sc 為慢剪力波(slow 

shear shear)波速，因此將(4.10)之 11L 取 Laplace 對t轉換得： 

     

     

2

1
1 1

2

11

11 1 11 1 11 1
0

11 11 1 1 11 1 1
1

Re Re Re

R R Ree e

s

t
st st

t

st t st t

L y L y e dt L y e dt

t L y t e dt L y t e dL y t





 


 

      



 

 

      
          

 
 



    (4.17) 

(4.17)中， 1s st x c 、 2 1 sc c  。將(4.14)代入(4.17)： 

   66
11 1 2 1 2 3

11 22

Re II II IIC
L y t G G G

C C
     
                    (4.18) 

(4.18)中： 

         

   

1
1 1

2

1

2

2 2
1 1 2 1 12 2 2 21

1 1

3 1 1
1

Re , Re

s

II II
st t st tII II II II II

st
st tII II II

tf t tf t
G f t e dt G f t f e dt

t t

e
G f e dt f

st







 


 




      
           
             

   

 


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              (4.19) 

(4.19)式 1
IIG 可由變數變換得： 

       21
1 1

2 21
1 2 12

1 1 1 20
1

2 Im
2

II
st uII II

u f u
G u f u e du

u u

  





 

   
    
    

      (4.20) 

    以上述相同的步驟求  22 1L y ，考慮  1 0Y y  ，將(4.10)的 22L 取 Laplace 對t轉

換得： 

     

   

1

1

1
22 1

22 1 22 1 22 1
0

1 22 1 1
1

Re Re

Re

st tst

t

st tL y

L y L y e dt L y e dt

t L y t e dt

 



 

      

 

 




          (4.21) 

(4.21)中，  22 1 1L y t 可由(4.10)表為： 

 
 

 1661
22 2

1 11 1̂

I
IIf tCy

L f t
t C t

  
        

                         (4.22) 

(4.22)中： 

             

    

    

2 2 2
1 1 11 22 12 1 2

2
2 1

2 2 66 11 22 2

ˆ 1ˆ ˆRe , 1

1ˆ ˆ1 Re , 1

I

I

f t t C C C
tY

f t t C C C
tY

 

 

 
    

 

           

 

將(4.22)代入(4.21)： 

   66
22 1 2 1 2 3

11

Re I I IC
L y t F F F

C
     
                        (4.23) 

(4.23)中： 

   
 

   

         

1

1

1 1

1 1
1 2 121

2
2 2 0 1 3 1 121 1 1

1

1 1

1
1 ,

1

I I
st tI I I

I st
st t st tII I II I I

f t f t
F f t f e dt

t

f e
F e dt f K st F f e dt f

stt




 
 

     
  

     




 
  (4.24) 

    由上述推導可知， 22L 的 Laplace 轉換可藉由(4.22)~(4.24)與 Gauss 積分求得。
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當   0sY c  ，經繪圖亦可觀察於 1 2sc y c  時  22 1Re 0L y    。將(4.10)之 22L 取

Laplace 對t轉換得： 

     

     

2

1
1 1

2

22

22 1 22 1 22 1
0

11 22 1 1 22 1 1
1

Re Re Re

R R Ree e

s

t
st st

t

st t st t

L y L y e dt L y e dt

t L y t e dt L y t e dL y t





 


 

      



 

 

      
          

 
 



    (4.25) 

將(4.23)代入(4.25)： 

   66
22 1 2 1 2 3

11

Re I I IC
L y t G G G

C
     
                        (4.26) 

(4.26)中： 

   

 
 

   

   

1
1

1

2

1

2

1
1 221

1
2 2 1

1

3 1 1
1

1

ˆ

s

I
st tI I

I
st tII I I

st
st tII I I

tf t
G f t e dt

t

f t
G f t f e dt

t

e
G f e dt f

st

















 
  

 
 

     
 

   







                    (4.27) 

(4.27)式 1
IG 可由變數變換得： 

       21
1

2 21
11 2

1 220

1 1
2 1

2

I
st uI I

u f u
G uf u e du

u

 
   

   
  

           (4.28) 

    若慢剪力波存在，其波速須滿足   0sY c  ，並由 Payton [31]提出關係式： 

      3 3 1 3 1 3 1 3
2 3

1
1 2 1 2 1

1
s

P P P

c

c
          


        


    (4.29) 

(4.29)中： 

2

11 22 12
1 3 1 3

66 66 66

, , 1 1P

C C C

C C C
    

 
      

 
                (4.30) 

對於立方材料(cubic material) 1 3  ，(4.29)可改寫為： 
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    12
1 1 1 1

2 1 66

1
1 2 2 1 2

1
s

P P

c C

c C
     


 

        
          (4.31) 

如 sc 存在(即 sc 為實數)，(4.31)須滿足(4.32)與(4.33)： 

12 11 11 12
1

66 66

2 2 0P

C C C C

C C
 

  
    

 
                      (4.32) 

    12
1 1 1 1

66

1 2 2 1 2 0P P

C

C
     

 
      

 
              (4.33) 

為滿足(4.32)不等式，得： 

 66 11 12A 1, 2p pA C C C                                (4.34) 

(4.34)式A p 為異向性因子(anisotropy factor)。為證明不等式(4.33)於(4.34)滿足時成

立，將(4.33)改寫為： 

   12
1 1 1

66

2 1 1 2 0P

C

C
   

 
     

 
                    (4.35) 

考慮： 

       12 12
1 1 1 1 1 1

66 66

2 2 2 2

12 11 11 12 11

66 66 66 66 66

2 2 2

11 12 11 11

66 66 66 66

2 1 1 2 2 1 1 2

4 1 1 1 1

1 1 1

P P

C C

C C

C C C C C

C C C C C

C C C C

C C C C

       
      

             
      

        
              
         

     
          

     

2

2 2 2

11 11 12

66 66 66

2

11 11 22 11 12

66 66 66

1

1 1 1

1 2 0

C C C

C C C

C C C C C

C C C

 
 

 
      
                 

     
       
    

  (4.36) 

當A 1p  即 12 0P   ，(4.36)中      12 66 1 1 12 1 1 2 0PC C           ，則

不等式(4.33)與(4.35)成立，即立方材料的 sc 存在條件為A 1p  。 
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4.2  待定函數的矩陣方程式與K 的求解 

    共線裂縫於正交性介質，其待定函數  k
iF 與  k

iG 的矩陣方程式與 3.2 節的(3.14)

與(3.21)形式一致，只需利用(2.56)將(3.18)與(3.25)改寫為： 

     

     
     

1
22 66

2 1

22 2
66

cos sin

2

kN
ij
k

m

k
i i j j

ijk
j j i i

m ms C C
D

Nc m

U s b a x b a cC

N b a b a x

 












  


  










             (4.37) 

     

     
    

1

66

2 1

11 2
66

cos sin

2

kN
ij
k

m

k
i i j j

ijk
j j i i

m msC
C

Nc m

U s b a x b a cC

N b a b a x

 












  


  










            (4.38) 

(4.37)與(4.38)的 22U 與 11U ，本文考慮：(1) 0Y  、(2) 0Y  兩種情況。當情況(1)時，

將(4.14)與(4.23)代入(2.56)得 22U 與 11U 為： 

 2
22 1 2 3

11

I I Ist
U F F F

C
                                   (4.39) 

 2
11 1 2 3

11 22

II II IIst
U F F F

C C
                              (4.40) 

(4.39)與(4.40)中， I
kF 與 II

kF ( 1 ~ 3k  )已推得為(4.24)與(4.15)。情況(2)時，將(4.18)

與(4.26)代入(2.56)得 22U 與 11U 為： 

 2
22 1 2 3

11

I I Ist
U G G G

C
                                   (4.41) 

 2
11 1 2 3

11 22

II II IIst
U G G G

C C
                              (4.42) 

(4.41)與(4.42)中， I
kG 與 II

kG ( 1 ~ 3k  )已推得為(4.27)與(4.19)。 
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    將(4.37)、情況(1)的 22U (4.39)與情況(2)的 22U (4.41)代入矩陣方程式(3.14)，可

求得共線裂縫於正交性介質的待定函數  k
iF ，再將  k

iF 代入(2.77)得 Laplace 轉換域

之第一型應力強度因子： 

       
 

         
 

122

1

122

1

0
, 1 cot

2 2

1 0
, 1 tan

2 2

N k
k k

I i i i
i k

N N k
k k

I i i i
i k

L
K b a s F

N a

L
K b a s F

N a

 

 









  


  





 

 
       (4.43) 

以相同的步驟，將(4.38)、情況(1)的 11U (4.40)與情況(2)的 11U (4.42)代入矩陣方程式

(3.21)，並求得共線裂縫於正交性介質的待定函數  k
iG ，再將  k

iG 代入(2.77)得 Laplace

轉換域之第二型應力強度因子： 

       
 

         
 

111

1

111

1

0
, 1 cot

2 2

1 0
, 1 tan

2 2

N k
k k

II i i i
i k

N N k
k k

II i i i
i k

L
K b a s G

N a

L
K b a s G

N a

 

 









  


  








          (4.44) 

上述考慮皆為垂直入射平面波，若平面波以方向  cos , sin
T  n 入射( 為

入射方向與 1x 軸的夾角)，且於 0t  抵達 1 i ix b a  ，則斜入射之平面波可表為： 

         
 

1
2 1

cos
1

cos
i i

i i
i i

c t b ax
H x b a H t

b a c

 
 

 
    

                 
t t t  (4.45) 

(4.45)的  c  可由 Christoffel 方程式求得： 

   2 2 2cos cos sin sinT c          Q R R T d d         (4.46) 

(4.45)的  t 由 Wu [7]得： 

          2
, cos sin

T TP
Q P

c
    

 
  t R T d          (4.47) 
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(4.47)之d 可由(4.46)求得。(3.14)與(3.21)為垂直入射縱與橫波的待定函數矩陣方程

式，將(3.14)與(3.21)的P s 與Q s 以(4.45)取代，則可求斜入射平面波之待定函數

 k
iF 與  k

iG ，再由(4.43)與(4.44)求斜入射平面波的 Laplace 轉換域應力強度因子。 

 

4.3  數值結果 

    本節利用 4.2 節介紹的數值方法與(4.43)、(4.44)求 Laplace 轉換域K ，再以數

值反 Laplace 轉換(2.80)求時域K ，由收斂性測試得到參數 0 0.4S  、 20T  、

180N  、 90SN  與 Gauss 積分點 300GN  ，以 Zhang [8]與 Brantley [32]提及的材

料參數(表 4.1)計算單裂縫、共線雙裂縫與等長共線三裂縫於平面波作用下的應力

強度因子。 

Material E1 (GPa) E2 (GPa) G12 (GPa) 12 

Boron epoxy I 224.06 12.69 4.43 0.256 

Boron epoxy II 55.16 170.65 4.83 0.036 

Glass fiber 38.27 9.17 3.72 0.28 

Graphite fiber 173.75 6.89 3.79 0.28 

Steel mylar 181.21 28.30 6.20 0.44 

Beryllium 293.19 339.84 112.40 0.24 

表 4.1  正交性材料的工程彈性常數 

對於廣義平面應力，彈性常數矩陣 ijC 與工程彈性常數的關係式為： 

1 12 2

12 21 12 21
12 2 21 1

12 2 2

12 21 12 21

1 1
,

1 1

ij

E E

C E E
E E


   

 

   

 
    
 
   

                   (4.48) 

利用表 4.1 與(4.48)可求得正交性材料的彈性常數 ijC 。 
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4.3.1  收斂性測試 

    本章以 Gauss 積分求 11L 與 22L 的數值 Laplace 轉換，因此需針對 Gauss 積分點

數 GN 進行探討以得到適合的 GN ，以等長 2a 雙裂縫、裂縫與裂縫中心距 4a，如圖

4.1，考慮材料環氧硼 I，並由 3.3.1 節得到的參數 180N  、 90SN  與 GN  100、

300、500，計算垂直入射縱波 P 的應力強度因子 I IK K P a  並與半無限長裂

縫的應力強度因子(Wu [7])比較如圖 4.2~4.4： 

 
圖 4.1  等長共線裂縫示意圖 

 
圖 4.2  等長共線雙裂縫於環氧硼 I 的應力強度因子 IK  ( 100GN  ) 
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圖 4.3  等長共線雙裂縫於環氧硼 I 的應力強度因子 IK  ( 300GN  ) 

 

 

圖 4.4  等長共線雙裂縫於環氧硼 I 的應力強度因子 IK  ( 500GN  ) 
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    由圖 4.2~4.4 可觀察得：裂縫尖端產生的縱波未互相作用前，共線雙裂縫的應

力強度因子 IK 與半無限長裂縫的 IK 相同，共線雙裂縫於表面波由裂縫尖端 A 與 B

到達B與A時發生應力強度因子的極值。表面波由另一尖端抵達後， IK 開始下降，

2 2 ~ 4t c a t   時之 IK 下降幅度，裂縫尖端 A 較裂縫尖端 B 大，當 6t   應力強

度因子 IK 趨於穩態。Gauss 積分點 100GN  時，應力強度因子出現不規則跳動，

而 300GN  與 500 得較好結果，經比較得 Gauss 積分點 300GN  可得收斂結果。 

 

4.3.2  不同 Laplace 轉換法求單裂縫於等向性介質的應力強度因子 

    為證明 4.1 節以 Gauss 積分法可得正確的應力強度因子，以單裂縫於等向性介

質，如圖 4.5，考慮波松比 0.25  ，計算垂直入射( 90   )縱波 P 的應力強度因

子 I IK K P a  與入射橫波 Q 的 II IIK K Q a  ，並與第三章(Bessel 函數)計

算得的應力強度因子、Wu [7]半無限長裂縫比較如圖 4.6~4.7： 

 

 
圖 4.5  單裂縫示意圖 
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圖 4.6  以數值與解析 Laplace 轉換法求得的等向性材料應力強度因子 IK   

 

 
圖 4.7  以數值與解析 Laplace 轉換法求得的等向性材料應力強度因子 IIK   

     

圖 4.6 與 4.7 中，實線為 Gauss 積分求得的應力強度因子，虛線為 Bessel 函數

求得的應力強度因子，結果顯示：以 Gauss 積分求得的應力強度因子與 Bessel 函

數求得的應力強度因子一致，且於尖端產生的縱波未相互影響前，應力強度因子
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與 Wu [7]半無限裂縫一致。 

 

4.3.3  單裂縫於正交性材料與立方材料的應力強度因子 

    考慮單裂縫，如圖 4.5，以表 4.1 工程彈性常數與砷化鎵的彈性常數 11 22C C 

118.8、 12 53.8C  、 12 59.4C  GPa，計算垂直入射( 90   )縱波 P 與入射橫波 Q

的應力強度因子 I IK K P a  與 II IIK K Q a  ，並與 Wu [7]、Zhang [8]比較

如圖 4.8~4.14： 

   
圖 4.8  單裂縫於環氧硼 I 的應力強度因子 IK 與 IIK   

   
圖 4.9  單裂縫於環氧硼 II 的應力強度因子 IK 與 IIK   
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圖 4.10  單裂縫於玻璃纖維的應力強度因子 IK 與 IIK   

   
圖 4.11  單裂縫於石墨纖維的應力強度因子 IK 與 IIK   

   
圖 4.12  單裂縫於鋼聚酯薄膜的應力強度因子 IK 與 IIK   
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圖 4.13  單裂縫於铍的應力強度因子 IK 與 IIK   

   
圖 4.14  單裂縫於砷化鎵的應力強度因子 IK 與 IIK   

 

    圖 4.8~4.13 為單裂縫於正交性介質(無慢剪力波)的應力強度因子 IK 與 IIK，結

果顯示：本文計算結果與半無限常裂縫 Wu [7]與有限長單裂縫 Zhang [8]吻合。 IK 

的峰值皆發生於表面波由裂縫尖端 1x a  到達 1x a  ，且峰值較靜態值高出

28~31%。對於正交性材料(表 4.1)，鈹的 IIK 峰值發生於表面波由一尖端出發抵達

另一尖端時，其餘正交性材料的 IIK 峰值發生於縱波由一尖端抵達另一尖端時，而

其值為 1.18~1.24。圖 4.14 為立方材料砷化鎵(慢剪力波存在)的應力強度因子，結
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果顯示：裂縫產生的縱波影響前，應力強度因子與 Wu [7]一致，當表面波由裂縫

尖端 1x a  抵達尖端 1x a  產生峰值，其 IK與 IIK 峰值為 1.31 與 1.14。 

針對工程彈性常數變化之討論，以 1E  1.44692、14.4692 與 144.692、固定

2 14.4692E  、 12G  5.8565、 12 0.21002  ，計算單裂縫於垂直入射縱波 P 與橫

波 Q 的應力強度因子 IK  IK P a 與 II IIK K Q a  ，如圖 4.15 與 4.16。 

圖 4.15 為固定 2E 、 12G 、 12 與不同 1E 的應力強度因子 IK ，結果顯示：應力

強度因子峰值皆發生於表面波由一尖端抵達另一尖端之時間點。圖 4.16 為固定 2E、

12G 、 12 與不同 1E 的應力強度因子 IIK ，結果顯示：應力強度因子峰值發生於表面

波由一尖端到達另一尖端時，對於 1 2 0.1E E  、1.0。對於 1 2 10E E  ，應力強度

因子峰值發生於縱波由一尖端到達另一尖端。由上述討論可知： 1E 越大，縱波越

快，應力強度因子峰值越早發生。 

 
圖 4.15  單裂縫於不同 E1的應力強度因子 IK   
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圖 4.16  單裂縫於不同 E1的應力強度因子 IIK   

   

4.3.4  斜入射平面波作用於單裂縫的應力強度因子 

    考慮單裂縫，如圖 4.5，平面波以方向  cos , sin
T  n 入射，且於 0t  作用

於 1x a  ，其形式由(4.45)得       1 1 11 cosP H t a x a c       ，以不同入射

角 30  、 60，材料為環氧硼 II，計算裂縫尖端 1x a  的應力強度因子 IK 

 IK P a  ，並與 Wu [7]比較如圖 4.17~4.18。 

由圖 4.17 與 4.18 可觀察得：當裂縫尖端 1x a  產生的縱波未影響裂縫尖端

1x a 前，應力強度因子 IK 與 Wu [7]半無限長裂縫的應力強度因子 IK 一致，且 IK 

峰值皆發生於表面波由尖端 1x a  到 1x a  時，入射角 30  與60的應力強度

因子峰值為 1.28~1.29。 
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圖 4.17  斜入射縱波作用於單裂縫，裂縫尖端 1x a  的應力強度因子 IK   

 

 

圖 4.18  斜入射縱波作用於單裂縫，裂縫尖端 1x a 的應力強度因子 IK   
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4.3.5  等長共線三裂縫於不同 E1的應力強度因子 

    考慮共線三裂縫，裂縫長皆為 2a，裂縫中心與中心距皆為 4a，如圖 4.19。以

工程彈性常數比 1 2 0.1E E  、1.0、2.0 並固定 2 14.4692E  、 12 5.8565G  、

12 0.21002  ，計算垂直入射縱波 P 與橫波 Q 的應力強度因子 I IK K P a  與

II IIK K Q a  ，如圖 4.20~4.22： 

 
圖 4.19  等長共線三裂縫示意圖 

    圖 4.20~4.22 為裂縫尖端 A、B 與 C 於不同 1E 的應力強度因子 IK 與 IIK ，結果

顯示： IK 與 IIK 峰值皆發生於表面波由尖端 B 到 A、A 到 B、D 到 C 對於裂縫尖

端 A、B、C，但工程彈性常數比為 1 2 10E E  時，應力強度因子 IIK 峰值發生於縱

波由尖端 B 到 A、A 到 B、D 到 C 對於裂縫尖端 A、B、C。工程彈性常數比為

1 2 0.1E E  時，各裂縫尖端的應力強度因子 IK 峰值為 1.38~1.39、 IIK 峰值為

1.23~1.24。工程彈性常數比 1 2 1.0E E  時，各裂縫尖端的應力強度因子 IK 峰值為

1.30~1.31，但 IIK 峰值為 1.22、1.27 與 1.27 對於裂縫尖端 A、B 與 C。工程彈性常

數比為 1 2 10E E  時，各裂縫尖端的應力強度因子 IK 峰值為 1.28~1.29，而 IIK 峰值

皆為 1.20。由上述計算可得：除工程彈性常數比為 1 2 1.0E E  外，應力強度因子 IIK

峰值於裂縫尖端B與C較A高0.05外，其餘計算例的各尖端應力強度因子 IK 與 IIK

僅有 0.01 的差距。 
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圖 4.20  等長三共線裂縫於工程彈性常數比 1 2 0.1E E  的應力強度因子 IK 與 IIK   

   
圖 4.21  等長三共線裂縫於工程彈性常數比 1 2 1.0E E  的應力強度因子 IK 與 IIK   

      
圖 4.22  等長三共線裂縫於工程彈性常數比 1 2 10E E  的應力強度因子 IK 與 IIK   
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第五章  平行裂縫於等向性介質的應力強度因子 

    本章將第二章的共線裂縫積分方程式擴展至平行裂縫積分方程式，5.1 節利用

數值法Gauss-Chebyshev積分法則將平行裂縫積分方程式降階為線性代數方程式，

5.2 節推導平行裂縫於等向性介質的  ˆk kw 、    T
k k k kw wb b ，利用第四章提及的

Gauss 積分求平行裂縫於等向性介質 V 的數值 Laplace 轉換，並將耦合的待定函數

線性代數方程式整理為矩陣方程式，5.3 節利用 Miller 與 Guy [28]反 Laplace 計算

雙與三平行共線裂縫於等向性介質的第一型與第二型動態應力強度因子 IK 與 IIK ，

並討論其數值結果。 

 

5.1  平行裂縫的線性代數方程式 

    2.1 節中已導得共線裂縫積分方程式，本節將推導平行裂縫的積分方程式，再

以 2.3 節介紹的 N 階 Gauss-Chebyshev 積分法則將積分方程式降階為線性代數方程

式。對於平行裂縫，若第一個裂縫坐落於 1x b a  與 2x h ，則 Burger 向量與差

排密度之關係式可由(2.51)表為： 

     
1

1
1 1 1

0

, ,
, , , ,

b a t

x

h
x h t x h t d d
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u β            (5.1) 

考慮裂縫受垂直入射的平面波  2 1 2, ,x x tt 作用，並將(5.1)代入(2.44)且利用(2.47)可

得： 
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(5.2)中，    2 2

1 1 2r x x h     、     1
2 1 1tan x h x     、t t    ，V 為： 
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對(5.2)取 Laplace 對t轉換得： 
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如M 條平行裂縫坐落於 1 j jx b a  、 2 jx h ， 1, ,j M  ，並利用疊加原理與(5.4)

得積分方程式： 
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    (5.5) 

引入於 1 j jb a   具有平方根奇異性的差排密度α，其形式為： 

   
2

,
, ,

1

j
j j j

j

s
b a h s

a





 



Ω
α


                             (5.6) 

(5.6)中，  ,
T

j j jG FΩ   ，其中
jG 與 jF 為待定函數並於 1   之值為有限，令

1 i ix b a x  、 2 ix h 與 1 j jb a   ，且將(5.6)代入(5.5)可得： 
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 (5.7) 

以(2.59)~(2.68)推導步驟可將(5.7)降階為N 階 Gauss-Chebyshev 積分法則： 
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(5.8)中： 
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   
1tan i jk

ij k
i i j j

h h

b a x b a




 

      


                         (5.14) 

將(5.6)代入(5.1)可得裂縫閉合條件為 

 

1

, 1, 2, ,
N

k
i

k

i M


 Ω 0                                 (5.15) 

方程式(5.8)與(5.15)為平行裂縫問題的線性代數方程式。 

 

5.2  待定函數的矩陣方程式 

    5.1 節已推得 N 階線性代數方程式(5.8)與(5.15)，(5.8)中的未知V 將由本節導

得。對於平行裂縫、等向性介質與進平面問題，由  1 2k k kw y p w y  與(3.2)聯立

可得： 
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 
 

2

1 2

2

2

1

1

k
k

k

y y y c
w

y c

 



                                 (5.16) 

(5.16)式 2 2
1 2y y y  ，利用  1 2k k kw y p w y  與(5.16)可得： 

 
 

2 2
1 2

2

2

1

1

k k
k

k

y c y y c
p

y c

 



                              (5.17) 

(5.3)式  ˆ
k kw 的推導需使用    T

k k k kw wa a 與    T
k k k kw wa b ，由導得的(3.3)得： 

       221T
k k k k k k k kw w p w w c  a a                      (5.18) 

由(3.3)與(3.4)可導得： 

            2 22
2 21 1T

k k k k k k k k k kw w p w p w w c w c    a b       (5.19) 

將(5.18)與(5.19)代入(2.48)並利用(5.17)得： 

     2 2

2ˆ 2 1k k k kw w c y c                            (5.20) 

   T
k k k kw wb b 可由(3.4)得： 

   
      

       

2 2
1 1 1 1 2 1

2
1 1 1 1 22 2

1 1 2 1 2 1

4 2 1

2 1 1

T
p w p w p w

w w
p w p w p w


 
 
   

b b        (5.21) 

   
       

      

22 2
2 2 2 2 2 22

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2

1 2 1

2 1 4

T
p w p w p w

w w
p w p w p w


  
 
  

b b      (5.22) 

將(5.20)~(5.22)代入(5.3)可導得： 

     
   

1 2 1 2

1 2 1 2

, , , ,1 1
, , Im

, , , , 2

II II II IIII
G G F FG GF

I I I I I
GF F G G F F

i i i iV r t V r t
r t

V r t V r tr i i i i

  
   

   
    

     
V     (5.23) 

(5.23)中： 

 

    1

22

1 2

2 2
1

1 1 1 2 1

21
Im

1

I
F

w c
i

c t w c w c y c

      
  

                  (5.24) 
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  
    2

2

2 2

2 2
1

2 1 2 2 2

4 11
Im

1

I
F

w c
i

c t w c w c y c

 
 
   

                 (5.25) 

 

    1

2

1 1

2 2
1

1 1 1 2 1

4 11
Im

1

II
G

w c
i

c t w c w c y c

    
   

                  (5.26) 

 

    2

22

2 2

2 2
1

2 1 2 2 2

21
Im

1

II
G

w c
i

c t w c w c y c

      
  

                 (5.27) 

   

    1 1

2 2

1 2 1 1

2 2
1

1 1 1 2 1

2 2 11
Im

1

I II
G F

w c w c
i i

c t w c w c y c

         
  

             (5.28) 

 
   

    2 2

2 2

2 2 2 2

2 2
1

2 1 2 2 2

2 2 11
Im

1

I II
G F

w c w c
i i

c t w c w c y c

         
  

            (5.29) 

由(5.20)與(5.23)~(5.29)可知，V 的奇異形式取決於 î 。由於
1 2 1 2

0I I II II
G G F Fi i i i    ，

所以方程式(5.8)的 iG 與 iF 為耦合問題，考慮垂直入射平面波  2 ,
T

Q P  t ，並將

(5.23)~(5.29)代入(5.8)可得： 

         

        

2

1
1 1

1 1 1

1 1

cos sin

1 1
, ,

2

i j kh h s
M N N

ij kci
j

j k m

M N
k kII k k k k

G ij ij j GF ij ij jk
j k ij

m mQ s c
e G

s N m

V r G V r F
N r

 


 

 


  

 



 

 





   


 

  
        (5.30) 

         

        

1

2 1
1 1

1 1 1

1 1

cos sin

1 1
, ,

2

i j kh h s
M N N

ij kci
j

j k m

M N
k kk k I k k

GF ij ij j F ij ij jk
j k ij

m mP s c
e F

s N m

V r G V r F
N r

 


 

 


  

 



 

 





   


 

  
         (5.31) 

(5.30)與(5.31)中， II
GV 、 GFV 與 I

FV 為 II
GV 、 GFV 與 I

FV 的 Laplace 對t轉換， II
GV 、 GFV 與

I
FV 可藉由(5.24)~(5.29)的 Laplace 對t轉換與(5.23)決定之。首先，令 i it r c 並利用

(5.24)與第四章介紹的數值 Laplace 轉換法可得： 
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   1

1 1

1
1 2 320 0

,
Re

1

t t
FI I st st I I I

F F

f t t
I i e dt e dt F F F

rt

  
      

            (5.32) 

(5.32)中： 

       
1

23 2

12
1

1
, , , 2Ff t w t t w t t   


   
 

              (5.33) 

         1 1 1

1 11 2 0 121

, ,1
Re , , Re ,1

1

F F st tI I
F F

f t f
F g t e dt F f K st

t

 
 


 

         (5.34) 

   
 

1

1

1

2 2
1 1 1

3 32
1 1 11

8 8 3 3 4
Re , cos 3 cos

st
st tI

F

st ste
F g t e dt

stst

  





           
    (5.35) 

(5.33)中： 

     2 2
, cos sin 1 1 1 sinw t t t             

             (5.36) 

利用 Taylor 展開(5.36)可導得： 

   

     

2
2

2

2 2
2

1 sin
lim , cos 1 sin 1 1

2

2
lim , 1 , sin sin

2

i

t

i
i

t

h
w t i t e

t t

h ie
w t e h

t






  


   







                            
   

      
  

     (5.37) 

(5.35)之  
1

,Fg t 可由(5.37)與 Taylor 展開得： 

     
 

1

1 2

,
Re , Re lim

1 1

F
F

t

f t
g t

t t






 
       

 

 
 2 22

1
2 3 2 2 2
1

34 1
Re 1 1 1

2

i

i

het

e t t t







           

      
   

  
2

2 2
12 3 2

1

4 1 1
Re 1 3

2
i

i

t
h e

e t


  

            

 

 
2 3

3 3 2 4 2
12 2

1

4 1
Re 3 sin sin

2 2

i
i i i it e i

e e e e
t


     




   

             
      
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 2 2 2
12

1

4 3 1
cos3 cos 3sin cos3 sin sin 4 cos3

2 2
t        


      
 

 

   2 2
12

1

1
4 1 cos 3 3 4 cost   


                                       (5.38) 

以相同的步驟，對(5.25)取 Laplace 對t轉換得： 

   2 2

2 2

2
4 5 620 1

,
Re

1

t
F st tI I st I I I

F F

f t t
I i e dt e dt F F F

rt


  

      
           (5.39) 

(5.39)中： 

       
2

3 2
, 4 , , 1Ff t w t t w t t  

   
                 (5.40) 

         2 2 2

2 24 5 0 221

, ,1
Re , , Re ,1

1

F F st tI I
F F

f t f
F g t e dt F f K st

t

 
 


 

         (5.41) 

   
 

2 2

2

2

2 2
6 3

1 2 2

8 8 3cos
Re , cos 3st t stI

F

st st
F g t e dt e

st st

 


 
  

        
         (5.42) 

(5.42)之  
2

,Fg t 可由(5.37)與 Taylor 展開得： 

      
 

2

2 2

,
Re , Re lim

1 1

F
F

t

f t
g t

t t






 
       

 

 
 2 2

3 2 2 2

34 1
Re 1 1 1

2

i

i

ht e

e t t t





            
      

 

  
2

2
3 2

4 1 1
Re 1 3

2
i

i

t
h e

e t


 
             

 

 
3

2 3 3 2 4
2

1 sin
4Re 3 sin

2 2

i
i i i ie i

t e e e e
t


   


   

              
      

 

 2 21 3
4 cos 3 cos 3 3sin cos 3 sin sin 4 cos

2 2
t              
 

 

2 1
cos 4 cos 3

4
t     
 

                                            (5.43) 



 

78 

 

(5.26)取 Laplace 對t轉換得： 

   1 1

1 1

1 1
1 2 320 1

,
Re

1

t
G st tII II st II II II

G G

f tt t
I i e dt e dt F F F

r rt


  

       
        (5.44) 

(5.44)中： 

       
1

3 2

2
1

4
, , , 1Gf t w t t w t t  


   
 

               (5.45) 

         1 1 1

1 11 2 0 121

, ,1
Re , , Re ,1

1

G G st tII II
G G

f t f
F g t e dt F f K st

t

 
 


 

         (5.46) 

   
 

1

1

1

2

1 1
3 32

1 1 1 1

8 8 3cos
Re , cos 3

st
st tII

G

st ste
F g t e dt

st st

 





  
        

          (5.47) 

(5.47)之  
1

,Gg t 可由(5.37)與 Taylor 展開得： 

     
 

1

1 2

,
Re , Re lim

1 1

G
G

t

f t
g t

t t






 
       

 

 
 2

2 3 2 2 2
1

34 1
Re 1 1 1

2

i

i

he

e t t t







           

      
 

  
2

2
2 3 2
1

4 1 1
Re 1 3

2
i

i

t
h e

e t


 

             

 

 
2 3

3 3 2 4
2 2

1

4 1
Re 3 sin sin

2 2

i
i i i it e i

e e e e
t


    




   

              
      

 

 2 2
2
1

4 3 1
cos3 cos 3sin cos3 sin sin 4 cos3

2 2
t       


       
 

 

2
2
1

1 1
cos 4 cos3

4
t 


        

                                       (5.48) 

以相同的步驟，對(5.27)取 Laplace 對t轉換得： 
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   2 2

2 2

2 2
4 5 620 1

,
Re

1

t
G st tII II st II II II

G G

f tt t
I i e dt e dt F F F

r rt


  

       
       (5.49) 

(5.49)中： 

       
2

23 2
, , , 2Gf t w t t w t t  

   
 

               (5.50) 

         2 2 2

2 24 5 0 221

, ,1
Re , , Re ,1

1

G G st tII II
G G

f t f
F g t e dt F f K st

t

 
 


 

        (5.51) 

   
 

2 2

2

2

2 2
6 3

1 22

8 8 3 cos
Re , cos 3st t stII

G

st st
F g t e dt e

stst

 


 
  

        
         (5.52) 

(5.52)之  
2

,Gg t 可由(5.37)與 Taylor 展開得： 

     
 

2

2 2

,
Re , Re lim

1 1

G
G

t

f t
g t

t t






 
       

 

 
 2 2

3 2 2 2

34 1
Re 1 1 1

2

i

i

ht e

e t t t





           
      

 

  
2

2
3 2

4 1 1
Re 1 3

2
i

i

t
h e

e t


 
            

 

 
2

2 2
3 2

4 1 1 sin
Re 1 3 sin

2 2
i i

i

t i
e e

e t
 



                 
 

 2 21 3
4 cos 3 cos 3 3sin cos 3 sin sin 4 cos

2 2
t             
 

 

2 1
4 cos 3 cos

4
t      
 

                                            (5.53) 

(5.28)取 Laplace 對t轉換得： 

   1 1

1 1 1

1 1
1 2 320 1

,
Im

1

t
GF st tI II I st GF GF GF

G F G

f tt t
I I i e dt e dt F F F

r rt


  

      
      (5.54) 

(5.54)中： 
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          
1

3 2 2

12
1

2
, , , 2 1 ,GFf t w t t w t t w t t    


    
 

      (5.55) 

     1 1 1

11 21

, ,1
Im ,

1

GF GF st tGF
GF

f t f
F g t e dt

t

 



 

  
                     (5.56) 

   
12 0 1Im ,1GF

GFF f K st                                           (5.57) 

   
 

1

1

1

2 2
1 1 1

3 32
1 1 11

8 8 3 2 1
Im , sin 3 sin

st
st tGF

GF

st ste
F g t e dt

stst

  





           
  (5.58) 

(5.58)之  
1

,GFg t 可由(5.37)與 Taylor 展開得： 

      
 

1

1 2

,
Im , Im lim

1 1

GF
GF

t

f t
g t

t t






 
       

 

 
  2 22 2

1
2 3 2 2 2 2
1

32 1
Im 1 2 1 1

2 2

i i

i

h et e

e t t t t

 



 

               

      
 

 
 2 22 2

1
2 3 2 2 2 2

1

34 1
Im 1

2 2 2

ii

i

het e

e t t t t







  

       
   

 

    22
1 2

2 3 2
1

14 1 1
Im 1 3

2 2
i

i

t
h e

e t









                 
 

 2 2
12

1

1 1
4 sin3 2 1 sin

4
t   


         

                                 (5.59) 

以相同的步驟，對(5.29)取 Laplace 對t轉換得： 

   2 2

2 2 2

2 2
4 5 620 1

,
Im

1

t
GF st tI II I st GF GF GF

G F G

f tt t
I I i e dt e dt F F F

r rt


  

      
     (5.60) 

(5.60)中： 

          
2

3 22 2, 2 , 2 , 1 ,GFf t w t t w t t w t t   


            (5.61) 
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     2 2 2

24 21

, ,1
Im ,

1

GF GF st tGF
GF

f t f
F g t e dt

t

 



 

  
                      (5.62) 

   
25 0 2Im ,1GF

GFF f K st                                            (5.63) 

   
 

2 2

2

2

2 2
6 3

1 2 2

8 8 3sin
Im , sin 3st t stGF

GF

st st
F g t e dt e

st st

 


 
  

        
        (5.64) 

(5.64)之  
2

,GFg t 可由(5.37)與 Taylor 展開得： 

      
 

2

2 2

,
Im , Im lim

1 1

GF
GF

t

f t
g t

t t






 
       

 

 
 2 2 2

3 2 2 2 2

32 1
Im 2 1 1 1

2 2

i i

i

ht e e

e t t t t

 



                
      

 

  
2

2
3 2

4 1 1
Im 1 3

2
i

i

t
h e

e t


 
            

 

2 1
sin 4 sin 3

4
t     
 

                                             (5.65) 

將(5.32)~(5.65)代入(5.23)可得  , ,I
FV r t 、  , ,II

GV r t 與  , ,GFV r t 為： 

     
   

1 2 1 2

1 2 1 2

, , , ,1 1
, ,

2, , , ,

II II II IIII
G G F FG GF

I I I I I
GF F G G F F

I I I IV r s V r s
r s

r V r s V r s I I I I

  
   

   
    

     
V

 


       (5.66) 

將(5.35)與(5.42)代入(5.66)、(5.47)與(5.52)代入(5.66)、(5.58)與(5.64)代入(5.66)，並

利用終值定理(final value theorem)與 Taylor 展開得： 

   2 2
1 1 22 1 2 2

3 6 40 0

3
lim , , lim

2 2 1
I I I

F
s s

x x xs t t
V r s F F

r r r

  
    

       
      (5.67) 

   2 2
1 1 22 1 2 2

3 6 40 0
lim , , lim

2 2 1
II II II

G
s s

x x xs t t
V r s F F

r r r

  
    

       
       (5.68) 
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   2 2
2 1 22 1 2 2

3 6 40 0
lim , , lim

2 2 1
GF GF

GF
s s

x x xs t t
V r s F F

r r r

  
    

      
      (5.69) 

(5.67)~(5.69)為靜態差排所產生的應力(Weertman [33])。聯立裂縫閉合條件(5.15)與

線性代數方程式(5.30)、(5.31)可得平行裂縫問題的待定函數 iG 與 iF 之矩陣方程

式： 

 

 

 

 

 

 

 

 

11 1 11 1
1 1

1 1

11 1 11 1

1 1

1 1

1

k
M M

k k k k

kM MM M MM
M Mk k k k

M M k
k k k k

M MM M MM
k

k k k k
M M

s


                        
    
    
    
        

Q GC C E E

Q GC C E E

E E D DP F

E E D DP F



   


   


   

    

 
      

 
 

      
  

           (5.70) 

(5.70)中： 

11 1

1,1 1,

,

ij ij
N

ij
k ij ij

N N N

ij ij

C C

C C

 
 

 
 
   
 
  

C


  




     

 

2

1
1 1

1 1 1

1 1

cos sin

1 1
, ,

2

i j kh h s
M N N

ijcij
k

j k m

M N
II k k

G ij ijk
j k ij

m ms c
C e

N m

V r s
N r

 



 


  

 





 







 



(5.71) 

11 1

1,1 1,

,

0 0

ij ij
N

ij
k ij ij

N N N

E E

E E 

 
 
 
 
 
  

E


  




 
1 1

1 1
, ,

2

M N
ij k k
k GF ij ijk

j k ij

E V r s
N r


 

    
 

              (5.72) 

 

11 1

1,1 1,

,

ij ij
N

ij
k ij ij

N N N

ij ij

D D

D D

 
 

 
 
   
 
  

D


  




     

 

1

2 1
1 1

1 1 1

1 1

cos sin

1 1
, ,

2

i j kh h s
M N N

ijcij
k

j k m

M N
I k k

F ij ijk
j k ij

m ms c
D e

N m

V r s
N r

 



 


  

 





 







 



 

    (5.73) 

                 1 2 1 1 2, , , , 0 , , , ,
T

N k N
i i i i i i i iQ Q Q G G G Q G                 (5.74) 

                 1 2 1 1 2, , , ,0 , , , ,
T

N k N
i i i i i i i iP P P F F F P F                 (5.75) 
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由矩陣方程式(5.70)可求得  k
iF 與  k

iG ，將  k
iF 與  k

iG 代入(3.19)與(3.26)得 Laplace 轉

換域第一型與第二型應力強度因子。 

 

5.3  數值結果 

    本節利用 5.2 節介紹的待定函數矩陣方程式(5.70)與(3.19)、(3.26)求 Laplace 轉

換域的應力強度因子K ，再以 Miller 與 Guy [28]提出的反數值 Laplace 轉換(2.78) 

與(2.79)求時域應力強度因子K，由收斂性測試得到參數 0.3M   、 0.15M   、

7MN  (第一型應力強度因子)、 16MN  (第二型應力強度因子)、 14N  與 Gauss

積分點 300GN  ，計算平面應力(plane stress)、波松比 0.25v  、雙與三平行裂縫於

縱波與橫波作用的應力強度因子。 

 

5.3.1  數值參數測試 

    Miller 與 Guy [28]指出使用(2.78)與(2.79)時， 0.5 5.0M    與0.05 2.0M 

為M  與M 的合適範圍，考慮裂縫中心重疊、平行且等長的雙裂縫， 2.0h a  、

1 2a a a  、 1 2 0b b  、垂直入射縱波  2 0,
T

P t 於 0t  作用於 2 0x  ，如圖 5.1。

以 4.3.1分析得的Gauss積分點數 300GN  、 0.3M    、 0.15M  、 14N  、 7MN  、

10 與 15，計算裂縫尖端 A 的應力強度因子 I IK K P a  ，如圖 5.2。以 300GN  、

0.3M    、 0.15M  、 7MN  、 14N  、20 與 50，計算裂縫尖端 A 的應力強

度因子 I IK K P a  ，如圖 5.3。以 300GN  、 0.15M  、 7MN  、 14N  、

0.3M    、0.0 與 3.0，計算裂縫尖端 A 的應力強度因子 I IK K P a  ，如圖 5.4。
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以 300GN  、 0.3M    、 7MN  、 14N  、 0.05M  、0.15 與 1.5，計算裂縫尖

端 A 的應力強度因子 I IK K P a  ，如圖 5.5。 

 

 

圖 5.1  裂縫中心重疊、平行、等長雙裂縫示意圖 

 

 
圖 5.2  裂縫中心重疊、平行且等長的雙裂縫，裂縫尖端 A 的應力強度因子 IK  (不同 NM ) 
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圖 5.3  裂縫中心重疊、平行且等長的雙裂縫，裂縫尖端 A 的應力強度因子 IK  (不同 N ) 

 

 
圖 5.4  裂縫中心重疊、平行且等長的雙裂縫，裂縫尖端 A 的應力強度因子 IK  (不同 M ) 
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圖 5.5  裂縫中心重疊、平行且等長的雙裂縫，裂縫尖端 A 的應力強度因子 IK  (不同 M ) 

 

    圖 5.2~5.5 為不同數值參數( MN 、 N 、M  、M )、裂縫中心重疊、平行且等

長的雙裂縫，裂縫尖端 A 的應力強度因子 IK ，並與 Itou [13]比較之。圖 5.2 顯示：

於 1 7t c t a   ，以 7MN  計算的應力強度因子 IK 與 Itou [13]最吻合。並由圖 5.3

得 14N  可計算得收斂結果。圖 5.4 顯示：於 7t   ，以 0.3M    計算的應力強度

因子 IK 與 Itou [13]最吻合。圖 5.5 顯示：以 0.15M  計算的應力強度因子 IK 與 Itou 

[13]最吻合。由(2.78)與(2.79)可知：M  、M 、 MN 與 Laplace 轉換域應力強度因

子  1, Mx sK 有關 (  1Ms M k M    )，其中，M  為 Ms 起點、M 為 Ms 的間距、

MN 為 Ms 的點數。綜合上述討論可得結論：利用數值反 Laplace 轉換(Miller 與 Guy 

[28])計算平行裂縫的應力強度因子須慎選 Ms ，不當的 Ms 會得到錯誤結果，且以
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0.3M   、 0.15M   、 7MN  、 14N  與 300GN  可得好的應力強度因子 IK 。 

 

圖 5.6  垂直入射橫波作用於單裂縫，裂縫尖端的應力強度因子 IIK  (不同 NM ) 

    以 300GN  、 0.3M   、 0.15M   、 14N  、 7MN  、12 與 16 計算平面

應變、波松比 0.25  、垂直入射橫波  2 , 0
T

Q t 作用於單裂縫(圖 3.1)，裂縫尖

端的應力強度因子 II IIK K Q a  並與 Thau 與 Lu [2]比較如圖 5.6。圖 5.6 顯示：

以 16MN  計算應力強度因子 IIK 可觀察得縱波與表面由裂縫尖端 1x a  到達尖

端 1x a  的特徵。因此，以 0.3M   、 0.15M   、 16MN  、 14N  與 300GN 

作為後續計算應力強度因子 IIK 的數值參數。 

 

5.3.2  裂縫中心重疊、平行、等長雙裂縫 

    考慮裂縫中心重疊、平行且等長的雙裂縫，如圖 5.1，以 2.0h a  、1.0、0.2、

1 2a a a  、 1 2 0b b  ，垂直入射縱波  2 0,
T

P t 於 0t  作用於 2 0x  ，計算裂
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縫尖端 A 與 B 的應力強度因子 I IK K P a  ，並與 Itou [13]比較如圖 5.7~5.11。 

 

圖 5.7  裂縫中心重疊、平行且等長的雙裂縫，裂縫尖端 A 的應力強度因子 IK  (不同h ) 

 

 

圖 5.8  裂縫中心重疊、平行且等長的雙裂縫，裂縫尖端 B 的應力強度因子 IK  (不同h ) 
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圖 5.9  裂縫中心重疊、平行且等長的雙裂縫，裂縫尖端 A、B 與靜態的應力強度因子 IK  (h /a = 2.0 ) 

 

 
圖 5.10  裂縫中心重疊、平行且等長的雙裂縫，裂縫尖端 A、B 與靜態的應力強度因子 IK  (h /a = 1.0 ) 
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圖 5.11  裂縫中心重疊、平行且等長的雙裂縫，裂縫尖端 A、B 與靜態的應力強度因子 IK  (h /a = 0.2 ) 

 

 
圖 5.12  裂縫中心重疊、平行、等長雙裂縫，裂縫尖端 A、B 與靜態的應力強度因子 IIK  (h /a = 2.0 ) 
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圖 5.13  裂縫中心重疊、平行、等長雙裂縫，裂縫尖端 A、B 與靜態的應力強度因子 IIK  (h /a = 1.0 ) 

 

考慮裂縫中心重疊、平行、等長雙裂縫，如圖 5.1，以 2.0h a  、1.0，垂直

入射橫波  2 , 0
T

Q t 於 0t  作用於 2 0x  ，計算裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子

II IIK K Q a  如圖 5.12~5.13。 

    圖 5.7 與 5.8 為裂縫中心重疊、平行且等長的雙裂縫於 2.0h a  、1.0 與 0.2，

裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子 IK ，結果顯示：於 1 6t c t a   ，計算結果與 Itou 

[13]吻合。不同 h a ，裂縫尖端 A 的應力強度因子 IK 峰值皆大於裂縫尖端 B 的應

力強度因子 IK 峰值。 h a 越大，裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子 IK 也越大。入

射縱波作用於上裂縫，裂縫尖端 A 產生繞射，當繞射波到達裂縫尖端 B 後，裂縫

尖端 B 才有應力強度因子值。圖 5.9~5.11 為平行且等長的雙裂縫於 2.0h a  、1.0

與 0.2，裂縫尖端 A、B 與靜態的應力強度因子 IK ，結果顯示：暫態應力強度因子
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延靜態值振盪，當 30t   ，暫態應力強度因子趨於靜態應力強度因子。對於裂縫

尖端 A，暫態應力強度因子的峰值為靜態應力強度因子的 1.4 倍。 

    圖 5.12~5.13 為裂縫中心重疊、平行、等長雙裂縫於 2.0h a  與 1.0，裂縫尖

端 A、B 與靜態的應力強度因子 IIK，結果顯示：暫態應力強度因子延靜態值振盪，

當 20t   ，暫態應力強度因子趨於靜態應力強度因子。 

 

5.3.3  裂縫中心不重疊、平行且等長的雙裂縫 

    考慮裂縫中心不重疊、平行且等長的雙裂縫，如圖 5.14，以 1.0b a  、2.0、

4.0、 1 2a a a  、 2 1 2h h a  ，垂直入射縱波  2 0,
T

P t 於 0t  作用於 2 0x  ，

計算裂縫尖端 A、B、C 與 D 的應力強度因子 I IK K P a  ，如圖 5.15 與 5.16。

垂直入射橫波  2 , 0
T

Q t 於 0t  作用於 2 0x  ，計算裂縫尖端 A、B、C 與 D 的

應力強度因子 II IIK K Q a  ，如圖 5.17~5.18： 

 

 

圖 5.14  裂縫中心不重疊、平行且等長的雙裂縫示意圖 
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圖 5.15  裂縫中心不重疊、平行且等長的雙裂縫，上裂縫的應力強度因子 IK  (不同b /a ) 

   
圖 5.16  裂縫中心不重疊、平行且等長的雙裂縫，下裂縫的應力強度因子 IK  (不同b /a ) 

   
圖 5.17  裂縫中心不重疊、平行且等長的雙裂縫，上裂縫的應力強度因子 IIK  (不同b /a ) 
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圖 5.18  裂縫中心不重疊、平行且等長的雙裂縫，下裂縫的應力強度因子 IIK  (不同b /a ) 

 

    圖 5.15 與 5.16 為裂縫中心不重疊、平行且等長的雙裂縫、 1.0b a  、2.0 與

4.0 (下裂縫不受入射波作用的範圍： 1.0b a  為半裂縫長、 2.0b a  為裂縫尖端

C、 4.0b a  為全裂縫)，裂縫尖端 A、B、C 與 D 的應力強度因子 IK ，結果顯示：

對於不同 b a ，裂縫尖端 A 的應力強度因子 IK 峰值皆為 1.2。下裂縫被上裂縫半

遮蔽( 1.0b a  )與點遮蔽( 2.0b a  )時，裂縫尖端 B 的應力強度因子 IK 峰值皆為

1.1，不遮蔽( 2.0b a  )時，裂縫尖端 B 的應力強度因子 IK 峰值會增加至 1.24。下

裂縫被上裂縫遮蔽越少( b a 越大)，裂縫尖端 C 的應力強度因子 IK 峰值越大，且

越早發生。各尖端應力強度因子於 1 12t c t a   時，以 1.0b a  計算之應力強度

因子皆小於以 2.0b a  與 4.0 計算之應力強度因子。 

    圖 5.17 與 5.18 為裂縫中心不重疊、平行且等長的雙裂縫、 1.0b a  、2.0 與

4.0，裂縫尖端 A、B、C 與 D 的應力強度因子 IIK ，結果顯示：不同 b a ，裂縫尖

端 A 與 B(上裂縫)的應力強度因子 IIK 峰值皆為 1.14~1.15。裂縫尖端 C 與 D(下裂
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縫)的應力強度因子 IIK 峰值，於 1.0b a  時最大、 2.0b a  時次之、 4.0b a  時

最小。 

 

5.3.4  裂縫中心重疊、平行且等長的三裂縫 

    考慮裂縫中心重疊、平行且等長的三裂縫，裂縫間距 2a，如圖 5.19，考慮垂

直入射縱波  2 0,
T

P t 於 0t  作用於 2 0x  ，計算裂縫尖端 A、B 與 C 的應力強

度因子 I IK K P a  ，並與同條件但雙裂縫(圖 5.1)的應力強度因子 IK 比較如圖

5.20。垂直入射橫波  2 , 0
T

Q t 於 0t  作用於 2 0x  ，計算裂縫尖端 A、B 與 C

的應力強度因子 II IIK K Q a  ，並與同條件但雙裂縫(圖 5.1)的應力強度因子 IIK ，

比較如圖 5.21。 

    圖 5.20 中，實線為裂縫中心重疊、平行且等長的三裂縫、等裂縫間距 2a，裂

縫尖端 A、B 與 C 的應力強度因子 IK ，虛線為圖 5.1，縫中心重疊、平行且等長

的雙裂縫、裂縫間距 2.0h a  ，裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子 IK ，結果顯示：

平行三裂縫於 1 8t c t a   時，由於裂縫尖端 C 的繞射波未抵達裂縫尖端 A，因此

平行三裂縫與雙裂縫的上裂縫( 2 0x  )應力強度因子 IK 一致。相對於平行雙裂縫，

平行三裂縫尖端 C 的繞射波影響使應力強度因子 IK 降低。對於平行三裂縫的應力

強度因子 IK 峰值，裂縫尖端 A 大於 C 大於 B。 

    圖 5.21 中，實線為裂縫中心重疊、平行且等長的三裂縫、等裂縫間距 2a，裂

縫尖端 A、B 與 C 的應力強度因子 IIK ，虛線為圖 5.1，縫中心重疊、平行且等長

的雙裂縫、裂縫間距 2.0h a  ，裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子 IIK，結果顯示：
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對於平行三裂縫的應力強度因子峰值，裂縫尖端 C 大於 B 大於 A。 

 

 

圖 5.19  裂縫中心重疊、平行且等長的三裂縫示意圖 

 

 
圖 5.20  裂縫中心重疊、平行且等長的三裂縫，裂縫尖端 A、B 與 C 的應力強度因子 IK   
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圖 5.21  裂縫中心重疊、平行且等長的三裂縫，裂縫尖端 A、B 與 C 的應力強度因子 IIK   
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第六章  平行裂縫於正交性介質的應力強度因子 

    由於  p w 在平行裂縫與正交性材料的型式複雜，所以難以導得V 的奇異解析

型式，因此，本章以六維特徵值問題(2.12)求數值 p、a 與b，代入(5.3)得數值V ，

並以 Gauss 積分求V 的數值 Laplace 轉換。由於正交性材料的波速  c  與 有關，

對於平行裂縫與進平面問題，  c  需藉由波前曲面圖(wave front surface)分析，本

章第 1 節介紹波前曲面圖的繪製方法，第 2 節推導數值V 的奇異形式(singular form)，

並介紹 Laplace 轉換域應力強度因子K 的求解方法，第 3 節利用 Miller 與 Guy [28]

反Laplace轉換計算雙與三平行裂縫於鈹的第一型與第二型應力強度因子 IK 與 IIK

並討論其數值結果。 

 

6.1 波前曲面圖 

    Wu [25]指出，為討論 p 的解(Chadwick 與 Smith [34])，令 

  tanp                                             (6.1) 

將(6.1)代入(2.10)得： 

   2

1 2cos siny y    Z a a                           (6.2) 

(6.2)中： 

   2 2cos sin cos sinT         Z Q R R T             (6.3) 

(6.3)之矩陣  Z 與往  cos ,sin  傳播的平面波有關，依此可將(6.2)改寫為： 

       2c    Z a a                                 (6.4) 

(6.4)中，  a 為極化(polarization)向量、  c  為波速，利用  1 2w y p w y  並比較
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(6.2)與(6.4)可得： 

   
cos

c
w





                                           (6.5) 

 1 2cos siny y c                                     (6.6) 

方程式(6.6)建立的曲面亦滿足： 

 1 2sin cosy y c                                    (6.7) 

聯立(6.6)與(6.7)得： 

   
   

1

2

cos sin

sin cos

y c c

y c c

   

   

 

 
                              (6.8) 

將 0 ~ 2  代入(6.8)可繪製波前曲面。由(6.1)、(6.5)與(6.8)可得： 

   
  2

1p
p w

w y





  


                                    (6.9) 

利用  1 2w y p w y  與(6.9)得： 

 
 1

p w
y w

p w
 


                                        (6.10) 

將(2.10)對w 微分，並左乘  T wa 得： 

          2 2T Tw p w p w p w w w      a R R T I a 0          (6.11) 

(6.11)式的推導已利用： 

                  2 2T Tw p p w      a Q R R T I 0  

將(2.9)代入(6.11)且利用純量轉置不變可得： 

     
   

T

T

w w
p w w

w w
 

a a

a b
                                (6.12) 

為求得(6.12)之  p w ，由(2.9)得： 
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       1 1Tp w w w w   a T R a T b                       (6.13) 

將(6.13)代入(2.10)得： 

 1 2 1T w p    RT R Q I a RT b b                       (6.14) 

聯立(6.13)與(6.14)得： 

pNξ ξ                                              (6.15) 

(6.15)中： 

1 2

3 1

1 1 1 2
1 2 3

,

, ,

T

T T w  

   
    

  
      

N N a
N ξ

N N b

N T R N T N RT R Q I

              (6.16) 

將不同w 值代入(6.15)求得  p w 、  wa 與  wb ，將  p w 、  wa 與  wb 代入(6.12)

求得  p w ，利用(6.9)與(6.10)與求得的  p w 與  p w 亦可繪製波前曲面圖。 

 

6.2  V與 Laplace 轉換域應力強度因子K 的求解 

    使用 Gauss 積分求V 的 Laplace 轉換，須確定V 的奇異型式，首先，將(2.47)代

入(5.3)可得： 

       
2

11

1 1
, , Im Tk

k k k k
k k kk

w
r t w w

r w w x





 
  

  
V b b          (6.17) 

利用(2.47)與(2.48)可得V 於 2 0x  為： 

         2
1

1 1 1
11

1
Re Re

2
T

k k
kk

y
y i y y

y


   
     

    
 L

V b b        (6.18) 

利用(2.45)得： 

    2
1

1
t t p w x

w x
   

 
                             (6.19) 
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(6.19)對t微分： 

  2d dt p w x dw                                     (6.20) 

(6.20)之 dw 可由  1 2w y p w y  推導得： 

dw wdt                                            (6.21) 

將(6.21)代入(6.20)得： 

  2

d
p w x w

dt

                                      (6.22) 

令    2 2t t  ： 

d d

dt dt

                                            (6.23) 

(6.23)代入(6.22)得： 

  2

d
p w x w

dt

                                       (6.24) 

由(5.23)~(5.29)可知，當 1y c 或 2y c ，即 1t t 或 2t t 時(  i it r c  )，V 分母為

0，由於 kw 與  k kw 不為 0，由(6.19)可得 it t 時： 

    2 0i i it t p w x                                    (6.25) 

由(6.24)，並令 1it t   ，其中 1 為趨近於零得正數： 

           2
1 1

1 1 2 1 2
i i

i i i k i i

d t t
t t t p w x w

dt

   
     


            (6.26) 

整理(6.26)可得： 

       2 2
1 2 12 sini k i i k i i i it p w x w p w w c t t                  (6.27) 

將(6.12)、(6.19)代入(6.27)得： 

       
   1 2 1sin 2

T
i i

c i k i i i i i iT
i i

w w
k t p w w c t w x t

w w
   

 
    

 

a a

a b
     (6.28) 
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將(6.28)代入(6.17)，得 it t 時： 

     
    2 2

1
, , Im

T
i i i i

i

c i i i i i

w w
r t

r k t w w t t




 
 
  

b b
V                  (6.29) 

(6.29)中，   cos sini i i iw c p w   。由(5.23)~(5.29)可知， 1y c 時V 才有值，對

(6.17)取 Laplace 對t轉換： 

     
   

2

1 1 2 3
0 0

1

1
, , Im

ˆ

T
k k k kst st nc nc nc

k k kk

w w
r t e dt H c y e dt

r tw w




 
 



 
     

  
 

b b
V f f f  

(6.30) 

(6.30)中： 

   
      1

2

1
1

1

Im , ,
ˆ

T
k k k k st tnc

S
k k kk

w w
r r e dt

tw w
 










 
   

  


b b
f V V                 (6.31) 

 

   
         

     

   
   

2
1 2 2

1 1

2
1

1 1 1 1 1 2 2 1 2 2 1
0 1 0 2

1 1 1 1 2 2 2 1 2

1
2 2 2 2

2 202 2 2 2 1 1

Im ,

ˆ ˆ ˆ ˆ
Im Im

ˆ ˆ ˆ ˆ1 1

ˆ ˆ 1
Re

ˆ ˆ

nc
S

T T

T
st u

r

w w w w
K st K st

w w k w w k

w w
e du

w w k u






  
  

  




 

   

   
    

   
 
 
  





f V

b b b b

b b

      (6.32) 

   
1

1
3

1
Im , Im ,

st
st tnc e

r e dt r
s

 



 

 
     

 f V V                          (6.33) 

(6.31)~(6.33)中：  

     
     22

1 1 1

ˆ ˆ
,

ˆ ˆˆ ˆ

wN T
i i i i

S

i i i i i i i

w w
r

w w k t t t t t







 b b
V                (6.34) 

     
 

2

1

, lim
ˆ

T
k k k k

t
k k kk

w w
r

tw w


 


  b b
V                         (6.35) 

  1 1 2 1 1
ˆ ˆˆ ˆ, ,k k i i i i i iw w t w x p w x t t t t                   (6.36) 
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(6.31)中，  ,S r V 是為了避開奇異點，使數值積分不會發散，  ,r V 是為了

使數值積分收斂變快。 wN 為角度 與波曲面所交到的波數，慢剪力波不存在時，

只有縱波與橫波，則 2wN  ，慢剪力波存在時，有縱波、橫波與慢剪力波，則 3wN  。

將(6.30)代入(5.66)得： 

     
    1 2 3

, , , ,1
, ,

, , , ,

II
G GF nc nc nc

I
GF F

V r s V r s
r s

r V r s V r s

 


 
 

    
 

V f f f
 


             (6.37) 

    上述已導得計算平行裂縫問題所需之公式，以下將簡述求解流程。(1)決定裂

縫坐落座標，並由(5.10)~(5.14)可得 k
ijr  與 k

ij  。(2)決定(6.31)~(6.32)的 Gauss 積分點

可得 1y 與 2y ，由六維特徵值問題(2.12)與 1y 與 2y 可求進平面問題的特徵值 p 與特徵

向量a 與 b̂，利用 1 2w y py  與(2.48)可求得w 、b、與 ̂ 。(3)由波前曲面與 k
ij  可

決定正交性材料的波速  k
i ijc   與  k

i i ijt r c   。(4)由(6.30)~(6.36)與求得的w、b 、

̂ 、 it 可得平行裂縫於正交性介質與進平面問題的  , ,I k k
F ij ijV r s  、  , ,II k k

G ij ijV r s  與

 , ,k k
GF ij ijV r s  。平行裂縫於正交性介質，其待定函數  k

iF 與  k
iG 的矩陣方程式與 5.2

節導得的 (5.70)形式一致，只需將計算之數值  , ,I k k
F ij ijV r s  、  , ,II k k

G ij ijV r s  與

 , ,k k
GF ij ijV r s  代入(5.71)~(5.73)，則可求平行裂縫於正交性介質的待定函數  k

iF 與

 k
iG ，再以(4.43)與(4.44)計算得 Laplace 轉換域應力強度因子K 。 

 

6.3  數值結果 

    本節利用 6.2 節介紹的數值方法求 Laplace 轉換域K ，再以(2.78)求時域應力

強度因子K。利用 5.3 節分析得參數 0.3M    、 0.15M   、 7MN  (第一型應
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力強度因子)、 16MN  (第二型應力強度因子)、 14N  與 Gauss 積分點 300GN  ，

計算鈹(表 4-1)於雙與三平行裂縫受平面波作用的應力強度因子。 

 

6.3.1  方法驗證 

    為驗證本章介紹的方法(數值V求應力強度因子)正確，以本章介紹的方法求(1)

圖 5.1，平行且等長的雙裂縫、裂縫間距 2.0h a  、1.0 與 0.2、等向性介質、平

面應力、波松比 0.25  、垂直入射縱波  2 0,
T

P t 於 0t  作用於 2 0x  ，裂縫尖

端 A 與 B 的應力強度因子 I IK K P a  ，並與第五章的結果(解析 V)比較如圖

6.1 與 6.2。(2)圖 4.1、共線等長雙裂縫，裂縫中心與中心距 4a 、正交性材料鈹、

垂直入射橫縱波 P 的應力強度因子 I IK K P a  與垂直入射橫波 Q 的應力強

度因子 II IIK K Q a  ，並與第四章的結果(解析 L)比較如圖 6.3 與 6.4。 

 
圖 6.1  以數值與解析 V 求平行且等長的雙裂縫，裂縫尖端 A 的應力強度因子 IK (不同h ) 
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圖 6.2  以數值與解析 V 求平行且等長的雙裂縫，裂縫尖端 B 的應力強度因子 IK (不同h ) 

 

 
圖 6.3  以數值與解析 L 求等長共線雙裂縫、铍，裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子 IK   
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圖 6.4  以數值與解析 L 求等長共線雙裂縫、铍，裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子 IIK   

 

    圖 6.1 與圖 6.2 中，實線為本章方法(數值法求 V)求得的應力強度因子 IK ，虛

線為利用(5.23)~(5.29)解析 V 求得的應力強度因子 IK ，其中 1.0h a  與 0.2 時，

數值法求V 需利用較多的 Gauss 積分點 1000GN  ，這是數值法求(6.34)、(6.35)與

解析解間的差異所致。圖 6.3 與 6.4 中，實線為以本章方法(數值法求 L)求得的應

力強度因子 IK 與 IIK (由(6.18)可知，對於共線裂縫問題    1 1Re 2y y   V L )，虛

線為(4.10)解析 V 求得的應力強度因子 IK 與 IIK 。結果顯示：以本章方法計算平行

裂縫、等向性材料與共線裂縫、正交性材料的應力強度因子為準確的。 

 

6.3.2  平行、不等長雙裂縫 

    對於正交性材料與平行裂縫問題，需先利用波前曲面圖進行分析，以(6.9)、



 

107 

 

(6.10)、(6.12)與(6.15)求鈹的波前曲面圖，如圖 6.5： 

 
圖 6.5  鈹的波前曲面圖 

 

由圖 6.5 可得任意， wN 皆為 2。  c  值可藉由   2 2
1 2c y y   與  1

2 1tan y y 

求得。考慮考慮裂縫中心重疊、平行且不等長雙裂縫，如圖 6.6，考慮下裂縫長固

定，以 1 1.5a a  、2.0，垂直入射縱波  2 0,
T

P t 於 0t  作用於 2 0x  ，計算裂縫

尖端 A 與 B 的應力強度因子 I IK K P a  ，如圖 6.7。垂直入射橫波  2 , 0
T

Q t

於 0t  作用於 2 0x  ，計算裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子 II IIK K Q a  ，如

圖 6.8。 

圖 6.7 為裂縫中心重疊、平行且不等長雙裂縫、 1 1.5a a  、2.0(下裂縫長固定)，

裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子 IK ，結果顯示：越長的 1a 使應力強度因子 IK 峰

值越晚發生，裂縫尖端 A 的應力強度因子 IK 皆大於尖端 B 的應力強度因子 IK 。

比較裂縫尖端 B 於 1 2.0a a  與 1 1.5a a  的應力強度因子可得： 1 2.0a a  的應力
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強度因子 IK 小於 1 2.0a a  的應力強度因子 IK 。 

    圖 6.8 為裂縫中心重疊、平行且不等長雙裂縫、 1 1.5a a  、2.0(下裂縫長固定)，

裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子 IIK ，結果顯示：越長的 1a 使應力強度因子 IIK 峰

值越晚發生。於 1 1.5a a  、2.0，裂縫尖端 A 的峰值皆為 1.1、尖端 B 皆為 1.3，

即裂縫尖端 B 的應力強度因子 IK 峰值皆大於尖端 A 的應力強度因子 IK 峰值。 

 
圖 6.6  裂縫中心重疊、平行、不等長雙裂縫示意圖 

 

 

圖 6.7  裂縫中心重疊、平行、不等長雙裂縫，裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子 IK   
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圖 6.8  裂縫中心重疊、平行且不等長雙裂縫，裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子 IIK   

 

    考慮考慮裂縫中心不重疊、平行且不等長雙裂縫，如圖 6.9，其中 2 2 vd a a  ，

考慮 1.5va a  與 2.0(上裂縫長固定)，垂直入射縱波  2 0,
T

P t 於 0t  作用於

2 0x  ，計算裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子 I IK K P a  ，如圖 6.10。垂直

入射橫波  2 , 0
T

Q t 於 0t  作用於 2 0x  ，計算裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子

II IIK K Q a  ，如圖 6.11： 

 

圖 6.9  裂縫中心不重疊、平行、不等長雙裂縫示意圖 
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圖 6.10  裂縫中心不重疊、平行且不等長雙裂縫，裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子 IK   

 

 
圖 6.11  裂縫中心不重疊、平行且不等長雙裂縫，裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子 IIK   
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    圖 6.10 為裂縫中心不重疊、平行且不等長雙裂縫、 1.5va a  、2.0(上裂縫長

固定)，裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子 IK ，結果顯示：對於 1.5va a  與 2.0 之

應力強度因子，小的 va 使裂縫尖端 B 的應力強度因子 IK 峰值越快發生，且

1.5va a  與 2.0 兩者對於裂縫尖端 B 的 IK 峰值皆為 1.2。 1.5va a  與 2.0 兩情況

對於裂縫尖端 A 的應力強度因子 IK 影響較小。圖 6.11 為裂縫中心不重疊、平行且

不等長雙裂縫、 1.5va a  、2.0(上裂縫長固定)，裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子

IIK ，結果顯示：裂縫尖端 B 的應力強度因子 IIK 峰值發生的時間點 1.5va a  早於

2.0va a  ，且 1.5va a  與 2.0 兩情況對於裂縫尖端 B 的應力強度因子影響小。 

 

6.3.3  不對稱、平行三裂縫 

    考慮不對稱、平行三裂縫，如圖 6.12，以 1 2.0b a  、 2 2.5b a  ，垂直入射縱

波  2 0,
T

P t 於 0t  作用於 2 0x  ，計算裂縫尖端 C、F、B 與 E 的應力強度因子

I IK K P a  ，如圖 6.13。垂直入射橫波  2 , 0
T

Q t 於 0t  作用於 2 0x  ，計

算裂縫尖端 A、D、B 與 E 的應力強度因子 II IIK K Q a  ，如圖 6.14。 

圖 6.13 為不對稱、平行三裂縫，裂縫尖端 C、F、B 與 E 的應力強度因子 IK ，

圖 6.14 為不對稱、平行三裂縫，裂縫尖端 A、D、B 與 E 的應力強度因子 IIK 。本

節考慮的三裂縫為非對稱問題，由圖 6.13 可明顯觀察得：於 1 12t c t a   ，不對

稱參數( 2 1b b )使裂縫尖端 F 與 E 的應力強度因子 IK 增加(相對於裂縫尖端 C 與

B)。 
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    若不考慮圖 6.12 的右上裂縫(尖端 D 與 F 構成的裂縫)，則圖 6.12 與圖 6.9 於

2.0va a  之平行雙裂縫問題一致，對於兩者的比較，可分別計算兩者裂縫尖端 A

與 B 的應力強度因子 IIK 並比較得之，其結果如圖 6.15，圖中實線為不對稱、平行

三裂縫、虛線為平行雙裂縫的應力強度因子，結果顯示：增加了右上裂縫(尖端 D

與尖端 F 構成的裂縫)使應力強度因子 IIK 峰值增加。 

 
圖 6.12  不對稱、平行三裂縫示意圖 

 

 

圖 6.13  不對稱、平行三裂縫，裂縫尖端 C、F、B 與 E 的應力強度因子 IK   
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圖 6.14  不對稱、平行三裂縫，裂縫尖端 A、D、B 與 E 的應力強度因子 IIK   

 

 
圖 6.15  不對稱、平行雙與三裂縫，裂縫尖端 A 與 B 的應力強度因子 IIK   
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第七章  結論與建議 

 

7.1  結論 

    本文以 Wu [25]提出的位移場通解與差排法建立裂縫面上曳引力與差排密度

的積分方程式，再以疊加原理將積分方程式擴展至共線與平行裂縫問題，其方程

式包含入射應力波之作用與各裂縫尖端產生的繞射波之相互關係，對於複雜的多

次繞射波之相互關係，本文以簡易的六維特徵值問題的解描述之，此解可解析得

共線裂縫於等向性或正交性介質與平行裂縫於等向性介質之奇異形式，難以解析

出奇異形式的平行裂縫於正交性介質問題則以數值解求得。 

    由於本文利用Laplace轉換求解裂縫面上之曳引力與差排密度函數之積分方程

式，因此需求得各裂縫尖端產生的繞射波之相互關係式L 或V 的 Laplace 轉換式，

本文以 Bessel 函數求得共線裂縫於等向性介質之U 解析形式，並以 Gauss 積分與

積分技巧(避開離散點與快速收斂)求得共線裂縫於正交性介質U 或平行裂縫於等

向性介質與正交性介質V 之數值 Laplace 轉換。藉由 Gauss-Chebyshev 積分法則求

得 Laplace 轉換域的差排密度α，並透過應力強度因子與差排密度之關係式計算得

轉換域之應力強度因子，最後以數值反轉換法求得應力強度因子之歷時反應。 

    所得的數值計算結果在單裂縫於等向性材料受縱波作用的應力強度因子、共

線雙裂縫於等向性材料受縱波作用的應力強度因子、單裂縫於正交性材料受平面

波作用的應力強度因子、平行裂縫於等向性材料受縱波作用的應力強度因子與現

有的文獻比對結果一致，並得知本文的分析方式可系統化與有效的分析含多裂縫

之彈性介質受均勻平面應力波作用問題，依本文之數學模型探討各式裂縫問題可

得以下結論：  
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單裂縫與共線裂縫 

1. 對於單裂縫於等向性介質受斜入射應力波問題，應力波入射角的改變很難使應

力強度因子 IK 與 IIK 峰值產生變化。 

2. 單裂縫於不同波松比 之等向性介質受垂直入射縱波的分析可得：縱波波速較

慢時( 0v  、0.35)，表面波由右(左)尖端到達左(右)尖端後，應力強度因子開始

下降，但縱波波速較快時( 0.48v  、0.49)，應力強度因子會持續上升。 

3. 對於圖 3.14，等長共線雙裂縫於等向性介質受垂直入射應力波問題，當兩裂縫

的內尖端間距越小時，內裂縫尖端的應力強度因子 IK 峰值越大，但外裂縫尖端

的應力強度因子 IK 峰值影響較小，而內或外裂縫尖端的應力強度因子 IIK 峰值

皆隨兩裂縫內尖端之間距越小而增大。 

4. 對於圖 3.24，等長共線三裂縫(各裂縫尖端與鄰近裂縫尖端等距)於等向性介質

受斜入射應力波問題，當表面波由同裂縫的左(右)尖端出發到右(左)尖端時，可

發現應力強度因子的極值，但各裂縫尖端與鄰近裂縫尖端的間距變小時，應力

強度因子的極值會延後發生。 

5. 對於有限長多裂縫於彈性介質受應力波作用問題，當其他裂縫尖端產生之繞射

波影響前，應力強度因子與半無限裂縫的應力強度因子一致。 

6. 正交性介質(環氧硼 I、II、玻璃纖維、石墨纖維、鋼聚酯與鈹)、單裂縫與橫波

作用的問題，僅有鈹的應力強度因子 IIK 峰值發生於表面波由裂縫的左(右)尖端

出發到右(左)尖端時，而環氧硼 I、環氧硼 II、玻璃纖維、石墨纖維與鋼聚酯的

應力強度因子 IIK 峰值則發生於縱波由裂縫的左(右)尖端出發到達右(左)尖端

時。 

7. 正交性介質、單裂縫與單裂縫問題於固定工程彈性常數 2E 、 12G 、 12 時，越大
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的 E1 使應力強度因子 IK 與 IIK 峰值越早發生。 

8. 分析等長共線三裂縫(各裂縫尖端與鄰近裂縫尖端等距)與固定工程彈性常數 2E 、

12G 、 12 的正交性介質受垂直入射應力波指出，不同的工程彈性常數比 1 2E E 很

難改變應力強度因子 IK 峰值。 

 

平行裂縫 

1. 對於等向性介質(平面應力、波松比 0.25)、裂縫中心重疊之平行與等長雙裂縫

受垂直入射應力波(上裂縫受入射應力波作用，下裂縫不受入射應力波作用)問

題，上裂縫尖端的應力強度因子 IK 峰值(於不同裂縫與裂縫的垂直間距)皆大於

下裂縫尖端的應力強度因子 IK 峰值，且上裂縫尖端的暫態應力強度因子峰值為

靜態值的 1.4 倍。 

2. 由裂縫中心重疊、平行與等長雙裂縫問題觀察得：當時間 t 大時，暫態應力強

度因子延靜態應力強度因子振盪。 

3. 探討裂縫中心不重疊(下裂縫受上裂縫點遮蔽與半遮蔽)、平行、等長雙裂縫(圖

5.14)於等向性介質受垂直入射應力波作用(應力波於起始時作用於上裂縫)可發

現，比較下裂縫受上裂縫點遮蔽與半遮蔽情形，下裂縫受上裂縫遮蔽多(半遮蔽)

時，裂縫尖端 B、C 與 D 的應力強度因子 IK 峰值會降低，但裂縫尖端 C 與 D

的應力強度因子 IIK 會增加。 

4. 分析裂縫中心重疊、平行且等長三裂縫(圖 5.19)於等向性介質受垂直入射應力

波(應力波於起始時作用於上裂縫)指出，比較裂縫尖端 A、B 與 C 的應力強度

因子峰值得：裂縫尖端 A 的 IK 最大，但 IIK 最小，最小的 IK 峰值為裂縫尖端 B、
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最大 IIK 峰值的為裂縫尖端 C。 

5. 對於圖 6.6，裂縫中心重疊、平行且不等長雙裂縫於铍介質受垂直入射應力波(應

力波於起始時作用於上裂縫)問題，當上裂縫較下裂縫長且下裂縫長固定2a時，

上裂縫增長使下裂縫尖端的應力強度因子 IK 峰值降低，且上裂縫長度越短，可

越早觀察得應力強度因子峰值， 

6. 比對圖 6.12，裂縫中心不重疊、平行且不等長雙裂縫與不對稱的三裂縫與圖 6.9，

裂縫中心不重疊、平行且不等長雙裂縫於鈹介質受垂直入射應力波問題可發現：

增加的裂縫(尖端 D 與 F 構成的裂縫)使應力強度因子 IIK 峰值增加。 

 

數值方法 

1. 利用 Durbin 反 Laplace 轉換法求時域應力強度因子，其方法對波到達的描述能

力較佳，但需以較多的積分點得到收斂結果。 

2. 以Miller與Guy提出的數值反Laplace轉換，此法利用較少的積分點求得結果，

但對於波到達的描述能力較差。 

 

7.2  建議 

    本文針對於平行裂縫於等向性與正交性介質進行分析，依本文的方法可延伸

發展方向有： 

1. 本文僅考慮裂縫與材料對稱面平行，依續本文方法可發展裂縫與材料對稱面不

行的裂縫問題。 

2. 增加電場與磁場方程式可分析磁電彈性材料(magnetoelectroelastic material)的裂

縫問題。 

3. 以不同介質分析複合層材料的裂縫問題。 
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