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摘 要 

科技的日新月異使得各技術領域間的界線愈趨模糊，以測量領域的攝影測量

為例，隨著無人飛行載具（UAV）的發展，影像的方位解算與三維重建方法除了

共線式、共面式，電腦視覺領域的 SfM（Structure from Motion）等方法也開始廣

泛應用在搭載 GPS 等定位系統的無人飛行系統（UAS）拍攝的影像解算上，更常

有針對電腦視覺與攝影測量進行比較的議題產生，然而大部份的議題討論由於兩

個領域具有發展、目標、描述方式上的差異，多以理論或現有的商業軟體進行實

驗探討，較少有針對兩個領域皆深入了解的分析。是以本研究以攝影測量常用的

共線式方法與電腦視覺中基於核幾何/共面條件的必要矩陣方法，在相同條件下進

行實驗並分析探討，以模擬之無人飛行系統拍攝像對為例，探討在不同控制點分

佈與影像姿態旋轉的情況下，兩種方法解算的成果優劣及不同解算條件對兩種解

算方法的影響。實驗結果顯示，地面控制點的分佈情況與影像姿態旋轉皆會影響

共線式的解算成果，而地面控制點分佈情況對必要矩陣的解算成果沒有顯著影

響。 

 

 

關鍵字：共線式、必要矩陣、攝影測量、電腦視覺、方位解算。 

Keywords：collinearity, essential matrix, photogrammetry, computer vision. 
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一、前言 

1-1 研究動機與目的 

自1983年影像辨識的議題首次在攝影測量（photogrammetry）領域出現，攝影

測量與電腦視覺（computer vision）常被放在一起討論。因應不同的應用需求，兩

個領域的專業術語、數學模型、及解算模式等常有所差異，容易受限於各自慣用

的形式而難以彼此理解，此外，兩個領域群體的發展時間、大小皆有所差異，使

兩者的關係無法拉近。 

攝影測量的發展以製圖為目的，後逐漸發展為可對建物進行三維重建，為針

對穩定度高的航照影像長期發展的數學模型，相較之下電腦視覺的目的則是獲得

拍攝物體的三維視覺化，精度要求較低，因此電腦視覺更強調透過影像拍攝時，

不同影像或影像與目標物體之間的相對關係，取得所需要的空間資訊，可藉由較

少的約制條件與較大量的影像取得目標的三維空間資訊。 

近年來，隨著科技的發展與進步，電腦視覺的技術也開始應用於攝影測量的

解算，尤其使用於無人駕駛航空器系統（Unmanned Aircraft Systems, UAS）/無人

飛行載具（Unmanned Aerial Vehicles, UAVs）的航空攝影測量解算軟體，如：Pix4D、

APS等。 

        

相較於傳統的民航機，UAV具有機動性佳與低成本的優勢，整合定位系統

(GPS/IMU)及感測設備(光學相機、熱感測器或光達等)的UAS也已廣泛地應用於航

空攝影測量以進行地形圖測繪、正射影像製作、或是建物的三維重建。儘管UAS

在獲取影像的部分與傳統載人之民航機相比有上述優勢，但囿於載重限制，其定

位系統精度有限、且常搭載非量測型相機，此外飛行過程易受外在環境影響，導

致相機拍攝影像時的內方位（interior orientation）參數無法與相機率定成果完全一

致，風力的影響也易在影像拍攝時產生較大的旋轉角度。而傳統的航空攝影測量

所使用的空中三角測量方法，奠基於航照影像拍攝過程中的高規格條件，如：近
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乎垂直攝影的穩定像片拍攝、以高精度的量測型相機拍攝、及良好的方位起始值

等等，由於共線式為非線性模型，線性化的過程需要良好的起始值，若以航測的

空中三角測量法對UAS所拍攝的航照影像進行解算，無穩定的內方位與良好的方

位起始值，則大幅增加內/外方位解算的繁複程度，若藉由電腦視覺方法的應用，

可快速的取得影像的相對方位資訊，但精度較差。  

結合電腦視覺與攝影測量的技術可應用於近景攝影測量 (close-range 

photogrammetry)及UAS航拍影像的方位解算，本研究以模擬UAS雙像數據為例，

針對地面控制點分佈及影像旋轉角度兩種變因，探討兩種方法對不同幾何條件的

三維解算穩定程度及其方法上的差異。 

1-2 研究流程 

本研究的研究流程主要可以分為：資料取得、方位解算、成果分析三個部分，

方位解算方法分為航空攝影測量方法與電腦視覺方法進行，其中，航空攝影測量

以共線條件式（collinearity equation）進行後方交會取得方位參數，電腦視覺則以

共面條件（coplanarity）中的必要矩陣（essential matrix）及基礎矩陣（fundamental 

matrix）分開討論，透過矩陣的解算求得相對方位再轉換至絕對坐標，流程圖如圖

1-1 所示。 
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圖 1-1 研究流程圖 

 

1-3 論文架構 

第一章說明研究的動機與目的，並概述研究方法與流程。 

第二章就航空攝影測量與電腦視覺差異、UAS 航空攝影測量及 SfM（Structure 

模擬影像資料 

電腦視覺方法 攝影測量方法 

共線式後方交會 

共線式前方交會 

解算投影矩陣 

解算基礎矩陣 

解算必要矩陣 

探 

討 

變 

因 

控制點分佈 

影像姿態旋轉 
成果分析 

各變因成果比較 

各方法成果比較 

三維仿射轉換 
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from Motion）於航空攝影測量應用三部分進行本研究相關的參考文獻回顧。 

第三章針對研究方法中的航空攝影測量部分進行闡述，說明航空攝影測量部

分使用到的物理模型、數學方法及詳細解算模式。 

第四章闡述電腦視覺方法的原理、數學模式與兩者進行三維重建的方法。 

第五章為實驗與分析，以 UAS 模擬資料進行，模擬資料又以地面控制點數量、

影像旋轉角度與影像重疊率為變因，分析上述變因對於兩種解算方式的三維重建

成果影響，並討論兩種方法的差異。 

第六章整合本次研究成果，說明本研究的結論與建議。 
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二、文獻回顧 

在 UAS 應用於航空攝影測量的方法中，過去在空間資訊領域較常使用傳統航

空攝影測量的共線條件或共面條件的解算方法，而傳統航空攝影測量所使用的民

航機與 UAS 具有不同的特性，在解算方位資訊時設定的解算條件也會不同，可能

因此產生繁複的解算過程。不同於空間資訊領域的航空攝影測量所使用的分法，

資訊工程領域中重建影像三維資訊的電腦視覺領域中，常用的數學方法為 Structure 

from Motion（SfM），在電腦視覺領域多針對近物或場景的重建，相較於絕對坐標

更重視影像相對關係。為探討兩種方法理論的差異與對 UAS 解算的適用性，本章

節首先針對空間資訊領域中的航空攝影測量及資訊工程領域的電腦視覺進行回顧，

進而討論 UAS 的特性與近年來電腦視覺方法在航空攝影測量解算上的應用。 

2-1 航空攝影測量與電腦視覺的比較

Hartley 與 Mundy 在 1993 年的研究中，針對航空攝影測量與電腦視覺的應用

層面與理論進行比較與分析，在研究報告中提到：航空攝影測量的主要目標是達

到高精度的成果，其成果常用於製圖，影像在拍攝時必須平穩，且要求相機的內

方位參數率定精度佳，並透過精密的地面測量盡可能取得精確的地面控制點作為

影像間的關聯，其解算模型為非線性。電腦視覺的中心目標為達到與人體視覺相

當的影像資料萃取與辨識能力，技術上的目標主要可分為物件辨識、導航與物件

建模三個部分，物件建模又以立體像對及 SfM 概念為最常用的方式。其異同可整

理如表 1-1，兩者具有程序及方法上的差異，但研究內容及目標相似。在整體方法

中，電腦視覺以效率為出發點，將數學模型以線性方式表示，由於不需經過迭代，

相較於航空攝影測量的嚴謹的非線性解算過程具有較低的複雜程度，也因此導致

電腦視覺的解算成果精度比航空攝影測量成果精度較差，三維重建部分航空攝影

測量是以光束法直接求解絕對坐標，電腦視覺在解算模型坐標後，以三維坐標轉

換方法進行對位。 
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表2-1 電腦視覺方法與航空攝影測量方法比較表。 

 成果精度 數學模型 三維重建 

電腦視覺 低 線性 以坐標轉換方法進行對位 

航空攝影測量 高 非線性 以光束法直接求解絕對坐標 

 

Zhang與Yao在2008年以數學模式進行討論，針對傳統航空攝影測量的後方交

會、相對方位及絕對方位分析（統整如表2-2）。在後方交會部分，航空攝影測量

多使用共線條件式，至少需要六個地面控制點，並配合已率定相機資訊，輔以高

精度外方位初始值，以進行非線性的迭代解算；電腦視覺則以齊次坐標表示坐標

轉換的數學式，可以線性方法解算，此外，由於電腦視覺的轉換過程為像平面與

物空間的直接轉換，也可在內方位參數未知的情況下進行後續解算。相對方位的

部分，航空攝影測量使用共線條件式或共面條件式進行求解，電腦視覺可以基礎

矩陣（fundamental matrix，F-matrix）或必要矩陣（essential matrix，E-matrix）計

算影像間的空間相對關係。最後，在絕對方位的定位，航空攝影測量透過計算透

視中心在空間中的絕對位置，將相對模型轉換到物空間坐標系，電腦視覺則以坐

標轉換方法將相機坐標系的各點位轉換至物空間坐標系。 

表2-2 電腦視覺與航空攝影測量於方位解算方法比較表。 

 後方交會 相對方位 絕對方位 

電腦視覺 直接線性轉換 必要/基礎矩陣 模型轉換 

航空攝影測量 共線條件式 共線/共面條件式 模型轉換 

 

Cygank與Siebert（2009）針對不同方法的解算條件討論（表2-3），需要的先

知資訊由多至少分別為空中三角法、必要矩陣方法與基礎矩陣方法。空中三角法

由於為非線性數學模式，需要迭代初始值以提高解算成果精度，需要外方位參數

作為初始值，而地面控制資訊與相機率定資訊為求解必要資訊；必要矩陣方法為
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線性方法，不需迭代初始值，可直接藉由已知的地面控制資訊及率定相機資訊解

算方位參數；基礎矩陣為必要矩陣與內參數矩陣所結合的矩陣，將內參數亦視為

未知數求解。 

 

表 2-3 求解條件要求與解算方法比較（Cyganek and Siebert，2009）。 

 先知資訊 解算方法 

航空攝影測量 

地面控制資訊 

率定相機資訊 

外方位初始值 

空中三角測量 

電腦視覺 

地面控制資訊 

率定相機資訊 
必要矩陣方法 

地面控制資訊 基礎矩陣方法 

 

Granshaw 與 Fraser 在 2015 年的文章中提到：儘管航空攝影測量與電腦視覺的

方位模型是相同的，但電腦視覺的解算方法是線性，與航空攝影測量非線性的算

法有著根本的區別。 

上述各個研究針對數學模型及解算方法具有精辟的比較，唯在實驗部分多用

商用軟體進行，無法清楚探討個別條件變動對兩種方法產生的影響。 

2-2 UAS 攝影測量回顧 

航空攝影測量為測量領域中發展已久的空間資訊獲取方法之一，以飛機拍攝

序列式影像後，透過對影像重疊部分的觀測，配合全球衛星定位與慣性導航測得

的拍攝站瞬時位置與姿態參數，能有效的使用數學模型重建影像的三維空間資訊

並提供後續應用（圖2-1）。在航空攝影測量中，影像為應用於地圖繪製或三維模

型建置，在拍攝時必須平穩以達到垂直影像的條件，即透鏡光軸垂直地表、任一

傾角小於3度且連續影像的相對傾角小於5度（Graham and Koh，2002）。且要求相

機的內方位參數率定精度佳，以取得高精度的成果，有鑒於此，航照影像必須近
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乎垂直拍攝，以得到近似垂直影像，並透過精密的地面測量盡可能取得精確的地

面控制點作為影像間的關聯（Hartley and Mundy，1993）。 

 

圖2-1 航空攝影測量示意圖。 

無人飛行系統（UAS）定義為可遙控、半自動或自動的飛行器，廣義的 UAS

包含風箏、飛船、遙控飛機等。相較於一般飛機，UAS 具有較好的機動性，透過

裝載攝影裝置後應用於攝影測量，發展出 UAS 攝影測量，並大量應用於傳統航空

攝影測量與地面攝影測量（Eisenbeiß，2009）。 

依據其飛行特性，UAS 載具可略分為定翼機（fixed wing）及旋翼機（rotary wing）

（圖 2-6）。定翼機的飛行穩定性較佳，但需要較大的起飛空間，且搭載相機時，

無法定點拍攝；旋翼機在飛行時，易受空氣流動影響穩定度，但可垂直起降與在

空中停懸拍攝（Mayr，2013；謝幸宜，2011；Eisenbeiß，2009）。 

  

圖2-6 定翼機與旋翼機（Eisenbeiß，2009）。 
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與使用民航機的傳統航空攝影測量比較，UAS的時效性與機動性較佳，經費

成本較低，且拍攝作業較不受天氣影響（例如：雲層遮蔽）；但其引擎動力較低，

穩定性也較差，因此限制了乘載重量與飛行高度，常搭配精度較低的GPS、INS及

非量測型相機。非量測型相機的穩定度較差，因此應用於航空攝影測量時，若以

一般航測作業方式，可能會因內方位參數的變動影響後續解算，必須透過率定取

得像機的內方位資訊及附加參數後，在空三平差解算前改正取像系統誤差，以維

持幾何的共線條件式（collinearity condition equation），或使用自率光束法，將附

加參數視為帶權觀測量，於空三平差過程中同時求解（Mikhail et al., 2001），較一

般航空攝影測量具有更繁複的計算。 

2-3 電腦視覺輔助攝影測量的應用 

鄭傑文（2007）的研究中，引入電腦視覺的概念，透過解算必要矩陣與基礎

矩陣重建核影像，以初始值的方式將成果應用於航空攝影測量方法，分別使用共

線條件與共面條件重建核影像，針對不同的控制點精度、觀測量精度、控制點分

布、高程變動進行比較，發現透過必要矩陣進行核影像重建可以有效減少解算過

程的複雜程度，且成果與航空攝影測量方法解算成果相近。在應用上雖可有效降

低重建核影像時的解算複雜程度，仍需透過相當的控制點資訊以及方位參數的初

始值設定才可以進行後續解算，對於提高整體解算效率的能力有限，亦較無法應

用於 UAS 航照影像的應用上。 

此外，Zhang與Yao在2008年的研究提出：針對電腦視覺的研究中，許多實驗

都以理想的數據進行，而非實際包含誤差的影像資料，有鑒於此，雖可由實驗成

果了解理想情形下的三維重建情況，仍無法有效顯示電腦視覺領域的方法於實際

應用上的解算情形。 

近年來SfM於航空攝影測量的應用：蕭震洋等人（2011）研究中，使用SfM方

法，配合多角度拍攝的UAS影像進行三維重建，可有效評估國道崩塌的土方量，
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能迅速、有效的量化地形高程變化；Westoby等人於2012年以SfM方法應用於近景

攝影的高解析度影像地面三維資訊重建，並與地面鐳射掃描儀成果比較，指出SfM

方法對於以製圖為目的的近景攝影測量是有效率且經濟實惠的方法；而Dowling與

Gallant在2013年的研究以UAV為載具拍攝航空影像建立高解析度數值高程模型，

以SfM方法為基礎可產製符合需求之數值高程模型；Ryan等人在2015年以UAS航空

攝影測量配合SfM方法監測格陵蘭冰川崩塌與位移，透過SfM可有效解算冰川地形

的數值高程模型並分析其崩塌、位移情況。然以上研究所進行的實驗多將SfM應用

於近景攝影測量，或以商用軟體進行解算。 

考量傳統航空攝影測量方法的解算複雜度、UAS航空攝影測量的特性，及過

去將SfM應用於攝影測量的情況，本研究針對傳統攝影測量常用的共線式方法與

SfM方法對UAS加入誤差後的模擬數據進行測試，探討在不同點位分佈條件與影像

旋轉條件下兩種方法的特性。 
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三、攝影測量方法 

3-1 相機模型 

常用的航空攝影測量的數學模型為共線條件及共面條件，基於光線直線前進

的物理特性，共線條件運用相機透視中心、像點與物點位於相同直線的特性（圖

3-1左），由已知的內方位參數/相機資訊、地面控制點坐標及其投影於影像上的像

點坐標，輔以定位系統獲取的外方位參數初始值，精確求取相機透視中心的外方

位參數；共面條件則以兩張影像組成的像對作為考量，以兩張影像拍攝時的透視

中心與地面點位於相同平面為基礎，描述兩張影像的相對關係並對三維資訊進行

重建（圖3-1右），本研究以共線條件作為攝影測量的解算基礎。 

  

圖3-1 共線條件（左）與共面條件（右）。 

航空攝影測量中共線條件為影像拍攝時的相機透視中心、地面點及其投影在

影像上的位置成一直線，即拍攝影像時的光束路徑，透過此約束條件，進行後方

交會與前方交會解算，以取得地面與影像之間的投影資訊進而重建影像的三維資

訊。 

  



12 

共線條件的原理為藉由描述物空間與影像平面的轉換關係，配合不同的已知

條件進行解算，物空間與影像平面的關係，包含對各個空間直角坐標軸的平移與

旋轉共六個變化量，常以XL、YL、ZL表示相機透視中心位置，即相對於空間坐標

系原點的平移量，ω、φ、κ分別表示以X軸、Y軸、Z軸為旋轉軸的旋轉角度，將影

像平面坐標以x、y表示，像主點坐標以x0、y0表示，物空間坐標以X、Y、Z表示，

兩者關係可列關係式如式3-1，其中，M矩陣為物空間轉換到像平面的旋轉矩陣（式

3-2），Mω、Mφ、Mκ則分別為對三個軸旋轉的旋轉矩陣（式3-3）。

（3-1） 

（3-2） 

 （3-3） 

將關係式3-1矩陣中的各列向量分別展開並合併統整後，可得一組非線性方程

式，即共線條件方程式（式3-4、式3-5），式中m11～m33為旋轉矩陣M的組成元素，

x、y為投影點影像坐標，x0、y0為像主點坐標，X、Y、Z為物空間點坐標，XL、

YL、ZL為透視中心位置坐標，將不同已知條件代入式中進行最小二乘平差迭代求

解，可應用於方位解算求得目標參數。 
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                       （3-4）

 

                       （3-5）

 

3-2 方位解算方法 

以攝影測量方法進行三維重建，可分為後方交會與前方交會兩個階段，在雙

像模型中，求解方位資訊的後方交會以單張影像進行，取得方位資訊後以前方交

會可重建三維點位坐標。 

3-2-1 後方交會解算模式 

後方交會是由已知的地面控制資訊求得影像拍攝時的方位資訊，目標為解算

影像的外方位參數，包含三個位置參數：XL、YL、ZL及三個姿態參數：ω、φ、κ。

將共線方程式透過泰勒（Taylor’s）級數轉換將方程式線性化，再以最小二乘平差

法迭代以求得目標參數，在迭代過程中，目標參數的初始值亦為必要解算條件。 

後方交會中，未知的目標參數為外方位參數，即透視中心的位置參數XL、YL、

ZL與旋轉矩陣元素m11~m33中的三個姿態參數ω、φ、κ，以地面控制點的物空間坐

標X、Y、Z及控制點的影像投影坐標x、y為觀測量，每組觀測量可列出兩條觀測

方程式（式3-6、3-7），是以每張影像需要至少三個已知的控制點資訊，方可列出

足以求得唯一目標參數解的六條觀測方程式。 

                     （3-6） 

                     （3-7） 

解算過程中，由於共線條件式為非線性方程式，先以泰勒級數進行線性化並

將觀測方程式以平差模式表示（式3-8）。 
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                                                        （3-8） 

                                                       （3-9） 

                              （3-10） 

式3-8中，f為零與平差前各初始值代入觀測方程式F1、F2後的差值，A為觀測

量誤差係數矩陣，即方程式對觀測量x、y、X、Y、Z偏微分得到的係數矩陣，v為

觀測值改正量，B為目標參數的係數矩陣，Δ代表目標參數的改正量，即ΔXL、ΔYL、

ΔZL、Δω、Δφ、Δκ。令W為以觀測量誤差平方倒數為權的權矩陣，與觀測量係數

矩陣A相乘後為誤差矩陣Qe，代入式3-10可求得目標參數改正量Δ，將目標參數與

改正量Δ迭代更新以得到最小二乘法平差後的最佳解。 

3-2-2 前方交會解算模式 

前方交會目標為重建影像像對重疊區域在三維空間的資訊，目的為解算目標

像點在物空間的三維坐標X、Y、Z，將後方交會求得的像對影像方位參數XL1、YL1、

ZL1、XL2、YL2、ZL2、ω1、φ1、κ1、ω2、φ2、κ2與影像坐標x、y視為觀測量，每組

像點可列出四條觀測方程式（式3-11~3-14）。 

                （3-11） 

                （3-12） 

               （3-13） 

               （3-14） 

透過泰勒級數線性化後，各組觀測方程式統整為平差模式如式3-15，並由式

3-16與式3-17可求得目標空間坐標。 
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                                                       （3-15） 

                                                      （3-16） 

                              （3-17） 

式3-15中，f為零與平差前各初始值代入觀測方程式Fl1、Fl2、Fr1、Fr2後的差值，

A為觀測量誤差係數矩陣，即方程式對觀測量：像對外方位參數與影像坐標偏微分

得到的係數矩陣，v為觀測值改正量，B為目標參數的係數矩陣，Δ代表目標參數的

改正量，即ΔX、ΔY、ΔZ。令W為以觀測量誤差平方倒數為權的權矩陣，與觀測

量係數矩陣A相乘後為誤差矩陣Qe，代入式3-17可求得目標參數改正量Δ，將目標

參數與改正量Δ迭代更新以得到最小二乘法平差後的最佳解。 

3-2-3 最小二乘法 

在測量過程中，觀測量必須符合幾何約制的數學關係，但在實際狀況下，觀

測量會因為誤差的影響不符合預期，為使其達到合理的幾何約制條件，需透過平

差模式對觀測量進行平差，而攝影測量中常使用最小二乘法平差。 

最小二乘法最早始於 18 世紀晚期，觀測量的殘差平方和最小時，觀測量最符

合理想的幾何狀態。設對觀測量觀測 n 次殘差為 ν，則最小二乘法可列式： 

                                    （3-18） 

令觀測量的最或是值為 m，實測觀測量為 z，殘差為最或是值與觀測量的差異

量，在觀測量等權的情況下，最或是值與觀測量代入式 3-18 為: 

                     （3-19） 

在統計學中，方程式的一階偏微分為零時，原方程式會有最小值，將式 3-19 對最

或是值偏微分： 

 Av BΔ f

 -1 T

e
Q AW A

    
-1 -1

T -1 T -1 T T

e e w e
Δ B Q B B Q f B W B B W f
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                         （3-20） 

對觀測量 z 為等權觀測的情況下，最或是值為各次觀測量平均值。 

若個觀測量具有不同權重，最小二乘法列式加入權重後為式 3-21，將殘差以

最或是值與觀測量代入得式 3-22，則最或是值 m 為加權後平均。 

                             （3-21） 

             （3-22） 
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第四章 電腦視覺方法 

4-1 相機模型 

影像資料可以透過三角測量重建三維空間,透過兩台相機同時拍攝一個場景，

可以得到立體像對，此時兩台相機的特性與兩者之間的關係可以藉由核幾何

(epipolar geometry)描述。 

以簡單針孔成像系統說明單張影像的獲取與幾何特性，單像成像模型的坐標

系統可以分為世界坐標系統（world coordinate system，以 W 表示）、相機坐標系

統（camera coordinate system，以 C 表示）。由圖 4-1，OC為相機的成像焦點（focal 

point），與 XC、YC、ZC共同定義相機坐標系，П為成像平面，相機坐標系與世界

坐標系的關係可藉旋轉矩陣R及位移向量 t，OC沿ZC在成像平面上的投影為主點，

在成像平面上坐標寫為 o（ox, oy），OC與主點的距離為相機焦距。 

      

圖 4-1  坐標系示意圖。                 圖 4-2  核幾何示意圖。 

在影像的幾何關係中，基線為像對透視中心的連線，核面為包含物點及基線

的面，即攝影測量中共面條件的基礎，核線為核面與像面交會的直線，而核極則

是基線與像面的交點，若基線與像面沒有相交，核極位於無窮遠處。圖 4-2 中，

Пe 為核面，ul、ur 分別為左右像上的核線，核極為左右透視中心投影在彼此影像

t 
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上的位置，P 點為一成像於左右兩像的物點，P 點坐標可使用以左像透視中心 Ol

為原點的向量 Pl與以右像透視中心 Or為原點的向量 Pr表示，此時，以 Ol、Or為

原點的坐標系為相機坐標系，以光軸為 Z 軸方向，定義 X、Y 軸與影像 X、Y 軸

方向平行。 

三維重建的數學模型如式 4-1，式中 x、y 為影像坐標，以齊次坐標表示具有

尺度為 1，fx、fy 為以像元長度與寬度表示的焦距，ox、oy 為像主點坐標，加上尺

度因子組成內參數矩陣 Min，R 與 t 分別為旋轉矩陣與位移向量，加上尺度因子為

外參數矩陣 Mex，由內、外參數矩陣可推得投影矩陣 M 並依此進行三維重建，根

據相機率定與否，可分別以必要矩陣（essential matrix）及基礎矩陣（fundamental 

matrix）進行解算。 

                (4-1) 

物理模型中，立體像對的轉換關係可以由必要矩陣與基礎矩陣表示，必要矩

陣用於描述像對間相機坐標系間的轉換，基礎矩陣為描述像對間影像平面坐標之

間的轉換矩陣，針對內方位參數的已知與否可使用必要矩陣或基礎矩陣進行方位

解算，本研究考量 UAS 攝影測量於實務上常以率定後相機進行取像，以基礎矩陣

配合必要矩陣進行解算。 
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4-1-1 基礎矩陣

圖 4-3 基礎矩陣。 

在未率定的相機中，基於核面幾何的原理，影像坐標之間的關係可以基礎矩

陣描述。圖 4-3 中，x1、y1形成左像影像坐標系，x2、y2形成右像影像坐標系， 、

為共軛像點在左、右兩像上的影像坐標向量，基礎矩陣 F 為將左像影像坐標轉

換至右像影像坐標的轉換矩陣，立體像對的關係可以基礎矩陣 F 描述核線約制

（epipolar constraint）。 

令觀測兩張影像的共軛像點齊次坐標 、 （式 4-2），對左像任意點 可

列核線方程式 l（式 4-3），每一組像點又可列一條觀測方程式（式 4-4），將核線

方程式右側像點以核面左核（epipole） 取代（式 4-5），式 4-5 為齊次系統

（homogeneous system），其中 F 矩陣為齊次矩陣具有八個獨立比率，且受 條

件約制降低一個自由度，故自由度為 7，可由觀測八組共軛像點坐標後使用八點法

（Longuet-Higgins，1981）以直接線性求解。 

    （4-2） 

pl

pr

pl pr pl

e l

F = 0

pl =

xl

yl
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                                                            （4-3） 

                                                         （4-4） 

                                                            （4-5） 

在相機未率定的條件下，可由基礎矩陣推得左右兩像的核並解算影像與物空

間的轉換矩陣；本研究以相機內方位已知的條件下，使用基礎矩陣推算必要矩陣

後進行後續三維重建。 

4-1-2 必要矩陣 

  

圖 4-4 必要矩陣。 

相機參數已知的情況，可以必要矩陣描述兩個相機坐標系的關係（圖 4-4），

圖中 OC1 與 OC2 表示像對的兩個成像透視中心，形成相機坐標系坐標軸 XC1、XC2

與影像移動方向平行以影像移動方向為正，ZC1、ZC2軸為光線行進方向，YC1、YC2

為垂直 XC1、ZC1 與 XC2、ZC2 的坐標軸，pl 與 pr 為共軛像點， 、 為兩點分別

在兩相機坐標系的三維坐標向量，將左像相機坐標轉換至右像相機坐標的矩陣為

必要矩陣 E。 

相機模型中，影像坐標 與相機坐標 可透過相機的內參數矩陣 Min進行轉換

（式 4-6），內參數矩陣為焦距 f、像主點坐標 ox、oy組成之 矩陣（式 4-7），

l = Fp l

pr
T

Fp l = 0

Fe l = 0

p̂l p̂r

p p̂

3 3

E 
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必要矩陣 E 為像對的相機坐標轉換矩陣，設共軛像點的相機坐標 、 ，則可列

關係式如式 4-8。 

                                                          （4-6） 

                                                 （4-7） 

                                                          （4-8） 

將影像坐標 、 以相機坐標代入式 4-4 為式 4-9，其中 Minr與 Minl分別代

表左右兩像的內參數矩陣，在以相同相機取像的條件下兩者相等，故具備已知的

相機參數資訊，便可由基礎矩陣推得必要矩陣（式 4-10）。 

                                （4-9） 

                                                     （4-10） 

 

4-1-3 三維轉換 

 

圖 4-5 相機坐標系的位移與旋轉。 

作為相機坐標系的轉換矩陣，必要矩陣中包含兩張影像之間的位移向量與旋

轉矩陣（圖 4-5），令 Pl、Pr為點 P 在兩個相機坐標系中的坐標向量，由位移向量

p̂l p̂r
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0 f oy

0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

p̂r
TEp̂l = 0

pl pr

pr
T

Fpl = Minrp̂r( )
T
F Minlp̂l( ) = p̂r

T
Ep̂l = 0

E=Minr

T FMinl



 
 

22 
 

t 與旋轉矩陣 R 可互相轉換（式 4-11），而 Pl、Pr與 t 共面且 Pl為 t 與 Pr的和，

根據向量定理可列式 4-12。  

                                                       （4-11） 

                                                  （4-12） 

括弧內分別展開： 

                                              （4-13） 

       （4-14） 

將式 4-13 與 4-14 代回式 4-12 得關係式： 

                                              （4-15） 

                                                         （4-16） 

E 矩陣即為 t 向量與 R 矩陣的外積矩陣，故 E 矩陣與 t 向量內積 ，即 t 向量

為 E 矩陣的核（kernel）或零空間（null space），可透過奇異值分解（singular value 

decomposition，SVD）求得。令 E 矩陣的 SVD 為式 4-17，並將 E 矩陣分解為無視

正負號的兩個矩陣 S、 （式 4-18）。 

                                               （4-17） 

                                                           （4-18） 

其中 S 為斜對稱矩陣且具有與 E 矩陣相同的左零空間（left null space），可寫為： 

                                                         （4-19） 
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                                                    （4-20） 

而 與 E 矩陣有相同的零空間，且包含一個旋轉矩陣 X，可將 E 矩陣分解為： 

                 （4-21） 

故 ，設一矩陣 W 如式 4-22， ，則： 

                                                   （4-22） 

                                               （4-23） 

若 S 為包含尺度的 ，以 作為相機基線的簡單正規方法，則 S 的 Frobenius

範數為 ，此外，由於 ，t 為 U 的第三行向量（ ），但 E 矩陣正負號未

定，t 向量正負號也未定，設首張影像的投影矩陣 ，第二張影像的投影矩

陣 P’有四種可能： 

                   （4-24） 

代入任意共軛像點於上述四種可能投影矩陣，判斷是否可重建三維點於兩相

機前方（圖 4-6 (a)），可重建點位於相機前方者為第二張影像的初始投影矩陣。 
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圖 4-6 次像初始投影矩陣的可能解（Hartley and Zisserman，2000）。 

藉由初始投影矩陣，兩張影像可建立影像的模型三維資訊，設影像上一組共

軛像點的模型坐標為 KM，世界坐標為 KW，兩坐標可以三維仿射矩陣 A 轉換： 

                                                       （4-25） 

透過至少五個已知的地面控制點，可計算仿射矩陣，或以抽樣性一致（RANSAC）

方法擬合，求得兩張影像的投影矩陣 、 ： 

                                                          （4-26） 

                                                         （4-27） 

最後，投影矩陣 、 為世界坐標系投影至影像的轉換矩陣，可解算影像像

點投影至世界坐標系的物空間坐標，亦即重建影像內容的實際空間資訊。 

 

4-2 方位解算方法 

電腦視覺的重建方法中，主要以直接線性方法解算包含方位的基礎矩陣及必

要矩陣，對位移向量與旋轉矩陣的萃取則以奇異值分解後取得，故於本章節詳述

兩種方法。 

4-2-1 八點法 

K
W

=AK
M

 -1
P PA

 -1
P' P'A
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在 4-1-1 節中提到關於基礎矩陣的解算方法有許多，其中以七點法及八點法最

常見，由於基礎矩陣自由度為七，至少需透過七組共軛像點進行求解，稱為七點

法，然七點法求得的解可能為一組或三組，相較之下八點法可求得唯一解且透過

正規化最佳化解算成果。 

八點法為 Longuet-Higgins 在 1981 年提出的直接線性解算方法，顧名思義為透

過八組共軛像點的觀測量求解的直接線性方法，以基礎矩陣 F 為例，觀測八組共

軛像點可列出八條觀測方程式（式 4-28），將方程式中共軛像點坐標與基礎矩陣

以元素形式展開（式 4-29、4-30），並將觀測方程組統整為矩陣形式（式 4-31），

配合基礎矩陣具有 的特性作為約制條件，並設定基礎矩陣中任一元素作為公

尺度（common ratio）以求得基礎矩陣，若增加觀測量則可以最小二乘方法進行平

差。 

    （4-28） 

           （4-29） 

（4-30） 

     （4-31） 

4-2-2 奇異值分解
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奇異值分解是可以三個觀點描述的數學方法：1. 將相關變數轉換為不相關的

變數以了解原始參數之間的個別關係。2. 對參數間的變動大小進行判識與排序的

數學方法。3. 透過辨識最大變異參數，可以最小維度得到最佳的原始參數估計值。

因此，奇異值分解為對資料進行降階的方法。 

以線性代數為基礎，奇異值分解可將任意矩陣 分解為三個矩陣：正交矩

陣U、斜對角矩陣S與正交矩陣V的轉置矩陣（式4-32）。 

                                                         

（4-32） 

其中， 

                                                          （4-33） 

                                                          （4-34） 

而U的行向量為AA
T的單範正交（orthonormal）特徵向量，V的行向量為A

T
A的單

範正交特徵向量，S是由U、V解算出來的特徵值平方根組成的斜對角矩陣，由大

至小下降排列。根據奇異值分解的特性，U、V矩陣中對應至最小特徵值的行向量

分別為A的左右零空間，是以4-1-2節中，位移向量可由必要矩陣進行奇異值分解後

的矩陣求得。 
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五、實驗與分析 

5-1 實驗配置 

考慮共線式方法與基於共面式的必要矩陣方法之間的解算過程，首先以地面

控制資料為變因，探討不同的選點情況對兩種方法的三維解算成果影響，再針對

影像不同軸向的旋轉情形，比較兩種解算方法受旋轉角度的影響情況，分析兩種

方法的優勢與不足。 

本研究實驗以 UAS 航空攝影測量模擬數據進行，實驗數據參考 UAS 攝影測

量實際運作情形，以 100 公尺為航高，消費型相機的參數參考富士 FinePix S3 Pro

相機（圖 5-1）的資料設定，包含像幅大小及像元大小，焦距設定為 28 公釐，故

比例尺為 28/100000，影像設定為重疊率百分之六十，檢核點與控制點數量各自設

定為 10 點（表 5-1）。 

                                             表 5-1 模擬 UAS 影像數據。 

航高（m） 100 

像幅大小（mm） 

長（x） 23 

寬（y） 15.5 

像元大小（mm） 

長（x） 0.0076 

寬（y） 0.0077 

焦距（mm） 28 

比例尺 1/3571.429 

重疊率 60% 

 

模擬數據以共線式進行，依序為地面控制點產製、外方位參數設置、控制點

投影產製像點，並對像點加入 0.32 公釐的隨機誤差，以檢核點解算成果進行分析。 

在控制點分佈實驗中，假設外方位參數為沒有旋轉的兩張影像，將影像重疊

圖 5-1 富士 FinePix S3 Pro。 
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部分分為九個區塊，以點位均勻分佈於重疊區域、分散於重疊區域邊緣、集中於

重疊區域中心及集中於重疊區域下半部的四種分佈情況作為變因進行討論，探討

影像平行時，使用兩種方法所產生的成果差異；在影像旋轉的實驗，以均勻分佈

的地面控制點坐標作為已知資訊、外方位參數作為變因，考量航空攝影測量拍攝

時的角度在製圖規範上為 5 度以內，而 UAS 影像具有旋轉角度較大的特性，因此

設計影像在旋轉角度為 10 度的情況下，兩種方法是否仍能順利解算方位及還原三

維點位資訊，並分別探討不同旋轉軸解算成果的影響。 

5-2 控制點分佈 

在雙像控制點佈設中，以重疊區域的控制點分佈情況進行討論，將影像重疊

區域以九宮格劃分，分成：均勻分佈、邊緣分佈、中心分佈與集中於影像下半部

四種情況，各設定 10 個控制點與 10 個檢核點。圖 5-2 中，紅色點位為地面控制點

的平面分佈位置，藍色點位為檢核點平面分佈位置，點位平面坐標以隨機亂數根

據不同區域產生，高程坐標為平均 20 公尺的隨機亂數正值，均勻分佈為各區至少

1 個控制點，邊緣分佈為將控制點控制在重疊區域的外圍，中心分佈將控制點點位

集中在中心，集中分佈則是控制點均位於最下面的三個區塊，以上述配置探討地

面控制點集中與否對三維點坐標解算成果的影響。 
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(a)                              (b) 

 

(c)                              (d) 

圖 5-2 控制點分佈圖（a）均勻分佈（b）邊緣分佈 

（c）中心分佈（d）集中分佈。 

 

5-2-1 共線式解算成果 

在不同的地面控制點分佈情況，共線式解算成果與模擬檢核點位真值的殘差

如表 5-2，以 X、Y、Z 三個方向在各種分佈情況討論，四種控制點分佈的情況對

解算成果產生的差異不大，若以均方根誤差（RMSE）比較，均勻分佈的 RMSE

為四種分佈情形中最小的，控制點集中於中心區域所解算檢核點的 RMSE 最大，

接著是控制點集中重疊區域下方的情況解算之檢核點 RMSE，最小的 RMSE 則是

均勻分佈的情況，可知地面控制點集中在愈小的區塊會使共線式的三維解算成果

愈差。 
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表 5-2 控制點分佈解算檢核點坐標成果-共線式。（單位：公尺） 

ID 

均勻分佈 邊緣分佈 中心分佈 集中分佈 

dX dY dZ dX dY dZ dX dY dZ dX dY dZ 

Pt_001 -1.576 -1.038 -4.338 -1.718 -0.410 -4.365 -1.933 -0.746 -13.787 -2.551 -1.583 -6.217 

Pt_002 -0.791 0.225 2.512 -1.140 -1.669 -3.120 -1.969 -2.748 -2.699 -0.078 1.907 11.049 

Pt_003 0.819 -0.566 0.501 0.610 -0.264 1.448 3.812 -2.108 -11.024 0.244 -2.775 -8.022 

Pt_004 -1.012 1.243 -4.047 -1.734 1.016 -5.303 -0.371 1.114 1.127 0.880 0.784 -1.482 

Pt_005 -0.325 -0.527 -2.057 -0.569 -0.878 -4.090 -0.908 -1.387 -1.301 0.613 -1.539 2.465 

Pt_006 -0.878 -0.004 2.154 -0.833 0.025 2.839 0.641 -0.239 -2.933 -1.129 -1.468 -4.845 

Pt_007 -1.884 -0.071 -4.632 -3.306 -0.152 -8.284 -1.874 -2.183 2.880 2.166 -1.670 2.848 

Pt_008 0.483 -2.753 4.277 0.421 -2.430 3.684 0.317 -4.924 13.235 1.594 -4.168 3.918 

Pt_009 -1.198 -1.046 4.855 -0.845 -1.338 5.740 -1.718 -2.817 8.997 -0.581 -2.902 2.488 

Pt_010 0.409 1.408 -0.083 0.412 0.637 -2.341 1.873 -1.245 -10.021 -0.380 1.453 0.632 

Average 0.937 0.888 2.946 1.159 0.882 4.121 1.542 1.951 6.800 1.022 2.025 4.396 

RMSE 

1.052 1.180 3.376 1.437 1.138 4.521 1.833 2.330 8.338 1.293 2.229 5.356 

2.152 2.817 5.109 3.431 

 

將表 5-2 成果以折線圖呈現（圖 5-3），以討論解算成果的殘差分佈趨勢，由

三個坐標軸方向的殘差分佈折線圖可知：在控制點分佈為均勻分佈與邊緣分佈的

情況下，殘差分佈趨勢較接近。由於模擬的點位資料中，均勻分佈的點位與邊緣

分佈的點位差異僅為中心區域地面控制點，以共線式解算且經過平差的區域較接

近，而控制點中心分佈與集中分佈的情況，後方交會的解算點位皆集中於小區域，

因此殘差分佈的區間較大。以 RMSE 圖作為比較，受強制附合平差影響，控制點

分佈愈集中的情況，解算成果愈差。 
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X 坐標殘差 Y 坐標殘差 

Z 坐標殘差 RMSE 

圖 5-3 控制點分佈解算檢核點坐標成果誤差分佈折線圖-共線式。（單位：公尺） 

根據殘差分佈情形繪製殘差分佈圖（圖 5-4），橫軸與縱軸分別為 X、Y 方向，

以向量表示平面誤差，圓形大小表示高程方向誤差，以 2 倍放大 Z 方向殘差誤差

量作為半徑繪製而成，圖中以均勻分佈點位的解算檢核點誤差分佈較小且分佈情

況較平均，而集中在特定區域的控制點分佈情形可以清楚了解控制點分佈與誤差

分佈的影響，在控制點分佈在中心時，離重疊區域邊緣較近的檢核點較容易有較

大的平面與高程誤差，點位集中於重疊區域下半部的解算成果，以重疊區域上半

部的檢核點具有較大的平面誤差，下半部有較大的高程誤差。 
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均勻分佈 邊緣分佈 

  

中心分佈 集中分佈 

  

圖 5-4 點位分佈解算檢核點坐標殘差分佈圖-共線式。 

 

5-2-2 必要矩陣解算成果 

透過必要矩陣與三維仿射解算點位成果的殘差統整為表 5-3，在四捨五入捨去

多餘小數點位後，不論控制點分佈集中與否，殘差值皆相同，在各個坐標軸方向

的殘差皆一致，唯一有差異的邊緣分佈之 RMSE 為小數點的捨位的計算差異，可

知點位分佈對於必要矩陣的解算成果幾乎不會造成影響。 
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表 5-3 控制點分佈檢核點坐標解算成果-必要矩陣。（單位：公尺） 

ID 

均勻分佈 邊緣分佈 中心分佈 集中分佈 

dX dY dZ dX dY dZ dX dY dZ dX dY dZ 

Pt_001 -1.432 -0.491 -2.503 -1.432 -0.491 -2.503 -1.432 -0.491 -2.503 -1.432 -0.491 -2.503 

Pt_002 -0.258 2.063 9.326 -0.258 2.063 9.326 -0.258 2.063 9.326 -0.258 2.063 9.326 

Pt_003 0.756 -0.470 0.143 0.756 -0.470 0.143 0.756 -0.470 0.143 0.756 -0.470 0.143 

Pt_004 -0.172 1.830 -2.587 -0.172 1.830 -2.587 -0.172 1.830 -2.587 -0.172 1.830 -2.587 

Pt_005 0.391 -0.161 1.487 0.391 -0.161 1.487 0.391 -0.161 1.487 0.391 -0.161 1.487 

Pt_006 -0.629 0.155 1.309 -0.629 0.155 1.309 -0.629 0.155 1.309 -0.629 0.155 1.309 

Pt_007 -0.113 0.250 -1.149 -0.113 0.250 -1.149 -0.113 0.250 -1.149 -0.113 0.250 -1.149 

Pt_008 1.216 -2.032 3.495 1.216 -2.032 3.495 1.216 -2.032 3.495 1.216 -2.032 3.495 

Pt_009 -0.433 -0.777 4.702 -0.433 -0.777 4.702 -0.433 -0.777 4.702 -0.433 -0.777 4.702 

Pt_010 0.195 2.528 3.391 0.195 2.528 3.391 0.195 2.528 3.391 0.195 2.528 3.391 

Average 0.560 1.076 3.009 0.560 1.076 3.009 0.560 1.076 3.009 0.560 1.076 3.009 

RMSE 

0.7060 1.3893 3.8862 0.7060 1.3893 3.8862 0.7060 1.3893 3.8862 0.7060 1.3893 3.8862 

2.417 2.417 2.417 2.417 

 

將殘差分佈情形以折線圖表示（圖 5-5），可看出 X、Y 坐標方向的殘差量皆

很小，以高程方向的殘差為最大，但各種情況下的殘差分佈情況皆相同，顯示控

制點點位選取對必要矩陣的解算成果沒有顯著影響。在電腦視覺的方位解算中，

著重於相對方位而非絕對方位且缺乏尺度，因此影像深度或模型高程可能產生較

大的誤差，此外，考量必要矩陣方法的數學模式，在解算過程中，是以基礎矩陣

所解算之必要矩陣作 SVD 後的成果為初始投影矩陣，並根據 RANSAC 模式以三

維仿射至地面控制點進行絕對定位，在初始投影矩陣設定時，考量旋轉矩陣與位

移向量的正負號依據為其數學上的特性，且投影後模型坐標至絕對坐標的仿射矩

陣為以隨機樣本篩選除錯的附合矩陣，在控制點無誤差的情況下，皆以最多符合



 
 

34 
 

點位的仿射矩陣為最佳矩陣，因此，在影像皆平行的情況下，點位分佈對必要矩

陣解算成果影響極小。 

 

X 坐標殘差 Y 坐標殘差 

  

Z 坐標殘差 RMSE 

  

圖 5-5 控制點分佈解算檢核點坐標成果誤差分佈折線圖-必要矩陣。（單位：公尺） 

 

以殘差分佈圖進行討論（圖 5-6），可發現四種點位分佈方式解算之殘差分佈

情況為均勻分佈於影像重疊區域，分佈情形一致，符合前述以 RANSAC 擬合三維

仿射矩陣為使點位解算符合程度最高的矩陣。 
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均勻分佈 邊緣分佈 

  

中心分佈 集中分佈 

  

圖 5-6 點位分佈檢核點坐標解算殘差分佈圖-必要矩陣。 

5-2-3 綜合比較 

以 RMSE 討論共線式與必要矩陣結合三維仿射解算的成果（表 5-4），在點位

分佈均勻和分佈於重疊區域邊緣的情況下，必要矩陣的解算成果在 x 方向有較好

的成果，而高程的 RMSE 介於共線式解算的均勻分佈點位成果及邊緣分佈解算成

果之間，顯示透過必要矩陣方法解算的三維點位成果較共線式在控制點分佈不均

勻的情況下解算的成果，而點位分佈集中在中心與集中在重疊區域下半部的情況

下，共線式的解算成果明顯變差，必要矩陣方法則不受影響。 
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表 5-4 檢核點坐標 RMSE 比較表-控制點分佈。（單位：公尺） 

ID 

均勻分佈 邊緣分佈 中心分佈 集中分佈 

共線式 電腦視覺 共線式 電腦視覺 共線式 電腦視覺 共線式 電腦視覺 

RMSE-X 1.052 0.706 1.437 0.706 1.833 0.706 1.293 0.706 

RMSE-Y 1.180 1.389 1.138 1.389 2.330 1.389 2.229 1.389 

RMSE-Z 3.376 3.886 4.521 3.886 8.338 3.886 5.356 3.886 

RMSE 2.152 2.417 2.817 2.417 5.109 2.417 3.432 2.417 

 

均勻分佈 邊緣分佈 

  

中心分佈 集中分佈 

  

圖 5-7 檢核點坐標 RMSE 折線圖-控制點分佈。（單位：公尺） 

將 RMSE 整理為折線圖分析（圖 5-7），在必要矩陣方法解算之 RMSE 沒有

變動的情況下，可知不同點位分佈情況兩者的差異，其中必要矩陣的成果與均勻
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分佈成果最為接近，差異最大的為中心分佈，亦驗證於共線式解算成果部分（5-2-1

節）論及點位分佈對共線式解算成果影響的現象。 

5-3 影像旋轉 

傳統攝影測量在以製圖為目的實際拍攝時，仰賴民航機的飛航穩定性，要求

拍攝影像時傾角不得超過 5 度，且影像的旋轉可能導致像對產生變形，拍攝時前

傾或後傾的影像也會使物空間投影至影像上的點位移動，進而影響解算成果，然

而以 UAS 進行拍攝的影像受到飛行穩定度的影響，拍攝時可能產生影像旋轉的情

況，是以本實驗設定雙像像對的首張影像外方位姿態固定，第二張影像以不同的

坐標軸為旋轉軸進行旋轉，旋轉量為 10 度，藉此分析在影像不平行的條件下，共

線式與基於共面式的必要矩陣方法的誤差情形與解算差異。 

5-3-1 共線式成果 

針對影像旋轉中共線式的解算成果分為：以單一坐標軸為旋轉軸旋轉，及以

多個不同方向坐標軸為旋轉軸旋轉，兩種組合進行討論與分析。 

I. 單軸旋轉 

以單一坐標軸為旋轉軸的影像旋轉分為對 X 軸、Y 軸與 Z 軸進行旋轉，以共

線式解算後的檢核點殘差如表 5-5 所示，以殘差的平均值而言，以 Z 軸為旋轉軸

的殘差略高於對 X 軸為旋轉軸旋轉影像與以 Y 軸旋轉影像的殘差，而 RMSE 的差

異亦有相同的情形。 
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表 5-5 單軸旋轉影像解算檢核點坐標成果-共線式。（單位：公尺） 

ID

RoX RoY RoZ

dX dY dZ dX dY dZ dX dY dZ

Pt_001 -1.506 -1.067 -5.158 -1.645 -1.736 -3.546 -1.382 -2.102 -6.314

Pt_002 1.576 -0.540 -3.059 -1.448 -0.016 3.940 1.152 -0.860 -2.200

Pt_003 -0.518 0.085 3.424 0.583 0.600 0.840 -1.244 0.750 4.952

Pt_004 -1.114 0.977 -0.251 -0.839 1.655 -4.101 -0.997 1.582 -0.048

Pt_005 -0.140 -0.474 -2.542 -0.471 1.071 -1.524 -0.922 1.036 -0.142

Pt_006 0.361 -0.258 -0.706 -0.455 -0.164 1.068 1.107 -0.559 -2.477

Pt_007 -1.860 0.261 -4.417 -1.811 1.569 -4.805 -2.045 1.507 -2.386

Pt_008 0.683 -2.409 3.527 0.940 -0.083 2.239 0.410 -0.544 4.353

Pt_009 0.628 -0.234 1.354 -0.704 -0.898 3.899 1.447 0.262 -0.213

Pt_010 0.260 0.866 0.217 0.028 0.110 0.901 0.284 -0.181 0.367

Average 0.865 0.717 2.465 0.892 0.790 2.686 1.099 0.938 2.345

RMSE

1.039 0.967 2.975 1.046 1.028 3.053 1.199 1.108 3.165

1.903 1.955 2.056

以折線圖呈現單軸旋轉影像解算的檢核點殘差成果（圖 5-8），在坐標軸 X 方

向與 Z 方向的殘差方佈情形，對 X 軸旋轉與對 Z 軸旋轉的影像的解算成果相似。

因影像對 X 軸與 Z 軸旋轉時，皆會使像點的 Y 坐標與影像平行時產生差異，而對

Y 軸旋轉影像影響較大的為像點的 X 坐標，是以共線式解算後的殘差分佈以 X 與

Z 軸的單軸旋轉影像成果較相似。 
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X 坐標殘差 Y 坐標殘差 

  

Z 坐標殘差 RMSE 

  

圖 5-8 單軸影像旋轉解算檢核點坐標成果誤差分佈折線圖-共線式。（單位：公尺） 

 

在單軸影像旋轉的殘差分佈圖（圖 5-9）中可以發現：在對 X 軸旋轉影像的檢

核點解算成果中，接近影像重疊區域左、右邊緣的檢核點誤差減少；對 Y 軸旋轉

影像的檢核點解算成果，則以接近影像重疊區域上、下邊緣的檢核點誤差減少；

而影像對 Z 軸旋轉的情況下，平面誤差在 X 方向有負向的增加、在 Y 方向有正向

的增加。由於影像在對各軸旋轉時，影像上的點會產生位移，當對 X 軸或 Y 軸旋

轉時，影像往上旋轉的部份點位會向像主點偏移，影像向下旋轉的部份則會由像

主點輻射向外偏移，是以相對降低某些點位原有的誤差量，降低整體 RMSE 值；

對 Z 軸旋轉時，點位會有向旋轉方向偏移的情形，也因此增加上述方向的誤差量，

相對的也可能減少原本是反向的誤差。 

  



40 

無旋轉 對 X 軸旋轉 

對 Y 軸旋轉 對 Z 軸旋轉 

圖 5-9 單軸旋轉影像解算檢核點坐標殘差分佈圖-共線式。 

II. 多軸旋轉

多軸旋轉可分為對兩個坐標軸進行旋轉的情況與對三個軸都有旋轉的情況，

表 5-6 中，在兩軸旋轉的情況下，以殘差平均值與 RMSE 值討論，對 X、Z 軸旋轉

與對 X、Y、Z 軸旋轉的值大小相似，對 Y、Z 軸旋轉則具有較大的殘差平均值與

RMSE 值，顯示對兩軸旋轉的情況下，以對 Y、Z 軸旋轉的檢核點解算成果較差，

而對 X、Y 兩軸旋轉的解算成果有最小的殘差平均值與 RMSE，為多軸旋轉的檢核

點解算成果中較佳的組合。 
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表 5-6 多軸旋轉影像解算檢核點坐標成果-共線式。（單位：公尺） 

ID 

RoXY RoXZ RoYZ RoXYZ 

dX dY dZ dX dY dZ dX dY dZ dX dY dZ 

Pt_001 -1.514 -1.423 -5.077 -1.688 -1.145 -3.492 -1.283 -1.575 -6.968 -1.575 -1.090 -4.551 

Pt_002 0.478 -1.036 -0.508 -1.480 0.906 3.910 1.546 -1.391 -2.948 -0.082 0.260 0.768 

Pt_003 -0.230 0.799 2.780 1.231 -0.112 -0.485 -0.961 0.160 4.385 0.598 -0.195 0.975 

Pt_004 -1.028 1.003 -1.282 -0.870 1.094 -3.025 -1.118 1.777 -0.769 -1.014 0.316 -2.412 

Pt_005 -0.398 0.793 -1.656 -0.110 0.991 -2.616 -0.684 -0.448 -0.967 -0.095 -0.457 -2.638 

Pt_006 0.588 -0.541 -1.244 -0.260 0.005 0.614 0.302 -0.534 -0.558 -0.461 -0.036 1.153 

Pt_007 -1.881 1.486 -3.788 -1.755 1.610 -5.407 -2.037 0.209 -2.559 -1.785 0.119 -5.201 

Pt_008 0.880 0.097 2.835 1.559 0.492 -0.357 0.122 -2.664 5.961 1.004 -1.911 2.209 

Pt_009 0.664 -0.594 1.284 -0.782 -0.839 4.039 0.530 -0.536 1.493 -0.778 -1.003 4.034 

Pt_010 -0.276 -0.142 1.388 -0.636 0.312 2.285 0.566 0.883 -0.448 -0.115 1.164 1.022 

Average 0.794 0.791 2.184 1.037 0.751 2.623 0.915 1.018 2.706 0.751 0.655 2.496 

RMSE 

0.947 0.909 2.562 1.180 0.892 3.082 1.074 1.276 3.505 0.944 0.873 2.926 

1.662 1.974 2.241 1.845 

 

以折線圖分析殘差與 RMSE 的分佈趨勢（圖 5-10），在 X 坐標殘差與 Y 坐標

殘差的部份，Pt_004 到 Pt_009 之間對 X、Z 軸旋轉與對 X、Y、Z 三軸旋轉的解算

成果相似；高程部份四種旋轉情形的檢核點解算成果趨勢相似，但由 RMSE 可發

現：對 Y、Z 軸旋轉的情形相較於其他的影像旋轉情形較差，在 Y 方向與 Z 方向

皆有較大的 RMSE。 
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X 坐標殘差 Y 坐標殘差 

  

Z 坐標殘差 RMSE 

  

圖 5-10 多軸影像旋轉解算檢核點坐標成果誤差分佈折線圖-共線式。（單位：公尺） 

 

由圖 5-11，對 X、Y 軸旋轉的情況中，兼具了對 X 軸旋轉與對 Y 軸旋轉所產

生的誤差分佈情況，在對 X 軸旋轉與對 Y 軸旋轉影像的解算成果中，較大的誤差

量在兩軸旋轉的情形下變的較小，對 X、Z 軸旋轉與對 Y、Z 軸旋轉的成果也有相

同的改變，由於以不同軸為旋轉軸的旋轉，會使影像在不同方向產生變動，也因

此根據旋轉的方向會有減少或增加誤差的效果，可能使解算成果比單一坐標軸為

旋轉軸旋轉影像的成果好。 
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對 X、Y 軸旋轉 對 X、Z 軸旋轉 

  

對 Y、Z 軸旋轉 對 X、Y、Z 軸旋轉 

  

圖 5-11 多軸旋轉影像解算檢核點坐標殘差分佈圖-共線式。 

5-3-2 必要矩陣解算成果 

以必要矩陣方法解算的影像旋轉成果，以下分為單軸旋轉與多軸旋轉進行討

論。 

I. 單軸旋轉 

單一坐標軸為旋轉軸的影像以必要矩陣解算成果如表 5-7，在三種旋轉情況下，

平面誤差以檢核點的平均殘差值而言沒有顯著差異，高程部分的 Z 方向殘差以對 Z

軸旋轉的殘差量最大，以 RMSE 而言也有相同的現象。 
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表 5-7 單軸旋轉影像解算檢核點坐標成果-必要矩陣。（單位：公尺） 

ID 

RoX RoY RoZ 

eX eY eZ eX eY eZ eX eY eZ 

Pt_001 -1.487 -1.183 -5.146 -1.628 -1.737 -3.483 -1.380 -2.084 -6.303 

Pt_002 1.582 -0.730 -2.900 -1.435 -0.038 3.988 1.151 -0.845 -2.042 

Pt_003 -0.526 0.083 3.428 0.572 0.473 0.959 -1.242 0.764 4.961 

Pt_004 -0.955 1.119 0.440 -0.669 1.505 -3.385 -0.899 1.506 0.516 

Pt_005 -0.141 -0.356 -2.327 -0.459 1.034 -1.487 -0.919 1.023 -0.046 

Pt_006 0.355 -0.326 -0.711 -0.455 -0.216 1.075 1.110 -0.535 -2.500 

Pt_007 -1.823 0.287 -4.257 -1.815 1.585 -4.854 -2.033 1.486 -2.248 

Pt_008 0.682 -2.388 3.554 0.954 -0.163 2.429 0.416 -0.573 4.751 

Pt_009 0.627 -0.230 1.384 -0.717 -0.905 3.963 1.454 0.280 -0.200 

Pt_010 0.251 0.931 0.258 0.016 0.324 1.086 0.200 -0.089 0.843 

Average 0.843 0.764 2.440 0.872 0.798 2.671 1.080 0.918 2.441 

RMSE 

1.015 1.007 2.924 1.031 1.004 3.002 1.188 1.089 3.216 

1.879 1.922 2.077 

 

依據殘差值與 RMSE 繪製誤差分佈折線圖（圖 5-12），對 Y 軸旋轉的檢核點

解算成果在 Y 方向殘差與對 Z 軸旋轉解算之檢核點成果有相同趨勢，Z 方向殘差

則以對 X 軸旋轉與對 Z 軸旋轉解算之檢核點成果相似。 
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X 坐標殘差 Y 坐標殘差 

  

Z 坐標殘差 RMSE 

  

圖 5-12 單軸影像旋轉解算檢核點坐標成果誤差分佈折線圖-必要矩陣。 

           （單位：公尺） 

 

在殘差分佈圖（圖 5-13）中，旋轉後影像解算檢核點成果較無旋轉的影像解

算之檢核點成果好，在對 X 軸旋轉影像的檢核點解算成果中，接近中心的檢核點

高程誤差增加，接近影像重疊區域左、右邊緣的檢核點誤差減少；對 Y 軸旋轉影

像的檢核點解算成果，則以接近影像重疊區域上、下邊緣的檢核點高程誤差減少，

平面誤差較偏向 X 方向；而影像對 Z 軸旋轉的情況下，平面誤差偏向左上方，即

X 方向減少、Y 方向增加，由於影像旋轉時會產生點位偏移的情形，也因此增加

或減少原本的誤差。 
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無旋轉 對 X 軸旋轉 

對 Y 軸旋轉 對 Z 軸旋轉 

圖 5-13 單軸旋轉影像解算檢核點坐標殘差分佈圖-必要矩陣。 

II. 多軸旋轉

多軸旋轉可分為對兩個坐標軸進行旋轉的情況與對三個軸都有旋轉的情況，

以表 5-8 中進行討論，對 X、Y 軸旋轉影像解算檢核點成果與對 X、Y、Z 軸旋轉

解算之成果相似，不論殘差的平均值及 RMSE 值都相當接近，而對 Y、Z 軸旋轉

的影像解算檢核點成果最差，與表 5-7 的單軸旋轉成果對照後，發現旋轉軸的增加

可能提升解算成果品質如：對 X、Y 軸旋轉及對 X、Y、Z 軸旋轉，亦可能降低解

算成果品質如：對 Y、Z 軸旋轉。 
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表 5-8 多軸旋轉影像解算檢核點坐標成果-必要矩陣。（單位：公尺） 

ID 

RoXY RoXZ RoYZ RoXYZ 

eX eY eZ eX eY eZ eX eY eZ eX eY eZ 

Pt_001 -1.491 -1.566 -5.222 -1.681 -1.181 -3.474 -1.262 -1.543 -6.884 -1.539 -1.318 -4.761 

Pt_002 0.518 -1.132 -0.543 -1.438 0.736 4.049 1.532 -1.423 -2.856 0.081 -0.168 0.563 

Pt_003 -0.133 0.541 2.594 1.226 -0.199 -0.467 -0.966 0.181 4.389 0.627 -0.273 0.893 

Pt_004 -0.962 1.590 -0.383 -0.701 1.243 -2.070 -1.036 1.639 -0.463 -0.853 1.162 -0.989 

Pt_005 -0.376 0.718 -1.691 -0.099 0.945 -2.602 -0.666 -0.410 -0.773 -0.150 -0.175 -2.310 

Pt_006 0.605 -0.590 -1.305 -0.269 -0.069 0.651 0.296 -0.558 -0.576 -0.417 -0.176 1.049 

Pt_007 -1.878 1.363 -3.902 -1.762 1.588 -5.449 -2.004 0.103 -2.473 -1.776 0.452 -4.778 

Pt_008 0.942 -0.279 2.796 1.542 0.446 -0.109 0.124 -2.644 5.912 0.978 -1.796 2.288 

Pt_009 0.652 -0.527 1.350 -0.790 -0.848 4.091 0.521 -0.496 1.558 -0.782 -0.992 4.080 

Pt_010 -0.493 0.456 2.025 -0.679 0.603 2.516 0.558 0.910 -0.417 -0.134 1.229 1.079 

Average 0.805 0.876 2.181 1.019 0.786 2.548 0.897 0.991 2.630 0.734 0.774 2.279 

RMSE 

0.950 0.992 2.607 1.163 0.907 3.049 1.053 1.252 3.459 0.918 0.958 2.776 

1.701 1.955 2.209 1.776 

 

以折線圖（圖 5-14）分析，在不同方向的殘差分佈上，有兩個一組相近的趨

勢：在 X 方向殘差以對 X、Z 旋轉與對 X、Y、Z 旋轉相似；Y 方向殘差以對 X、

Y 軸旋轉與對 X、Z 軸旋轉解算檢核點成果相似，對 Y、Z 軸旋轉與對 X、Y、Z

軸旋轉解算成果相似。Y 方向殘差而言，單獨對 Y 軸旋轉的情況與對 Z 軸旋轉解

算成果相似，是以包含 X 軸的兩軸旋轉組合會有相似的殘差分佈趨勢，而由 RMSE

可知對 Y、Z 軸旋轉成果為多軸旋轉中最差的。 
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X 坐標殘差 Y 坐標殘差 

  

Z 坐標殘差 RMSE 

  

圖 5-14 多軸影像旋轉解算檢核點坐標成果誤差分佈折線圖-必要矩陣。 

           （單位：公尺） 

由殘差分佈圖（圖 5-15），對三軸旋轉的成果與三組兩軸旋轉的成果比較，

在高程殘差部份，對 X、Z 軸旋轉的檢核點成果與對 Y 軸解算成果相似，對 Y、Z

軸旋轉的檢核點解算成果則與對 X 軸的解算成果相似，但誤差量相較之下較大，

最後，對 X、Y 軸旋轉的檢核點誤差分佈與對三軸旋轉相似，由圖中可知同時對 Y

軸與 Z 軸旋轉的情況下會有較大的誤差。 
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對 X、Y 軸旋轉 對 X、Z 軸旋轉 

  

對 Y、Z 軸旋轉 對 X、Y、Z 軸旋轉 

  

圖 5-15 多軸旋轉影像解算檢核點坐標殘差分佈圖-必要矩陣。 

5-3-3 綜合比較 

將共線式與必要矩陣方法對旋轉影像的解算成果以 RMSE 進行分析，根據表

5-9 與表 5-10，可發現不論是單軸旋轉的情況或是多軸旋轉的影像，兩種方法解算

的檢核點成果都相似，考量到解算過程可能產生的合理誤差，僅能說明兩種方法

都可適用於旋轉影像的解算。 
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表 5-9 檢核點坐標解算 RMSE 比較表-影像旋轉。（單位：公尺） 

ID 

RoX RoY RoZ 

共線式 電腦視覺 共線式 電腦視覺 共線式 電腦視覺 

RMSE-X 1.039 1.015 1.046 1.031 1.199 1.188 

RMSE-Y 0.967 1.007 1.028 1.004 1.108 1.089 

RMSE-Z 2.975 2.924 3.053 3.002 3.165 3.216 

RMSE 1.903 1.879 1.955 1.922 2.056 2.077 

 

表 5-10 檢核點坐標解算 RMSE 比較表-影像旋轉（續）。（單位：公尺） 

ID 

RoXY RoXZ RoYZ RoXYZ 

共線式 電腦視覺 共線式 電腦視覺 共線式 電腦視覺 共線式 電腦視覺 

RMSE-X 0.947 0.950 1.180 1.163 1.074 1.053 0.944 0.918 

RMSE-Y 0.909 0.992 0.892 0.907 1.276 1.252 0.873 0.958 

RMSE-Z 2.562 2.607 3.082 3.049 3.505 3.459 2.926 2.776 

RMSE 1.662 1.701 1.974 1.955 2.241 2.209 1.845 1.776 

 

繪製 RMSE 為折線圖（圖 5-16、5-17），可發現兩種方法的 RMSE 分佈情況

相似，皆在高程方向有較高的 RMSE，雖然兩種方法在計算過程中有差異，共線

式以直接定位的後方交會解算方位參數與前方交會求解檢核點坐標，必要矩陣方

法以基礎矩陣及必要矩陣求解相對方位，再以三維仿射轉換進行絕對定位，但兩

種方法在影像旋轉的情況下解算成果品質相近，且各種旋轉情況的解算成果沒有

顯著差異。 
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無旋轉 對 X 軸旋轉 

  

對 Y 軸旋轉 對 Z 軸旋轉 

  

圖 5-16 檢核點坐標解算 RMSE 折線圖-影像旋轉。（單位：公尺） 
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對 X、Y 軸旋轉 對 X、Z 軸旋轉 

對 Y、Z 軸旋轉 對 X、Y、Z 軸旋轉 

圖 5-17 檢核點坐標解算 RMSE 折線圖-影像旋轉（續）。（單位：公尺） 
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六、結論與建議 

本研究根據實際 UAS 航空攝影測量之影像特性，模擬一組立體像對，以共線

式與必要矩陣進行方位解算，並以地面控制點分布與影像姿態旋轉作為變因，探

討兩種影像解算方法的差異。由模擬實驗可歸納以下成果： 

1. 地面控制點於影像重疊區域分布的情況，會影響共線式解算檢核點成果，點

位分布愈均勻解算品質愈好。

2. 基於共面式的必要矩陣方法在各種地面控制點分佈情況的解算成果差異不大

於 1 公釐，幾乎不受控制點分佈的位置影響。

3. 在控制點分佈均勻的情況下，共線式的解算成果比必要矩陣解算成果佳，其

他控制點分佈情況則以必要矩陣成果較佳。

4. 影像對單一坐標軸為旋轉軸旋轉時，旋轉軸的差異對共線式具有相似的影響，

而對多個坐標軸為旋轉軸旋轉時，則以對 X、Y 方向旋轉之影像解算成果較

佳。

5. 必要矩陣方法在對單一坐標軸為旋轉軸旋轉時，不受旋轉軸差異影響，但多

軸旋轉影像的成果為以對 X、Y 軸為旋轉軸旋轉之影像有最良好的解算成果。

6. 以共線式與必要矩陣方法解算姿態旋轉的影像，解算成果相似，在未加入 Z

軸旋轉的兩軸旋轉影像解算成果較好，其中又以共線式較佳。

對於本研究尚待改進之處，及未來可討論之議題，提出如下： 

1. 本研究僅採用模擬影像及地面資料進行實驗，且假設地面控制點誤差極小，

然而實際地表情形依據不同區域而有所差異，實際的地面控制資料也需要在

解算過程中一併進行平差，因此後續可以實際資料進行解算與分析探討。

2. 本研究以雙像為例對攝影測量常用的共線式與電腦視覺領域基於核幾何的必

要矩陣方法進行探討，而在空中攝影測量實際運作過程，應有大量的影像待

求解，尤以 UAS 攝影測量為大宗，是以可將兩種方法以光束法平差對多張影
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像進行求解後分析。 

3. 本研究僅針對攝影測量中的共線式與電腦視覺的必要矩陣進行討論，但攝影

測量中的共面式亦為常用方法，電腦視覺除必要矩陣外，可透過基礎矩陣方

法或直接線性方法求解，亦可作為比較分析的議題。
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