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中文摘要 

在毛細管電泳及微米/奈米流體的系統中，所採用的介質除了眾所

習知的凝膠與水溶液之外，高分子溶液也逐漸被廣泛應用，所採用的

流體管道也愈來愈微小化。本研究探討帶電球形粒子於填充高分子溶

液的圓柱形管道中之電泳與電滲透運動現象，並以 Debye-Bueche- 

Brinkman (DBB)模型來描述高分子水溶液的流體性質。DBB模型針對

線性高分子溶於均勻的溶劑系統，描述高分子溶液的流變學特性，為

經過嚴謹推導的非牛頓流體模型。對應的電動力學主控方程式乃由

Debye 及 Bueche 以 Chebyshev 多項式為基礎，採用修正的假性光譜法

來進行數值解。 

根據數值模擬結果，吾人發現粒子的泳動度因電雙層極化效應而

在 κa等於 1附近有明顯的下降，特別是在窄管道中。此乃導因於管壁

產生額外的侷限效應，而使帶電粒子附近電雙層當中的反離子移動到

粒子運動方向之後方，誘發反向電場而阻滯粒子運動。在高分子溶液

中，粒子的泳動度低於電解質水溶液，乃因高分子流體中黏滯力對粒

子運動的阻礙效應更強。此外，管壁帶電條件下，管道中的電滲透流

分布呈現特別的非牛頓特性。不同於牛頓流體中呈現平推流(plug flow)

的分布，在高分子溶液中可明顯觀察到電滲透流的流速分布在管壁附
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近出現極大值，且為軸對稱分布。此種軸向變化的速度分布可能對於

靠近管壁流動的小分子提供額外的沖提分離機制。本研究突破數學上

複雜性的限制，數值模擬結果對於採用高分子溶液為介質的微奈米管

道電泳與電滲透現象分析提供良好的理論研究基礎。 

 

關鍵字：電泳、電滲透、電動力學、Debye-Bueche-Brinkman高分子溶

液、電雙層極化效應 
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Abstract 

Electrophoretic and electroosmotic motion of a charged spherical 

particle within a cylindrical pore filled with a Debye-Bueche-Brinkman 

(DBB) polymeric solution is investigated theoretically, which is of high 

relevance in capillary electrophoresis as well as micro- and nanofluidic 

applications involving polymeric solutions in a micro- or nanopore. The 

DBB model describes rheological response of a polymeric solution with 

linear polymer dissolved in a homogeneous solvent. It is a well-known 

non-Newtonian model in liquid physics based on rigorous theoretical 

derivations. By Debye and Bueche, corresponding governing fundamental 

electrokinetic equations are solved numerically with a patched 

pseudo-spectral method based on Chebyshev polynomials. 

We found that the double layer polarization effect reduces the particle 

mobility severely when the Debye parameter, κa, is around unity, 

especially in narrow pores. This is attributed to the extra confinement effect 

from the nearby wall which tends to sweep the predominant counterions 

within the double layer to the wake of the moving particle, resulting in a 

motion-deterring induced electric field. The electrophoretic mobility in a 
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polymer solution is smaller than that in an aqueous electrolyte solution in 

general due to the much stronger viscous drag effect in a polymer solution. 

Moreover, electroosmotic flow (EOF) due to a charged pore wall is found 

to exhibit a highly non-Newtonian behavior. Unlike the corresponding 

plug-like flow for a Newtonian solution, an axisymmetric flow with a large 

local maximum in the velocity profile in the region near the pore wall is 

observed. This radial-varying velocity profile offers a potential extra 

separation mechanism which favors the elution of smaller particles in 

general. 

The results obtained here provide fundamental understandings and 

insights of the electrophoresis and electroosmosis phenomena in a 

cylindrical pore filled with polymeric solution. 

 

Keywords: electrophoresis, electroosmosis, electrokinetics, electric double 

layer polarization, Debye-Bueche-Brinkman (DBB) polymer 

solution 
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第一章  緒論 

1.1  膠體懸浮液系統 

當二種不同物質混合在一起，其中量較少的能完全分佈到量較多

的物質中，則此量少的物質稱為分散相(dispersion phase)量多者稱為分

散媒(或分散介質)(dispersion medium)。當分散相分散於分散媒中，由

於分散相粒子大小不同，可以分成下列三大類。 

(1) 第一類為真溶液(true solution)，又稱為溶液，分散相粒子最小，直

徑約在 10
-7

 cm以下。真溶液不分散光線，非常安定，不發生沉澱，

極易透過濾紙。 

(2) 第二類為懸浮液(suspension)，分散相粒子最大，其直徑在 10
-4

 cm 

以上，可以分散光線，分散相暫時懸浮於溶液中，極不穩定，靜置

後立刻發生沉澱，可用濾紙分離懸浮物質。 

(3) 第三類為膠體溶液(colloid solution)，分散相粒子之大小介於真溶液

與懸浮液之間，可以分散光線(Tyndall effect)，膠體溶液相當安定，

不易沉澱，可以透過濾紙，但速度較溶液為慢。 

膠體溶液中分散相粒子(膠體粒子)可由分散法(dispersion method)

及凝結法(condensation method)兩種方式製造。分散法是將較大的分子

化合物溶於分散媒，使分子分散成膠體粒子大小(直徑在 10
-4～10

-7
 cm

之間)，如製愛玉、洋菜、澱粉溶液。凝結法則利用化學反應或降低溶
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解度，使沉澱恰為膠體粒子，如硫溶於甲醇後再加入水，使硫對甲醇

的溶解度降低而析出膠態硫。一般膠體表面具有活性，可吸附分散系

中的各種物質且與分散媒作用產生媒和作用，媒和作用使分散媒被膠

體化合物包圍在內部形成疏鬆狀態，如金屬氫氧化物的氫氧化鋁、氫

氧化鐵沉澱。具流動性的膠體稱為溶膠(sol)，凝固狀者稱為凝膠(gel)，

而分散相及分散媒可分固體、液體或氣體等體系，如下表所示。 

 

表 1.1  膠體溶液之分類 

分散相 分散媒 名稱 範例 

液體 氣體 液體氣溶膠 霧、水珠、雲 

固體 氣體 固體氣溶膠 煙、塵埃 

氣體 液體 泡  沫 泡  沫 

液體 液體 乳  液 牛奶、蛋黃醬 

固體 液體 溶膠、懸浮膠 墨水、油漆 

氣體 固體 固體泡沫 多孔質固體、海棉 

液體 固體 固體乳液 凍膠、奶油 

固體 固體 固體懸浮膠 有色玻璃、合金 

 

 



	  

doi:10.6342/NTU201700486

 

3 

圖 1.1  常見膠體系統大小分布圖[1] 

 

膠體系統在生活上的應用甚廣，例如氣膠、油漆、化妝品、墨水、

染料等，皆屬於膠體科學的範疇[2, 3]。近年來由於生醫技術的進步，

膠體科學逐漸應用於微小化醫療技術，譬如藥物釋放或標靶治療的微

胞(micelle)系統[4]，或是免疫病理學及生物學應用的奈米複合金粒子

[5]，都具有前瞻性的應用價值。 

有關膠體溶液的特殊現象，一般膠體粒子帶有同性電荷，行布朗

運動時同性電荷會互相排斥而無法凝結使膠體穩定。但以固體懸浮於

液體中的溶膠為例，粒子經由分散介質的粒子熱運動碰撞使得各方向

受力不均而產生布朗運動(Brownian motion)，而導致膠體產生凝聚現象

(coagulation)。為了避免凝聚現象的發生，通常會在溶液當中添加電解

質，以增加膠體溶液的穩定性。此外，當膠體粒子發生凝聚現象的時

候，剪切速率(shear rate)的增加也會打散凝聚的膠體，造成膠體表面吸
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附溶劑量降低而使膠體溶液的黏度下降，可能使其從牛頓流體的性質

轉變為非牛頓流體的剪力稀薄(Shear-thinning)性質。因此研究膠體系統

的行為，有別於古典化學將溶質與溶劑視為大小接近的分子間關係來

探討，而須考慮分散相與分散媒之間及兩者間界面的交互作用。 
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1.2  膠體電動力學現象及文獻回顧 

1.2.1 電雙層理論及膠體電動力學應用 

膠體粒子在電解質溶液之極性溶液中會經由離子化(ionization)、離

子吸附(ion adsorption)與離子分解(ion dissolution)等反應機制產生表面

電荷。這些表面電荷會吸引鄰近溶液中帶異性電荷的離子(counter-ion)

至粒子表面，且會排斥帶同性電荷的離子(co-ion)遠離粒子表面，這些

粒子表現的離子雲分布即所謂的電雙層(electric double layer)。由於主要

的離子分布和動量傳輸都發生在電雙層內部，也因此電雙層成為近代

研究電動力學現象的基礎架構。相關理論最早由 Helmholtz[6]在 1879

年提出，他認為固液界面電雙層有如平行板電容器，也就是膠體粒子

和溶液之間存在著電位差，而電位差的值和表面距離呈線性反比，這

個假設的好處在於能夠快速對應至表面位能，但卻忽略離子在電雙層

擴散的特性。1910~1913年間 Gouy[7]及 Chapman[8]則考慮離子擴散作

用對 Helmholtz模型作修正，且依照 Boltzmann分布理論，以離子的濃

度離表面越遠則越小之特性來求解電雙層內外之靜電場分布。電泳時

發生固–液滑動處的電位與溶液內部的電位之差稱 Zeta 電位，它是表

面電位的一部分。Gouy-Chapman 模型可以解釋電動現象與電解質對 

Zeta 電位的影響，但無法解釋 Zeta 電位的變化。1924年 Stern[9]則進

一步提出在距離膠體表面一個水力半徑(hydraulic radius)處存在著虛擬
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平面，可將電雙層拆解成內外兩層，內層是由異性電荷離子固定在帶

電表面形成的緊密層 (又稱 Stern 層 )，該層中電動勢變化情況與 

Helmholtz 模型中類似，該層外緣與流體作用的表面稱為剪力面，滿足

流體力學的無滑移邊界條件(no-slip boundary condition)，其所帶的電位

稱為界達電位(zeta potential)，其亦為傳統硬球模型計算採用的電位值，

示意圖如下；外層則是類似 Gouy-Chapman 模型的擴散層，該層包含

了電泳時固－液相的滑動面。 

電雙層模型的計算主要是針對擴散電雙層厚度、電位－距離關係

及表面電荷密度－表面電位關係的研究，一般是以 Gouy-Chapman 模

型作為基礎。其中電位計算最基礎是依據 Poisson-Boltzmann 方程式，

電位不高時可對  Poisson-Boltzmann 方程中的指數項作近似，得到

Debye–Hückel方程式，並引出 Debye–Hückel參數 κ 的概念，1/κ則被

視為擴散電雙層的厚度。 
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圖 1.2  Stern模型及界達電位(zeta potential) [10] [11] 

 

上述理論建立在無外加場下分析粒子電位及周圍離子濃度分布情

況，但膠體粒子在施加外加場的情況下受到外部驅動力而造成膠體粒

子的運動，稱為電動力學現象(electrokinetic phenomena)。根據 Lyklema 

[12]的歸納，在不同驅動力或移動相影響之下產生的電動力學現象包括：

受到外加電場驅動發生的電泳(electrophoresis)及電滲透(electroosmosis)

現象，因濃度梯度產生的擴散泳(diffusiophoresis)現象，因膠體粒子沉

降產生的電場引發的沉降電位(sedimentation potential)，當流體流經多

孔介質時產生的電場引發的流動電位(streaming potential)，在流體中流

動的粒子受超音波影響產生的膠體振動電流(colloid vibration current)，
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及膠體粒子在震盪電場之下產生的電動聲波振幅 (electric sonic 

amplitude)。 

諸多電動力學現象均能應用在不同領域，其中以電泳及電滲透現

象的應用最廣泛，亦為本研究著墨的重點。本研究著眼於以電場為粒

子運動的驅動力，具有可操控性佳、反應時間短及耗能較低等優勢。

電泳現象目前除了被廣泛應用於化學分析、遺傳工程、血清分離和化

學醫藥品純化外，另一個應用則是在鍍膜技術方面，如電著塗裝、陶

瓷材料製備等皆屬其應用範圍。 

 

 

1.2.2 電泳現象應用及相關文獻 

膠體通常表面帶有電荷，一般來說，金屬氫氧化物或金屬氧化物

的膠體粒子帶正電，非金屬氧化物或金屬硫化物的膠體粒子帶負電[13]。

因此在外加電場之下，懸浮於液體中帶電荷之膠體粒子在受到電場作

用時，朝向與本身所吸附電荷相反電性的電極移動，在運動過程中粒

子周圍的帶電離子分布也隨之變化。利用膠體粒子表面不均勻電荷所

形成的偶極矩(dipole)強度不同，使得粒子在電場作用下在介質當中以

不同的速度泳動，因此可以達到分離的效果，即為電泳現象的應用原

理。電泳現象的應用範疇甚廣，生物化學領域常用電泳方法分離各種

胺基酸[14]和蛋白質[15]，亦為基因組學及蛋白質組學的重要分析方法；
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醫學上將血清注入滲透緩衝液的濾紙上透過電泳進行疾病的診斷[16, 

17]，可直接取得電泳結果的圖譜；在工業應用上近年來蓬勃發展的電

泳塗裝程序(electrophoretic painting process) [18]及電泳塗料則是利用外

加電場使懸浮於電泳液中的顏料和樹脂等微粒定向遷移並沉積於電極

表面的塗裝方法，不僅大幅降低毒性有機溶劑及重金屬含量，亦有漆

膜均勻美觀、漆液可循環使用、易於自動化控制等特點，甚至可簡化

或取代電鍍程序。在電子產品的應用上，近年來利用帶電膠體粒子的

泳動原理應用於反射式顯示器的電泳顯示技術(Electrophoretic Display, 

EPD)[19]帶來電子紙市場的革命，優點包括低耗能、環保及在日光下

容易閱讀等，2009 年全球 90%以上電子紙均採用電泳顯示技術，

DisplaySearch預估 2018年應用此技術的電子紙顯示器市場規模將可達

58億美元[20]。 

電泳理論最早由 Smoluchowski [21]於 1917年提出，假設弱外加電

場及電雙層厚度極薄(相對於粒子半徑)的條件之下，推導出單一膠體粒

子在無窮大的電解質溶液中的電泳速度及其表面電位的解析解。

Hückel [22]則在 1924年推導出電雙層厚度相對於粒子半徑極厚條件下

的粒子電泳速度，Henry [23]在假設 zeta potential 很小的前提下，進一

步導出任意電雙層厚度下的解析解通式，且在其極限條件下分別符合

Smoluchowski和 Hückel推導出來的結果。 
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1950 年，Overbeek [24]和 Booth [25]提出了電雙層的極化效應

(polarization effect)及鬆弛效應(relaxation effect)理論。根據研究，在平

衡態下粒子周圍的反離子分布會因施加外加電場(Eext)而往相反端集中，

而產生非球狀的對稱分布，稱之為鬆弛效應(relaxation effect)。而由於

施加外加電場使得帶電粒子移動，進而造成這個不均勻分布更加明顯，

這些反離子的不均勻分布會誘發局部的反向電場(Eind)，削弱外加電場

的效應，而減緩粒子的泳動速度，稱之為極化效應(polarization effect)，

如圖 1.3所示。根據 Overbeek和 Booth的研究，當 zeta potential愈高，

對低電位的 Henry方程式所需的修正就愈大。 

 

 

(a)                        (b) 

圖 1.3  電雙層極化效應示意圖 

 (a) 未施加外加電場；(b) 施加外加電場 

 

為能考量粒子電泳過程中所受到的各種力以得到完整的粒子電泳
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速度解，必須同時求解耦合的非線性電動力學方程組，包含了電場、

離子濃度場以及流場的主控方程式，若欲仰賴傳統解析解的方式，難

度非常高。隨著科技的進步衍生日新月異的數值方法，傳統解析解無

法計算的部分逐漸得以數值解取代。1966年 Wiersema [26]最先利用數

值方法輔助電腦運算，考慮極化效應所得單一粒子之數值解。該模型

將粒子受力拆解為驅動力 F1 (電力-來自粒子本身帶電量)以及阻力 F2 

(流力-流體之拖曳力)、F3 (流力-來自反離子受電場作用往反方向移動之

拖曳力)、F4 (電力-鬆弛效應)四力之平衡，然而此法對方程式過於簡化

以致未能呈現趨近於真實情況的結果。1978年 O’Brien & White [27]提

出了一套有效的數值方法來求解單一膠體粒子在弱外加電場下的問題。

其認為當外加電場遠小於粒子本身帶電所造成的電場時，可將外加電

場對電位的影響所造成的擾動態方程式予以線性化。在此概念下，他

們將電泳現象分為兩個子問題處理：其一為無外加電場下粒子以一定

速度運動，其二則固定粒子，考慮外加電場之作用。由於滿足線性組

合，只需分別計算兩個子問題下受力狀況即可計算原問題之電泳速度，

如此可避免多次的數值疊代。建立於 O’Brien & White的方法下，之後

的研究也逐漸拓展了理論方面的限制，拓展到諸如電雙層極化效應與

鬆弛效應、任意表面電位，以至於非傳統硬性膠體之研究領域。 
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1.2.3 電滲透流現象及相關文獻 

帶電膠體粒子本身除了會因外加電場驅動產生泳動速度外，電滲

透流(electroosmotic flow)亦是電動力學中常伴隨而來的現象[28, 29]。電

滲透流是指在施加外加電場下，因管壁、支持物或被測定樣品帶電，

電解質溶液因受離子牽動而相對於帶電表面產生移動之現象，特別在

微通道當中電滲透流更為顯著。電滲透流應用極廣，早期用於纖維沉

降、紙漿除水等，近年來則大多應用於生醫檢測、環境污染防治及土

壤改良工法方面，例如毛細管電泳分離 DNA或蛋白質等生物分子、分

離土壤中的重金屬、電滲透化學灌漿(electroosmotic chemical grouting)

、薄膜過濾及藥物輸送等等[28, 30-34]。而隨著奈米技術在各領域展開

各種應用，譬如Molex子公司 Polymicro Technologies
TM於 2016年 3月

在亞特蘭大舉辦的分析化學及應用光譜學博覽會發表新型奈米級內徑

(200~1000 nm)的毛細管產品，透過 SEM確認管徑及均勻度，可應用於

微奈米流體晶片或單分子分析[35] [36]，且可取代微流體晶片上傳統需

透過濕式蝕刻(wet etching)或離子束銑(ion beam milling)方式製作<1 

μm微流道的方法，可降低成本並維持流道品質。此外，亦有具備蜂窩

形的奈米級孔道、用於過濾或製備奈米線的 Anodisc(無機氧化鋁膜，

個別的圓柱形孔道內徑達 20 nm)[37]等，因此在微奈米孔道當中電泳與

電滲透流等電動力學現象的探究顯得更為重要。 
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早在 1809 年，電滲透流現象首度由 Reuss 發表，Reuss 成功地驗

證了在外部施加電場下，電解質水溶液通過多孔性黏土填充物時會向

陰極移動。而相關的理論研究方面，Smoluchowski [21]在 1918年在電

雙層很薄的假設下推算其流體速度解析式；Levine & Neale [38]則透過

Kuwabara [39]晶格模型研究密集膠體粒子之電滲透現象，其結果修正

Smoluchowski 電雙層厚度極薄之假設，但依然僅適用於低表面電位，

他們發現電雙層的重疊會使電滲透速度下降。Kozak & Davis [31]進一

步延伸 Levine & Neale低表面電位的限制，並考慮了電雙層的極化效

應，然而 Kozak & Davis的結果並不能適用於電雙層厚度較厚的情況，

因為他們忽略了電雙層重疊的問題。Ohshima [40]則使用一近似方法去

除繁複的積分，求得流體流經纖維多孔性物質之電滲透速度解析解。 

另一方面，針對微流體通道中之電滲透現象，Overbeek [41]說明在

電雙層之外可採用 Smoluchowski解析解，而在電雙層內則必須重新計

算其泳動速度。Burgreen & Nakache [42]發現在微奈米尺度下，因管徑

過小會造成電雙層彼此重疊而影響電滲透流速度；而 Rice & Whitehead 

[43]則採用 Debye-Hückel低電位假設，推導出圓柱形毛細管之電位(R)

分布與電滲透流速度 vz(R)分布： 
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其中 ζw和Rb分別為流體通道之表面電位與管徑，κ
-1為Debye length，

Ez為外加電場強度，I0則為第一類 Bessel function。Levine [44]等人採

用 Philip & Wooding [45]拆區的近似方法，進一步推導出高電位解析解。

研究發現當電解質濃度較高時，其電滲透流速度增加；而在濃度低時

此現象逐漸消失。值得注意的是，在奈米尺度下電滲透流速度將有機

會超越粒子電泳動度，因此在計算上必須考慮兩者加成後的效果。 

Scales Nathan 等人[46]在 2006 年針對微流體裝置中填充多孔介質

的管道(平行板或圓柱管道)計算電滲透流，其考慮管壁附近區域的多孔

性及界達電位，假設管壁帶電為低電位，利用 Brinkman 方程式[47]及

線性化的 Poisson-Boltzmann equation來描述多孔介質的黏滯力及電位，

求得電滲透流速分布對多孔性及界達電位變化的解析解。 

對於毛細管電泳而言，雖然在微米級管道當中電滲透的 plug flow

特性避免色譜帶擴散，使分析結果更容易判讀而具備優勢，但也因電

滲透流速極易受到表面積垢(surface fouling)影響，此外緩衝溶液的種類、

濃度、pH 值、毛細管壁塗佈特性均為影響電滲透流的因素[48]，且分

析物因電滲透流而過於快速地被沖提(elute)出來也會造成結果判讀的

困難。許多學者透過實驗企圖歸納出電滲透流的流速與 pH值[49]、緩



	  

doi:10.6342/NTU201700486

 

15 

衝溶液的離子強度及界面活性劑濃度[50-52]之間的關係，以使電滲透

流成為可預測或操控的。為了使實驗變因單純化，某些毛細管電泳的

操作透過調整管壁塗佈(column coating)性質或緩衝溶液組成來控制、穩

定甚至壓制電滲透流，但過酸或過鹼的溶液條件反而可能造成待測物

變性[53]，Fujiwara等人[54]亦嘗試添加 NaCl來縮減電雙層厚度以壓制

電滲透流。本研究亦將針對電滲透流在微流道或奈米流道當中的流速

分布做進一步探討。  
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1.3  粒子於微流道中電動力學相關應用 

1.3.1 毛細管電泳技術發展進程 

電泳技術在化學及生化領域是重要的分離技術之一，其使緩衝溶

液中的帶電粒子在外加電場作用下，以不同的遷移率在兩極間遷移而

達成分離的效果。1897年，Kohlrausch [55]提出帶電粒子在外加電場下

的遷移方程式。1937 年瑞典生化學家 Tiselius 設計了第一台自由溶液

電泳儀(free solution electrophoresis)，成功地分離人體血清中的 α、β和

γ 蛋白質[30]，其利用電泳技術成功分離蛋白質的巨大貢獻也讓他獲得

1948 年的諾貝爾化學獎。其所採用的「移界電泳法(moving boundary 

electrophoresis)」，溶質在自由溶液當中泳動，故也稱作自由電泳，之

後陸續被應用並發展出區帶電泳 (zone electrophoresis)、等速電泳

(isotachophoresis)和等電聚焦(isoelectric focusing)技術，用於分離 DNA

、蛋白質或無機的粒子[56]，混合待測樣品的介質(或稱支持物)亦包含

凝膠、濾紙、高分子溶液等。 

電泳的分離效率和其所施加的電場大小成正比，但若為了提升分

離效率而提高電場強度，會使溶液當中的帶電粒子產生自熱，也就是

焦耳熱(Joule heat)的現象，熱效應會導致介質黏度下降，因此自由溶液

的平板電泳分離技術受到焦耳熱的限制，只能在低電場強度之下操作

，而自由溶液產生的熱對流及擴散現象也使其在分離時間、分離效率
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及解析度方面表現不佳。為了解決焦耳熱所帶來的限制，1967 年，

Hjertèn[57]最早提出了使用毫米內徑的石英柱管進行電泳，以改善傳統

平板電泳缺點，有效分散焦耳熱且使溫度分布平均，並藉由毛細管表

面改質及 UV 偵測器，在高電場強度下進行自由溶液的電泳分離無機

離子、蛋白質及核酸。為了降低熱對流及擴散現象，電泳研究也朝向

使用凝膠介質形成的孔隙來篩分(sieving)待測物，可依據待測物的大小

達成分離的效果，惟較適用於分子量大的樣品，如蛋白質或 DNA。 

1981年，Jorgenson和 Lukacs[58]設計出 75 μm內徑的石英毛細管

配合螢光偵測器進行電泳，快速且高效率地分離胺基酸衍生物等樣品

，並對毛細管電泳的分離理論加以闡述，從此跨入高效率毛細管電泳

(high performance capillary electrophoresis, HPCE)的時代。1987 年

Hjertèn[59]建立了毛細管等電聚焦的高效電泳方法，Cohen 和

Najarian[60]提出了運用毛細管凝膠電泳法(capillary gel electrophoresis, 

CGE)快速分離純化寡核苷酸(oligonucleotides)的方法；1988～1989年出

現了第一批毛細管電泳商業儀器。短短幾年內毛細管電泳有迅速的發

展，由於其具備高分離效率、少量進樣／溶劑耗損低、分離時間短、

設備簡單／成本低、等優點，故被廣泛應用於生命科學領域以有效分

離多肽、蛋白質(包括酶及抗體)、核苷酸及脫氧核糖核酸(DNA)片段，

亦被應用於無機離子分離、製藥、食品檢測及環境分析等，毛細管電
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泳是傳統電泳技術和現代微柱分離技術相結合的產物。 

 

 

1.3.2 毛細管電泳裝置及電動力學效應 

毛細管電泳的裝置簡易，且可配合線上偵測技術轉換為自動化操

作，應用性甚廣。一般採用的分離管柱多為熔融成型的二氧化矽(fused 

silica)毛細管，在其外部塗覆高分子聚合物以增加毛細管的韌性。進行

分離時先藉由壓力注射將緩衝溶液(buffer solution 或稱 background 

electrolyte)及篩分介質(sieving medium)打入毛細管，再運用壓力或電壓

差使待測物進入毛細管中，接著再以白金電極施加電壓差使毛細管中

的物質進行電泳，當待測物通過偵測器就可達到定量分離效果。 

 

 

圖 1.4  毛細管電泳裝置示意圖 

 

以電泳分離待測物的過程當中，影響待測物遷移速率最重要的電
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動力學參數為電泳遷移率 (electrophoretic mobility)及電滲透流

(electroosmotic flow, EOF)。 

電泳遷移率(μep)為帶電粒子受到固定電場的靜電作用力，及因緩衝

溶液的黏度效應產生的黏滯力之下，使帶電粒子以穩定速率往固定方

向遷移，粒子所帶的正負電荷會影響其遷移方向，帶電量及帶電粒子

粒徑則會影響電泳遷移率大小。電滲透流的成因乃為施加電壓後，當

緩衝溶液的 pH 值高於 1.5[61]，毛細管內壁表面的矽醇基(Si-OH)會解

離成 Si-O
-而帶負電，當 pH 值愈高，管壁的負電荷就愈多。為保持電

荷平衡，緩衝溶液通過毛細管時，溶液中部分的陽離子會被吸附在毛

細管管壁上或游離在管壁附近形成電雙層(electric double layer)，包含固

定層(Stern layer，下圖黃色區塊)及擴散層(diffuse layer，下圖淡橘色區

塊)兩部分，愈往管柱中心陽離子的濃度遞減，接近管柱中心則為陰陽

離子平衡的本體溶液區(bulk solution，粉紅色區塊)，在電雙層中因電

荷不均勻分布產生的電位差為界達電位(zeta potential，ζ)。在外加電場

作用下，擴散層中的陽離子受到負極吸引，帶動管柱中的溶液往負極

移動，即為電滲透流。電滲透流的遷移率(mobility of EOF, μeo)受到電雙

層厚度、單位表面積所帶電荷及緩衝溶液的黏度影響，電雙層厚度則

隨著緩衝溶液的濃度和 pH值改變。 
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圖 1.5  毛細管中電荷分布分層示意圖 [62] 

 

在流速分布方面，不同於一般水溶液或液相層析法因壓力驅動呈

現的層流(laminar flow)現象，電滲透流的流動方式為平面流(plug flow)(

如圖 1.6 所示)，可避免波峰擴散現象，使偵測到的樣品訊號更明顯，

因此分離效率更高。 

 

 

圖 1.6  (A)層流 (B)電驅動流型 
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因此帶電分析物在毛細管電泳系統中的淨遷移率(net mobility，

μobs)，為總和電泳遷移率及電滲透流遷移率的結果。一般情況下，電滲

透流遠大於電泳流，因此陰離子、陽離子和中性分子均往電滲透流方

向移動。毛細管多以熔融矽膠(fused silica)製成，於 pH≥2 條件下，管

壁表面矽醇官能基 Si-OH 受到溶液活化後會開始解離成帶負電，電解

質溶液中帶正電荷的溶質因而會被吸附在管壁表面，施加外加電場後

帶動電滲透流方向由正極往負極流動，陽離子的淨遷移率為電滲透流

及電泳流加成的結果(μobs＝μeo+μep)，陰離子則為抵銷的結果(μobs＝

μeo-μep)，中性分子即等於電滲透流遷移率(μobs＝μeo)，如圖 1.7所示。 

 

 

圖 1.7  毛細管電泳中陰陽離子的淨遷移率 

 

電滲透流雖然有其優點，但在高 pH值時，電滲透流速度過快會導

致溶質成分尚未分離就被沖出毛細管，某些情況也會造成蛋白質分離
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效果不佳，因此在毛細管凝膠電泳、等電聚焦電泳等模式下需要控制

或降低電滲透流。 

調控或壓制(suppress)電滲透流的方法甚多(如表 1.2)，包括改變緩

衝溶液的濃度或 pH值或改變毛細管壁的表面電荷，但改變管壁表面電

荷通常也會影響待分離溶質的遷移速度，各種操作變因各有一些優缺

點，本研究以稀薄高分子溶液作為篩分介質，或許能夠提供另一種更

便利的電滲透流調控機制，在 4.4節將進一步說明。 

 

表 1.2  電滲透流的控制方法及優缺點分析[63] 

操作變因 對 EOF的影響 優缺點分析 

電場強度 電滲流呈比例變化 
電場強度過高可能引起焦耳熱 

過低則造成分離效果和解析度變差 

緩衝溶液  

pH 值 

低 pH，降低 EOF， 

高 pH，提高 EOF 

為改變 EOF 最方便有效的方法，但

可能改變溶質的電荷或結構，使管壁

或溶質質子化 

離子強度/緩

衝溶液濃度 

增加離子強度，界達電位

下降，EOF下降 

高離子強度產生大電流引起焦耳熱 

低離子強度會有樣品吸附的問題 

溫度 每℃改變黏度 2 ~ 3% 由儀器控溫，改變溫度易於操作 

有機修飾劑 

改變界達電位，修飾劑種

類對黏度及 EOF有不同

影響 

變化複雜，其效果需透過實驗後確定 

可能調節選擇性 

界面活性劑 
藉由疏水或離子交互作

用吸附於毛細管壁 

陰離子界面活性劑可以增加 EOF 

陽離子界面活性劑可以降低 EOF 

共價塗層 
修飾管壁，在毛細管壁形

成化學鍵結 

多種可能的修飾性（親水性或帶電荷

），塗覆物的穩定性不易控制 
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1.3.3 微流道電泳之待測物分離模式及篩分介質 

電泳技術發展迄今已逾百年，可廣泛應用於生物醫學、製藥、環

境工程、毒物檢測…等多個領域，因應不同的待測物性質，研究者亦

採用多樣化的分離機制以提高分離效率及對待測物的分離解析度

(resolution)。早期平板凝膠電泳是最常被採用的分離技術之一[64]，但

其製備繁瑣、散熱性差，且由於可採用的電場強度小，以致分離時間

長達數小時甚至數天，分離效率不佳。近數十年內，高效率毛細管電

泳技術蓬勃發展，主流技術包括毛細管區帶電泳 (capillary zone 

electrophoresis, CZE)[65, 66] 、 毛 細 管 凝 膠 電 泳 (capillary gel 

electrophoresis, CGE)[60, 67]、微胞電動層析法(micellar electrokinetic 

chromatography, MEKC)[68, 69] 、 毛 細 管 電 動 層 析 (capillary 

electrochromatography, CEC)[70, 71]等。近年來更進一步結合微機電技

術及電泳技術，利用蝕刻法或線壓法在數公分見方的晶片上製作微小

流道，在其上進行電泳分離，此技術特點在於分離效率高、樣品消耗

量低、可透過多元化設計同時進行多重試驗等，朝向將所有的實驗流

程整合在同一個晶片上完成(Lab-on-a-chip, LOC)[27, 29]的方向發展。 

毛細管區帶電泳為最簡單且被廣泛使用的分離方法，當在毛細管

兩端施加電位差時，緩衝溶液當中不同的分析物根據其電荷和質量比

值(charge to mass ratio，又稱荷質比)而有不同的遷移率，使其在毛細管
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中形成不同的區帶以達到分離的效果。但 CZE只適用於分離陰離子或

陽離子，中性物質因不受緩衝溶液 PH值和電場的影響，僅能靠電滲透

流到達偵測端，遷移率相同，因此 CZE無法區分不同的中性物質。 

毛細管凝膠電泳透過在管柱中填充篩分介質(sieving medium)以形

成分子篩(molecular sieve)，可分離不同物理性質(大小、電荷、等電點)

的分子，除了可分離核酸及蛋白質等生物分子外[72]，亦可分離奈米微

粒[73, 74] ，具有速度快、解析度佳、靈敏度高、所需樣品量少且可自

動化操作等優點，也改良了 CZE只能依據分析物的荷質比分離的機制

[75]。傳統平板凝膠電泳採用的介質通常是交聯性的聚丙烯醯胺

(polyacrylamide, PA)，為能進一步確認分析物的分子量，還會再添加界

面活性劑 sodium dodecyl sulphate增加蛋白質親水性[76, 77]，因此 SDS

聚丙烯醯胺凝膠電泳 (SDS-polyacrylamide gel electrophoresis, SDS- 

PAGE)成為蛋白質分析的主流技術[78, 79]。毛細管凝膠電泳雖同樣採

用交聯性聚丙烯醯胺作為篩分介質，但其黏度過高，不易以壓力方式

推入毛細管當中，學者遂使之在毛細管當中進行聚合反應，但亦容易

發生凝膠體積變大、產生氣泡、凝膠斷裂及熱效應等問題，因此凝膠

電泳結果的再現性(reproducibility)不佳，且毛細管柱製備較困難，穩定

性差，管柱中填充不易置換、易受汙染的凝膠亦造成管柱壽命降低，

因此研究者尋求以可形成篩孔的線性凝膠介質或聚合物溶液作為篩分



	  

doi:10.6342/NTU201700486

 

25 

介質。 

纏結聚合物溶液(entangled polymer solution)電泳通常用於生物大

分子的分離，尤其是核酸、蛋白質等。由於毛細管電泳以非纏結聚合

物溶液作為篩分介質能夠顯示良好的再現性，能準確地測定 DNA片段

的大小，因此常被用在聚合酶鏈式反應(Polymerase chain reaction, PCR)

、 DNA 限制片段 (DNA restriction fragments)及序列分析 (DNA 

sequencing)。1990年，Heiger及 Cohen[80]以低聚合度或線性的聚丙烯

醯胺作為篩分介質，成功地以高效率分離 12,000 個鹼基對(base pairs)

的雙股 DNA 片段，其遷移率隨電場強度及分子大小而變化。1991 年

Widhalm[81]以毛細管區帶電泳方式，在緩衝溶液當中加入線性聚丙烯

醯胺作為篩分介質，並添加界面活性劑 SDS 增加蛋白質親水性，依據

分子量成功分離四種蛋白質(分子量介於 17,800到 77,000之間)。 

採用非凝膠篩分介質，一般是先將聚合物分散在緩衝溶液當中，

以靜力學方法填充入毛細管中，管柱中溶液較容易充填及洗出，操作

簡單，管柱可重複使用且可應用於自動化分離操作，也不會像凝膠在

填充過程中容易產生空泡，因此目前非纏結聚合物溶液已取代凝膠介

質廣泛地用於毛細管電泳中，特別是近年來發展迅速的毛細管陣列電

泳 (capillary array electrophoresis, CAE)[82, 83] 和 微 晶 片 電 泳

(microchip-based electrophoresis, MCE)[84]。常見的非凝膠篩分介質包
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括線性均聚物 (linear homopolymer) 、共聚物 (random/block/graft 

copolymers)和混合物等，其中線性均聚物包括 linear polyacrylamide 

(LPA)[85]， poly(N,N-dimethylacrylamide) (PDMA)[86]， polyethylene 

oxide (PEO)[87]，Poly(vinylpyrrolidone) (PVP)[88]，纖維素及其衍生物。 

非凝膠的篩分介質常見於微奈米系統應用中，學者也透過微奈米

級的毛細管電泳分離量子點、奈米粒子或奈米藥物載體，亦可應用於

環境毒物或汙染物粒子檢測。2009 年，Li 等[89]用高分子添加劑作為

篩分介質，運用一種高效能的毛細管電泳方法來分離不同尺寸的量子

點(quantum dots, QDs)，以測定水溶性 CdSe／ZnS量子點的大小。量子

點是一種主要由 IIIA-VA 或 IVA-VIA 族元素組成的半導體奈米顆粒，

能夠吸收激發光的能量產生螢光，量子點的粒徑一般在 2～10 nm之間。

傳統螢光染料都需要不同波長的激發光激發，半導體量子點則可持續

發光，其螢光壽命可達有機染料分子的 100 倍以上，也因此有效率的

量子點分離技術應用相當廣。此外，非凝膠篩分介質亦可用於分離奈

米粒子或奈米藥物載體，金奈米顆粒在奈米微電子、生物、分子識別、

光學、催化等方面有具潛力的應用前景，有效控制顆粒尺寸大小，提

高其分散性對金奈米顆粒的性能研究尤為重要。如何調控奈米藥物載

體(PLA-NPs、dendrimer、奈米結構脂質載體等)的表面電荷及尺寸相當

關鍵，其亦可透過毛細管電泳方式分離。 
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1.3.4 微流道電泳中不同介質之篩分機制 

1.3.4.1 高分子溶液特性 

De Gennes[90]將高分子溶液分為稀溶液、半稀薄溶液和濃溶液三

類。在稀溶液中當高分子溶液低於臨界交疊濃度 (overlap threshold 

concentration，C*)，高分子鏈之間無相互作用，在流體動力學上彼此

可視為是孤立的(見下圖(a))，單一高分子鏈在溶液當中伸展的迴轉半徑

(radius of gyration，Rg)以虛線圓表示；稀溶液的粘度很低，黏度與濃度

呈現線性關係。隨著濃度增加到 C*，高分子團開始互相碰撞(見下圖(b))；

當濃度高於 C*時，高分子鏈開始纏結，在纏結溶液中形成了具有一定

孔徑的動態網絡(又稱 dynamic pores)，而對待測物具有篩分效果(見下

圖(c))[91-93]。用於微流道電泳的非凝膠篩分介質主要是稀溶液和半稀

薄溶液，在半稀薄溶液當中高分子鏈之間的平均距離可視為遮蔽長度

(screening length，ξ)，Grossman 和 Soane認為[94]此可作為半稀薄溶

液當中動態網絡的有效孔徑。 
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圖 1.8  不同濃度高分子溶液的高分子鏈交互作用示意圖[95] 

 

1.3.4.2 微流道電泳中的篩分機制 

1986年，著名生物學家、諾貝爾獎獲得者 H. Dulbecco提出人類基

因組計畫(Human Genome Project, HGP)[96]，1990年正式啟動，是一項

規模宏大，跨國且跨學科的科學探索工程，美國能源部及國家衛生研

究院也投資三十億美金，預計在 15年內完成計畫。HGP宗旨在於測定

組成人類染色體所包含的 30億個鹼基對組成的核苷酸序列，據以繪製

人類基因組圖譜，並且辨識其載有的基因及其序列，達到破解人類遺

傳信息的目的。DNA 定序之基本概念源自 1977 年由 Fred Sanger等

人[97]發表之論文，數十年來由於核酸之生化反應、電泳操作、資訊取

得與分析等快速進展導致定序科技有所突破，其中微流道當中的電泳

分析方法對 DNA定序具有舉足輕重的影響力。1991年，Grossman 和
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Soane[94]開展高分子溶液對 DNA等長鏈分子的分離機制研究，他們認

為纏結高分子溶液中形成的動態孔洞(dynamic pores)使得較小的 DNA

分子透過 Ogston篩分機制、較大的 DNA分子透過爬行機制被分離，

這個概念從凝膠電泳機制發展而來的。 

隨著科技進步，近年來電泳分離技術逐漸往微小化尺度發展，微

流體元件相關應用非常廣泛，尤以生醫技術研究為其主流。1990 年

Manz提出微全程分析系統(micro total analysis system, μ-TAS)概念[98]，

目的是將實驗室複雜的分析流程，運用微機電技術，在特殊設計的微

流道上(尺度一般多在 10 μm以上)設置微幫浦(pump)、微閥門(valve)、

微感測器(detector)以及微反應器(reactor)等，將樣品前處理、混合、傳

輸、分離以及偵測等複雜功能整合在數公分大小的晶片上，又稱為實

驗室晶片(lab-on-a-chip)[28]，具有檢測速度快、可平行大量處理、試劑

耗損少、可自動化以及可攜式等優勢。 

相較於微機電技術，奈米流體技術利用更先進的製程將流道尺度

縮小至奈米等級(嚴格定義需小於 100 nm)，然而其概念並非只是尋求

裝置微小化，而是將待測及預分離的樣品侷限於奈米尺度空間中(侷限

空間)，導致原先在微米尺度下可忽略的電動力學現象顯得相當重要，

諸如膠流體通道的邊界效應、電雙層的重疊(overlapping)與極化效應等

等，進而將所延伸出的物理性質來發展新的應用，達到最適化奈米元
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件效益。上述談及的侷限環境除了能透過流體通道大小操作進行篩析

外，也可因膠體粒子(樣品)特性不同以及流體通道帶電與否來達到分離

的效果，主要可分成三種：Ogston 篩析(Ogston sieving)、熵捕捉效應

(entropic trapping)以及靜電篩析(electrostatic sieving)[28]，以下分別說明

三種機制。 

一般來說，膠體粒子在奈米流體通道前進之型態會影響其泳動度。

而樣品(例如蛋白質、DNA、RNA 等等)在電解質溶液中的蜷曲程度，

與膠體粒子的旋轉半徑 Rg (radius of gyration)和通道孔徑大小 Rb有關。

以膠體粒子型態主要可依 Rg < Rb、Rg ~ Rb、Rg > Rb三個區域來探討。

此外因流體通道帶電而產生之電雙層厚度 κ
-1也將影響篩析功能，即須

考量 κ
-1和 Rb尺寸大小之比值，而 κ

-1越小代表電解質溶液濃度越高。 

當 Rg < Rb，即膠體粒子尺寸小於奈米流體通道管徑時，短鏈 DNA、

RNA、蛋白質以及球型分子等其型態在適當電解質濃度中會呈蜷曲

狀，可自由穿越奈米流體通道，不會受到限制而產生變形，這些溶質

可視為剛性小球。此範圍的粒子未被糾纏(unentagled)，即所謂 Ogston

篩選機制之區域。根據 Ogston在 1958年的研究[99]，提出其膠體粒子

泳動度 μm約可以 Rg、Rb表示： 

 

 ~ exp
g

m

b

R

R


 
 
 

 (1.3.1) 
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而當 Rg ~ Rb，即膠體粒子尺寸約略等於奈米流體通道管徑，此時

膠體粒子約略受到流體通道擠壓而變形。此區粒子呈現弱糾纏(weakly 

entangled)，可用熵捕捉效應來解釋此區域粒子泳動狀態。當 Rg > Rb，

即粒子尺寸大於奈米流體通道管徑，此時粒子無法再保有原來的型

態，而像是蛇一樣在奈米流體通道中移動。此區粒子呈現強糾纏

(strongly entangled)，一般以蠕動模型或 Biased reputation [100]來描述。

上述三種區域皆建立在 κ
-1

 << Rb條件下，即電解質濃度較低時。另一

種常用之篩析功能則建立在 κ
-1

 ~ Rb，此時膠體粒子之帶電量將會影響

粒子通過流體通道與否及其滯留時間，一般以靜電篩析來說明。為了

進一步對 Ogston篩析、熵捕捉效應、靜電篩析三種篩析機制概念及應

用，以下分別說明： 

 

(1)  Ogston篩析(Rg < Rb)： 

如圖 1.9(a)所示，綠色代表較小分子量之篩析膠體粒子，紅色為較

大分子量的粒子。從圖中可以看出藉由控制橫向電場 Ex之大小，小分

子量之膠體粒子有較佳的橫向穿透率(通過淺溝槽)，反之大分子量之膠

體粒子橫向穿透率則較低。這是因為小分子量之膠體粒子其能壁障礙

(steric energy barrier)較低，拖曳力相對較小，故其橫向通過之或然率

(jump passage rate, Px)較高。藉由此法吾人可以有效調控 Ex以達到分離



	  

doi:10.6342/NTU201700486

 

32 

短鏈(或較小分子量)膠體粒子之目的。 

 

(2)  熵捕捉效應(Rg ~ Rb)： 

如圖 1.9(b)所示，此區膠體粒子尺寸與奈米流體通道管徑相當，此

情況下無論粒子大小，通過淺溝槽時皆會發生形變。研究發現較長鏈

之膠體粒子其橫向穿越之或然率 Px反而較短鏈粒子高，這是因為此時

能壁障礙僅和橫向電場 Ex成反比，與長短鏈無關。然而短鏈分子較易

被受困於淺溝槽中，反倒長鏈分子卻因與淺溝槽有較大的接觸面積，

而有較大機率跨越溝槽。(1)、(2)主要假設是奈米流體通道的尺度遠大

於電雙層厚度，即 κ
-1

 << Rb情況下，故靜電作用力較弱；反之若若電

雙層厚度 κ
-1

(圖示中之 λD)與流體通道直徑 Rb相當時，此時庫侖靜電力

扮演重要的角色，如(3)之說明。 

 

(3)  靜電篩析 (κ
-1

 ~ Rb)： 

如圖 1.9(c)所示，因為流體通道管壁電雙層占據了大部分空間，根

據電荷相吸相斥原理，同電性離子在管壁周圍濃度低，而在流道中央

濃度高，也因此帶電量越大之同電性粒子因排斥力較大也就越難橫向

穿越溝槽。此法也是選擇透性膜(permselective membrane)原理，利用此

法即可分離帶電量(電性)不同的膠體粒子。 

其中 Ogston 篩選機制最初是用於描述粒子穿透凝膠孔洞的機制，
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而凝膠的孔洞大小與其濃度有關。通常凝膠濃度越高，其對應孔洞直

徑越小，所以不同的凝膠濃度有不同的有效分析範圍。舉例來說，小

片段DNA適用於孔徑較小之凝膠，對於長鏈DNA會使得解析度變差；

反觀大孔徑之凝膠又無法有效分離小片段之 DNA，故在進行凝膠電泳

必須慎選凝膠種類和濃度，否則會面臨實驗穩定性與再現性

(reproducibility)不足之問題。此外，進行多次電泳實驗亦會造成凝膠孔

洞被分析物堵塞之問題，或使凝膠破裂而形成較大之孔洞造成解析度

降低，此時必須更換凝膠片而使成本提高。也因此針對凝膠系統內孔

洞大小不一致之問題，Han 等人[101]進而發展出新的奈米通道分離系

統，可精準控制奈米孔徑大小，如此對研究 Ogston篩選機制之區域提

供相當大的貢獻，也說明了奈米流體通道將能有效取代傳統凝膠電泳

檢測方法，在待測物的分析分離上扮演不可或缺之角色。 

 

 

(a)                                  (b) 
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(c) 

圖 1.9  膠體粒子於奈米流道當中篩分機制的示意圖： 

(a) Ogston篩析、(b)熵捕捉效應、(c) 靜電篩析[102] 
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1.4  粒子在微流道電泳現象理論研究回顧 

1.4.1 微流道中電泳遷移的作用力理論分析 

在運用篩分介質分離待測物的微流道電泳系統中，待測物是在非

均相的多孔介質當中傳輸，與傳統自由溶液電泳相比複雜許多，必須

考慮待測物(粒子)與篩分介質之間的交互作用。待測物與篩分介質之間

產生的交互作用力主要可分為短距力(short range effect)及長距力(long 

range effect)兩種，分述如下： 

1. 短距力(short range effect)：短距力即固體接觸力，待測物進入高分

子系統時，高分子網絡形成空間障礙，待測物和纏結的高分子網絡

接觸並往其間的孔隙滑動，造成摩擦碰撞及能量損失，減緩待測物

移動速度，此效應亦稱為直接遮蔽效應(direct steric effect) [103-105]。

由於網狀高分子結構複雜，高分子隨機分布於溶液中，其交聯情況

亦難以描述及判定，故此遮蔽效應較難以理論方式完善地描述

[106]。 

2. 長距力(long range effect)：長距力即為流體摩擦力(hydrodynamic 

force)，流體在篩分介質當中流動亦會受到阻力，並間接施加在待測

物上，對待測物的移動亦會產生影響。 

因此分析待測物在包含篩分介質的微流道電泳所受之作用力，必

須考量以下幾項物理機制及作用力[107, 108]： 
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1. 待測物與高分子網絡之間的遮蔽效應(steric effect)； 

2. 高分子網絡與待測物間透過流體流動間接產生的作用力

(hydrodynamic force)； 

3. 特定待測物與高分子網絡間的作用力(凡得瓦吸引力或靜電力)； 

4. 若高分子網絡為凝膠，須考慮高分子鏈之間的空間及高分子的交聯

狀況； 

5. 外加電場的強度。 

在這些物理機制及作用力之間，必須考量高分子網絡的密集程度、

高分子網絡及待測物之間的作用力及流體作用力強弱來決定應優先考

量哪些項目。譬如當待測物的大小或粒徑等於或大於高分子的遮蔽長

度(ξ)，待測物難以通過多孔介質，固體遮蔽效應便遠大於其他效應，

因此其他效應可忽略；若待測物大小小於遮蔽長度，遮蔽效應減弱，

流體摩擦效應的重要性提高，就必須同時考慮兩個效應對於待測物傳

輸行為的影響；但若待測物大小遠小於遮蔽長度，固體遮蔽效應便可

忽略，此時流體摩擦力將主導待測物的傳輸行為[109]。 

 

 

1.4.2 粒子在微流道中電泳遷移現象相關研究文獻 

在理論計算部分，Allison 等人[110]採用類似多孔性介質當中描述

分子擴散行為的方法，將固體遮蔽效應及流體摩擦效應以乘積方式整
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合起來，提出運用 Brinkman 均勻介質模型及 S(f)遮蔽效應函數完整描

述多孔介質對粒子的影響，進而計算出硬球粒子於凝膠當中的電泳泳

動度，但其結果僅適用於極稀薄的膠體溶液。Tsai 及 Lee 延續 Allison

等人的方法，但不受極稀薄溶液的限制，而是探討任意粒子濃度及任

意表面電位的硬粒子凝膠電泳現象，其結果比對 Park等人[111]對奈米

金粒子的凝膠電泳實驗數據相當符合，且結果指出電雙層極化效應相

當顯著地影響力子泳動度，之後凝膠電泳的理論研究多利用均勻介質

模型來分析對應的電動力學現象。 

在微米級通道(microchannel)及奈米級通道(nanochannel)中的電動

力學現象對於膠體科學及生物醫學研究的實驗研究具有重要貢獻

[112-114]，例如 1995年O’Brien等人以帶電粒子的電泳泳動度(mobility)

來描述其界達電位(zeta potential)[115]，此為決定膠體分散性的關鍵性

參數。而在微流體(microfluidic)元件當中分離不同的膠體粒子或分析物

質可直接用來分離生物分子或做疾病診斷[116, 117]。粒子在通道當中

的電泳相較於無界限流體(unbound domain)中的電泳行為有相當的差

異性，特別是當電雙層厚度(thickness of electric double layer)和流道管

徑相當時，侷限效應(confinement effect)不僅會在粒子上產生額外的流

體拖曳力(hydrodynamic drag)，也會影響粒子周邊的電場而引發電泳作

用力(electrophoretic force)。因此必須採用完整的數值理論模型以同時
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考慮多種來源的作用力。 

許多的研究分析電雙層當中的電動力學現象[7-18]，亦有相當多研

究專注於求解粒子的電泳泳動度[19-28]，其中 Smoluchowski[118]及

Huckel[119]分別研究在粒子及表面電雙層極薄和極厚的情況，因而在

電泳泳動度及粒子的界達電位之間求得一個簡單的線性關係。

Henry[120]則是對有限電雙層厚度的球形粒子求解電泳泳動度的運算

式(expression)，但這些研究僅限於對線性區間(linear regime)求解，也

就是限制在很小的界達電位。Wiersema[121]對高界達電位的粒子運用

Gouy-Chapman 模型描述電雙層以計算泳動度。O’Brien and White[27]

直接對任意電解質濃度的高界達電位粒子求解線性方程式，他們發現

泳動度和界達電位之間的線性關係只在低界達電位的限制條件下存在。

對於電雙層極薄的系統而言，當界達電位提高，電泳泳動度會達到一

個極大值之後隨之下降，這是因為當界達電位提高，拖曳力的增加速

度較電驅動力快。Ohshima[122]導出球形粒子在對稱的電解質溶液當中

泳動度的解析解，可計算出和 O’Brien and White一致的結果。 

對於侷限系統當中粒子泳動度的計算，許多研究討論球形粒子在

管壁附近所受到的邊界效應(boundary effect)。Keh and Anderson[123]

研究在邊界附近的非導體粒子，其粒子周邊的電雙層極薄。當邊界帶

電時，就會產生電滲透流(electro-osmotic flow)，會對電場及速度場分
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佈產生影響。Keh and Chen[124]導出薄電雙層帶電球形粒子接近帶電

平板時電泳泳動度的解析解，發現當粒子和管壁愈接近，由於電場分

佈受到擠壓，粒子的泳動度會提升 23%。Ennis and Anderson[125]運用

反射法(method of reflections)分析球形粒子接近帶電管壁及圓柱形孔洞

中的情況，之後 Shugai and Carnie[126]對於類似系統雖用不同的方法求

解，他們發現在這個系統當中由於電雙層的相互作用相當複雜，因此

電泳泳動度及界達電位的線性關係不再存在。Hsu[127]等人運用線性方

程式計算侷限的圓柱孔洞中球形粒子的泳動度，假設在粒子的界達電

位很低的前提之下，發現當帶電粒子在帶電孔洞當中，當電解質濃度

提高，由於電雙層在粒子和孔洞之間產生交互作用，泳動度會達到極

大值。之後 Hsu and Chen[128]延伸這個模型，同時考慮帶電孔洞產生

的電雙層極化效應及電滲透流，對於帶正電粒子在表面電位極低的帶

正電孔洞當中，當電雙層厚度改變時，泳動度會達到一個極小值，粒

子運動的方向會改變兩次。 

綜觀以上，在目前的理論分析文獻當中，通常都假設在某些限制

條件之下，粒子在無侷限(unbound)流體或理想區間(如球形或圓柱孔洞)

當中的電泳行為，限制條件包括低界達電位、極薄或極厚的電雙層等。

然而由於假設條件與實際操作條件有相當差距，因此極難與奈米通道

當中的實驗數據比對，特別是奈米通道當中的界達電位通常不低，電



	  

doi:10.6342/NTU201700486

 

40 

雙層厚度的變化範圍甚大，不會只限於極薄或極厚，通道則通常是圓

柱形或方形的通道。下表比較各項研究中設定條件的差異。 

 

表 1.2  文獻中研究設定條件比較表 

 
系統 

環境 

採用 

介質 

電位條

件設定 

計算

單元 

計算 

方式 

是否

比對

實驗 

備註 

(限制) 

Ennis & 

Anderson 

[125] 

圓柱形

管道 
水溶液 低電位 硬球 解析解 否  

Allison 

[110] 

無限流

體 

高分子

溶液

(凝膠) 

粒子低

電位 

單一

粒子 
解析解 是  

Huang 

[129] 

圓柱形

管道 
水溶液 高電位 液滴 數值解 否  

Yang  

[130] 

多種邊

界設定 

非牛頓

溶液 
— 硬球 解析解   

Hsu 

[128] 

圓柱形

管道 
水溶液 高電位 硬球 數值解 否  

Chiu & 

Keh  

[131] 

圓柱形

管道 
水溶液 高電位 硬球 

解析+

數值解 
否 

受限於

電雙層

非常薄 

計算電滲透流 

Scales 

Nathan 

[46] 

圓柱形

毛細管 

填充多

孔性介

質 

低管壁

帶電 

沒有

粒子 
解析解 否 

計算電

滲透流 

Rice 

[43] 

圓柱形

毛細管 
水溶液 

低管壁

帶電 

沒有

粒子 
解析解 否 

計算電

滲透流 
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第二章 理論分析 

2.1 系統描述 

本研究探討硬球膠體粒子在高分子微流體圓柱形通道之電泳運動

現象。處理膠體粒子在含高分子的電解質溶液中的泳動現象時，需求

解包含電位、離子濃度、流線等位置函數，因此在計算此類問題必須

同時考慮電位方程式、離子守恆式和流場方程式以求解彼此交互作用

關係。由於上述電動力學方程組皆為高度非線性且彼此嚴重耦合，必

須先代入適當假設以簡化問題複雜度。基本假設說明如下： 

1. 含高分子的電解質溶液為不可壓縮之非牛頓流體。 

2. 系統流動緩慢，限制於緩流(creeping flow)區間，於動態過程假設系

統處於擬穩態(quasi-steady state)，粒子移動緩慢故可忽略方程式慣

性項(inertia term)。 

3. 外加電場強度遠小於帶電粒子周圍離子雲建立之局部電場，故系統

電位可以視為平衡態及擾動態的線性加成。 

4. 膠體粒子為球形且均勻帶電，為非導體(non-conducting)及不可極化

膠體(non-polarizable)，粒子表面滿足離子不可穿透的條件。 

5. 膠體粒子外部之流體物性如黏度、密度及介電常數等保持定值，溶

液中的離子擴散係數亦假設為定值。 
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由於本研究所探討之粒子泳動現象發生在圓柱形微流體通道內，

為了方便數學運算，對於粒子計算區域 ΩCP (Ω  CP, Colloidal Particle)

吾人採用球座標(r, θ, φ)描述；相對的高分子電解質溶液暨圓柱形管道

ΩPS (Ω  PS, Polymer Solution)則以圓柱座標(R, Θ, Z)描述。且因整體系

統滿足軸對稱，故可將球座標以及圓柱座標分別簡化成(r,)以及(R,Z)

方向。系統圖如圖 2.1所示，相關參數及符號可參考符號說明之章節。 

 

 

 

圖 2.1  硬球膠體粒子在高分子微流體圓柱通道之電泳運動示意圖 

(管壁可帶正電或負電) 
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2.2  主控方程式 

2.2.1 電位方程式 

假設粒子外部流體介電係數 ε (permittivity)為常數，藉由高斯散度

定律可得著名之 Poisson方程式： 

 

 
2 



     (2.2.1) 

 

其中為對應座標下之微分運算子，、ϕ 分別為空間電荷密度(space 

charge density)以及電位值(electric potential)。 

 

 

2.2.2 離子守恆式 

假設離子在含高分子的電解質溶液中擴散係數 Dj為常數，且系統

不發生任何化學反應。則在擬穩態的假設下含高分子的電解質溶液物

種 j之離子濃度通量散度為零： 

 

 0j f       (2.2.2) 

fj在此為保留對流項之 Nernst-Planck方程式： 
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B

j j

j j j j

z en
D n n

k T


 
      

 
f v       (2.2.3) 

 

其中 zj和 nj分別是電解質溶液中物種 j之電荷數及濃度，而 e、kB和 T

分別為基本電荷量、Boltzmann 常數以及絕對溫度，v則代表流體的速

度。式 (2.2.3)中各項物理意義依序為擴散項 (diffusion)、傳導項

(migration)和對流項(convection)之貢獻。由式(2.2.3)可說明濃度變化可

導因於電場(電位梯度)與流場(流體速度)之擾動，以及離子本身因濃度

差產生之擴散運動。 

 

 

2.2.3 流場方程式 

此部份吾人以粒子中心速度為參考點，採用 Lagrangian 移動座標

描述。在擬穩態及緩流(creeping flow)的假設下，流體滿足連續方程式

與動量方程式： 

 

 0 v  (2.2.4) 

 
2 p        v v 0      (2.2.5) 

 

其中 v為流體相對於粒子之運動速度，p和 η分別表示流體之壓力和黏

度，為高分子結構摩擦係數，高分子施予流體額外的摩擦效應以v將
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其特徵化，-ρϕ 為單位體積下粒子所受電驅動力。式(2.2.5)若不考慮

電驅動力項，即回歸到 Brinkman equation [132]，常用來描述高分子流

體的流場運動行為。溶液中的高分子鏈會對流體產生摩擦效應，於

Stoke’s主控方程式以 γv將特徵化，在不同的物理系統中 γ有不同的表

示方式，最常見的有兩種方式描述高分子的摩擦係數： 

 

 
pk


   (2.2.6) 

 s fn   (2.2.7) 

 

其中式(2.2.6)為許多微小硬粒子構成聚集物形式(aggregate type)的多孔

介質，以實驗預測多孔介質的通過率 kp 來計算摩擦係數；式(2.2.7)為

Felderhof & Deutch提出的模型[133]，針對高分子網狀結構，採用高分

子官能基濃度 ns與單體高分子的摩擦係數 ξf計算。Brinkman [47]則以

實驗預測多孔介質的通過率(permeability)來計算高分子溶液系統的摩

擦係數，Brinkman 將摩擦係數以一特徵長度 λ
-1表示，其中 λ

-1
 = (η/γ)

1/2 

，即所謂的 Brinkman遮蔽長度(Brinkman screening length)，亦可稱為

Debye-Bueche 遮蔽長度。當流體穿透到高分子鏈形成的圓球內時，因

受到高分子鏈的遮蔽，流速隨著穿透距離愈深而下降，λ
-1 定義為未受

擾動的流體穿透到高分子鏈圓球內速度以 1/e的 factor下降時的距離，
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乃由 Brinkman 方程式推估出來的結果。為使理論參數得以更容易對應

到實際的操作參數，附錄 E 將說明高分子溶液的特性黏度與遮蔽係數

的關聯性及 λa的適當選取範圍。 

然而式(2.2.5)須考慮壓力項以及三維速度變量共四個變數需要求

解，在數值運算上極為複雜。為了降低計算上的困難度，本研究運用

本系統具備的軸對稱特性，引入流線函數以簡化未知數之數量。以流

線函數求解流體力學問題是相當常見的手法，優點是其運算式為純量

式，不須解壓力場且自動滿足連續方程式，即式(2.2.4)；缺點是將原本

二階微分方程式提升至四階微分，需要更多額外的邊界條件才能求解

。對於一個旋轉座標系下的流線函數定義如下： 

 

 





 
   

 
v i  (2.2.8) 

 

其中 iφ、分別為旋轉方向單位向量與旋轉半徑。將流線函數代入式

(2.2.5)，化簡後可得： 

 

    4 2E E

     


   

i
0  (2.2.9) 

 

其中 2 2 2
E

 


 


，E

4
 = E

2
E

2，γE
2
ψ為高分子阻力項。 
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2.3  平衡態與擾動態 

式(2.2.1)、式(2.2.2)、及式(2.2.9)即為待解之電動力學方程組，然

而各變量為非線性方程式且彼此嚴重耦合，從常規方法求解不易。因

此相關電動力學研究皆假設外加電場相對於粒子周圍建立的局部電場

較弱，故可採用「擾動法」求解。考慮系統因施加外加電場僅受到微

小擾動而產生之偏差，上述變量可視為平衡狀態與擾動態之線性加成

，諸如系統電位 ϕ = ϕe + δϕ、電解質濃度 nj = nje + δnj、電荷密度 ρ = ρe 

+ δρ 等等。值得注意的是採取擾動法僅為求解方便，實際上數學加成

後的值並無任何實質意義。以電位 ϕ 為例，實際上以電場強度展開應

為 ϕ = ϕe + βδϕ + O(β
2
)，其中 β = Eext/(kBT/ea)，依照擾動法概念𝛽 ≪ 1，

故可忽略二次以上的運算式。最後再推到擾動態各項計算式時，因左

右項皆存在 β，兩邊消除得到非 β 函數之主控方程式，如節 2.3.2 所列

。 

 

 

2.3.1 平衡態 

當系統處於平衡態時，未施加外加電場，此時流體靜止不動且離

子通量 fje為零，故可推得離子與電位分布之關係： 
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 0

B

exp
j

je j e

z e
n n

k T


 
  

 
 (2.3.1) 

 

此式離子與平衡電位呈現 Boltzmann 分布，其中 nj0為電解質溶液物種

j之背景濃度(bulk concentration)。將上式代入式(2.2.1)，並將電荷密度

e = ∑zjenje展開，即可得著名之 Poisson-Boltzmann方程式： 

 

 
02

B

exp
j j je

e e

j

z en z e

k T


 

 

 
      

 
  (2.3.2) 

 

為系統電位與離子濃度場的耦合式，藉此可得出系統於平衡態時電位

與離子濃度分布的情形。其中平衡態僅存在平衡電位單一個變數，故

在處理計算上可先獨立求解。 

 

 

2.3.2 擾動態 

當一外加電場施加於系統後，原本相關物理量勢必受到擾動，本

研究假設外加電場所造成的擾動量很小，故系統變量可視為平衡量及

擾動量的線性疊加。將擾動量代入相關電動力學方程組，扣除自動滿

足之平衡態量值，並忽略微小擾動相乘項，即可得擾動態線性化方程
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組。值得注意的是式(2.3.1)僅表現平衡態離子與電位分布之關係，若考

慮外加電場與流場變化對離子濃度分布的影響，則濃度可表示為： 

 

  0

B

exp 1
j j

j j e j je j

B

z e z e
n n g n n

k T k T
  

   
        

   
 (2.3.3) 

 

而物種ｊ擾動濃度即可寫成： 

 

  0

B B

exp
j j j

j e j

z en z e
n g

k T k T
  

 
    

 
 (2.3.4) 

 

其中 δϕ來自於外加電場施加後，使粒子周圍離子雲變化造成之電位擾

動；而 gj則為定義之新函數，代表因流場變化(粒子運動)造成粒子周圍

的離子雲變形而產生的電位變化，亦可稱為流動擾動電位。之所以利

用「電位」形式表現，且同時含括在指數函數內，其目的是為了使平

衡電位及擾動電位同格，且可取代 δnj物理量以方便程式計算，其中並

無任何假設。此兩種擾動分別導因於流場和電場，在此電場與流場兩

者是相互作用的，電場會誘發流場產生，而流場亦會造成電場局部變

化。值得注意的是，針對粒子周圍反離子受擾動而引發離子雲的非球

狀分布，Ohshima 特別指出其值可以 δnj量化[134]，亦即 1.2.2 節所提

及之「極化效應」嚴重與否將與 δnj量值有關。若 δnj = 0，則代表無任
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何離子因受到流場及電場擾動影響而移動，如此周圍電雙層仍滿足球

狀分布，故無極化效應發生。 

從上述觀點出發，可將式(2.2.1)至式(2.2.3)及式(2.2.9)以擾動函數

呈現可得： 

 

  
2 2

2

0 exp
j j e

j j

j B B

z e z e
n g

k T k T


 



 
    

 
  (2.3.5) 

 
2 1j

j e j e

B j

z e
g g

k T D



 



  
           

  
i  (2.3.6) 

 

2 2

4 2 j

je e j

j B

z e
E E n g

k T


 
  

 

 
     

  
 i  (2.3.7) 

 

上式(2.3.5)至式(2.3.7)即為待求解之擾動電位方程組，其中包含了 δϕ、

gj以及 ψ等變量。值得注意本節所採用之擾動法，根據 O’Brien & White 

[135]定義其成立條件必須滿足： 

  

|𝑬ext| ≪ 𝜁𝑎√
∑ 𝑛𝑗0𝑗 (𝑒𝑧𝑗)

2

𝜀𝑘𝐵𝑇
                 (2.3.8) 

 

其中 Eext為外加電場，ζa為粒子之界達電位(zeta potential)。上式又可轉

換為|𝐸𝑒𝑥𝑡| ≪ 𝜁𝑎/𝜅
−1，κ

-1 為電雙層厚度，在實務操作上所使用外加電

場強度大多都在此範圍內。譬如 Park等人[111]透過凝膠電泳測量 DNA
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與表面修飾金奈米粒子的共軛物(conjugates)之界達電位及流體力學尺

寸(hydrodynamic size)，其所採用的外加電場強度為 3.8 V/cm，遠小於

粒子周圍局部特徵電場強度 ζaκ≒11000 V/cm；Trigueros等人[136]則以

二維凝膠電泳分離不同纏結程度的 DNA 分子，所採用的電場強度為

0.8~3.4 V/cm，遠小於局部特徵電場 ζaκ≒21000 V/cm，因此大部分的

實驗條件下應可滿足 O’Brien & White所提出的先決條件，而可採用擾

動法作計算。 
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2.4  無因次化分析 

為了便於系統分析以及程式運算，且避免單位轉換或數值計算造

成的誤差，上述的主控方程式需做進一步無因次化處理。吾人選擇下

列參數做為特徵值： 

 特徵長度：膠體粒子半徑 a 

 特徵電位：0 = kBT/z1e，在 25
o
C下且 z1 = 1時，為 25.69 mV 

 特徵濃度：陽離子 bulk濃度 n10 

 特徵速度：於外加電場下 ϕ0/a之電泳速度 UE = εϕ0
2

 / ηa  

 

 透過上述特徵值處理，即可將變數轉換成下列無因次化參數值： 

 無因次化管徑：R
*
 = R / a、r

*
 = r / a 

 無因次化管長：Z
*
 = Z / a 

 硬球粒徑與微流體通道管徑比：Rb
*
 = Rb / a 

 無因次化電場：Eext
*
 = Eext / (ϕ0/a) 

 無因次化離子濃度：nj
*
 = nj / n10 

 無因次化平衡電位、擾動電位、流動擾動位能：e
*
 = e/0、δ*

 = δ/0

、gj
*
 = gj/0, 

 無因次化粒子表面電位、管壁表面電位：ζa
*
 = ζa/0、ζw

*
 = ζw/0 

 無因次化流線函數：*
 = /UEa

2
 



	  

doi:10.6342/NTU201700486

 

53 

 無因次化速度：v*= v / UE 

 無因次化摩擦係數：(λa)
2
 = γa

2
/η 

 硬球半徑與電雙層厚度之比值：κa = [∑ nj0(ezj)
2
a

2
/εkBT]

1/2
    

 無因次化電雙層厚度：κ
-1

 = [εkBT /∑ nj0(ezj)
2
]

1/2 
(κ為 Debye parameter

，κ
-1為電雙層厚度的量值) 

 物種 j之 Péclet number：Pej = UEa/Dj    

上述 Pej物理上象徵離子對流通量與擴散通量之比值，其值越大代

表流體對流對離子分布影響越嚴重，在此吾人取 Pej = 0.1為常見電解

質溶液尺度代表。另外本研究中吾人將物種 j離子分為陽離子(j = 1)與

陰離子(j = 2)，其價電數分別為 z1和 z2，其比值為 α = - z2/z1；由於溶液

滿足電中性，故陰離子 bulk濃度 n20 = n10/α。根據上述無因次化函數可

重新化簡為式(2.3.2)以及式(2.3.5)至式(2.3.7)： 

 

 
 

 
   

2

*2 * * *exp exp
1

e e e

a
  


     
 

     (2.4.1) 

 
 

   

 
   

2
*2 * * * *

2
* * * *

1 2

( )
exp exp

1

( )
          exp exp

1

e e

e e

a

a
g g


    




  



    
 

   
 

 (2.4.2) 

* * * ** * * *
*2 * 1 1 1

1 * * *2 *2 * *

1

sin

e e e eg g Pe
g

r r r r r r

    

   

         
       

         
 (2.4.3) 
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* * * ** * * *
*2 * 2 2 2

2 * * *2 *2 * *

1

sin

e e e eg g Pe
g

r r r r r r

    


   

         
       

         
 (2.4.4) 

 

 

 

   

   

2*4 * *2 *

** *

* *1 2

2 * *

** *

* *1 2

*

exp exp

        sin
1

exp exp

e

e e

e

e e

E a E

g g

r ra

g g

r

  


  




 
  

 



    
   

   
   

     
        

 (2.4.5) 

 

式(2.4.1)至式(2.4.5)即為各種粒子無因次化主控方程式，搭配適當邊界

條件即可求解。 
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2.5  邊界條件 

雖然本系統粒子外空間可用圓柱座標描述，但吾人在計算時需要

轉換為球座標表示以使整體運算一致。其對應的關係式為： 

 

 
     



















***

cos
sin

rrR
 (2.5.1) 

 
     



















***

sin
cos

rrZ
 (2.5.2) 

 

以下列出系統變數e
*、*、gj

*和*在各個計算位置上的邊界條件。 

 

 

2.5.1 粒子邊界 

硬球表面 r
*
 = 1 

 

 
* *

e a     (2.5.3) 

 

*

*
0

r




  
(2.5.4) 

 

*

*
0

jg

r





 (2.5.5) 

 

*
*

*
0

r





 


 (2.5.6) 
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其中式(2.5.3)至式(2.5.6)依序假設硬球表面具有固定電位a，且假設表

面電傳導可忽略故為非導體，離子不可穿透以及粒子相對速度為零(採

用 Lagrangian移動座標)。 

 

 

2.5.2 流體通道邊界 

1. 流體通道末端 (Z
*
 = ±L

*
) 

 

 
 * * *

,e e num R 
 

(2.5.7) 

 

*
*

* ZE
Z


 

  
(2.5.8) 

 
* *

jg  
 

(2.5.9) 

 
 * * *2 * *1

2
numU R R    and 

*

*
0

Z




  
(2.5.10) 

 

必須注意的是，於流體通道上下端本研究採用 Shugai & Carnie 

[137]方式處理低電位圓柱形邊界所採用之條件，即考慮流體遠離膠體

粒子時，因不再受粒子的影響故可視為一單純電滲透流，此時平衡電

位 ϕe
*分布僅和 R

*方向有關。然而當流體通道管壁帶有高電位時，低電

位之解析解已不敷使用，需獨立考慮高電位流體通道之電滲透流計算

，爾後再將結果代入吾人所需之邊界條件位置。例如 ϕe,num
*
(R

*
)即可視
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為一圓柱形流體通道內無膠體粒子的平衡電位分布函數，故可以式

(2.5.7)呈現。同樣的手法在處理流線函數也可使用，亦即在通道上下端

，流線函數可視為 ψ
*
 = 0.5U

*
R

*2
ψnum

*
(R

*
) (Lagrangian移動座標下)，如

式(2.5.10)。另外式(2.5.8)吾人採用 Levine-Neale邊界條件[38]，其物理

意義為通道上下端因遠離粒子而不受擾動，故巨觀上可以外加電場 z

方向量值 Ez
*表示。而式(2.5.9)則說明此處擾動濃度為零。 

 

2. 流體通道管壁 (R
*
 = Rb

*
) 

 

 
* *

e w 
 (2.5.11) 

 

*

*
0

R




  
(2.5.12) 

 

*

*
0

jg

R




  
(2.5.13) 

  * * *2 * *1

2
num bU R R    and 

*
* *

*
U R

R





 (2.5.14) 

 

式(2.5.11)至式(2.5.13)依序說明流體通道表面具有固定電位w，且管壁

表面為非導體且離子不可穿透。而式(2.5.14)則是因管壁相對粒子有一

速度往-z方向移動，而 ψnum
*
(Rb

*
)可參考式(2.5.10)之說明。 
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2.5.3 其它邊界 

1. 對稱軸(θ = 0, π) 

 

 

** *
* 0

jg 


  

 
   

  
 (2.5.15) 

 

 

 

2.6  粒子受力計算 

粒子於 z方向(泳動方向)受力來源有二：一是粒子本身所帶電荷量

(如硬球表面電荷)在外加電場施加下產生之電驅動力(electric force, FEz)

；二則是因流體流經粒子所造成之摩擦阻力(hydrodynamic force, FDz)

。其電力、流力透過無因化過程可得，詳細推導過程請見附錄 C。 
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2.7  泳動度計算 

泳動度定義為粒子在單位場量下移動的速度，即 μm ≡U/B，B視驅

動力種類而定，可以是電場、磁場、濃度場…等。以本研究為例，吾

人施加外加電場 Eext後，粒子便會以速度 U 泳動。由於擬穩態下粒子

等速移動，其泳動方向所受的合力(即 2.6節討論之電力與流力)必為零

，故計算電泳動度時，便是透過合力為零的條件去疊代計算粒子的移

動速度。本研究採用 O’Brian & White [22]於 1978提出以擾動法求解電

泳問題時，粒子的總受力可由粒子的泳動速度和外加電場做線性組合

而得，因此可將擾動態主控方程式線性化，隱含著粒子受力忽略了 U

、Eext的高次項，在擬穩態之下可得 ΣF = c1U + c2Eext = 0，經過移項整

理後可以得到： 

  

 
2

1

=m

ext

U c

E c
    (2.7.1) 

 

其中 c1、c2獨立於 U、Eext，為各系統參數之常數(如固定電荷密度、電

解質濃度、高分子摩擦係數…等)，只要能求得 c1、c2之值，便可在避

免反覆疊代的情況下快速計算出穩態時的泳動度。於此吾人將系統拆

成兩個子問題： 
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I. 沒有外加場，粒子以單位速度運動  (U = 1、Eext = 0) 

 1 1 2 10F c U c c      (2.7.2) 

 

II. 有外加場，粒子固定不動  (U = 0、Eext = 1)  

 2 1 2 20 extF c c E c      (2.7.3) 

 

依式(2.7.2)與式(2.7.3)分別計算各子問題中粒子所受總力 Fi，即可求得

c1、c2。值得注意的是，適用於子問題法的電動力學現象，表示泳動度

必獨立於外加場量。此外，由子問題計算出來的物理量，必須透過泳

動度連結才為真實結果。以擾動電位 δ為例，當吾人施加外加電場 Eext

，粒子泳動度為 μm時，真實系統下的擾動電位為： 

 

 1 2( )m extE      (2.7.4) 

 

其中 δϕi為子問題 i所計算出的擾動電位能。 
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2.8  計算流程 

 

 

讀取系統參數 

 

建立計算格點 

 

建立微分矩陣 

 

建立方程組 

 

讀取 Problem 1 邊界條件          讀取 Problem 2 邊界條件 

 

高斯消去法求解                高斯消去法求解 

 

計算總受力 F1                  計算總受力 F2 

 

電泳動度 μm
*
 = -F2/F1 

 

計算值後處理 
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第三章  數值方法 

由於膠體粒子電泳之主控方程式為聯立之偏微分方程組，在數值

方法的選擇上，吾人採用假性光譜法(pseudo-spectral method)中的一種

─正交配位法(orthogonal collocation method)來做處理。正交配位法於

近年來特別受到重視，此法可在較少的計算格點數下，獲得較高的準

確度，但分析問題時需採用正交座標系統，較不適合複雜的幾何形狀

。然而在經過空間映射(mapping)後因可產生矩形的計算區域，故正交

配位法仍有其優勢存在。在本研究中，吾人採用座標系統為圓柱座標

及球座標，兩者皆為正交座標系統，且在空間映射之後皆為矩形區間

，因此可發揮假性光譜法的優勢。以下將說明正交配位法的基本原理

以及實際應用。 
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3.1  正交配位法 

正交配位法可視為加權剩餘法 (method of weighted residuals, 

MWR)的一種。使用MWR的關鍵點在於嘗試函數(trial function)和測試

函數(test function)，或稱為加權函數(weighting function)。以嘗試函數

做為一未知待解函數的斷級數展開式之基本函數，而測試函數則是藉

由餘數(residual)最小化來確定斷級數展開式是否接近微分方程式。在配

位法中，測試函數為平移 delta函數(shift delta function) δ(x- xj)至某一特

別的配置點(collocation points) xj上，且必須滿足其餘數為零。而光譜法

則是將區間內之任意函數以嘗試函數展開，其 N階近似函數可寫為 

 

    
0

N

N k k

k

u x a x


  (3.1.1) 

 

其中 uN即欲求解變量，ϕk為此區間內的完全正交函數集(complete set of 

orthogonal function）。式(3.1.1)對於假性光譜法在 N+1個配置點上必須

滿足餘數為零。所謂的配置點即是一般所稱的計算格點，它的位置有

固定的決定方式，故本研究以配置點稱之。而式(3.1.1)可進一步寫成 

 

    
0

N

j k k j

k

u x a x


  (3.1.2) 
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其中 xj為選取之配置點，u(xj)則為配置點 xj上的函數值。在此計算區間

內取 N +1個配置點，由式(3.1.1)和式(3.1.2)可得 

 

      
0

N

N j j

j

u x u x q x


  (3.1.3) 

 

其中 qj(x)為對應於配置點的內插多項式(interpolation polynomial)，它與

所選取的配置點位置及所採用的嘗試函數直接相關。其方法是在區間

[-1,1]內之 N次正交多項式(orthogonal polynomial)，取其一次微分等於

零的根，加上 xj = 1和-1兩點即得到 N+1個配置點，這種方法所選取

的配置點稱為 Lobbato points： 

 

 
cos( )j

j
x

N
 ,   j = 0 ~ N (3.1.4) 

 

此外，本研究以 Chebyshev多項式作為 N次測試函數，即 

 

     1cos cosNT x N x  (3.1.5) 

 

故此法亦稱為 Chebyshev-Gauss-Lobatto 法，而對應於配置點的內插多

項式可寫為 
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  
     

 

12 '1 1
j

N

j

j j

x T x
q x

c N x x


 




 (3.1.6) 

其中 

 
2,     0,  

1,   1 1
j

j N
c

j N


 

  
 (3.1.7) 

 

令 PN+1 = (x-xj)TN’，則式(3.1.6)可重寫為 

 

 
 

 
   1

'

1

N

j j

N j

P x
x x q x

P x





   (3.1.8) 

 

若想得到 uN(x)的 m次導函數，只需要對內插多項式做微分，將式(3.1.3)

對 x作 m次微分可得 

 

 
 

 
 

0

mm N
jN

jm m
j

d q xd u x
u x

dx dx

  (3.1.9) 

 

而在配置點 x = xj上的微分值，可將式(3.1.9)進一步寫成 

 

 
 

 
 

    
0 0

m m
N N

N j k j m

k k Nm m
jk

k k

d u x d q x
u x u x D

dx dx 

     (3.1.10) 
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其中(DN
(m)

)jk即是一維的正交配位法 N 階 m 次微分矩陣。如式(3.1.10)

表示，微分值可寫為各配置點 xj的線性組合，故 m 次微分運算子可以

表示為 

 

 
      

m
m m

N k jm
jk

d
D q x

dx
   (3.1.11) 

 

根據式(3.1.10)可先獲得一次微分矩陣(DN
(1)

)jk 

 

 

 

 2
(1)

2

2

1
,      

,       1 -1
2 1( )

2 1
,        0     

6

2 1
,     

6

j k

j

k j k

j

j
N ij

c
j k

c x x

x
j k N

xD

N
j k

N
j k N

 






   
  
 
  

 
  


 (3.1.12) 

 

而 m次(m ≥ 2)微分矩陣運算子只需利用一次微分矩陣自乘 m次即可，

無須重新推導。 

經由上述推導可知一維微分矩陣的表示式，但由於本系統不具良

好的幾何對稱性，無法簡化為一維系統，故需從一維微分矩陣推廣至

二維微分矩陣來做計算。 
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一個二維邊界值問題(boundary value problem)，可利用分離變數法

(separation of variables)將二維的變數以 Chebyshev 多項式的雙向斷級

數展開(double truncated series expansion) 

 

 
0 0

( , ) ( ) ( )
N M

NM nm n m

n m

x y a T x T y 
 

   (3.1.13) 

 

此時 x及 y方向可以選擇不同階數(order)的多項式，各方向仍然選取前

述所提及之配置點，分別為(xi, yj) 

 

 cos( ), 0,...,i

i
x i N

N
   (3.1.14) 

 cos( ), 0,...,j

j
y j M

M
   (3.1.15) 

 

將式(3.1.14)與式(3.1.15)代回式(3.1.13)，依正交配位法可得 

 

 
0 0

( , ) ( ) ( )
N M

NM i j nm n i m j

n m

x y a T x T y 
 

   (3.1.16) 

 

上述方法即將一個二維變數以 x 方向及 y 方向測試函數乘積的組合來

做近似，故假性光譜法的二維型式可寫成： 
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0 0

( , ) ( , ) ( ) ( )
N M

NM NM i j i j

i j

f x y f x y q x q y
 

  (3.1.17) 

 

其中，x方向為 N階近似，y方向為M階近似。qi(x)、qj(y)分別為 x、y

方向的內插多項式 

 

 

2 ' 1

2

(1 ) ( )( 1)
( ) , 0,...,

( )

i

N
i

i i

x T x
q x i N

c N x x

 
 


 (3.1.18) 

 

2 ' 1

2

(1 ) ( )( 1)
( ) , 0,...,

( )

j

M
j

j j

y T y
q y j M

c M y y

 
 


 (3.1.19) 

 

當吾人做偏微分時，只需對某方向的內插多項式作偏微分。如此二維

偏微分矩陣可寫成 

 

  

   
 

   

    

0 0
,

0 0

,
,

                                       ,

k l

p r rpN M
j lNM i k

NM i jp r p r
i j

x x y y

N M
p r

NM NM i j
klij

i j

q yf x y q x
f x y

x y x y

P f x y



 
 



 

   
 

     






  (3.1.20) 

 

同樣的在計算上二維偏微分矩陣也是藉由一維微分矩陣各分量組合運

算，無須重新推導。 
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3.2  空間映射 

延續 3.1節，由於 Chebyshev多項式所得微分矩陣計算空間為-1 ≤ x 

≤ 1，然而一般真實物理系統並非皆落在此區間內。有鑑於此，本研究

為能採用上述數值方法，必須先將物理空間透過「空間映射」轉換成

計算空間。值得注意的是，本研究所探討膠體粒子內外兩區座標軸不

同，粒子外部高分子流體區間為圓柱形，使用球座標描述將造成無法

進行數值運算的奇異點(singular point)。為了避免此困擾，吾人將系統

在 θ 方向再區分為三個區間，加上膠體粒子造成的內外區，一共劃分

出三個區間聯立求解。如此在奇異點上之位置可直接以邊界條件代替

，而系統將形成三個需要非線性映射的外區。 

以不規則外區空間 ABCD 為例，將其以球座標表示後，使用非線

性映射的方式轉換至一個矩形的計算空間，如圖 3.1 所示。定義區間

ABCD 之座標範圍為  endrra  、 10   ，則兩者(與計算空間)

之轉換式可以下式描述 

 

 
   

 
 0

,    
2 2 cos

end end end

end

r a r a r
r x r

 




 
    (3.2.1) 

 
1 1

2 2
y

 
    (3.2.2) 
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圖 3.1  真實物理空間與計算矩形區間之空間映射轉換圖 

 

在 θ方向，吾人仍採用線性映射的方式，故不再贅述。但因 r方向

為 θ 方向之函數，故在運算子轉換關係式中的轉換係數必須全部重新

推導： 

 

 
 
2cos

          0,    2
0 cos

n

n

end

x x
n

r r a r





 
   

  
 (3.2.3) 

 
  

  
2

2 0 sin

0 cos

end

end

r r ax

r a



 


 

 
 (3.2.4) 

 
  

  

  

  

22

2 32

2 0 cos 4 0 sin

0 cos 0 cos

end end

end end

r r a ar r ax

r a r a

 

  

 
  

  
 (3.2.5) 
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  

2
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end
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

 


 

  
 (3.2.6) 
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將上述轉換係數配合計算空間運算子後即可代表物理空間運算子。 
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3.3  牛頓—拉福森疊代法 

在本研究中，吾人需求解非線性 Poisson-Boltzmann 方程式以獲得

平衡態電位，為了更有效率求解此問題，吾人採用牛頓—拉福森疊代

法(Newton-Raphson iteration)進行運算。此法來自於求解勘根問題 f(u) = 

0時，藉由取函數之切線做疊代計算，以提升收歛速度且有效，為著名

的數值方法之一。 

如圖 3.2所示，對於方程式 f(u) = 0而言，取函數 f(u)在 u
(k)處的切

線，交橫軸於 u
(k+1)，再取函數在 u

(k+1)處的切線，交橫軸於 u
(k+2)，如此

疊代直到 u
(k+n)不再變化，則 u

(k+n)即為其解。u
(k+1)與 u

(k)的關係式為 

 

 
     

 

1

k

k k

u u

f u
u u

df du





 
   

 
 (3.3.1) 

 

而對於 N個網格點，則會有 N條代數方程式： 

 

    1 2, , 0j j Nf f u u u u  (3.3.2) 

 

其中 j = 1 ~ n。對於每一條 fj(u) = 0，牛頓—拉福森疊代法可以寫成： 

 

 
 

( )

( 1) ( )

k
j

jk k

j j

j
u u

f u
u u

f u





 
  
  
 

 (3.3.3) 
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圖 3.2  牛頓—拉福森疊代法示意圖 

 

參考式(3.3.1)，假設 

    2 0f y  u u u  (3.3.4) 

 

如此可轉換成矩陣型式： 
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   

   

   

1 1 1

11 2
1 1 1

2 2 2 1
22 2

1 2

1
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n
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N N N

N

f f f

u u u
u u f

f f f
fu u

u u u

fu uf f f

u u u







   
   

     
      

           
    

        
    

 (3.3.5) 

 

吾人設 

 

 

1 1 1
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N N N

N

f f f
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f f f
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f f f
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 
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 
 
 
   
    

A , 
   k k

  B A u f  (3.3.6) 

 

則式(3.3.5)可寫成
 1k

 A u B，如此可直接透過高斯消去法(Gauss 

elimination method)求解 u
(k+1)。 
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3.4  數值積分 

本研究吾人採用的是以 Chebyshev 多項式為基底的正交配位法，

而此多項式為[-1,+1]區間中的正交多項式。一般而言使用正交多項式的

積分大多採用高斯積分，但實際應用高斯積分並無法得到相當準確的

值。因此本研究中吾人處理數值積分的方法，採用的是直接將函數以

Chebyshev多項式展開後積分，亦即 

 

       
1 1 1

1 1 1
0 0

N N

k k k k

k k

f x dx a T x dx a T x dx
  

 

 
  

 
     (3.4.1) 

 

其中  xTk 為 k 次 Chebyshev 多項式，其定義同式(3.1.5)。若一函數以

Chebyshev多項式展開則其係數可以表示成如下式：  

 

    
0

1 N

k j k j j

jk

a f x p x 
 

   (3.4.2) 

 

對於 Chebyshev-Gauss-Lobatto法而言 
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   cosk j

jk
p x

N

 
  

 
 (3.4.5) 

 

而 Chebyshev多項式可以寫成 

 

  
 

 
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 ' '

1 1

1 1

2 1 2 1
k k kT x T x T x
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  

 
 (3.4.6) 

 

故式(3.4.1)中的積分可以改寫成 

 

  
 

 
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1

1

1 1
1

1

1 1

2 1 2 1
k k kT x dx T x T x

k k
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


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  
  (3.4.7) 

 

再將式(3.1.5)代入式(3.4.7)則得 
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第四章  球形粒子於微流道中之電泳運動現象 

本章針對球形帶電粒子於圓柱形微流道當中的電泳與電滲透現象

做討論及分析。為兼顧程式在數值計算上的收斂性及數據代表性，本

研究採用 50 × (10+30+10)的網格數來做計算。而所選用的微流道模型

參數方面，為能凸顯鄰近的圓柱形管壁對粒子電泳運動的影響，本研

究大部分計算設定微流道管徑為膠體粒子直徑的兩倍，也就是 Rb
*
=2。 

為了驗證程式準確性，吾人比對 Ennis & Anderson [125]在 1997年

發表的硬粒子於圓柱形通道中電泳運動之解析解，如表 4.1所示。Ennis

等人採用反射法，圓柱形通道中乃填充電解質水溶液，並假設硬球為

低電位及薄電雙層(電雙層不會碰觸到管壁)。因其計算系統為電解質水

溶液，故本研究必須將 λa值設定為 0，在a=5時以不同的無因次化管

徑計算泳動度比對 Ennis & Anderson解析解，結果非常良好，其相對

偏差值皆低於 1%，藉由比較程式所計算出數值解與解析解的結果驗證

了本研究程式的準確性。 
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表 4.1  在a=5時不同管徑(Rb
*
)下計算泳動度與解析解比較 

Rb
* 本研究 

計算結果 

Ennis & Anderson

的解析解[125] 

相對偏差

(%) 

1.667 0.430 0.433 -0.710 

2 0.558 0.562 -0.658 

2.5 0.656 0.658 -0.338 

3.333 0.720 0.722 -0.237 

5 0.756 0.758 -0.209 

 

此外，吾人亦將結果比對 Huang 等人[129]研究液滴在填充電解質

水溶液的圓柱形孔道中對泳動度的計算結果，可發現當吾人將該研究

中液滴的黏度假設為無限大(趨近於硬球，此處設為 1,000)，而將本研

究 λa 設定為 0 時(即為電解質水溶液)，兩者比對的結果非常相近，如

圖 4.1所示。藉此驗證本研究的程式相當準確且可靠。 
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圖 4.1  在管壁不帶電且 Rb
*
=2，λa=0條件下，以不同的粒子電位(ζa

*
)

計算泳動度，並與 Huang等人[129]的結果(紅色虛線)做比較 
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4.1  硬球表面電位( ζa)的影響 

首先討論硬球表面電位對泳動度的影響。圖 4.2為當管壁不帶電時，

對表面帶不同無因次界達電位的粒子計算無因次化後的泳動度(scaled 

mobility, 𝜇𝑚
∗ )對a 的變化情形，而微通道當中所填充的高分子電解質

溶液特徵則以 λa =1來描述。特別需要留意的是無因次化後的泳動度為 

𝜇𝑚
∗ = 𝜇𝑚/

𝜀𝜁𝑎

𝜂
，因此粒子的泳動度 𝜇𝑚 = 𝑈/𝐸 必須乘上粒子實際上帶

的界達電位ζa，因此較小的𝜇𝑚
∗ 並不一定代表粒子運動得較慢，通常帶

高電位的粒子較帶低電位的粒子泳動得快。而𝜅−1代表電雙層厚度，當

電解質濃度愈高，電雙層厚度愈薄，a 的值愈大；反之當電解質濃度

低，電雙層厚度愈厚，a 的值愈小。 

當粒子帶低電位時(ζ
𝑎

∗
≤ 1)，隨著電解質的濃度提高，電雙層厚

度愈薄，a 愈大，粒子的泳動度呈現單調遞增的趨勢，即代表粒子的

遷移速度隨之增快，此歸因於電場驅動力隨著電雙層當中的電位梯度

提升而增加。然而對於帶較高電位的粒子(ζ
𝑎

∗
> 1)，這樣的加速效應

會在a 大約等於 1 時被抑制，乃因帶高電位的粒子周圍的離子雲因流

場的擾動而重新分布，引發極化效應(polarization effect)或變形效應

(deformation effect)而阻礙其運動[129, 138, 139]。主因是電雙層當中的

反離子(counterions)被粒子周邊的流體帶到與電場相反的方向，因而誘

發反向電場降低粒子的運動速度，被稱為電雙層極化(變形)效應。此效
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應在電雙層較薄(a 較大)或電雙層較厚(a 較小)時較不明顯，此因電

雙層薄時，反離子緊密地聚集在粒子周圍，較難發生嚴重扭曲而誘發

反向電場；當電雙層厚時，粒子周圍反離子濃度相當低，尚難形成足

以拖曳粒子運動的反向電場。當粒子表面所帶的界達電位(ζa
*
)愈高，

極化效應愈明顯，此因ζa
*愈高，粒子周圍吸引的反離子就愈多，極化

效應誘發的反向電場力量就愈強。 

由圖 4.1及圖 4.2可知，不論是電解質水溶液或高分子溶液，電雙

層極化效應造成粒子泳動度在𝜅𝑎 ≈ 1附近達到極小值，特別是當

ζ
𝑎

∗
≥ 3，極化效應更為明顯，因此後續計算的模型參數設定本研究原

則上假設粒子表面電位為ζ
𝑎

∗
= 3。比較圖 4.1及圖 4.2，可發現在 λa =1

的高分子溶液中的粒子泳動度只比在電解質水溶液稍微下降一些，大

約在a 為 0.01~10的範圍之間降幅為 10%左右。 
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圖 4.2  在管壁不帶電(ζw
*
 = 0)且 Rb

*
=2，λa=1條件下， 

依據不同的粒子帶電(ζa
*
)，隨𝜿𝒂變化計算粒子的泳動度(μm

*
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此外，為利於以視覺化的方式掌握系統的情況，吾人於圖 4.3比較

粒子在填充高分子溶液的圓柱形管道中時的無因次平衡空間電荷密度

(scaled equilibrium space charge density, ρe
*
)分布場圖，以了解無外加電

場時(平衡態)的電荷密度分布情形。同樣在管壁不帶電(ζ
𝑤

∗
= 0)，粒子

所帶界達電位ζ
𝑎

∗
= 3，管徑為粒徑兩倍(𝑅𝑏

∗ = 2)條件下，對高分子溶

液吾人設定 λa = 1，比較不同電雙層厚度條件下(κa = 0.01及 κa = 5)的

ρe
*分布圖。可發現當電雙層較厚(圖 4.3(a)，κa = 0.01)，在粒子周圍的

平衡離子電荷密度值遠小於電雙層較薄的情況(圖 4.3(b)，κa = 5)，此

亦部份說明當電雙層較厚時，粒子周圍的電場驅動力較小，因而使得

粒子運動較慢。 

為能進一步了解在電雙層極化效應較為顯著時，粒子周邊管道內

的擾動電荷密度分布及流線函數的分布情況，於圖 4.4吾人設定管壁不

帶電(ζ
𝑤

∗
= 0)，粒子所帶界達電位ζ

𝑎

∗
= 3，管徑為粒徑兩倍(𝑅𝑏

∗ = 2)，

高分子溶液 λa = 1且 κa = 1的條件下，畫出無因次空間擾動電荷密度

(scaled space charge density disturbance, δρ
*
)分布場圖(圖 4.4(a))及無因

次流線函數(scaled stream function, ψ
*
)分布圖(圖 4.4(b))。可發現當 κa = 

1時，擾動離子電荷密度確實在粒子周圍產生不均勻分布，因而局部誘

發反向電場使得粒子運動速度變慢，在適當的條件設定下可提供更直

覺的圖示說明。  



	  

doi:10.6342/NTU201700486

 

86 

(a) (b) 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.3  在管壁不帶電(ζw
*
 = 0)，固定粒子帶電(ζa

*
 = 3)且 Rb

*
=2，λa=1條件下， 

對不同的𝜿𝒂計算無因次平衡空間電荷密度(ρe
*
)分布場圖：(a) 𝜿𝒂=0.01；(b) 𝜿𝒂= 5  
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(a) (b) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.4  在管壁不帶電(ζw
*
 = 0)，固定粒子帶電(ζa

*
 = 3)且 Rb

*
=2，λa=1，𝜿𝒂=1條件下之 

(a)無因次空間擾動電荷密度(δρ
*
)分布場圖及(b)無因次流線函數(ψ

*
)分布圖
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4.2  摩擦阻力係數(λa)的影響  

本節將討論不同黏度的高分子溶液對粒子泳動度(𝜇𝑚
∗ )的影響，這

項參數以無因次化的 Debye-Bueche 遮蔽長度之倒數(reciprocal of 

Debye-Bueche screening length)，也就是 λa來描述，亦可稱為流體的摩

擦阻力係數。圖 4.5呈現對於不同的 λa，無因次的粒子泳動度𝜇𝑚
∗ 對𝜅𝑎的

變化情形，可發現 λa對粒子泳動度的影響相當顯著。相對於電解質水

溶液而言，當 λa=3時泳動度下降約 40%，當 λa=10時，泳動度的降幅

甚至高達 90%！此乃歸因於高分子溶液當中高分子鏈帶來額外的流體

摩擦力(hydrodynamic friction force)，在定義上這個摩擦力與(λa)
2成正

比。因此，當 λa設為 1, 3, 10時，(λa)
2則為 1, 9, 100，幾乎使流體的摩

擦力隨之增加兩個數量級！由於流體產生的額外拖曳力甚強，故隨著

λa增加，粒子的泳動度會隨之顯著地下降。 

此外，值得注意的是在電解質水溶液的條件下(λa =0)，在𝜅𝑎=0.56

左右粒子泳動度達到最低點，相對於𝜅𝑎=0.01 下降約 14.86%；而在濃

度較高的高分子溶液(λa =10)條件下，在𝜅𝑎=0.42 左右粒子泳動度達到

最低點，相對於𝜅𝑎=0.01 下降約 8.6%，幾乎觀察不到泳動度有明顯下

降再上升的情況，可發現當 λa愈高，電雙層極化效應愈不顯著。此歸

因於當流體摩擦阻力愈大，粒子運動速度愈慢，且粒子周圍反離子的

對流及重新分布亦更加困難，因此電雙層變形幅度不大，極化效應較
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不明顯，此發現亦與 Allison等人[110]的研究結果相吻合。 

 

圖 4.5  在管壁不帶電(ζw
*
 = 0)，粒子帶固定電位(ζa

*
=3)且 Rb

*
=2的條件

下，依據高分子溶液不同的 λa，隨𝜿𝒂的變化計算粒子泳動度(μm
*
) 
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4.3  圓柱管道半徑( Rb
*
 )的影響 

本節討論無因次圓柱管道半徑 Rb
*對粒子泳動度的影響。對於膠體

粒子的電泳運動而言，邊界的存在會產生拖曳阻力，降低粒子的運動

速度；隨著邊界愈貼近粒子，產生的阻力愈大。由圖 4.6可發現，如預

期的當管道半徑愈窄，粒子運動得愈慢，而程式計算的結果比對 Allison

等人對於帶低電位的單一粒子在高分子溶液的無限流體當中計算的結

果相當吻合[110]。當粒子在管道中運動，管壁的存在對流體產生拖曳

力，因而降低粒子泳動度。特別是對於非常狹窄的管道，譬如 Rb
*
=1.2

時，由於圓柱形管道中管壁的限制導致粒子周邊的電雙層受到嚴重擠

壓，使得更多原本分布在粒子周邊的反離子聚集到粒子的尾端，誘發

反向電場而阻礙粒子的運動。邊界擠壓的流力效應加上反向電場引發

的靜電力使得在𝜅𝑎=1 附近，以 Rb
*
=1.2 與 Rb

*
=3 時的情況(此時電雙層

並未碰觸到管壁，未因此而受到擠壓)相比較，粒子的泳動度降低將近

90%。 

此外，由圖 4.6吾人亦可發現在不同的管道半徑之下，粒子的電泳

動度隨𝜅𝑎變化而發生極小值時所對應的𝜅𝑎大小也不同，而是隨著管徑

愈小，粒子電泳動度的極小值在𝜅𝑎愈大的時候發生，此乃因極化效應

誘發較強反向電場的位置受到電雙層厚度及管徑大小兩者影響。以

𝜅𝑎=1 為例，此時電雙層厚度和粒徑相當，對於管徑較大的系統而言，
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粒子周圍離子雲的分布不受管壁擠壓影響，電雙層僅受到外加電場擾

動及粒子運動影響而變形，當𝜅𝑎再增大，粒子周圍離子雲的分布與不

受邊界效應影響的情況類似；但對於管徑較小的系統而言，尚需額外

考慮離子雲因受管壁擠壓而集中分布於粒子的前端及尾端(管道軸向，

相對於運動方向而言)，必須要在𝜅𝑎值更大，電雙層更薄的時候，才會

慢慢回歸到不受邊界效應影響的情況，因此粒子電泳動度的極小值發

生在𝜅𝑎更大的情況下。 

為能以更視覺化的方式呈現此邊界限制的效應，在管壁不帶電(ζw
*
 

= 0)，粒子帶固定電位(ζa
*
 = 3)，高分子溶液 λa = 1，κa = 1且管徑為粒

徑 1.2倍(Rb
*
 = 1.2)的條件下，於圖 4.7及圖 4.8中分別以粒子周邊無因

次平衡電位(scaled equilibrium electric potential, e
*
)的分布場圖(圖 4.7)

及無因次空間擾動電荷密度(scaled space charge density disturbance, δρ
*
)

分布場圖(圖 4.8)來呈現。這兩者與電場的驅動力 δF
*大小直接相關，其

關係式為𝛿𝐹∗ = (𝛿𝜌∗)∇𝜙𝑒
∗ + 𝜌𝑒

∗(∇𝛿𝜙∗)，其中下標 e 代表平衡態，δ 代

表導入外加電場後的量值變化。可發現電雙層嚴重變形的情況在此二

圖中清楚地呈現出來，在圖 4.7及圖 4.9無外加電場的平衡態時，粒子

周圍的離子雲即因受到邊界的限制及擠壓而呈現不均勻分布，導致在

施以外加電場時，因外加電場及粒子運動所造成離子分布不均的情況

更為嚴重，所誘發的反向電場更強而造成極化效應更為顯著。在圖 4.8
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中清楚地顯示出粒子周圍電雙層當中反離子分布不平均的現象，即所

謂極化現象；圖 4.9 則呈現同樣條件下的無因次平衡空間電荷密度

(scaled equilibrium space charge density, ρe
*
)分布圖。此外，由於此系統

中擾動態的量值僅約為平衡態量值的 1%，因此粒子運動過程中的淨電

荷分布(net charge distribution)圖與平衡電荷分布圖非常相似。 
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圖 4.6  在管壁不帶電(ζw
*
 = 0)，粒子帶固定電位(ζa

*
=3)，λa=1條件下，

對不同圓柱管道半徑( Rb
* 
)隨𝜿𝒂的變化計算粒子泳動度(μm

*
)，並與

Allison[110]的結果(虛線)比較 
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圖 4.7  在管壁不帶電(ζw
*
 = 0)，粒子帶固定電位(ζa

*
 = 3)，λa=1，κa=1

，Rb
* 
=1.2條件下之無因次平衡電位(e

*
)分布圖 
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圖 4.8  在管壁不帶電(ζw
*
 = 0)，粒子帶固定電位(ζa

*
 = 3)，λa=1，κa=1

，Rb
* 
=1.2條件下之無因次空間擾動電荷密度(δρ

*
)圖 
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圖 4.9  在管壁不帶電(ζw
*
 = 0) ，粒子帶固定電位(ζa

*
 = 3)，λa=1，κa=1

，Rb
* 
=1.2條件下之無因次空間平衡電荷密度(ρe

*
)圖 
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4.4  電滲透流(EOF)的影響 

當管壁帶電，由於管壁附近電雙層當中的反離子遷移的關係，會

導致電滲透流的產生。一般而言，微流道裝置的通道管壁是由石英玻

璃，即熔融矽(fused silica)材質製成，故管壁通常帶負電，即會吸引帶

正電的反離子聚集在管壁附近的電雙層中，正電離子會往陰極遷移而

形成電滲透流(electroosmotic flow, EOF)，因此提高帶正電粒子的電泳

動度。反之，若管壁帶正電，則會阻礙帶正電粒子的泳動。為兼顧理

論計算的可操作性及程式收斂性，且能儘量趨近實驗中實際量測結果，

本研究中以假設管壁帶固定的界達電位做為折衷方法。 

為能掌握高分子溶液在不同 κwa 的條件下，管道內電滲透流的分

布變化趨勢，本研究以圖 4.10到圖 4.12做進一步討論，此處管壁附近

電雙層厚度為 κw
-1。在電雙層較薄的情況下(此處設定 κwa為 10)，圖 4.10

於遠離粒子所在的截面，對於不同的 λa 描繪管道中電滲透流(EOF)在

徑向的速度分布。此處 Vz
*代表無因次化的電滲透流速度(electroosmotic 

velocity)，粒徑 a為通道半徑的一半，也就是 Rb
*
=2的情況。由圖 4.10

可發現，對於 λa=0.1 及電解質水溶液(λa=0)而言，在管壁附近的電雙

層之外便可觀察到平推流(plug flow)的速度分布。虛線代表 Rice等人對

於電解質水溶液計算電滲透流的解析解[43]，本研究程式計算的結果

(設定 λa=0)與其比對後相當符合。此外，本研究亦將結果與 Scales 等
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人[46]的研究比對，Scales是針對管壁帶低電位、管內填充固態多孔性

介質的毛細管計算其電滲透流，比對結果依然相當符合。值得注意的

是，由圖 4.10可發現，當 λa愈大，電滲透流愈無法穿透靠近管道中央

的主流區域，特別是當 λa=10 時，在靠近管壁的電雙層之外幾乎沒有

電滲透流的流速。這是因為高分子溶液造成額外的拖曳力很強，因此

流體的分子動量(molecular momentum)或剪切應力(shear stress)無法被

傳遞到主流區域。這表示必須特別留意填充高分子溶液的毛細管電泳

中電滲透流的情況，當高分子溶液的 λa 很大或 Debye-Bueche 遮蔽長

度很小時，很可能電滲透流在管道中的分布並非如在電解質水溶液當

中所熟知的平推流情況，也可能會影響到其對管道中運動粒子的篩分

行為。當 λa=1 時，相較於水溶液(λa=0)的條件其電滲透流速度大約會

下降 45%；當 λa>3時，即可發現在管道中央的主流區域幾乎沒有電滲

透流的流速。如果在某些實驗操作當中是不希望電滲透流存在的，譬

如有些毛細管電泳的操作透過在毛細管壁做特殊的塗佈以形成一個似

凝膠層(gel-like layer)來壓制(suppress)電滲透流，其結果與本研究所發

現的雷同，因此填充高分子溶液的毛細管電泳可能以更單純的實驗設

計來達成壓制電滲透流的效果。圖 4.11及圖 4.12為 κwa=5及 κwa=1的

情況，也呈現了類似的速度分布。 
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由圖 4.10及圖 4.11可發現靠近管壁處會出現一個局部的速度極大

值，這種依管徑方向變化的速度分布可能提供一種額外的分離機制。

相對於大粒子而言，小粒子比較容易接近管壁[140, 141]，因其迴轉半

徑(radius of gyration)較小而受到的空間遮蔽效應(steric effect)較小，因

此在這樣的電滲透流速度分布之下比接近管道中央的大粒子更快被沖

提(elute)出來。相反地，在電解質水溶液當中，當在奈米管道當中電雙

層互相重疊(double layer overlapping, DLO)時，電滲透流的流速是拋物

線分布，因此在管道中央流速最高，此時位於管道中央主流區的 DNA

大粒子反而比較快被沖提出來[140]。在此研究結果發現，在高分子溶

液的影響之下，若改變管道尺度半徑抑或是改變電解質濃度，很可能

造成大小粒子被沖提的順序不同甚至相反，取決於電滲透流在管道中

的流速分布。在奈米級管道中且當電雙層重疊現象發生時，電滲透流

於水溶液為拋物線分布，於高分子溶液則為被抑制的拋物線分布(同樣

地在靠近管道中央的主流區域被抑制較多)；而在微米級流道時，電雙

層重疊較不易發生，電滲透流於水溶液是平推流的流速分布，然而於

高分子溶液則是靠近管壁電滲透流速高，靠近管道中央流速低的速度

分布。據此推論，在高分子溶液的毛細管電泳當中，若高分子溶液濃

度夠高，因其非牛頓的高分子流變性質，可能透過電滲透流提供額外
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的分離機制，因此在高分子溶液當中對於小粒子的沖提較為有利。非

牛頓特性電滲透流行為在 Yang等人的研究當中也有類似發現[130]。 
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圖 4.10  當 Rb
*
=2，κwa=10，對於不同的 λa計算電滲透流在管道徑向的速度分布(遠離粒子所在處)， 

虛線為水溶液的情況 
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圖 4.11  當 Rb
*
=2，κwa=5，對於不同的 λa，電滲透流在管道徑向的速度分布(遠離粒子所在處)， 

虛線為水溶液的情況 



	  

doi:10.6342/NTU201700486

 

103 

 

圖 4.12  當 Rb
*
=2，κwa=1，對於不同的 λa，電滲透流在管道徑向的速度分布(遠離粒子所在處)， 

虛線為水溶液的情況 
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4.5  電泳及電滲透流(EOF)的加成影響 

對於帶高電位的粒子，電泳和電滲透的效應並非可在數學上直接

疊加的(arithmetically superimposable)，而是兩者的效應必須同時考慮。

計算的結果如圖 4.13 到圖 4.15 所示，圖中呈現帶正電(ζa
*
=3)的粒子對

不同的管壁帶電條件計算粒子泳動度相對於 κa的變化，其中實線是高

分子溶液，虛線代表水溶液的情況(圖 4.13為 λa=0.1，圖 4.14為 λa=1，

圖 4.15為 λa=3)。如之前所討論的，當管壁帶負電時將會加速帶正電粒

子的運動，而當管壁帶正電時則會阻礙其運動；當管壁帶電愈高，對

於粒子運動的影響愈顯著。值得注意的是當 ζw
*大於 1，粒子受到電滲

透流的阻礙，甚至可能會往反方向運動，泳動度則會出現負值，因此

通常在電泳的實務操作上都希望能夠調控甚至壓制電滲透流。 

圖 4.13當中 λa=0.1的結果幾乎和電解質水溶液(虛線)的結果一致。

由圖 4.13 到圖 4.15 可以明顯地發現，當 λa 愈大，由於流體的阻力愈

強，粒子的運動速度愈慢。且在這些圖上的泳動度曲線表示出，當 λa

愈高，也就是高分子溶液的黏度愈高，對於電滲透流的壓制愈明顯，

甚至可以完全被壓制。 

通常隨著 λa增大，流體的黏滯力愈強而阻礙粒子運動，使得粒子

運動速度愈來愈慢。值得注意的是當 λa=3，由圖 4.15可發現在電雙層

厚度相當薄的時候(大約是 κa=5 附近)，所有的泳動度曲線都會趨於和
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管壁不帶電的情況一致(ζw
*
=0)。這導因於當高分子溶液黏度相當高時

(此處設定 λa=3)，電滲透流被限制在管壁附近，其動量無法傳遞到接

近管中心的主流區域，此時不論管壁帶電(ζw
*
)多高，電滲透流對接近管

中心之粒子運動的影響仍會消失。這個現象和圖 4.11中在 λa=3，κa=5

的條件下，電滲透流在主流區域幾乎消失的情況一致。據此可知，在

高分子溶液當中的電滲透流表現行為與電解質水溶液當中相當不同。 

為了瞭解管壁帶正電或負電時，對於帶正電粒子於管道中運動的

影響，圖 4.16在 λa = 1, κa = 1條件下，設定管壁和粒子帶同性電荷(圖

4.16(a)， ζa
*
 = 3，ζw

*
 = 3)及異性電荷(圖 4.16(b)， ζa

*
 = 3，ζw

*
 = -3)的

情況，呈現管道中的無因次平衡空間電荷(ρe
 *

)分布場圖，由於平衡態

及擾動態量值比例上的差異，此平衡空間電荷分布圖將與淨電荷分布

圖差異不大。在圖 4.16(a)中，管壁帶正電吸引帶負電的反離子聚集在

管壁附近的電雙層中，因此阻礙了帶正電的粒子運動；而在圖 4.16(b)

中，帶負電的管壁吸引帶正電的反離子聚集在管壁附近的電雙層中，

電滲透流因而加速了帶正電的粒子運動，此結果與圖 4.13到圖 4.15的

結果一致。由圖中可發現，由於粒子和管壁周圍的電雙層互相重疊

(DLO)，這些反離子的重新分布造成彼此的電雙層有變形現象。 
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圖 4.13  當 λa=0.1的粒子泳動度(μm
*
)，虛線為水溶液的情況 
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圖 4.14  當 λa=1的粒子泳動度(μm
*
)，虛線為水溶液的情況 
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圖 4.15  當 λa=3的粒子泳動度(μm
*
)，虛線為水溶液的情況 
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(a) (b) 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.16  當 ζa
*
 = 3，Rb

*
 = 2，λa=1且 κa = 1時管道中無因次平衡空間電荷密度(ρe

 *
)分布圖， 

其中(a)為 ζw
*
 = 3，(b)為 ζw

*
 = -3  
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4.6  結論 

本研究以理論計算方法分析帶電的球形粒子在填充高分子溶液的

圓柱型管道中的電泳及電滲透現象，研究結果將有機會應用於毛細管

凝膠電泳(CGE)、微流體及奈米流體裝置。在此研究中必須考慮許多電

動力學的參數，例如管徑、粒子的表面電位、電雙層厚度、管壁帶電

及高分子溶液的影響(Debye-Bueche遮蔽長度，λ
-1

)，在本研究當中亦討

論其對粒子運動的個別影響及總和效應。吾人亦詳細討論帶電管壁造

成的電滲透流變化，其在傳統微流體或奈米流體裝置的操作上是相當

被關注的驅動力之一。本研究結論摘要如下： 

(1) 對於帶高電位的粒子而言，電雙層極化效應會阻礙粒子的運動

，特別是在電雙層厚度和粒徑差不多時相當明顯。在粒子泳動

度相對於電雙層厚度變化的曲線上會出現最小值，特別是在狹

窄的管道中運動時會因管壁對電雙層的壓縮而對粒子運動的

阻礙更明顯。 

(2) 當高分子溶液黏度愈高，也就是高分子溶液的影響力愈強時，

粒子泳動度會因為高分子鏈的摩擦帶來額外的流體拖曳力而

減慢，與電解質水溶液相比，在某些情況下降幅甚至會高達

90%。 

(3) 當高分子溶液的影響力強且離子強度夠強時，在管道中心的主



	  

doi:10.6342/NTU201700486

 

111 

流區域電滲透流(EOF)會完全被壓制，這對某些不希望電滲透

流存在的實驗而言是很有利的。此外，由於高分子溶液的非牛

頓流體特性，電滲透流在接近管壁處會出現流速的極大值，而

不是如同電解質水溶液，電滲透流的流速極大值出現在管道中

心。高分子溶液中，這樣隨著管徑方向變化的電滲透流之流速

分布，可能提供靠近管壁流動的小粒子一個不同於水溶液系統

的分離機制。因小粒子具有較小的旋轉半徑，空間的阻礙效應

(steric effect)較小，相較於大粒子更能夠靠近管壁，故能更快

地被沖提(elute)出來。 

本研究的結果將有機會應用於微流體或奈米流體裝置上，特別是

對於在圓柱形管道當中填充高分子溶液的系統。 
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符號說明 

Character symbols 

 

a  膠體粒子半徑 (m) 

as    高分子單體旋轉半徑 (m) 

jD  物種 j之離子擴散係數 (m
2
/s) 

e  基本電荷量 (coul) 

Eext 外加電場 (volt/m) 

Ez Z方向外加電場強度 (volt/m) 

FDZ  Z方向膠體粒子所受流力值 (kg∙m/s
2
) 

FEZ Z方向膠體粒子所受電力值 (kg∙m/s
2
) 

jf  物種 j之離子濃度通量 (#/m
2
/s) 

jG  一維化離子濃度擾動位能 (volt) 

jg  離子濃度擾動位能 (volt) 

iφ    旋轉方向單位向量 

Bk  波茲曼常數 (joule/K) 

L    微流體通道之計算管長 (m) 

jn  物種 j之離子濃度 (#/m
3
) 

0jn  物種 j之 bulk離子濃度 (#/m
3
) 
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0n  無窮遠的濃度分布 (#/m
3
) 

ns 高分子官能基濃度 (#/m
3
) 

jPe  物種 j之離子 Péclet number (-)  

p  壓力 (kg/m/s
2
) 

R 圓柱座標下 R方向 (m) 

Rb 微流體通道管徑值 (m) 

Rg 絮聚高分子之旋轉半徑 (m) 

r  球座標下 r方向 (m) 

T 絕對溫度 (K) 

U 粒子在 z方向移動速度 (m/s) 

EU  特徵速度 (based on Smoluchowski’s theory) (m/s) 

v  流體相對於粒子移動的速度 (m/s) 

vz 電滲透流速度 (m/s) 

v∞ 電滲透流極限速度 (m/s) 

Z 圓柱座標下 Z方向 (m) 

zj 物種 j之離子價電數 (-) 
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Greek symbols 

 

  電解質溶液中陰陽離子價電數比 (-) 

  流體介電係數 (coul/volt/m) 

Θ 圓柱座標下 Θ方向 (-) 

θ 球座標下 θ方向 (-) 

jn  擾動離子濃度 (#/m
3
) 

  擾動電位 (volt) 

  擾動離子淨電荷密度 (coul/m
3
) 

φ 球座標下 φ方向 (-) 

  一維化擾動電位 (volt) 

  電位 (volt) 

0  熱電位 (volt) 

  高分子結構摩擦係數 (kg/m
3
/s) 

  流體黏度 (kg/m/s) 

1 
 (膠體粒子)電雙層厚度 (m) 

𝜅𝑤
−1 (管壁)電雙層厚度 (m) 

1
 Brinkman遮蔽長度 (Debye-Bueche遮蔽長度) (m) 

m  膠體粒子電泳動度 (m
2
/volt/s) 
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  離子淨電荷密度(空間電荷密度) (coul/m
3
) 

E
Π  電應力張量 

H
Π  流體應變率張量 

Π  流體應力張量. Π ΠH Ep   Π I  

  一維化流線函數 (m
2
/s) 

  流線函數 (m
3
/s) 

ξf   單體高分子之摩擦係數 (kg/m
3
/s) 

Ω  計算區間 

ϖ 旋轉座標系下之旋轉半徑 (m) 

ζa 硬球核或液滴之表面界達電位 (volt) 

ζw 微流體通道表面界達電位 (volt) 

 

 

Superscripts 

  

* 無因次形式 

 

 

Subscripts 
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e  平衡態 

1 陽離子 

2 陰離子 

∞   無窮遠處 

 

 

Mathematical Operations 

 

  梯度運算子 

   散度運算子 

  旋度運算子 

2  Laplacian運算子 

E
2
 Stokes流線函數運算子 (球座標下

2

2 2

sin 1

sinr r



  

   
   
   

)  

E
4
 E

4
 ≡ E

2
E

2
  

δ 擾動態  
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附錄 A 座標系統簡介 

I. 曲線座標系統 (Curvilinear coordinate system) 

假設空間中存在一個曲線座標系，其三個獨立分量分別是 q1、q2、

q3，則 

),,(11 zyxqq  , ),,(22 zyxqq  , ),,(33 zyxqq             [A.1] 

根據 Happel and Brenner書中的推導吾人可知 

1. 梯度運算子 (gradient  ) 

3

33

2

22

1

11
q

hi
q

hi
q

hi













                            [A.2] 

 

2. 散度運算子 (divergence u ) 




















































21

3

313

2

232

1

1

321
hh

u

qhh

u

qhh

u

q
hhhdivuu         [A.3] 

 

3. 旋度運算子 (curl u ) 
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












































































































1

1

22

2

1

213

3

3

11

1

3

132

2

2

33

3

2

321

                      

                      

h

u

qh

u

q
hhi

h

u

qh

u

q
hhi

h

u

qh

u

q
hhicurluu

                  [A.4] 

 

4. 拉普拉司運算子 (Laplace 2 ) 


































































321

3

3213

2

2132

1

1

321

2

qhh

h

qqhh

h

qqhh

h

q
hhh       [A.5] 

 

5. 2E 運算子 












































21

2

212

1

1

21

2 11

qh

h

qqh

h

q
hhE


                    [A.6] 

其中
3

1

h
 為軸對稱系統中任意位置到對稱軸之水平距離。 
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II. 旋轉座標系統 (Coordinate system of revolution) 

如圖A-1所示，考慮任意旋轉座標(q1, q2, q3)與圓柱座標系統(z, ρ,φ)

的對應關係，則 

),( 21 qqzz  , ),( 21 qq  , 3q                       [A.7] 

對應到直角座標系統則有以下的關係 

 cosx ,  siny                                 [A.8] 

因此本研究所考慮的座標系統與直角座標的關係如下 

321 cos),( qqqx  , 321 sin),( qqqy  , ),( 21 qqzz            [A.9] 

以下將介紹的球座標系統即屬於此類。 
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圖 A-1  Curvilinear coordinate systems of revolution. 

 

 

  




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III. 球座標系統 (r,θ,φ) 

球座標較為常見，其對應的三個獨立分量為： 

rq 1 , 2q , 3q                                [A.10] 

球座標與圓柱座標有以下的關係 

 sinr , cosrz                                  [A.11] 

相對應的直角座標則為 

 cossinrx  ,  sinsinry  , cosrz                [A.12] 

各方向座標的範圍是 

 r0 ,  0 ,  20                        [A.13] 

而各方向的尺度因子(Scale factor)則為 

1rh , 
r

h
1

 , 



sin

1

r
h                             [A.14] 

將上述的尺度因子代入[A.2]式至[A.6]式，吾人可得到球座標下的各種

微分運算子： 
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1. 梯度運算子 














r
i

r
ir

1
                                    [A.15] 

 

2. 散度運算子 

   


u
r

ur
rr

div r sin
sin

11 2

2 







 uu                 [A.16] 

 

3. 旋度運算子 

  





















ru
ru

rr
icurl

1
uu                         [A.17] 

 

4. 拉普拉司運算子 















































sin

sin

11 2

2

2

r
r

rr
                   [A.18] 

 

5. 運算子 




























sin

1sin
22

2
2

rr
E                            [A.19] 
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附錄 B 主控方程式之詳細推導 

I. 電位方程式 (Governing Equation for Electric Potential) 




 2

                                           [B.1] 

 

[B.1]式即為空間中電位的高斯定律。其中代表空間中的電位，為介

電常數，為電荷密度，以各物種之莫耳體積濃度  3mmolein 可表示為： 


i

ii ezn                                           [B.2] 

其中 iz 為 in 之價電數，e為電子之基本電量。將[B.1]式代入[B.2]式可得 


i

ii ezn


2                                        [B.3] 

 

 

 

II. 離子守恆方程式 (Ion Conservation Equation) 

0 jJ                                             [B.4] 

[B.4]式表示穩態下第 j個物種的密度通量 jJ  sec2 mmol 為零，而 
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vJ j

B

jj

jjj n
Tk

enz
nD 








                           [B.5] 

將[B.5]式代入[B.4]式中，即可化簡得 j物種之濃度守恆方程式： 

  0
122  j

j

jj

B

j

j n
D

nn
Tk

ez
n v                 [B.6] 

 

 

 

III. 流場方程式(Fluid Dynamic Equation) 

0 v                                              [B.7] 

0v   p2                                     [B.8] 

[B.7]式及[B.8]式分別是流體連續方程式與動量方程式。其中 v為速度向

量，p為壓力，η為流體黏度。在動量方程式中，本研究省略了傳導項，

 代表單位體積流體所受的電力。在軸對稱系統下，可以引入流線

函數化簡[B.8]式。首先定義 Vorticity： 





 2E
i

 v                                      [B.9] 

而 
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



 4E
i

                                    [B.10] 

其中 224 EEE  ， i 代表旋轉座標中方向的單位向量。接著對[B.8]式

取旋度，即： 

  0v   p2
                               [B.11] 

而其中   vvv 2 且壓力項會被消去，可得到 

     0vv                     [B.12] 

最後再將連續方程式[B.7]代入上式，則 

    0                            [B.13] 

而[B.13]式中的   ，根據附錄 A 中[A.2]及[A.4]式，在座標

系統中展開，可得球座標系統下之方程式如下： 













 sin

14



























rr
E                            [B.15] 

流線函數在球座標中與速度分量關係之定義如下： 

rr
v

r
vr




















sin

1
   ,

sin

1
2                         [B.17] 
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附錄 C 力積分之推導 

作用於粒子表面的力主要可以分成流體拖曳力 (hydrodynamic 

force)與電力(electric force)，以下將分別敘述粒子所受到的流體拖曳力

與電力： 

 

I. 流體拖曳力 

根據 Happel and Brenner，作用在旋轉體表面上的力可以表示為： 

 
S

nz
S

zn
S

z
S

zz dSdSdSd nSF                  [C.1] 

而表面單位面積表示如下 

𝛿𝑠 = 2𝜋𝜛𝛿𝑠                                          [C.2] 

stress vector在 z方向上的投影則是 



































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2

2

1
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1
2])([

2

1

1
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1
(2

1
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1
)((2)(

E
nszs

p
p

s

E
nszs

p

E
s

p zzzznnz
















































 isiini

      [C.3] 
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將[C.2]、[C.3]式代入[C.1]式，則 

























sE
n

sv
s

s
s

p
sp

s
Fz










2

22

2)(4        

)(

                    [C.4] 

對於一個球體而言，在南北兩極的時候 0 ，上式中的第一、三兩項

的積分值為零，由此可得力積分的表示式為 

 







 sE

n
s

s

p
Fz 


 22 2                       [C.5] 

 

[C.5]式中仍然有一個問題沒有解決，由於本研究引入流線函數化

簡流體動量方程式，壓力因而變成隱函數，因此吾人必須將壓力轉換

成流線函數。由流體動量方程式： 







 )( 22 Ep
i

v                    [C.6] 

 

將[C.6]式展開，則可得到 

n
E

sn

p













 





)( 2

                              [C.7] 
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s
E

ns

p













 





)( 2

                               [C.8] 

 

將[C.8]式代入[C.5]式則 

 












 s

s
sE

n
sE

n
Fz 





 222 2)(      [C.9] 

[C.9]式即為粒子所受之流體拖曳力。 

 

II. 電力 

粒子所受的電力可表示為 

 
S

E

E dSnσF                                       [C.10] 

其中 E
σ 是 Maxwell stress tensor，定義為 

)
2

1
( 2

IEEEσ  E
, E                          [C.11] 

回到[C.10]式 

)(
2

)()
2

1
( 22

nIEnEEnIEEEnσ 
ε

εεE
            [C.12] 
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[C.12]式中的兩項分別為 







 








 )())(()(

nn
ε nEE                    [C.13] 

nnIE
22

2
)(

2





ε
                               [C.14] 

其中 

ns 










 ns                                      [C.15] 























 nnσ ])()[(

2

1
)( 22

snn

E 



                   [C.16] 

考慮在 z方向上的電力則： 

 
S

z

E

Ez dSinσF )(                                  [C.17] 

其中 

])()[(
4

  

])()[(
1

4
)(

])()[(
2

1
)()(

22

222

22

sns

snszn

ssnzn
z

E


























































































inσ

        [C.18] 
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將[C.2]式以及[C.18]式代入[C.17]式 



















































s

ss
Ez

s
sns

s
sns

s
zn

F















])()[(
2

         

])()[(
2

)(2

222

222

      [C.19] 

其中第二項的積分為零，理由同[C.5]式 

 






















ss
Ez s

sns
s

zn
F 








 ])()[(

2
)(2 222

     [C.20] 

[C.20]式即為粒子所受之電力。 
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附錄 D  常見電解質水溶液參數值 

有關電解質水溶液物理特性，在溫度 T = 298.15 K的條件下其物理

量值為： 

基本電量      
191.602 10e    coul 

Boltzmann常數  
23

B 1.38 10k    joul/K 

介電常數    
1 2 1 07 8 . 5 8 . 8 5 4 1 0 6 . 9 5 1 0        coul/volt/m 

電解液黏度  48.9 10    kg/m/s 

鉀離子擴散係數 91.96 10
K

D 
  m

2
/s  → 0.264

K
Pe    

鈉離子擴散係數 91.33 10
Na

D 
   m

2
/s  → 0.387

Na
Pe    

氫離子擴散係數 99.31 10
H

D 
   m

2
/s  → 0.055

H
Pe    

鎂離子擴散係數 2
107.06 10

Mg
D 

   m
2
/s  → 2 0.729

Mg
Pe    

鈣離子擴散係數 2
107.92 10

Ca
D 

   m
2
/s  → 2 0.65

Ca
Pe    

硝酸根離子擴散係數 
3

91.9 10
NO

D 
   m

2
/s  → 

3
0.271

NO
Pe    

氯離子擴散係數 92.03 10
Cl

D 
  m

2
/s  → 0.253

Cl
Pe    

硫酸根離子擴散係數 2
4

91.07 10
SO

D 
   m

2
/s  → 2

4

0.481
SO

Pe    

電泳動度值換算  * 8 *0 2 10m m m


  


 

 
 

    m
2
/volt/s 

電雙層厚度換算 
11 10 0.53.04 10 z M
       m    (M單位：mol/L) 
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附錄 E  高分子溶液的特性黏度與遮蔽係數 

特性黏度(intrinsic viscosity)是一個用於描述溶質存在而引致溶液

黏度變化之物理量，常用 [η]表示，其定義為[𝜂] = lim𝜑→0
𝜂−𝜂0

𝜂0𝜑
 或 

[𝜂] = lim𝑐→0
𝜂−𝜂𝑠

𝜂𝑠𝑐
。其中 η0或 ηs為純溶劑的濃度，φ是溶質在溶液中的

體積分率，c是溶質在溶液中的質量濃度，又可視為高分子在稀薄溶液

當中每單位質量所佔的水力體積[142]。當以體積分率定義時，特性黏

度是一個純量；當以質量濃度定義時，特性黏度的單位是質量濃度的

倒數(eg. cc/g)。特性黏度並非實質黏度，但實務上可透過儀器測定。 

對於溶液中浸潤不可穿透的剛性球形粒子而言， 1906 年

Einstein[143]討論了彼此之間沒有交互作用的剛性球形膠體粒子對溶

液黏度的影響，發現溶液的黏度和球形粒子所佔的體積分率呈線性關

係，而與粒子本身的粒徑大小無關，其關係式如下： 

 

𝜂 = 𝜂𝑠(1 + 2.5𝜑)                                     [E.1] 

 

膠體粒子中若添加足量的電解質消除其電荷效應，則約當 φ<0.02

時，某些玻璃球、真菌或聚苯乙烯(PS)膠體粒子的稀釋懸浮液可驗證

Einstein方程式的有效性[144]。當濃度漸增，在溶液中溶質分子彼此間

產生交互作用，Einstein 方程式即不再適用。 
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1946年 Debye[145]計算高分子溶液的 intrinsic viscosity，假設如珍

珠串鍊般的高分子鏈之間的交互作用可忽略，僅考慮高分子鏈本身的

自由旋轉，推導出特性黏度的關係式： 

 

[𝜂] = 1/36((𝑓/𝜂)/𝑚)𝑅2                               [E.2] 

 

其中[η]的單位是 cc/g，f是單一高分子多孔微球(beads)的摩擦係數，則

其在流體中拖曳時的受力即為 fv，η是流體的黏度，m是單一微球的質

量，R
2 即為高分子鏈兩端之間的均方半徑，又稱為旋轉半徑(radius of 

gyration)，與高分子聚合度成正比，實驗上可透過光散射法測定。 

1948年Debye and Bueche [146]考慮溶液中高分子鏈彼此間及高分

子鏈與流體間相互摩擦的效應，將溶液中高分子鏈的遮蔽效應定義出

Shielding ratio為σ = 𝑅𝑠/𝐿。其將彈性高分子鏈視為半徑為 Rs的可穿透

圓球，在此圓球內高分子片段的密度 ν為均勻，而在球外 ν=0；L即為

遮蔽長度(shielding length)，代表流體可以穿透到圓球內的距離1，即為

本研究所採用的特徵長度 λ
-1。 

在極稀薄的條件下，高分子溶液的 intrinsic viscosity可表示為 

 

[𝜂] = ((4𝜋𝑅𝑠
3)/3𝑀)𝜑(σ)                               [E.3] 

                                                      
1
 流體穿透到圓球內時，因受高分子鏈的遮蔽，流速隨著距離而下降，L 定義為未受擾動的流體速

度穿透到圓球內以 1/e 的 factor 下降時的距離，乃由 Brinkman Eq.推估出來的結果。 
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其中 Ωs=(4π/3)Rs
3 即為圓球體積，M 為高分子質量，φ 為體積係數

(volume factor)。其中對於線性高分子可假設 Rs正比於M
1/2

(或 N
1/2，N

為聚合度 degree of polymerization)，φ可由 σ對 M的關係計算而得。 

由 Einstein 關係式及線性高分子的情況，可推估出 R 或 Rs正比於

N
ε
(或 M

ε
)，其中 ε介於 1~1/2之間，視 shielding ratio σ而定。在聚合度

低的時候，[η]正比於 N，當聚合度高時，[η]正比於 N
1/2，因此可推展

到較大分子量的高分子，但此關係不適用於高度交聯(cross-linked)的高

分子鏈。經過冪次近似之後，對於線性高分子鏈可推導出[𝜂] = 𝐴𝑁𝜀。

對於每一個聚合度 N值，都會對應到特定的 ε，且 ε為的 shielding ratio

函數，可將此關係式作成表 E-1。 

 

表 E-1  線性高分子之 σ、ϕ及 ε之參數值對應 [146] 

Shielding ratio 

σ 

Volume factor 

ϕ 

Exponent 

ε 

0 0 1.000 

1 0.0947 0.973 

2 0.327 0.910 

3 0.600 0.839 

4 0.857 0.778 

5 1.07 0.731 

6 1.25 0.693 

7 1.40 0.664 

8 1.52 0.642 

9 1.62 0.625 
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10 1.70 0.611 

15 1.96 0.569 

20 2.10 0.549 

∞ 2.50 0.500 

註：[η]=( Ωs/M) ϕ 

 

ε值可透過實驗測定或經驗式推定，譬如 R. H. Ewart [147]在 1946

年提出 polystyrene 溶在 benzene時 intrinsic viscosity的關係式 

 

[𝜂] = 7.54 × 10−3(𝑀𝑊)0.783                           [E.5] 

 

其中[η]的單位為 cc/g。由 ε=0.783可以表E-1內插得出σ=3.92及φ=0.836。

由上式可知，當 polystyrene 的分子量MW為 200,000，[η]=107 cc/g，

可進一步將 φ代入[E.3]式即可知 Ωs/M=128 g/cc，由已知之高分子質量

可求得2Rs=431 Å  (1Å =0.1 nm)，因此便可求得遮蔽長度L(即 λ
-1

)為5.497 

nm。 

當溶液很稀薄，遮蔽效應幾乎可忽略時(σ=0)，由 Debye(1946)及

Debye and Bueche (1948)的關係式可推得 2Rs=1.054 R。其中 R及 MW

可透過儀器測定，因此亦可反推 Rs而進一步計算出遮蔽長度 L。 

由於σ = 𝑅𝑠/𝐿，吾人選定無因次群 λa即與 σ相當，只是 λa是乘上

待測物粒徑 a，σ是乘上 Rs，不論是高分子的旋轉半徑或 Rs大概都在奈

米等級，其中 σ 的範圍，由表 E-1 可發現，當 σ 增加到 20，體積係數
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φ就差不多到飽和值，再加上本研究所選定待測物粒徑 a在奈米等級，

因此對於極稀薄的高分子溶液選定 λa=0~10 是相當具有實務上及物理

意義的。 
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