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滾珠自動平衡機構應用於二維及三維系統偏心制振之研究 

 

摘  要 

 

隨著微精密加工的需求，唯有高速平穩的機具運轉才能提供定位尺寸的精度

與細緻的表面粗度，而不平衡的迴轉振動除了將誘發擾人的噪音、降低機械運轉

的精確度更甚而導致機具的損壞。因而抑制迴轉機具的不平衡振動，進而提升高

速運轉的可靠性，成了眾多研究人員與設計者的目標。 

為了能消除轉子在加工製造時無可避免的偏心誤差，傳統偏心轉子的校正方

法是在初始裝配使用之前，先透過迴轉量測，再藉由安置平衡配重或是移除局部

質量的方式來平衡轉子的固有偏心量。但是，由於長時間運轉所導致的熱變形或

材料磨耗等因素，使得轉子質量的分布可能隨時產生變化，因此何時、何處將再

次引發偏心振動就變得難以估測，嚴重時則必須再次針對轉子的偏心情況實施量

測與校正。因此，若能於轉子上裝配自動平衡機構，則不僅能避免傳統平衡校正

的問題，更能隨時因應轉子偏心的變化，即時抑制偏心振動。 

滾珠型自動平衡機構是常見的自動平衡裝置之ㄧ，目前已成功地應用於如光

碟機（二維）與洗衣機（三維）等迴轉機具。滾珠型自動平衡機構乃由單一或數

個軌道及可沿軌道自由移動的數顆滾珠所組成。該機構於過臨界轉速等速迴轉

時，在適當的參數條件下，滾珠將移至適當位置以抑制系統的振動。 

本論文主要研究滾珠型自動平衡機構應用於二維及三維系統的偏心制振行為與特

性。針對不同的系統建構相對應的理論模型，再利用 Lagrange’s equations推導各

系統的統御方程，同時解出其平衡解並分析各平衡位置的存在區間與條件，接著

以 Routh-Hurwitz criterion解析平衡解的穩定性，並且探討不同系統參數對穩定區

域的影響。首先針對二維雙滾珠自動平衡系統平衡解的穩定性提出解析結果。接

著將雙滾珠系統的固定軌道改以徑向彈簧取代，同樣以解析的方式探究此雙滾珠-
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彈簧系統的穩定性，並比較兩者完全平衡解穩定區域的差異。然後探討剛性偏心

長轉子三維制振系統的行為與特性，並於文中提出兩端面裝置雙滾珠自動平衡機

構的偏心剛性長轉子系統在靜態不平衡(static unbalance)與力偶不平衡(couple 

unbalance)狀態下的解析解。最後則架構三維制振系統的實驗設施，同時另考量定

子的影響，藉以修正原有的基本理論模型，使理論與實驗相互驗證。於結論中統

整全文的結果，並提出滾珠型自動平衡機構應用於二維與三維系統設計的一般性

準則。 

 

 

關鍵詞關鍵詞關鍵詞關鍵詞：偏心振動、剛性長轉子、碟片、自動平衡裝置、穩定性 
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Study of the Application of Ball-type Automatic Balancers to the 

Vibration Suppression of 2D and 3D Rotors 

 

Abstract 

 

In many industrial applications mass imbalance is the primary cause of vibrations 

in rotating machines, which generates undesirable noises and compromising the 

efficiency of machines and eventually causes damages. Therefore, the balancing of 

rotors is important for the high-speed rotating machines. To eliminate the imbalance 

vibrations due to the unavoidable manufacture tolerance, rotors are typically balanced 

by adding or subtracting correction masses in two planes at an initial stage. However, if 

the unbalance is varied depending on working conditions, such as thermal deformation 

and material erosion etc, it is hard to predict when and where the imbalance will occur 

so that the balancing procedure may have to be repeated. 

One method to counterbalance the variety imbalances is to equip rotors with 

ball-type automatic balancers. A ball-type automatic balancer is a simple device 

characterized by having several balls moving freely on a single or several circular orbits. 

Under proper working conditions, the balls will move to the other side of the imbalance 

mass and suppress the imbalance vibrations. 

This study aims to investigate the application of ball-type automatic balancers to the 

vibration suppression of two and three dimensions rotors. A model of the 2D system 

which consists of an eccentric disk packed with an automatic balancer and suspension 

system is introduced first. A modified ball-type balancer composed of several 

ball-rod-spring units will be presented. We also propose a 3D theoretical model, where 

two automatic balancers are used to limit the vibrations of an eccentric long rigid rotor. 
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In order to investigate the effects of the automatic balancers, the governing equations of 

the theoretical models for these cases mentioned above are derived using Lagrange’s 

equations. The closed-form formulas and the existence conditions for the equilibrium 

positions are presented. Moreover, the stability of each equilibrium position is 

determined by Routh-Hurwitz criterion. Finally, experiments are conducted to verify the 

theoretical results of the 3D system. To this end, conclusions and general guidelines are 

presented. 

 

Keywords: imbalance vibration, rigid rotor, disk, automatic balancer, stability 



 vi 

目 錄 

口試委員會審定書 …………………………………………………………………   i 

中文摘要 …………………………………………………………………………  ii 

英文摘要 ………………………………………………………………………  iv 

目錄 ……………………………………………………………………………  vi 

圖目錄 ……………………………………………………………………………  ix 

表目錄 ……………………………………………………………………………  xv 

 

第一章 緒論 …………………………………………………………………………...1 

1-1 研究動機 ……………………………………………………………………..1 

1-2 文獻回顧 ……………………………………………………………………..2 

1-3 論文架構與說明 ……………………………………………………………..7 

第二章 滾珠自動平衡機構應用於二維偏心系統之制振 …………………………...8 

2-1 滾珠自動平衡機構-偏心碟片二維制振系統 …………………...…………..8 

2-1-1 二維制振系統理論模型 …………………………………….…………10 

2-1-2 統御方程 ……………………………………………….………………11 

2-2 二維制振系統的平衡位置 ……………………………………………........14 

2-2-1 平衡解的類型 ………………………………………………………...14 

2-2-2 平衡位置的解析解與存在區間 ……………………………………….16 

2-3 二維制振系統的穩定性分析 ………………………………………………21 

2-3-1 平衡解的穩定性解析 ……………………………………….…………21 

2-3-2 穩定平衡解的數值分析 ………………………...……………………..25 

2-3-3 系統參數對穩定區域的影響 ………………………...………………..26 

第三章 滾珠-彈簧自動平衡機構應用於二維偏心系統之制振 ……………………33 

3-1 滾珠-彈簧自動平衡機構-偏心碟片二維制振系統 ………………………33 



 vii  

3-1-1 滾珠-彈簧二維制振系統理論模型 …………………………………34 

3-1-2 統御方程 ………………………………………………………………35 

3-2 滾珠-彈簧二維制振系統的平衡位置 ……………………………………38 

3-2-1 平衡解的類型 ………………………………………………………….38 

3-2-2 平衡位置的解析解與存在區間………………………………………41 

3-3 滾珠-彈簧二維制振系統的穩定性分析 …………………………………..51 

3-3-1 平衡解的穩定性解析 ………………………………….…..…………51 

3-3-2 穩定平衡解的數值分析 ……………………………….…..…………54 

3-3-3 系統參數對穩定區域的影響 ………………………….…..…………56 

3-4 滾珠-彈簧與固定軌道的滾珠自動平衡機構的穩定區域比較..…………64 

第四章 滾珠自動平衡機構應用於三維偏心剛性轉子系統之制振 ….…..………..70 

4-1 滾珠自動平衡機構-偏心轉子三維制振系統 ………………….…..………70 

4-1-1 剛性長轉子的偏心描述 ………….….…….…..…...….….…..………70 

4-1-2 自動平衡機構-偏心轉子三維制振系統的理論模型 .….….…..……72 

4-1-3 自動平衡機構-偏心轉子三維制振系統的統御方程 .….….…....……76 

4-2 三維制振系統的平衡位置 …..……………………...……….…..…………82 

4-2-1 平衡解 …..………………………………….…...……….…..…………82 

4-2-2 完全平衡解 ……………………………………………...……………..85 

4-2-3 三維制振系統的靜態不平衡(static unbalance)解 ……...…………….89 

4-2-4 三維制振系統的力偶不平衡(couple unbalance)解 ……………..........93 

4-3 三維制振系統完全平衡解的穩定性分析 ……...…………..………….......96 

第五章 三維偏心剛性轉子系統制振之實驗驗證 ………………………………...101 

5-1 實驗機台設計 ……………………………………………………………101 

5-1-1 實驗機台的理論模型 …………………………….…………………..101 

5-1-2 支承彈簧的等效彈性模數 …………………………………...............105 



 viii  

5-1-3 實驗機台的參數與臨界轉速設計 …………………………...............107 

5-2 實驗設備與裝置 …………………………………………………………110 

5-3 實驗結果與討論 ….……………………………………………………….111 

5-3-1 轉子的平衡校正與自然頻率 ……………………………………...111 

5-3-2 實驗設計與說明 …………………………………...........................115 

5-3-3 次臨界轉速的實驗與比較………………….………………………117 

5-3-4 過臨界轉速的實驗與比較………………………………….............130 

第六章 結論 ……..……………...…………………………………………………..155 

參考文獻 ……………….....…………………………………………………………159 

附錄一 ………………………...…..…………………………………………………164 

附錄二 ………………………...…..…………………………………………………165 

附錄三 ………………………...…..…………………………………………………167 

附錄四 ………………………...…..…………………………………………………170 

附錄五 ………………………...…..…………………………………………………172 

附錄六 ………………………...…..…………………………………………………182 



 ix 

圖 目 錄 

 

圖 2-1 滾珠自動平衡機構與二維偏心碟片系統示意圖 …..………………………...9 

圖 2-2 次臨界轉速時，滾珠的定位情形 ……………………………………………...9 

圖 2-3(a) 過臨界轉速下，最大制振量大於偏心不平衡量時滾珠的定位情形 ……...9 

圖 2-3(b) 過臨界轉速下，最大制振量小於偏心不平衡量時滾珠的定位情形 ...……9 

圖2-4 滾珠型自動平衡機構對二維制振系統的理論模型 …………………………11 

圖 2-5 (a)完全平衡解，(b) ~ (d) 不完全平衡解 ……………………………………15 

圖 2-6 六種平衡解在 ηΩ − 平面上的存在區間 ………………………………..…...21 

圖 2-7 平衡解在 ηΩ − 平面上的穩定區域 ………………………………………….26 

圖 2-8 驗證完全平衡解的穩定性變化 ……………………………………………...27 

圖 2-9 系統支承阻尼對平衡解穩定性的影響 (a). 0.02ς = 、(b). 0.1ς =  …………..28 

圖 2-10 滾珠軌道阻尼對平衡解穩定性的影響(a). 0.1bς = 、(b). 0.2bς =  ………….29 

圖 2-11 比較不同滾珠軌道阻尼對完全平衡解 0P 的穩定區域的影響 …………….29 

圖 2-12 0.3η = 時，平衡解 1SP+ 的穩定區域 ………………………………………….30 

圖 2-13 0.5η = 時，平衡解 1SP+ 與 0P 的穩定區域 …………………………………….31 

圖 2-14 0.8η = 時，平衡解 1SP+ 與 0P 的穩定區域 …………………………………….32 

圖 3-1 滾珠、彈簧與徑向直桿的制振單元示意圖 ………………………………….34 

圖 3-2 滾珠-彈簧自動平衡機構對二維制振系統的理論模型 ……………………..35 

圖 3-3 (a) ~ (c) 不完全平衡解，(d)完全平衡解 …………………………………….40 

圖 3-4 六種平衡解在 ηΩ − 平面上的存在區間 …………………………………….50 

圖 3-5 可能穩定的平衡解類型及其存在邊界 ……………………………………...54 

圖 3-6 平衡解在 ηΩ − 平面上的穩定區域 ………………………………………….55 

圖 3-7 驗證穩定區域內的平衡解的型態 …………………………………………...56 



 x 

圖 3-8(a)~(c) 0.05ς = ，依序改變 0.05bς = 、0.1及 0.2，平衡解穩定區域比較 …….58 

圖3-9(a)~(c) 0.1ς = ，依序改變 0.05bς = 、0.1及0.2，平衡解穩定區域比較 ………59 

圖 3-10(a)~(c) 0.2ς = ，依序改變 0.05bς = 、0.1及 0.2，平衡解穩定區域比較 …….60 

圖 3-11 1η = ，考慮 0.05bς = 、0.1及 0.2，平衡解於 ςΩ − 平面的穩定區域 ………..61 

圖 3-12 2η = ，考慮 0.05bς = 、0.1及 0.2，平衡解於 ςΩ − 平面的穩定區域 ……….62 

圖 3-13 1η = ，考慮 0.05ς = 、0.1及 0.2，平衡解於 bςΩ − 平面的穩定區域 ………..63 

圖 3-14 1η = ，考慮 0.05ς = 、0.1及 0.2，平衡解於 bςΩ − 平面的穩定區域 ………..63 

圖 3-15(a)、(b) 比較兩類型自動平衡系統的完全平衡解於 0.05ς = 與 

0.1ς = 時， ηΩ − 平面的穩定區域 …………………………………………65 

圖3-16(a)~(c) A、B與C三點無因次化徑向振幅的時間響應 ………………………66 

圖 3-17(a)、(b) 比較兩類型自動平衡系統的完全平衡解於 1η = 與 2η = 時， 

ςΩ − 平面的穩定區域 ……………………………………………………..67 

圖 3-18(a)、(b) 比較兩類型自動平衡系統的完全平衡解於 1η = 與 2η = 時， 

bςΩ − 平面的穩定區域 …………………………………………………….68 

圖 3-19 比較不同 f 值之下，完全平衡位置的穩定區域變化 ……………………...69 

圖 4-1 靜態不平衡(Static unbalance) ………………………………………………...71 

圖 4-2 力偶不平衡(Couple unbalance) ……………………………………………….71 

圖 4-3 動態不平衡(Dynamic unbalance) ……………………………………………..71 

圖 4-4 靜態不平衡偏心量等價至等距的兩端面上 ………………………………...72 

圖 4-5 以兩端面上的等價偏心質點描述動態不平衡 ……………………………...72 

圖 4-6 兩端面裝置滾珠型自動平衡機構的剛性轉子系統示意圖 ………………...73 

圖 4-7 描述轉子系統的座標系 ……………………………………………………...74 

圖 4-8 旋轉座標系 ˆ ˆ ˆx y z 與空間運動的轉子主軸方向保持平行 …………………..75 

圖 4-9 以兩組平面極座標來描述轉子於三維空間中的狀態 ……………………83 

圖 4-10 自動平衡機構對轉子質心位置的制振 …………………………………….88 



 xi 

圖 4-11 自動平衡機構對轉子角度偏斜的制振 ……………………………………88 

圖 4-12 滾珠的暫態行為與穩態定位情形 ………………………………………….88 

圖 4-13 三維制振系統於靜態不平衡時的穩態振幅與滾珠穩態定位情形 ……….92 

圖 4-14 三維制振系統於(a)次臨界轉速與(b)過臨界轉速時，靜態不平衡的穩態 

振幅與滾珠定位……………………………………………………………..92 

圖 4-15 三維制振系統於力偶不平衡時的穩態振幅與滾珠穩態定位情形 ……….95 

圖 4-16 三維制振系統於(a)次臨界轉速與(b)過臨界轉速時，力偶不平衡的穩態 

振幅與滾珠定位……………………………………………………………..96 

圖 4-17 ς 對完全平衡解穩定性的影響 ……………………………………………97 

圖 4-18 系統支承阻尼比ς 與轉速比Ω平面的穩定區間 …………………………..97 

圖 4-19 滾珠軌道阻尼比 bς 與轉速比Ω平面的穩定區間( 0.01 ~ 0.04ς = ) ………..98 

圖 4-20 滾珠軌道阻尼比 bς 與轉速比Ω平面的穩定區間( 0.05 ~ 0.2ς = ) …………98 

圖 4-21 bς - Ω平面的穩定與不穩定區段 …………………………………………...99 

圖 4-22 1P、 2P、 3P 及 4P 的數值積分結果 ……………………………………………99 

圖 4-23 η 與轉速比Ω所構成的參數平面的穩定區域 ……………………………100 

圖 5-1 三維制振轉子自動平衡實驗機台示意圖 ………………………………….101 

圖5-2 定子及 L 型支承簧片變形的示意圖 ………………………………………..106 

圖 5-3 (a) 連接簧片與位移方向垂直 ………………………………………………107 

圖 5-3 (b) 連接簧片與位移方向平行 ………………………………………………107 

圖 5-4 三維制振的轉子自動平衡實驗機台 ……………………………………….108 

圖 5-5 轉子平衡實驗機台與量測設備 …………………………………………….110 

圖 5-6(a) 平衡校正後兩端面上的滾珠定位情形 ………………………………….112 

圖 5-6(b) 平衡校正後兩端面的平均殘餘振幅 …………………………………….113 

圖 5-7 轉子自動平衡實驗機台的頻率響應 ……………………………………….113 

圖5-8 第一、二、三個自然頻率轉速下，加速規測得的波形 ………………………114 



 xii  

圖 5-9 單一端面完全平衡時，轉子兩端定子中心位置相角差為 

(a) 0°、(b)180°，的關聯示意 ……………………………………………….117 

圖5-10(a) SP2B及DP2B於U1L0 (400 rpm)的滾珠定位 ……………………….....119 

圖5-10(b) NB、SP2B及DP2B於U1L0 (400 rpm)時，加速規的量測結果 ………...119 

圖5-10(c) NB、SP2B及DP2B於U1L0 (400 rpm)時的理論振動歷時 ………….....120 

圖5-11 DP2B U0L2 (400 rpm) (a)實驗-理論比較 ……………………………….....121 

圖 5-11 DP2B U0L2 (400 rpm) (b)滾珠於軌道內的週期運動 ……………………..121 

圖5-12(a) SP2B及DP2B於U2L1 0° (400 rp∠ m)的滾珠定位 …………………….122 

圖5-12(b) NB、SP2B及DP2B於U2L1 0° (400∠  rpm)時，加速規的量測結果 …...122 

圖5-13 數值分析SP2B與DP2B於Sub U2L1 0°∠  的理論滾珠定位 …………....123 

圖 5-14 SP2B於U2L1 0° ∠ (450 rpm) 加速規的量測結果與滾珠定位情形 ……..124 

圖5-15(a) SP2B及DP2B於U2L1 60° (∠ 400 rpm)的滾珠定位 …………………...124 

圖5-15(b) NB、SP2B及DP2B於U2L1 60° (∠ 400 rpm)時，量測的結果比較 …….125 

圖 5-16(a) 數值分析SP2B於Sub U2L1 60°∠  的理論滾珠定位 …………………126 

圖 5-16(b) 數值分析DP2B於Sub U2L1 60°∠  的理論滾珠定位 ………………...126 

圖 5-17 SP2B於U2L1 60° (∠ 450 rpm)的量測結果與滾珠定 ……………………..127 

圖5-18(a) SP2B及DP2B於U2L1∠180° (400 rpm)的滾珠定位 ………………….128 

圖5-18(b) NB、SP2B及DP2B於U2L1 180° ∠ (400 rpm)時的量測結果 ………….128 

圖 5-19(a) 數值分析SP2B於Sub U2L1∠180° 的理論滾珠定位 ………………..129 

圖5-19(b) 數值分析DP2B U2L1∠180° 滾珠定位的結果 ……………………….129 

圖 5-20 SP2B及 DP2B於 U1L0 (2400 rpm)的滾珠定位 …………………………131 

圖5-21 SP2B及DP2B於U1L0 (2400 rpm)的暫態響應與穩態平衡 ……………...131 

圖5-22 NB、SP2B及DP2B於U1L0 (2400 rpm)的理論波形與實驗量測比較 ……133 

圖5-23(a) NB與SP2B於U1L0 (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 …………….134 

圖5-23(b) NB與DP2B於U1L0 (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 ……………134 



 xiii  

圖5-24 SP2B及DP2B於U2L0 (2400 rpm)的滾珠定位 …………………………...135 

圖5-25 SP2B及DP2B於U2L0 (2400 rpm)的暫態響應與穩態行為 ……………...136 

圖5-26 轉速為2400 rpm時，SP2B-U2L0上、下兩端面的穩態振動歷時 ………...137 

圖5-27 NB、SP2B及DP2B於U2L0 (2400 rpm)的理論波形與實驗量測比較 ……138 

圖5-28(a) NB與SP2B於U2L0 (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 …………….139 

圖5-28(b) NB與DP2B於U2L0 (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 ……………139 

圖5-29 SP2B及DP2B於U0L1 (2400 rpm)的滾珠定位 …………………………...140 

圖5-30 SP2B及DP2B於U0L1 (2400 rpm)的暫態響應與穩態行為 ……………...141 

圖5-31 NB、SP2B及DP2B於U0L1 (2400 rpm)的理論波形與實驗量測比較 ……142 

圖5-32(a) NB與SP2B於U0L1 (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 …………….143 

圖5-32(b) NB與DP2B於U0L1 (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 ……………143 

圖 5-33 SP2B及DP2B於U2L1 ∠0° (2400 rpm)的滾珠定位 ……………………..145 

圖 5-34 SP2B及DP2B於U2L1 ∠0° (2400 rpm)的暫態響應與穩態行為 ………..146 

圖 5-35 NB、SP2B及 DP2B於 U2L1 ∠0° (2400 rpm)的理論與實驗比較 ………147 

圖5-36(a) NB與SP2B於U2L1 ∠0° (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 .……...148 

圖5-36(b) NB與DP2B於U2L1 ∠0° (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 ……...148 

圖 5-37 SP2B及DP2B於U2L1 60°∠  (2400 rpm)的滾珠定位 .…………………...149 

圖 5-38 SP2B及DP2B於U2L1 ∠60° (2400 rpm)的暫態響應與穩態平衡 .……...150 

圖5-39 NB、SP2B及DP2B於U2L1 ∠60° (2400 rpm)的理論與實驗比較 ..……...150 

圖5-40(a) NB與SP2B於U2L1 ∠60° (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 ...…...151 

圖5-40(b) NB與DP2B於U2L1 ∠60° (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 ..…...151 

圖 5-41 SP2B及DP2B於U2L1 ∠180° (2400 rpm)的滾珠定位 …………………..152 

圖 5-42 SP2B及DP2B於U2L1 ∠180° (2400 rpm)的暫態響應與穩態行為 ...…...153 

圖5-43 NB、SP2B及DP2B於U2L1 ∠180° (2400 rpm)的理論與實驗比較 ……...153 

圖5-44(a) NB與SP2B於U2L1 ∠180° (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 ……154 



 xiv 

圖5-44(b) NB與DP2B於U2L1 180°∠  (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 …...154 

圖A6-1 以皮帶間接傳動的轉子實驗機台 ...………………………………………182 

圖A6-2 轉速 600 rpm，偏心質量 1em 、 2em 及 3em 時，兩端滾珠定位的情形 .……...183 

圖 A6-3 偏心質量呈 180°相位差時，兩端滾珠定位的情形與量測結果 .………...183 

圖 A6-4 制振比(a) 0.86Lη = 、(b) 0.52Lη = 時，兩端滾珠的定位情形 …………...184 

圖A6-5 0.86Lη = 時，轉子系統上、下端面的振動量測值 ...………………………185 

圖A6-6 0.86Lη = 時，系統各動態參數的理論歷時圖 .……………………………185 

圖A6-7 0.52Lη = 時，轉子系統上、下端面的振動量測值 ...………………………186 

圖A6-8 0.52Lη = 時，系統各動態參數的理論歷時圖 .……………………………186 

圖 A6-9 制振比(a) 0.29Lη = 、(b) 0.14Lη = 時，兩端滾珠的定位情形 ..…………...187 

圖A6-10 0.29Lη = 時，轉子系統上、下端面的振動量測值 .………………………188 

圖A6-11 0.29Lη = 時，系統各動態參數的理論歷時圖 ...…………………………188 

圖A6-12 0.14Lη = 時，轉子系統上、下端面的振動量測值 .………………………189 

圖A6-13 0.14Lη = 時，系統各動態參數的理論歷時圖 ...…………………………189 



 xv 

表 目 錄 

 

表 2-1 六種平衡解的存在區間與穩定性解析整理 ………………………………25 

表 3-1 系統參數的設定與對應的圖號 ……………………………………………57 

表 4-1 描述轉子系統的座標系間的轉換關係 ……………………………………75 

表 4-2 轉子三維制振系統可能的解情形 …………………………………………85 

表 5-1 實驗機台的主要參數 ..……………………………………………………109 

表 5-2 轉子平衡實驗設備說明 ..…………………………………………………111 

表 5-3 實驗參數與標示說明 ..……………………………………………………116 



 1

第一章 緒論 

 

1-1 研究動機 

 

早在 1904 年，美國費城一家名為 William Sellers & Co.的公司（由機械工程師

暨發明家 William Sellers 所創立），為了解決蒸汽渦輪主軸的振動，進行了一連串

的實驗，他們在蒸汽渦輪實驗機之主渦輪碟片（Main turbine disk）側邊套入三個

與主軸配合精良並可自行繞軸心旋轉的偏心碟片（此時碟片與主軸及碟片與碟片

間存在有摩擦現象）。從實驗中發現，當此系統加速至其工作轉速的過程中，這些

偏心碟片將逐漸各自相對轉動，最後定位至主渦輪碟片與這些偏心碟片彼此平衡

為止。關於此實驗過程的描述與自動平衡機構（Automatic Balancer or 

Self-Compensating Dynamic Balancer）的概念，於 1932 年由 Thearle 所發表的文章

中首度被提及[1]。 

長久以來，採用轉子系統做為動力傳遞與輸出連結的機構，一直被廣泛地應

用於各類型的迴轉機械上。由於工業發展的長足進步，目前工程上所使用的各類

型迴轉機具的轉速需求不斷提昇（CNC 高速加工機之主軸轉速可達 10000 ~ 20000 

rpm），在如此的高轉速之下，即使是微小的偏心量，如加工製造之公差、非均質

分佈、不對稱荷載、局部配合件長時間高頻率裝卸使用的不均勻磨耗與熱變形所

引發的精度喪失…等，都可能引發煩人的噪音與振動，降低機械運轉的精確度與

可靠性，甚而誘發轉子更進一步的振動破壞，造成嚴重的損害。因此對於抑制轉

子於高速迴轉中因偏心所激發的振動噪音與破壞，始終是讓人關注的課題。 

常見的轉子偏心校正方法是先透過迴轉量測，再藉由裝配平衡配重的方式來

校正轉子固有的偏心量。但是，隨著負載的變動與長時間的運轉磨耗，在機具經

過一定的使用期程後，必須再次針對轉子的偏心情況實施量測與校正。然而，若

依上述傳統轉子平衡校正方式操作，除須面對自複雜機具中拆卸轉子的繁瑣程序
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與停機損失，還須輔以適當的迴轉量測儀器始得以完成。因此，若能於轉子上裝

配自動平衡機構，則不僅能避免傳統平衡校正的問題，更能隨時因應轉子偏心的

變化，即時抑制偏心振動。 

常見的自動平衡裝置之ㄧ是滾珠型自動平衡機構，滾珠型自動平衡機構乃由

單一或數個軌道及可沿軌道自由移動的數顆滾珠所組成。該機構於等速迴轉時，

系統動態平衡位置的穩定性與選取的工作條件極為相關。當轉速超過某一臨界轉

速時，滾珠將移至適當位置以抑制系統的振動。此類型的自動平衡機構已經成功

地應用在許多領域，例如洗衣機（Samsung Venus 滾筒型）與光碟機等。以光碟機

為例，隨著資訊儲存量與讀取速度的需求增加，光碟片的資料儲存密度與光碟機

主軸轉速相應地不斷提昇（52 倍速 CD-ROM 光碟機主軸轉速約 10350 rpm），唯有

光學讀寫頭的精準定位與光碟片的平穩運轉才能確保高速讀寫資料的穩定與正確

性，因此對於自動平衡機構的特性勢必要有更完整且精確的評估。 

除了旋轉圓盤外，自動平衡機構也能應用於長轉子。剛性長轉子的偏心效應，

可等價為位於轉子兩端截面上的偏心量，因此，如欲有效抑制長轉子的偏心振動，

必須在兩個平面上進行動態平衡。一個推論可行的作法，是在長轉子的兩端面上

各裝置一組滾珠型自動平衡機構。 

總言之，滾珠型自動平衡機構必須在適當系統參數下才能有效抑制偏心迴轉

所引發的振動。本研究即欲藉由光碟機（2D）或長轉子系統（3D）中自動平衡機

構的研究與改善，進而有效解決這些系統於高速迴轉時所引發的振動問題，將不

僅能使高速的運轉更趨穩定，更能延長迴轉機具的使用壽命。 

 

1-2 文獻回顧 

 

探究一般迴轉振動的成因，主要為轉子的質心偏移與軸線失準，若是單純的

質心偏移（慣性軸與迴轉軸維持平行），則迴轉時通過質心的不平衡力，將造成轉

子整體呈現平移旋轉（Cylindrical whirling）。如果是僅存在軸線失準（迴轉軸通過
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轉子質心），則迴轉運動產生不平衡力矩，使得轉子繞質心旋轉（Conical whirling）

[37]。而對於一般的迴轉振動而言，兩者可能同時存在。換言之，只要轉子的質量

慣性主軸與迴轉軸不同軸時，迴轉振動隨即發生。對於一般平面運動的剛體，其

中一慣性主軸始終保持與平面垂直，亦即與旋轉軸始終維持平行，因此，平面的

迴轉振動可視為單純的質心偏移所造成，如果欲達成此二維平面系統的減振，只

需要在該平面上配置一個自動平衡機構，即可能抑制質心偏移的不平衡力，使系

統達到完全制振。針對滾珠型自動平衡裝置的制振特性與應用，近幾年來已有許

多研究文獻與專利相繼發表。我們首先回顧以滾珠型自動平衡機構探討二維系統

制振的相關研究，並依滾珠數量區分單滾珠、雙滾珠及多滾珠分述如下： 

單滾珠系統具有構造簡單及易於分析與瞭解制振機制的特性，其相關論述有

Rajalingham等人[2]推導包含無阻尼轉子與單滾珠自動平衡機構的三個自由度系統

的非線性運動方程式，平衡解的穩定性則以線性系統的特徵值來決定，同時以數

值方式繪出轉速-滾珠質量比平面的穩定邊界。Chao 和 Sung 等人[3]針對光碟機上

配置單滾珠自動平衡機構的系統，由加速規的量測訊號經 Sliding-mode observer，

線上即時評估滾珠的定位，藉由 Fuzzy speed regulator 修正滾珠的精確定位。Lu [4]

以解析方式探討單滾珠自動平衡機構應用於二維偏心制振系統平衡解的穩定性，

明確地指出當系統參數固定時，在任一轉速下至多僅對應存在一種穩定平衡位置。 

然而單滾珠系統僅能針對特定的偏心量有效完全制振，若欲使自動平衡機構

能因應不同偏心量，至少需要兩顆滾珠的作用，因此文獻大多探討配備兩顆滾珠

的平衡機構。Alexander [5]與 Cade [6]提出滾珠型自動平衡機構理論分析的方式，

以非自主系統（non-autonomous systems）探討裝置自動平衡機構的系統並提出其

運作的必要條件。Bövik 與 Högfors [7]以 multiple scales 法分析完全平衡位置的穩

定性，並指出當轉速高於某一臨界值時，完全平衡位置必然穩定。Lee 和 Moorhem 

[1]藉由 Floquet 理論與數值模擬方式，找出完全平衡的穩定區間，說明高於臨界轉

速時系統的完全平衡解才可能穩定，並以實驗驗證。Kang 和 Chao 等人[8]研究光
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碟機上裝配雙滾珠自動平衡機構的系統，利用 Multiple scales 方法求得穩定的平衡

解，並藉以估測自動平衡機構的效能，另外以數值分析得到完全平衡解的穩定區

域。Lu 與 Wang 等人[9]提出雙滾珠系統所有可能平衡解的存在區域，並以

Routh-Hurwitz Criterion 解析地判讀平衡解的穩定性，當中提出穩定的完全平衡解

與不完全平衡解都分別僅具有唯一的形式，同時以數值分析及實驗結果驗證之。

Chung [10]分別考慮滾珠自動平衡機構在水平與垂直擺置條件下，重力與角速度所

造成的效應，由數值結果說明當自動平衡機構垂直擺置而呈完全平衡時，轉軸因

重力作用而有靜態偏移，但無迴轉振動。 

多滾珠的系統明顯增加了分析的困難度，然而實際應用於光碟機的平衡機構

大多配備多顆滾珠。因此，有部份文獻針對多滾珠的制振行為加以探討。Lu 與 Hung 

[11]，以三顆滾珠的自動平衡系統進行研究，發現多滾珠系統的完全平衡位置的穩

定區域較雙滾珠系統為大。完全平衡解的穩定區域影響自動平衡機構的效能，較

大的穩定區域代表較強靭的自動平衡機構。Green 與 Champneys 等人[12] 針對多

顆滾珠之系統提出研究結果，主要說明增加軌道內滾珠的數量，將使得系統增加

了可能的平衡位置與完全平衡的自由度，讓系統具有更大的參數適用範圍。 

同屬於二維制振範疇，另有些研究專注在某些進一步的行為特性，如光碟機

承板的扭轉效應、滾珠的滾動摩擦以及軌道摩擦等。Kim 和 Chung [13]以光碟機的

橡膠支承的剛性與阻尼係數為參數，比較完全平衡解的穩定區域的大小；他們認

為光碟機內部承板的平移與旋轉共振頻率，均會影響自動平衡機構的平衡效能。

Huang 和 Chao 等人[14]針對軌道偏心、滾動摩擦力以及軌道內流體的阻力進行研

究，證實軌道偏心與滾動摩擦力將增加系統的徑向振幅，而軌道內的流體阻力能

改善暫態響應，同時建立實驗驗證之。Chao 和 Sung 等人[15]、[16]針對光碟機的

扭轉效應進行動態分析，求得穩態解並繪出穩定性的數值結果，結論中提出光碟

機必須在高於扭轉共振頻率才可能平衡運轉，且完全平衡解是唯一存在的穩定平

衡解[15]。同時探討滾珠滾動摩擦的效應，假設滾珠的驅動力小於磨擦力時即停止
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滾動，利用 Multiple scales 做漸進分析，說明滾動摩擦對滾珠定位誤差的影響，並

針對鋼、銅與鋁製軌道進行實驗[16]。Yang 和 Ong 等人[17] 以理論與實驗研究軌

道摩擦對滾珠定位的影響，得知當系統的固有偏心量很小時，滾珠的驅動力會小

於摩擦力，此時滾珠較難定位至理想的完全平衡位置。Van de Wouw 與 Van den 

Heuvel 等人[18]就乾摩擦（Coulomb friction model）假設下，自動平衡機構的效能

提出見解，認為摩擦力的存在使得滾珠可能定位於平衡位置附近，而過大的滾珠

定位範圍將造成平衡結果惡化，系統效能隨之下降。 

另外，配置滾珠自動平衡機構的系統除了平衡解之外，亦可能出現滾珠繞軌

道週期性運轉的穩態振動行為。對於包含週期解的全域研究如 Green 與 Champneys

等人[19]、[20]藉由 Pseudospectra 數值理論，討論滾珠平衡機構在不同初始條件下

的暫態響應[19]並利用分歧圖呈現各參數平面上的穩定邊界[20]。結果顯示，在某

些參數條件下，系統可能被吸引至穩態週期解。 

當轉子系統的質心並不與自動平衡機構位於同一平面上時，系統將同時受到

不平衡力與力矩的作用。對於此類型系統的非平面運動，亦有許多學者著墨。Chung

等人分別探討 Jeffcott rotor [21]與 Stodola-Green rotor model [22]加裝滾珠型自動平

衡機構的系統，以極座標形式推導非線性運動方程，並針對穩定性提出討論，認

為滾珠型自動平衡機構對這兩種轉子的制振情形同樣具有成效。Chao 和 Huang 等

人[23]利用高階 Runge-Kutta 模擬光碟機非平面運動，指出在偏心碟片下方適當位

置安裝自動平衡機構，有助於降低光碟機的傾斜角。DeSmidt [24]探討裝置雙滾珠

自動平衡機構的彈性軸-偏心碟片系統在過臨界轉速下的制振行為。文中指出，只

要適當選擇自動平衡機構與偏心碟片間軸向偏移的距離，則彈性軸側向振動與非

平面的振動皆能予以抑制。Kim 和 Lee 等人[25]利用平移座標與尤拉角（Euler 

angles）描述光碟機的空間三維運動，提出平面運動的假設能有效簡化分析，且光

碟機的迴轉運動不能被忽略，穩定的操作轉速應同時大於平移與迴轉共振頻率。

Rajalingham 和 Bhat [26]探討垂直懸臂彈性轉軸配置雙滾珠型自動平衡機構的完全
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平衡，利用非線性響應分析，說明系統可能完全平衡也可能呈現週期運動。 

前述各文獻均是對配置單一個滾珠自動平衡機構的系統進行探討，但對於一

般偏心轉子的三維制振，應考慮兩個平面以上的平衡，亦即須有兩個以上的自動

平衡機構才能同時平衡轉子的質心偏移與軸線失準，使三維系統完全平衡，然而

這類型的文章並不多見。Hedaya 和 Sharp [27]利用一對雙滾珠自動平衡機構，分別

配置在近乎垂直的剛性轉子的兩水平面上，考慮作用於系統的不平衡力與力矩，

推導此系統的平移與迴轉運動方程，並透過數值分析提出此轉子能否制振，關乎

系統支承、轉速與滾珠軌道阻尼。Rodrigues 和 Champneys [28]等人研究自動平衡

機構於兩平面間平衡的系統，探討其可能的平衡位置，並提出非線性分歧分析的

結果。Ehyaei 與 Moghaddam [29]在具彈性的偏心旋轉軸上裝配 n 個滾珠型自動平

衡機構，分析其動態穩定性與時間響應，當中指出軌道阻尼是獲致平衡的必要參

數。 

創新性的想法一直是各領域的研究與應用能否突破的關鍵，亦是專利所保護

的精神。就光碟機自動平衡機構的構造與控制方法的改善，以國內專利為例，關

於構造的改良如蔡震星與郭立華[31]、[32]在光碟機的轉盤或夾持座內設置大小不

同的滾珠，讓不同滾珠有不同的釋放轉速，先前釋放的滾珠會因後釋放的滾珠撞

擊所帶來的動能克服摩擦力，俾達到降低振動及噪音之功效[31]。另外在光碟機的

轉盤或夾持座內設置一多極磁石及複數個滾珠，該多極磁石可使滾珠於釋放前能

平均分佈，藉以降低釋放後對無偏心碟片造成不當的影響[32]。另一方面，就控制

方法的改善，如廖正堯和陳子南[33]等人，在馬達轉速到達臨界速度前，加入一等

速旋轉的步驟，之後再以馬達最大扭力加速通過系統的臨界速度，此時因慣性力

的作用，增加了通過臨界速度的擾動力，使滾珠順利定位到碟片不平衡量反相的

位置。在迴轉機具平衡改善的專利方面，如蔡俊毅[34]將滾珠軌道配置與鑽軸同

心，利用滾珠在高速旋轉時之自動平衡功能，達到鑽軸運轉時的平衡。在期刊論

文部分，Wang 和 Lu [30]提出單滾珠-彈簧自動平衡系統，利用與滾珠連接的徑向
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彈簧來增加完全平衡解的自由度。其結論指出，將固定軌道改以徑向彈簧取代，

可以增加完全平衡解的穩定區域。 

總結而論，滾珠型自動平衡機構已被證實可有效的抑制二維平面上的偏心振

動，目前更被廣泛的應用在光碟機的減振上。但是對於滾珠型自動平衡機構各平

衡解的穩定性探討，以數值分析或微擾法為主，較少見以解析的方式得到明確的

穩定或不穩定條件。另外，在剛性偏心長轉子三維制振與動態平衡上的應用，尚

未有完整清楚的研究，尤其缺少實驗驗證。 

 

1-3 論文架構與說明 

 

本論文主要研究滾珠型自動平衡機構在二維偏心碟片與三維偏心轉子的制振

特性，首先針對不同的系統建構相對應的理論模型，再利用 Lagrange’s equations

推導各系統的統御方程，同時解出其平衡解並分析各平衡位置的存在區間與條

件，接著以 Routh-Hurwitz criterion 解析平衡解的穩定性，並且探討不同系統參數

對穩定區域的影響，最後架構三維轉子系統的制振實驗以驗證理論分析結果。綜

觀先進之文獻論述，本文安排於二~五章中各提出一些進一步的研究成果，以期能

略補疏漏。 

第二章主要提出雙滾珠系統的平衡解穩定性的解析性研究。第三章則將雙滾

珠系統的固定軌道改以徑向彈簧取代，同樣以解析的方式探究此雙滾珠-彈簧系統

的穩定性，並比較兩者完全平衡解的穩定區域的差異。對於剛性偏心長轉子三維

制振的應用則在第四章探討，並於文中提出兩端面裝置雙滾珠自動平衡機構的剛

性偏心長轉子系統在靜態不平衡(static unbalance)與力偶不平衡(couple unbalance)

狀態下的解析解。第五章則架構三維制振系統的實驗設施，考量定子的影響，修

正第四章的基本理論模型，使理論與實驗相互驗證。最後在第六章結論中統整全

文的結果，並提出滾珠型自動平衡機構應用於二維與三維系統設計的一般性準則。 
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第二章 滾珠自動平衡機構應用於二維偏心系統之制振 

 

2-1 滾珠自動平衡機構-偏心碟片二維制振系統 

 

光碟片的偏心質量在高速運轉下會造成嚴重的偏心振動，進而影響資料的存

取。抑制因碟片偏心而導致的旋轉振動的方法之一是在光碟機馬達主軸上裝置一

個滾珠型自動平衡機構。此自動平衡機構乃由單一或數個軌道及可沿軌道自由移

動的數顆滾珠所組成。圖 2-1所示為一典型滾珠型自動平衡機構的示意圖。首先簡

單說明滾珠型自動平衡機構的作動原理，考慮一個具等向彈性支承且無阻尼的二

維偏心碟片旋轉系統。系統靜止時碟片的幾何中心 C 位於固定點 O，質心 G 偏離

幾何中心。在等速運轉時，由於偏心不平衡量的作用，使得 C 點以相同於碟片旋

轉的角速度繞著 O 點迴轉。碟片的質心 G 位於 OC 線上，當轉速低於系統的自然

角頻率（次臨界轉速）時，質心 G 相較於碟片中心遠離 O 點，定位在線段 OC 外；

相反的當轉速高於系統的自然角頻率（過臨界轉速）時，質心 G 定位於線段 OC

內[35]。另一方面，不論轉速高低，可自由滾動的滾珠的質心都定位於線段 OC 外。

因為滾珠和碟片質心在高轉速時的定位不同使得滾珠在高轉速時可以平衡碟片的

偏心量。更明確說明如下，次臨界轉速時（圖 2-2），質心和滾珠都定位於線段OC

外，此時滾珠會加大偏心振動。另一方面，過臨界轉速時（圖 2-3），滾珠的質心

仍位於線段 OC 外，但平衡後的質心轉而定位於線段 OC 內。換言之滾珠和碟片質

心位於碟片直徑的兩端。此時如果滾珠所能提供的最大制振平衡量（滾珠質量與

滾珠運行軌跡半徑的乘積）大於碟片的偏心不平衡量（偏心質量與偏心距離的乘

積），滾珠會張開適量的幅角，使碟片呈現完全平衡，如圖 2-3(a)所示；如果滾珠

的最大制振平衡量小於碟片偏心不平衡量，滾珠將緊靠在一起盡最大可能地抑制

系統的偏心振動，如圖 2-3(b)所示。 

總而言之，當光碟機的主軸轉速為過臨界轉速時，自動平衡機構內的滾珠將
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定位至適當位置以平衡系統的偏心不平衡量。但在次臨界轉速時，卻反將因滾珠

的定位而導致更大的振動。 

 

圖 2-1 滾珠自動平衡機構與二維偏心碟片系統示意圖 

 

O

G

C

trace of C

 

圖 2-2 次臨界轉速時，滾珠的定位情形 

O,C

G

       

(a)                                (b) 

圖 2-3 過臨界轉速下，滾珠的最大制振平衡量大於(a)及小於(b)偏心不平衡量時滾

珠的定位情形 
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另一個影響滾珠型自動平衡機構效能的是平衡位置的穩定性。平衡位置的穩

定性和選取的工作條件極為相關，對此前人利用數值分析已有相當多的探討（[1]、

[2]、[8]等）。然而由數值分析的結果，較難完整確認各參數對系統平衡位置穩定性

的影響。本章針對二維制振系統的理論模型與各動態平衡位置進行討論，著重在

以解析的方式探討平衡位置的穩定性，進而提出判斷準據。並佐以數值方式定量

探討系統參數-轉速平面上各平衡位置的穩定區域。這個結果將有助於正確選取系

統參數，使系統具有更大且更明確的轉速適用範圍。 

 

2-1-1 二維制振系統理論模型 

 

為了解滾珠型自動平衡機構對二維系統的制振行為，建構滾珠自動平衡機

構、偏心碟片與支承系統的模型如圖 2-4所示。質量為 dm 的碟片以固定角速度ω 迴

轉，G 與 C 分別代表碟片的質心與其幾何中心。質心 G 的偏心距離為 e，因此碟

片的偏心不平衡量為 dm e 。自動平衡機構所含各滾珠的質量均為 bm ，滾珠軌道半

徑為 d。假設滾珠和軌道間的能量消散機制可以黏滯阻尼來描述，對應的阻尼係數

為 bc 。將滾珠視為質點，則n顆滾珠的自動平衡機構所能提供的最大制振平衡量為

bn m d。系統的支承可以等向性的線性彈簧與黏滯阻尼來描述，分別假設其彈性模

數為 k ，阻尼係數為 c。 

為描述此系統的運動狀態，令直角座標OX Y 為固定參考座標系。當系統轉速

為零時，支承彈簧沒有變形，此時碟片中心 C 與座標原點 O 重合。另外定義以固

定 O 點為座標原點的迴轉座標系 O x y，O x y以相同於碟片的角速度ω 等速迴轉，

CG
����

和正 x軸平行。碟片中心 C 相對於迴轉座標系Ox y的座標值為 )ˆ,ˆ( yx ，則碟片

質心 G 位於 )ˆ,ˆ( yex + 。滾珠的位置由相對於碟片質心 G 的超前角 iβ （ 1i n= ⋯ ）來

表示。選用迴轉座標系來描述系統行為的好處為統御方程式能以自主（autonomous）
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方程的形式呈現。 

iβ

bm

tω

tω

x̂ ŷ

x

y

ed
k

c

ck

 
圖 2-4 滾珠型自動平衡機構對二維制振系統的理論模型 

 

2-1-2 統御方程 

利用 Lagrange’s equations 

0
k k k k

d T T V R

dt q q q q

 ∂ ∂ ∂ ∂− + + = ∂ ∂ ∂ ∂ ɺ ɺ
  (2-1) 

推導系統的統御方程式，其中 kq 為廣義座標、T 代表系統動能、V 代表系統位能、

R 為 Rayleigh’s dissipation function。系統的動能為 

( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 2 2 2 2 2

22 2 2 2

1

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2

2 2
1 1

ˆ ˆ2 2
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ2 cos 2 sin

      

      

n

d b i
i

i i i i

T J M x y x y x y x y

m x e e e y m d

d y x d y x

ω ω ω

ω ω ω β ω

ω β ω β ω β ω β
=

 = + + + − + + +
 

+ + + + +


+ + + − +


∑

ɺ ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ

ɺ ɺɺ ɺ

 (2-2) 

其中 J 為等效轉子的轉動慣量、M 表示系統總質量。系統位能為 

( )22 ˆˆ
2

1
yxkV +=

  (2-3) 
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最後，Rayleigh’s dissipation function可整理成 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2

1

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2

2 2

n

b i
i

R c x y x y x y x y c dω ω β
=

 = + + − + + +
  ∑ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ  (2-4) 

將式(2-2)~(2-4)代入式(2-1)中，同時針對雙滾珠系統令 2n = ，可得非線性統

御方程式： 

( )

2
2 2

1

2

ˆ ˆ ˆ( ) cos sin 2

ˆ ˆ 0       +

b i i i i d
i

M x m d m e c x M y

k M x c y

β ω β β β ω ω

ω ω
=

 − + + − + − 

− − =

∑ɺɺ ɺ ɺɺ ɺɺ

 (2-5) 

( )
2

2 2

1

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) sin cos 2

ˆ 0       +

b i i i i
i

M y m d c y M x k M y

c x

β ω β β β ω ω

ω
=

 − + − + + + − 

=

∑ɺɺ ɺ ɺɺ ɺɺ

 (2-6) 

( ) ( )2 2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 cos 2 sin

0 1, 2       +         

b i i i

b i

m d y x y x y x d

c d i

ω ω β ω ω β β

β

 + − − − − +
 

= =

ɺɺ ɺ ɺɺ ɺ ɺɺ

ɺ

 (2-7) 

為簡化後續的分析，引入下列無因次化參數 

ˆ ˆ
, , , 2 , 2

, , ,

n n b b b n

b b
n b

n d

x y
x y t c M c m

d d

m m dk

M M m e

τ ω ς ω ς ω

ω ω µ η
ω

= = = = =

Ω = = = =
 (2-8) 

其中ς 與 bς 分別表示系統支承阻尼比與滾珠軌道阻尼比，Ω代表工作轉速與系統

自然頻率的比值，η 為單一滾珠的最大制振量與偏心不平衡量的比值。將式(2-8)所

列的無因次化參數代換至式(2-5)~(2-7)，可得無因次化的統御方程式如下： 

( )
2

2 2

1

2

( ) cos sin 2 2 1

2       

b i i i i
i

b

x x y x

y

µ β β β β ς

µς
η

=

′′ ′ ′′ ′ ′ − + Ω + + − Ω + − Ω 

Ω− Ω =

∑
 (2-9) 

( )
2

2 2

1

( ) sin cos 2 2 1

2 0       

b i i i i
i

y y x y

x

µ β β β β ς

ς
=

′′ ′ ′′ ′ ′ − + Ω − + + Ω + − Ω 

+ Ω =

∑  (2-10) 

( ) ( )2 22 cos 2 sin

2 0 1, 2               

b i i i

b b i

y x y x y x

i

µ β β β

ς µ β

 ′′ ′ ′′ ′ ′′+ Ω − Ω − − Ω − Ω + 

′+ = =
 (2-11) 

其中 ( ) ( )d

dτ
′ = ，表示對參數τ （定義如式(2-8)）的微分。最後，令
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[ ]1 2, , ,
T

x y β β=q ，可將無因次化的統御方程式表為矩陣形式 

TD TD TD TD′′ ′M q + D q + g + f = 0   (2-12) 

其中， 

1 2
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( )

2
2

1

2
2

1

cos

sin

0

0

b i i
i

b i iTD
i

µ β β

µ β β

=

=

 ′− 
 
 ′−=  
 
 
 
 

∑

∑g  

22
2 2

1

2
2 2

1

2
1 1

2
2 2

(1 ) 2 cos

2 (1 ) sin

( sin cos )

( sin cos )

b
b i

i

b iTD
i

b

b

x y

x y

x y

x y

µς µ β
η

ς µ β

µ β β
µ β β

=

=

 Ω− Ω − Ω − Ω − 
 
 

Ω + − Ω − Ω=  
 
 Ω −
 

Ω − 

∑

∑f  

下標「TD 」表示描述的系統為傳統（Traditional）固定軌道型式的滾珠自動平衡

機構應用於二維碟片（Disk）制振的系統。 
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2-2 二維制振系統的平衡位置 

 

2-2-1 平衡解的類型 

分析非線性系統的首要步驟是確認系統的平衡位置，對自主系統而言，當描述

系統行為的廣義座標不隨時間變化時，即代表此系統達到平衡狀態。令式(2-12)中

時間微分項為 0，而 1 2, , ,
T

x y β β =  q 代表系統的平衡位置，得到平衡方程式

( )TD =f q 0 如下， 

22
2 2

1

2
2 2

1

2
1 1

2
2 2

(1 ) 2 cos 0

2 (1 ) sin 0

( sin cos ) 0

( sin cos ) 0

b
b i

i

b i
i

b

b

x y

x y

x y

x y

µς µ β
η

ς µ β

µ β β
µ β β

=

=

 Ω− Ω − Ω − Ω − =

 Ω + − Ω − Ω =

 Ω − =


Ω − =

∑

∑  (2-13) 

為便於求解平衡位置，利用極座標形式變數代換 

cos , sinx r y rθ θ= =  

其中 r 為碟片的徑向穩態振幅，θ 為 OC相對於正 x軸的夾角。將式(2-13)改寫以

極座標描述， 

( )
( )

22
2 2

1

2
2 2

1

2
1

2
2

(1 ) cos 2 sin cos 0

2 cos (1 ) sin sin 0

sin 0

sin 0

b
b i

i

b i
i

b

b

r r

r r

r

r

µθ ς θ µ β
η

ς θ θ µ β

µ β θ

µ β θ

=

=

 Ω− Ω − Ω − Ω − =


 Ω + − Ω − Ω =



Ω − =


Ω − =

∑

∑  (2-14) 

值得注意的是， bς 並未出現在平衡方程式中。此意謂著滾珠和軌道間的黏滯阻尼

不會影響系統的平衡位置。再者，由於 0bµ > 且 0Ω > ，因此由式(2-14)-3與(2-14)

-4 得到 

( )sin 0 1, 2        ir iβ θ− = =   (2-15) 



 15

滿足式(2-15)的平衡解可分為兩類：其一為 0r = ，稱為完全平衡解，如圖 2-5(a)所

示。其二為 ( )sin 0iβ θ− = 的解，此時 0r ≠ ，稱為不完全平衡解。由於兩滾珠不可

區分，因此不完全平衡解可再區分為（i） 1 2β β θ= = 、（ii） 1 2β β θ π= = + 及（iii）

1β θ= 且 2β θ π= + ，分別示於圖 2-5(b)~(d)。加上完全平衡解（iv） 0r = ，此系

統共有上述（i）~（iv）四組可能的平衡解。 

 

    

(a)                              (b) 

 

      

(c)                              (d) 

圖 2-5 (a)完全平衡解，(b) ~ (d) 不完全平衡解 

bm2β θ π= +

1β θ=
bm

θ
x

y

G

bm2

iβ θ=
θ

x

y

GG

bm

x

y

1β

1β−

bm

iβ θ π= +

θ
x

y

bm2

G
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為使各平衡解型態的區分更為簡潔，且便於後續討論，依其特性以代號來表

示。第（i）與（ii）類型平衡解的兩滾珠均緊靠在一起，其型式同於質量為2 bm 的

單（Single）滾珠系統，因此將其平衡位置（Position）分別以 1SP 與 2SP 來表示。第

（iii）類型平衡解的兩滾珠定位在碟片直徑的兩端，彼此間的效應相互抵銷，其效

應等同於無（No）滾珠系統，因此將其平衡位置以 NOP 表示。最後，由於完全平衡

解最重要的特性為其穩態振幅值為 0，故而以 0P 來表示。 

 

2-2-2 平衡位置的解析解與存在區間 

本節推導系統四種類型的平衡位置的解析解。分別說明如下： 

（i） 1SP （ 0r ≠ 且 1 2β β θ= = ） 

將 1 2β β θ= = 代入方程式(2-14)-1與(2-14)-2，並經計算化簡可得 

( )
2

2 2

2

1 2 cos

2 sin

b
b

b

r

r

µµ θ
η

µς θ
η

 − ΩΩ − + Ω =



− Ω Ω =


  (2-16) 

由式(2-16)-2可知sin 0θ ≤ ，亦即 0π θ− ≤ ≤ 。再者，由式(2-16)-1可知，若 1Ω > 則

cos 0θ < ，由於需同時滿足聯立式，所以
2

ππ θ− ≤ < − 。 

將式(2-16)等號兩邊各自平方後相加，可解得兩個可能的平衡位置，以 1SP± 表

示，其所對應的徑向振幅 1Sr
+ 與 1Sr

− 分別為 

( )1

1

2S
TD T TD

S

r
p

r
η

+

−


= − ±


R D   (2-17) 

其中， 

( )
2

2 2
b

TD

T Tp q

µ
η

Ω=
+

R 、 2 2 2 24TD T T Tp q qη= + −D  (2-18) 
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而 Tp 與 Tq 可表為Ω的函數如下， 

12 −Ω=Tp 、 2Tq ς= Ω   (2-19) 

此外， 1Sr
± 對應的相角 1Sθ ± 可表為 

1 1
1 2

1

tan
2

T S
S

T S b

q r

p r
θ

µ

±
± −

±

−=
− − Ω

  (2-20) 

由於 r 為徑向振幅，必須為正實數。由式(2-17)可知， 1Sr
± 為實數，若且唯若 0TD ≥D ，

亦即 2 2 2 24 0T T Tp q qη+ − ≥ ，換言之， 

( )222

2 2 2

11 1
1 1

2 2 4
T

Tcr
T

p

q
η η

ς
Ω −

≤ = + = +
Ω

 (2-21) 

顯而易見地
1

2Tcrη ≥ ，而且當 1Ω = 時，其值為最小值
1

2
。同時由 r 應為正實數，可

分別推論出各平衡解在次臨界和過臨界轉速下的存在條件。 

（i.a） 1Sr
+ 為正實數（ ( )1 2S TD T TDr pη+ = − +R D ） 

� 當0 1< Ω < 時 ( )0<Tp ，只要 Tcrη η≤ ，則必然滿足 2 0T TDpη− + >D 使 11r 為

正實數。 

� 當 1Ω ≥ 時 ( )0Tp ≥ ，必須滿足 2TD Tpη>D 方能使 11r 為正實數，可推得

2

1<η 為其限制範圍。 

（i.b） 1Sr
− 為正實數（ ( )1 2S TD T TDr pη− = − −R D ） 

� 當0 1< Ω < 時 ( )0<Tp ，必須滿足 2 T TDpη− > D 方能使 1Sr
− 為正實數，可推

得
1

2 Tcrη η< ≤ 為其限制範圍。 

� 當 1Ω ≥ 時 ( )0Tp ≥ ， 1Sr
− 不存在正實數解。 

將 1SP 的平衡解的限制條件整理如下 
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1 0Sr
+ > ：

for 0 1

1
for 1

2

Tcrη η

η

≤ < Ω <

 < Ω ≥

  (2-22) 

1 0Sr
− > ：

1
for 0 1

2 Tcrη η< ≤ < Ω <   (2-23) 

 

（ii） 2SP （ 0r ≠ 且 1 2β β θ π= = + ） 

將 1 2β β θ π= = + 代入方程式(2-14)-1與(2-14)-2，並經計算化簡可得 

( )
2

2 2

2

1 2 cos

2 sin

b
b

b

r

r

µµ θ
η

µς θ
η

 − ΩΩ − − Ω =



− Ω Ω =


  (2-24) 

由式(2-24)-2可知 0π θ− ≤ ≤ 。將式(2-24)等號兩邊各自平方後相加，以 2SP± 表示解

得的兩個平衡位置， 2Sr
+ 與 2Sr

− 分別為對應的徑向振幅 

( )2

2

2S
TD T TD

S

r
p

r
η

+

−


= ±


R D   (2-25) 

其中 TDR 、 TDD 以及 Tp 、 Tq 與式(2-18)、式(2-19)定義相同；此外， 2Sr
± 對應的相角

2Sθ ± 亦可表為 

1 2
2 2

2

tan
2

T S
S

T S b

q r

p r
θ

µ

±
± −

±

−=
− + Ω

  (2-26) 

接著考慮 2Sr
± 為正實數，推論各平衡解在次、過臨界轉速下的存在條件。 

（ii.a） 2Sr
+ 為正實數（ ( )2 2S TD T TDr pη+ = +R D ） 

� 當0 1< Ω ≤ 時，必須滿足 2TD Tpη> −D 方能使 2Sr
+ 為正實數，可推得

2

1<η

為其限制範圍。 

� 當 1Ω > 時，若 Tcrη η≤ ，則 2Sr
+ 為正實數。 
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（ii.b） 2Sr
− 為正實數（ ( )2 2S TD T TDr pη− = −R D ） 

� 當0 1< Ω ≤ 時， 2Sr
− 不存在正實數解。 

� 當 1Ω > 時，必須滿足2 T TDpη > D 方能使 2Sr
− 為正實數，可推得

1

2 Tcrη η< ≤

為其限制範圍。 

將 2SP 的平衡解的限制條件整理如下 

2 0Sr
+ > ：

1
for 0 1

2
for 1Tcr

η

η η

 < < Ω ≤

 ≤ Ω >

  (2-27) 

2 0Sr
− > ：

1
for 1

2 Tcrη η< ≤ Ω >   (2-28) 

 

（iii） NOP （ 0r ≠ 且 1β θ= 、 2β θ π= + ） 

將 1β θ= 與 2β θ π= + 代入方程式(2-14)-1與(2-14)-2，並化簡為 

( )
2

2

2

1 cos

2 sin

b

b

r

r

µ θ
η

µς θ
η

 − ΩΩ − =



− Ω Ω =


  (2-29) 

解得平衡位置的徑向振幅 NOr 為 

2 2
NO TD T Tr p q= +R   (2-30) 

其中 TDR 、 Tp 及 Tq 與前述定義相同。 NOr 對應的相角 NOθ 為 

1tan T
NO

T

q

p
θ −=   (2-31) 

由式(2-30)可知 NOr 必然為正實數。此外，因為兩滾珠所有的特性一致，因此

1

2

β θ
β θ π
 =


= +
與 1

2

β θ π
β θ
 = +


=
就系統的平衡解而言，是完全相同的。 
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（iv） 0P （ 0r = ） 

此時系統達完全平衡，其振動量為 0。將 0=r 代入式(2-14)-1與(2-14)-2中，

並化簡為 

2

1

2

1

1
cos

sin 0

i
i

i
i

β
η

β

=

=

 = −


 =


∑

∑
  (2-32) 

可解得 

1
1

1
cos

2
β

η
−  = − 
 

、 2 1β β= −   (2-33) 

由式(2-33)可知，唯有當
1

2
η ≥ 時 1β 才存在，意即

1

2
η ≥ 為 0P 解存在的限制條件；同

時可得， 1

3

2 2

π πβ≤ ≤ 。此結果指出，當系統完全平衡時，具有下列特性 

� 當
1

2
η = 時， 1β π= 、 2β π= − ；此時兩滾珠緊靠一起且相對於碟片中心 C

平衡於碟片質心 G的徑向對邊端點。 

� 當
1

2
η > 時，兩滾珠相對於碟片中心定位在碟片質心的異側，且相對於 CG

具有大小相同但方向相異的夾角。 

� 隨著η 值增加，兩滾珠間的幅角跟著增加，但始終平衡於碟片偏心的異側。

此意謂著，滾珠自動平衡機構藉由兩滾珠張開幅角所提供的分量和，完美

地平衡了碟片偏心所造成的不平衡量。 

 

由上述關於平衡位置的解析與存在區間的分析可知，η 、Ω與ς 為影響系統

平衡位置的主要參數，且系統共存在有六種可能的平衡位置，每個平衡位置均能

在 ηΩ − 平面上推論出其存在區間。圖 2-6所示為當 0.1ς = 時，六種平衡位置在

ηΩ − 平面上的存在區間。其中 Tcrη 所描繪的曲線與水平線
1

2
η = ，將 ηΩ − 平面劃

分為四個區域，每個區域內存在的平衡位置的種類和數目都不同。單一區域最多
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有四種不同的平衡位置。分別描述各區域內的平衡位置如後。水平線
1

2
η = 以下為

區域（I），此區域中不存在完全平衡解，只有 1SP+ 、 2SP+ 與 NOP 三種解可能存在。 Tcrη

在0 1< Ω < 區間為單調遞減，當 1Ω > 時則為單調遞增，並且當 1Ω = 時與
1

2
η = 相

切。因此當
1

2
η > 時， Tcrη 定義的曲線將 ηΩ − 平面劃分成三個區域，依照Ω增加的

方向分別為區域（II）、（III）與（IV），各區域可能存在的平衡解如圖所標示。圖

中被〝□〞框起的平衡位置將於後續討論中，解析地證明出其為不穩定平衡。 

0 1 2 3
0

1

2

3

η

Ω

(I)

(II)

(III)

(IV)

1 1,  S SP P+ −

0,NOP P

0P 0P

NOP

Tcrη

2 0, ,        S NOP P P±

1 2, ,        S S NOP P P+ +

 
圖 2-6 六種平衡解在 ηΩ − 平面上的存在區間 

 

2-3 二維制振系統的穩定性分析 

 

2-3-1 平衡解的穩定性解析 

自主系統平衡位置的穩定性可由系統方程式在平衡位置上線性化後的特徵值

來決定，而特徵值即為下列特徵多項式的根； 

( ) 1 2
0 1 2 1

n n n
n nF s a s a s a s a s a− −

−= + + + + +⋯  (2-34) 

若所有特徵值的實部均為負值，則此平衡位置為穩定。特徵多項式的係數 ia 和平
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衡位置及系統參數有關。依據 Routh-Hurwitz Criterion，系統平衡位置的穩定性可

直接由特徵多項式的係數來判讀[36]，而判斷平衡位置穩定與否的一項必要條件是

特徵多項式的所有係數都必須具有相同的正負號。配備雙滾珠自動平衡機構的旋

轉碟片系統的特徵多項式的所有係數分別為 

( ) 2
0 1 2

1
1 2 1 cos2( )

2b ba µ µ β β = − + − −   (2-35) 

( ) ( )1 4 1 b ba µ ς ς= − ⋅ +   (2-36) 

( ) ( ) ( )
( )

2 2
2 1 2

2 2 2
1 2

1 2 1 4 cos( ) cos( )

       4 2 1 cos 2( )

b b

b b

a rµ ςς β θ β θ

ς ς µ β β

 = − ⋅ + Ω + + Ω − + − 

 + + + Ω − − 

 (2-37) 

( ) ( ) ( )( ){
( ) ( )}

2 2 2 2
3

2
1 2

2 2 4 2 1 1 4 1 2

      2 cos( ) cos( )

b b b b b

b b

a

r

ς ς ς µ ς ς µ

ς µ ς β θ β θ

 = + − + Ω + + + + Ω 

 + Ω − + − + − 

 (2-38) 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

22 2
4

2 2 4 2 4
1 2

2 4 2
1 2

2
1 2   

1 8 2 1 4 3 4 1

 2 2 3 1 cos 2( )

 cos( )cos( ) 4 2

    2 1 cos( ) cos( )

b b b b b b

b b b

b

b

a

r r

ς ς ς ςς ς µ ςς µ

ς µ µ β β

β θ β θ ς ς ς

µ β θ β θ

 = Ω − + + + + + + +  

+ Ω + Ω + Ω − −

+ Ω − − + Ω +

+ − + Ω − + −

 (2-39) 

{ ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )}

22 4 2 2
5 1 2

2 2 4 2 2

2
1 2

4 cos( )cos( ) 1 4 1

 2 2 3 3 1 2

 cos( ) cos( )

b b

b b b b b

b b

a r

r

ς β θ β θ ς ς ς

ς µ ς µ ς ς ς ς ς

ς ς µ ς β θ β θ

= Ω − − + Ω − + + Ω

+ + Ω + + Ω + Ω + +

+ + + Ω − + −

 (2-40) 

( )
( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

4 4 2 2 2
6 1 2

22 2 2 2

2 4 2 2
1 2

22 2 2 2 2 2 2

1 2

24 2 1 2 sin ( )

       4 1 4

       2 1 2 cos( )cos( )

       1 4 8 1 6

                  cos( ) cos( )

b b b b

b

b b

a

r

r

ς ς µ µ µ β β

ς ς

ς β θ β θ

ς ς ς µ

β θ β θ

 = Ω + Ω Ω − + Ω − 

 + Ω − + Ω
  

+ Ω + Ω + − −

 + Ω Ω − + Ω + + Ω + Ω + Ω
  

− + −

 (2-41) 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2
7 1 2

22 2 2
1 2

2 2 1 2 1 cos( )cos( )

1 4 3 cos( ) cos( )

b b

b b b

a r rµ ς ς β θ β θ

ς ς ςς µ β θ β θ

 = Ω Ω Ω − + Ω + Ω − − 

 + Ω − + Ω + Ω − + −     

 (2-42) 

( )

( ) ( )

24 2 2 2 2
8 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

1 4 cos( )cos( )

1 cos( ) cos( ) sin ( )b b

a r

r

ς β θ β θ

µ β θ β θ µ β β

  = Ω Ω − + Ω − −   

 + Ω Ω − ⋅ − + − + Ω −  


 (2-43) 

很明顯地， 0a 與 1a 永遠為正，因此若將平衡位置代入 2a ~ 8a （式(2-37)~(2-43)），而

能於其中判斷出任意一個係數為負值，則該平衡位置必然為不穩定。依此為判斷

準據，針對二維制振系統的平衡解以解析方式進行穩定性分析，結果如下： 

 

(1). 平衡位置 1SP− 為不穩定平衡 

將 1SP− 的平衡解 1Sr
− 、 1Sθ − （式(2-17)、(2-20)）及 1 2 1Sβ β θ −= = 代入式(2-43)可得

到 

( )
2

2 4 2
8 1

3 6
1

2 2

0

b
S b b T T TD

TD
S b

a r p p

r

µµ µ η
η

µ
η

−

−

 Ω= Ω Ω + − − 
 

= − Ω <

D

D
 (2-44) 

因此，平衡位置 1SP− 為不穩定平衡。 

(2). 平衡位置 2SP− 為不穩定平衡 

將 2SP− 的平衡解 2Sr
− （如式(2-25)）及其對應的相角 2Sθ − （如式(2-26)）與

1 2 2Sβ β θ π−= = + 代入特徵方程式的係數式中，可得 
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( )
2

2 4 2
8 2

3 6
2

2 2

0

b
S b b T T TD

TD
S b

a r p p

r

µµ µ η
η

µ
η

−

−

 Ω= Ω − Ω + − 
 

= − Ω <

D

D
 (2-45) 

故平衡位置 2SP− 為不穩定平衡。 

(3). 平衡位置 2SP+ 為不穩定平衡 

此平衡狀態下兩滾珠緊靠在一起，相對於碟片質心位置有相同幅角

1 2β β θ π= = + 。此時雙滾珠碟片系統相當於兩倍質量的單一滾珠定位於 πθ + 的單

滾珠碟片系統。換言之，若限制兩滾珠一起運動，雙滾珠碟片系統的動態行為將

與單滾珠碟片系統完全一致。而單滾珠碟片系統當滾珠定位在 πθ + 的平衡解的穩

定性可由 Routh-Hurwitz Criterion 證明為不穩定[4]。故對雙滾珠碟片系統而言，

平衡解 2SP+ 亦不穩定。 

(4). 平衡位置 NOP 為不穩定平衡 

將 NOP 的平衡解 NOr （如式(2-30)）、 NOθ （如式(2-31)）及其滾珠定位 1β θ= 、

2β θ π= + 代入特徵方程式的係數式，得到 

( )2 2 4 2 2
8 0NO b T Ta r p qµ= − Ω + <  

所以平衡位置 NOP 為不穩定平衡。 

(5). 當 1<Ω 時，平衡位置 0P 為不穩定平衡 

將 0P 的平衡解 0=r 、、、、 






 −= −

η
α

2

1
cos 1 、 αβ −= 代入特徵方程式的係數式中，

並同時考慮其限制條件
2

1>η ，發現 

( ) 014 24
7 <−ΩΩ= bba ςµ  for 1<Ω  

因此，當 1<Ω 時，平衡位置 0P 為不穩定平衡。 
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為能更清楚呈現各個平衡解的穩定性解析結果，將圖 2-6中不穩定平衡解以

〝□〞框起。表 2-1則依η 和Ω值區分各平衡位置的存在區間，並標示其穩定性。

需注意沒有〝□〞標示的平衡解並不表示必然為穩定，只是無法以解析方式證明

其為不穩定。 

 

表 2-1 六種平衡解的存在區間與穩定性解析整理 

2

1<η  
2

1=η  
2

1
1 >> ηηTcr  1Tcrηη >  

1<Ω  1>Ω  1<Ω  1>Ω  1<Ω  1>Ω  1<Ω  1>Ω  

－－－ －－－ 0P  0P  0P  0P  0P  0P  

1SP+  1SP+  1SP+  －－－ 1SP+  －－－ －－－ －－－ 

－－－ －－－ －－－ －－－ 1SP−  －－－ －－－ －－－ 

2SP+  2SP+  －－－ 2SP+  －－－ 2SP+  －－－ －－－ 

－－－ －－－ －－－ －－－ －－－ 2SP−  －－－ －－－ 

NOP  

 

2-3-2 穩定平衡解的數值分析 

前一節的分析顯示，雙滾珠自動平衡機構與旋轉碟片系統具有四組平衡類

型、六種平衡解，而其中只有兩種平衡解（ 0P 與 1SP+ ）可能是穩定的，並且在 ηΩ −

平面上，此兩種平衡解的存在區域不重疊。換言之， 0P 是唯一可能的完全平衡解，

而 1SP+ 則是唯一可能的不完全平衡解。 

前一節的解析方式無法明確地得到 0P 和 1SP+ 的穩定區域。因此利用數值分析方

式，於 ηΩ − 平面上逐點掃描，在每個點上計算對應特徵多項式的係數，並經由
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Routh-Hurwitz Criterion法判別各平衡位置的穩定性，藉以建立各平衡位置的穩定

區域。圖 2-7為 0.1bµ = 、 0.1ς = 及 0.1bς = 時系統平衡解在 ηΩ − 平面上的穩定區

域，其結果與解析穩定性時所推論的現象一致，六種平衡解當中， 1SP−、 2SP+ 、 2SP− 與

NOP 完全不存在任何穩定參數點，唯有 1SP+ 及 0P 兩種解具穩定性。圖中空白處代表

不穩定區域、斜線部分代表不存在任何平衡解的區域，而淺灰及深灰色區域則分

別為 1SP+ 與 0P 的穩定區域。簡言之，當η 值固定時，在任一操作轉速下，系統至多

僅存在一個穩定的平衡位置。 

 

圖 2-7 平衡解在 ηΩ − 平面上的穩定區域 

 

另一方面，利用數值積分求得系統的運動歷程，以驗證圖 2-7的結果。當

2η = ，在完全平衡位置加上小擾動為初始條件，考慮轉速比在 1.2Ω = 、1.5、2.0

及 2.7Ω = 時完全平衡解的穩定性變化，其參數位置點分別如圖 2-7中的 A、B、C、

D 所示。圖 2-8為 A、B、C、D 四種轉速下，系統的無因次化徑向振幅 r 的運動歷

程。結果顯示 B、D 收斂至完全平衡，而 A、C 則趨近週期運動，代表完全平衡解

Stable Regions of the Equilibrium Positions 

D A B C 
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為不穩定。 
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圖 2-8 驗證完全平衡解的穩定性變化 

 

2-3-3 系統參數對穩定區域的影響 

前兩節的結果顯示（參考圖 2-7），系統的完全平衡解只可能存在於 1Ω > 處的

區域（III）與區域（IV）內；而當系統為不完全平衡時，其穩定平衡解必然以 1SP+

的解形式存在，並且僅可能位於區域（I）與區域（II）的範圍內。除了η、Ω外，

其它系統參數對於平衡解的穩定區域也具有明顯的影響，因此接著考慮在不同參

數條件下，以數值分析的方式分別探討系統支承阻尼ς 與滾珠軌道阻尼 bς 對穩定區

域的效應。 

 

（1）系統支承阻尼ς 對穩定區域的影響 

當 0.1bµ = 、 0.5bς = 時，依據 Routh-Hurwitz Criterion分別於 0.02ς = 及 0.1ς =

條件下，繪出系統在 ηΩ − 平面上各平衡解的穩定區域，結果如圖 2-9(a)、(b)所示。

由 Tcrη （式(2-21)）的定義可知在相同轉速之下，系統支承阻尼越小，則對應的臨

界值 Tcrη 越大，亦即在 ηΩ − 平面上可能存在穩定平衡解的區域越大。由數值分析
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結果顯示，當 1Ω < 時唯一可能穩定性的平衡解 1SP+ ，其穩定區域確實因支承阻尼的

減少（不存在平衡解的區域縮減）而增加。但當 1Ω > 時，平衡解 0P 與 1SP+ 的穩定區

域則隨著支承阻尼的增加而擴大。換言之，當滾珠軌道阻尼夠大（如 0.5bς = ）時，

若欲使系統能在較低轉速下（如 2Ω = ）以完全平衡型態運轉，則適當增加系統支

承阻尼是必要的。另一方面，若系統支承阻尼很小（如 0.02ς = ），則較大的滾珠

質量或軌道半徑（意即較大的制振比η ），均須在較高轉速下始得以獲致穩定的完

全平衡解。 

1 2 3
0

1

2

0.5

1.5

Ω

η

0.02 , 0.5bς ς= =

1SP+

0P

Stable Regions of the Equilibrium Positions

Unstable
  region

1 2 3
0

1

2

0.5

1.5

Ω

η

0.1 , 0.5bς ς= =

(I)

1SP +
0P

Stable Regions of the Equilibrium Positions

Unstable
  region

 

(a)                                (b) 

圖 2-9 系統支承阻尼對平衡解穩定性的影響 (a). 0.02ς = 、(b). 0.1ς =  

 

（2）滾珠軌道阻尼 bς 對穩定區域的影響 

滾珠軌道阻尼的大小雖然不影響系統的平衡位置，卻能顯著地改變平衡解的

穩定性。固定 0.1bµ = 、 0.1ς = ，分別討論滾珠軌道阻尼 0.1bς = 及0.2時，系統各

平衡解在 ηΩ − 平面上的穩定區域，結果如圖 2-10(a)、(b)所示。由於 bς 的改變並

不影響 Tcrη （不存在平衡解的區域不變），因此可以推論當 1Ω < 時平衡解 1SP+ 可能穩

定存在的區域範圍不變。數值分析結果也證實， 1SP+ 於 1Ω < 範圍內的穩定區域，幾

乎不隨滾珠軌道阻尼的改變而改變。另一方面，當 1Ω > 時，平衡解 0P 與 1SP+ 的穩定
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區域則隨著 bς 的增加而擴大。完全平衡解 0P 在 0.1bς = 、0.2及0.5的穩定區域邊界

（分別以中心線、虛線及實線描述）整理於圖 2-11中，由其穩定區域分布結果可

知，適當增加滾珠軌道阻尼將有助於使系統在較低轉速下完全平衡運轉。 

1 2 3
0

1

2

0.5

1.5

Unstable
  region

η

0.1 , 0.1bς ς= =

1SP +
0P

Ω

Stable Regions of the Equilibrium Positions
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0

1

2

0.5

1.5

η

0.1 , 0.2bς ς= =

1SP +
0P

Ω

Stable Regions of the Equilibrium Positions

Unstable
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(a)                                 (b) 

圖 2-10 滾珠軌道阻尼對平衡解穩定性的影響(a). 0.1bς = 、(b). 0.2bς =  

 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0

1

2

0.5
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0.1ς =
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b

ς = 0.1
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b
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圖 2-11 比較不同滾珠軌道阻尼對完全平衡解 0P 的穩定區域的影響 

 

接著同時考慮ς 與 bς 對於各平衡解穩定區域的影響。在 0.5η < 、 0.5η = 及

0.5η > 三種情況下，針對 0.1bς = 、0.2及0.5，於 ςΩ − 平面上繪出系統平衡解的
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穩定區域。首先討論 0.3η = （ 0.5< ）的情形，此時滾珠所能提供的最大制振平衡

量無法完全抑制碟片的偏心不平衡量，由前一節討論可知，此時系統唯一可能存

在的穩定平衡解為 1SP+ 。圖 2-12為 ςΩ − 平面上平衡解 1SP+ 的穩定區域，圖中顯示

1Ω < 時 1SP+ 均呈穩定平衡，而當 1Ω > 時，無論滾珠軌道阻尼的大小為何，系統支

承阻尼越低則 1SP+ 的不穩定區域越大，甚而當 0ς = 時， 1SP+ 在 1Ω > 的轉速範圍內完

全不存在穩定解。 

0 1 2 3 4 5
0

0.04

0.08

0.12

ς

0.5η <

1SP +

Ω

Stable region

Unstable
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0.1
b
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0.2

b
ς =

0.5
b

ς =

Stable Regions of the Equilibrium Positions for

 

圖 2-12 0.3η = 時，平衡解 1SP+ 的穩定區域 

 

接著討論 0.5η = 的情形，此時滾珠的最大制振平衡量恰等於碟片的偏心不平

衡量。圖 2-13為 ςΩ − 平面上平衡解 1SP+ 與 0P 的穩定區域，圖中顯示 1Ω < 時 1SP+ 的

穩定平衡狀態不受ς 與 bς 的影響，而當 1Ω > 時，完全平衡解 0P 在 ςΩ − 平面上的穩

定區域特性與 0.5η < 的不完全平衡解 1SP+ 相同，亦即無論 bς 的大小為何，系統阻尼

越低則 0P 的不穩定區域越大，並且當 0ς = 時， 0P 在 1Ω > 的轉速範圍內同樣不具穩

定性。 
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圖 2-13 0.5η = 時，平衡解 1SP+ 與 0P 的穩定區域 

 

最後討論 0.8η = （ 0.5> ）的情形，此時滾珠的最大制振平衡量大於碟片的偏

心不平衡量，不完全平衡解 1SP+ 僅存在於 1Ω < 且 Tcrη η≤ 的範圍內，而當 1Ω > 時，

系統僅可能出現完全平衡解 0P 。圖 2-14為 0.8η = 時 ςΩ − 平面上平衡解 1SP+ 與 0P 的

穩定區域，圖中顯示 1Ω < 時 1SP+ 的穩定平衡區域受支承阻尼ς 的影響，隨著ς 增加

而範圍縮減。而當 1Ω > 時，完全平衡解 0P 在 ςΩ − 平面上的穩定區域將因滾珠軌

道阻尼 bς 的大小不同而有明顯的改變。 bς 越低 0P 的穩定區域越小。觀察圖 2-13可

知，對固定的軌道阻尼 bς ，存在一臨界的支承阻尼ς 值，當ς 大於這臨界值時，完

全平衡解在過臨界轉速時即為穩定。舉例而言，當 0.2bς = 時，這個臨界的ς 值約

為 0.11。臨界支承阻尼值隨著軌道阻尼值的增加而降低。這顯示，為了保持完全

平衡位置的穩定性，適當的能量消散是必需的。 
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圖 2-14 0.8η = 時，平衡解 1SP+ 與 0P 的穩定區域 
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第三章 滾珠-彈簧自動平衡機構應用於二維偏心系統 

之制振 

 

第二章中探討固定軌道的滾珠型自動平衡機構應用在二維偏心系統的制振問

題，結果顯示，滾珠型自動平衡機構可以有效抑制因碟片偏心所引發的振動，然

而要達到減振的目的，在工作轉速下的各個系統參數必需位於參數空間內平衡位

置的穩定區域內。顯然的較大的穩定區域可以使得光碟機的運作更為強靭，因此

增進自動平衡機構效能的方式之一是擴大完全平衡位置穩定區域。為了達到這個

目的，一個可行的方式是將固定軌道改為包含徑向約束彈簧的自由旋轉直桿。根

據這個概念，我們對單一滾珠-直桿-彈簧單元應用於二維偏心系統的制振進行了初

步的研究[30]。我們提出系統平衡解的解析型式以及各平衡解穩定性的解析結果，

同時以數值方式證明這個設計相較於傳統固定軌道的單滾珠系統，可以增加完全

平衡時的穩定區域。眾所周知，只包含單一自由移動質量的自動平衡機構，無法

平衡任意的偏心量。因此本章中我們將先前的研究拓展至包含兩組滾珠-直桿-彈

簧單元的自動平衡機構。首先介紹滾珠-直桿-彈簧單元的構造，接著提出這種平衡

機構和旋轉碟片系統的理論模型，分析平衡解，討論穩定性並和傳統固定軌道的

滾珠平衡機構相比較。 

 

3-1 滾珠-直桿-彈簧自動平衡機構 

圖 3-1 所示為滾珠-直桿-彈簧單元的示意圖，其中徑向直桿的一端與彈簧的

端點固定在一起。將穿孔的滾珠套入直桿中，並將朝向彈簧的一側固定於小軸承

內環上，而軸承外環則與彈簧連接，使滾珠能繞直桿自由轉動，同時沿直桿方向

的運動可受彈簧所箝制。使用時，將這個單元的中心環套接於主軸上，使得整個

單元可以繞主軸自由迴轉。這同時，滾珠可以在直桿上滑動。換言之，滾珠可同
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時有徑向和圓周向的運動。由於滾珠的徑向運動受制於彈簧，彈簧將因滾珠的離

心力作用而伸長。當系統達到穩態，整個單元以等速繞主軸迴轉，彈簧的伸長量

為定值。此時滾珠將以彈簧的平衡長度為半徑，繞主軸迴轉。 

Ball

Spring

Rod

 
圖 3-1 滾珠、彈簧與徑向直桿的制振單元示意圖 

 

為後續討論方便，將這個由滾珠、彈簧與徑向直桿所組成的新設計簡稱為滾

珠-彈簧自動平衡機構。 

 

3-1-1 滾珠-彈簧二維制振系統理論模型 

為了探討滾珠-彈簧自動平衡機構對二維系統的制振行為與效能，建構滾珠-

彈簧自動平衡機構、偏心碟片與支承系統的模型如圖 3-2 所示。質量為 dm 的碟片

以固定角速度ω迴轉，碟片的質心 G 與其幾何中心 C 的偏心距離為 e。滾珠-彈簧

自動平衡機構末端光滑銷接於碟片的幾何中心 C，使所有制振單元都能繞著 C 點

自由迴轉，其中滾珠（含連接的軸承）的質量為 bm ，連結滾珠的徑向彈簧（其質

量不計）未變形時的初始長度為 â，彈簧常數為 bk 。假設滾珠運動時的能量消散機

制可以阻尼係數為 bc 的黏滯阻尼來描述。我們選用與第二章相同的迴轉座標系

Ox y 來描述系統行為，碟片中心 C 的相對於迴轉座標系Ox y 的座標值為 )ˆ,ˆ( yx 。

滾珠除繞 C 迴轉外也可沿著直桿徑向運動，因此以彈簧變形後的全長 îδ 與相對於

碟片質心 G 的超前角 iβ （ 1i n= ）來描述各滾珠的位置。最後，假設系統的支承

可以等向性的線性彈簧與黏滯阻尼來描述，其彈性模數為 k ，阻尼係數為 c。 
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圖 3-2 滾珠-彈簧自動平衡機構對二維制振系統的理論模型 

 

3-1-2 統御方程 

利用 Lagrange’s equations 

0
k k k k

d T T V R
dt q q q q
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

− + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
  (3-1) 

推導此系統的統御方程式，其中T、V、R 與 kq 分別代表系統動能、位能、Rayleigh’s 

dissipation function 及系統廣義座標。系統的動能為 

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2

1

22 2

1 1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2
2 2

1 ˆ ˆ2 2
2
1 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 cos 2 sin
2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 cos 2 sin

d

b i i i i i i
i

i i i i i i i

T J M x y x y x y x y

m x e e e y

m y x x y

x y y x

ω ω ω

ω ω ω

δ β ω ω β δ β ω ω β

δ β ω δ δ ω β δ ω β

=

⎡ ⎤= + + + − + +⎣ ⎦

+ + +

⎡+ + + − + −⎣

⎤+ + + + − + + ⎥⎦

∑
 (3-2) 

其中 J 為等效轉子的轉動慣量、M 表示系統總質量。系統位能為 
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( ) ( )
2 22 2

1

1 1 ˆˆ ˆ ˆ
2 2 b i

i
V k x y k aδ

=

= + + −∑   (3-3) 

Rayleigh’s dissipation function 可整理成 

( ) ( ) ( )2
2 2 2 2 2 2 2 2

1

1 1 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2
2 2 b i i i

i
R c x y x y x y x y cω ω δ δ β

=

⎡ ⎤= + + − + + + +⎣ ⎦ ∑  (3-4) 

將式(3-2)~(3-4)代入式(3-1)中，同時針對雙滾珠-彈簧系統令 2n = ，可得非線

性統御方程式 

( ) 02

2

22

2

1

2

=−−+−+−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−+ ∑

=

ycxMkyMxcem

mxM

d

i
iiiiiiiiib

ˆˆˆˆ

sin)(ˆˆcos)(ˆˆˆ

ωωωω

βωβδβδβωβδδ
 (3-5) 

( ) 02

2

2

2

1

2

=+−+++

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−+ ∑

=

xcyMkxMyc

myM
i

iiiiiiiiib

ˆˆˆˆ

cos)(ˆˆsin)(ˆˆˆ

ωωω

βωβδβδβωβδδ
 (3-6) 

( ) ( ) ( )
210

222

2

22

,,ˆ

ˆˆsinˆˆˆcosˆˆˆˆ

==+

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++−−−−+

ic

xyxyxym

iib

iiiiiiib

βδ

ωβδβδβωωβωωδ
 (3-7) 

( ) ( ) ( )
( ) 210

22
222

,,ˆˆˆ

ˆˆsinˆˆˆcosˆˆˆ

==−++

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−−++−−

iakc

yxyxyxm

ibib

iiiiib

δδ

δωβδβωωβωω
 (3-8) 

對於滾珠、彈簧與徑向直桿組成的制振單元而言，在穩定的工作轉速之下，

滾珠離心力對彈簧的作用將由彈簧變形產生的回復力予以平衡，此時彈簧的平衡

長度為 

2

ˆb

b b

k a
k m

λ
ω

=
−

  (3-9) 

為簡化後續的分析，引入下列無因次化參數 

( ) ( )

1 1 2 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ/ , / , / , / , /

/ , 2 , 2 ,

/ , / , /

/ , / , /

n b b b n n

n b b b b b

b d n b n

x x y y a a
e c M c m t

k M k m m M

m m e f

λ λ δ δ λ δ δ λ λ
λ ςω ς ω τ ω

ω ω μ

η λ ω ω ω ω

= = = = =
Λ = = = =

= = =

= Ω = =

 (3-10) 

η為在工作轉速ω等速運轉下，單一滾珠配合其彈簧的平衡長度所能提供的最大制

振量與偏心不平衡量的比。 nω 為系統自然頻率， bω 為滾珠-彈簧制振單元自然頻

率，而 f 為制振單元自然頻率與系統自然頻率的比值。式(3-9)可重寫成 
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2 2

2 2 2 2

ˆ ˆb

b

a f a
f

ωλ
ω ω

= =
− −Ω

  (3-11) 

由於λ代表彈簧的平衡長度，必為正值，且 f 與Ω均大於 0，因此必須滿足 

f > Ω   (3-12) 

將式(3-10)所列的無因次化參數代換至式(3-5)~(3-8)，可得無因次化的統御方程式

如下： 

{ }
( )

2
2

1
2

2

( ) cos 2 ( ) sin

2 2 1 2 0

b i i i i i i i i i
i

b

x

x y x y

μ δ δ β β δ β δ β β

μ ς ς
η

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′′ ′ ′′ ′ ′′′ + − +Ω − + +Ω
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Ω ′ ′− + − Ω + −Ω − Ω =

∑
 (3-13) 

{ }
( )

2
2

1

2

( ) sin 2 ( ) cos

2 2 1 2 0

b i i i i i i i i i
i

y

y x y x

μ δ δ β β δ β δ β β

ς ς
=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′′ ′ ′′ ′ ′′′ + − +Ω + + +Ω
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

′ ′+ + Ω + −Ω + Ω =

∑
 (3-14) 

( ) ( )

( )
2 2

2

2 cos 2 sin

2 2 0, 1,2

b i i i i i

i i b b i i

y x y x y x

i

μ δ β β δ β

δ β ς μ δ β

⎡ ′′′′ ′ ′′ ′+ Ω −Ω − − Ω −Ω +
⎣

⎤′ ′′+ +Ω + = =⎥⎦

 (3-15) 

( ) ( ) ( )
( )

2
2 2

2

2 2

2 cos 2 sin

2 1 0, 1,2

b i i i

i b b i b i b

x y x y x y

f i

μ β β δ β

δ ς μ δ μ δ μ

⎡ ′′′ ′ ′′ ′− Ω −Ω + + Ω −Ω − +Ω⎢⎣
⎤′′ ′+ + + − + Ω = =⎥
⎦

 (3-16) 

其中 ( ) ( )d
dτ

′ = ，表示對參數τ 的微分。接著，令 [ ]1 2 1 2, , , , , Tx y β β δ δ=q ，

可將無因次化的統御方程式表為矩陣形式 

ND ND ND ND′′ ′M q + D q + g + f = 0   (3-17) 

其中， 

1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 2
2

1 1 1 1 1
2

2 2 2 2 2

1 1

2 2

1 0 sin sin cos cos
0 1 cos cos sin sin
sin cos 0 0 0
sin cos 0 0 0

cos sin 0 0 1 0
cos sin 0 0 0 1

b

b

ND b

μ δ β δ β β β
μ δ β δ β β β

δ β δ β δ
μ

δ β δ β δ
β β
β β

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−

= ⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M  (3-18) 
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1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 2
2

1 1 1 1 1 1
2

2 2 2 2 2 2

1 1 1

2 2 2

2
cos cos sin sin
sin sin cos cos

cos sin 0 0
cos sin 0 0

sin cos 0 0
sin cos 0 0

ND b

b b

b b

b

b

b

b

μ
ς μ μ δ β δ β β β

μ ς μ δ β δ β β β
δ β δ β δ ς δ
δ β δ β δ ς δ

β β δ ς
β β δ ς

=

−Ω − Ω − Ω −Ω −Ω⎡ ⎤
⎢ ⎥Ω − Ω − Ω Ω Ω⎢ ⎥
⎢ ⎥Ω Ω Ω
⎢ ⎥Ω Ω Ω⎢ ⎥
⎢ ⎥Ω −Ω − Ω
⎢ ⎥
Ω −Ω − Ω⎢ ⎥⎣ ⎦

D

 (3-19) 

( )
( )

( )
( )

2 2

1

2 2

1

1 1 1

2 2 2
2

1 1

2

2 2

cos 2 sin

sin 2 cos

2

2

i i i i i i
i

i i i i i i
i

ND b

δ β β δ β β

δ β β δ β β

δ δ βμ
δ δ β

δ β

δ β

=

=

⎡ ⎤⎧ ⎫′ ′ ′− −⎨ ⎬⎢ ⎥⎩ ⎭⎢ ⎥
⎢ ⎥⎧ ⎫′ ′ ′− +⎨ ⎬⎢ ⎥

⎩ ⎭⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′= ⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′
⎢ ⎥
⎢ ⎥′−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥′−⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑

g  (3-20) 

( )
( )

( )
( )

2 2 2
1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

2
1 1 1

2
2 2 2

2 2 2
1 1 1

2 2 2
2 2 2

(1 ) 2 cos cos
2 (1 ) sin sin

( sin cos )
( sin cos )

( cos sin ) ( 1)

( cos sin ) ( 1)

b b

b

b

ND b

b b

b b

x y
x y

x y
x y

x y f

x y f

ς μ δ β δ β μ η
ς μ δ β δ β

μ δ β β
μ δ β β

μ β β μ δ

μ β β μ δ

⎡ ⎤−Ω − Ω − Ω + − Ω
⎢ ⎥Ω + −Ω − Ω +⎢ ⎥
⎢ ⎥Ω −
⎢= Ω −⎢
⎢ − Ω + + −Ω −⎢
⎢ − Ω + + −Ω −⎢⎣ ⎦

f ⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

 (3-21) 

下標「 ND」表示描述的系統為新設計（New）的滾珠-彈簧自動平衡機構應用於

二維碟片（Disk）制振的系統。 

 

3-2 滾珠-彈簧二維制振系統的平衡位置 

 

3-2-1 平衡解的類型 

令 1 2 1 2, , , , ,
T

x y β β δ δ⎡ ⎤= ⎣ ⎦q 代系統的平衡位置，由式(3-17)可知q滿足平

衡方程式 ( )ND =f q 0 。詳細列出平衡方程， 
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( )

( )

( ) ( ) ( )

22
2 2

1

2
2 2

1

2

2 2 2

(1 ) 2 cos 0

2 (1 ) sin 0

( sin cos ) 0, 1,2

1 cos sin 0, 1,2

b
b i i

i

b i i
i

b i i i

b i i i

x y

x y

x y i

f x y i

μς μ δ β
η

ς μ δ β

μ δ β β

μ δ β β

=

=

⎧ Ω
−Ω − Ω − Ω − =⎪

⎪
⎪
⎪ Ω + −Ω − Ω =⎨
⎪

Ω − = =⎪
⎪ ⎡ ⎤−Ω − −Ω + = =⎪ ⎣ ⎦⎩

∑

∑  (3-22) 

為了求解方便採用極座標變換，令 cos , sinx r y rθ θ= = ，其中 r 為碟片中心的徑

向穩態振幅，θ 為 OC 相對於正 x 軸的夾角。將式(3-22)改寫以極座標描述， 

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

22
2 2

1

2
2 2

1

2

2 2 2

(1 ) cos 2 sin cos 0

2 cos (1 ) sin sin 0

sin 0, 1,2

1 cos 0, 1,2

b
b i i

i

b i i
i

b i i

b i i

r r

r r

r i

f r i

μθ ς θ μ δ β
η

ς θ θ μ δ β

μ δ β θ

μ δ β θ

=

=

⎧ Ω
−Ω − Ω − Ω − =⎪

⎪
⎪

Ω + −Ω − Ω =⎪
⎨
⎪

Ω − = =⎪
⎪

⎡ ⎤−Ω − −Ω − = =⎪ ⎣ ⎦⎩

∑

∑  (3-23) 

注意， bς 並未出現在平衡方程式中，換言之 bς 並不影響平衡位置。再者，由於 bμ 、

Ω與 iδ 均大於 0，因此式(3-23)-3 可寫為 

( )sin 0 1, 2        ir iβ θ− = =   (3-24) 

滿足式(3-24)的平衡解同樣可分為（i） 1 2β β θ= = 、（ii） 1 2β β θ π= = + （iii）

1 2,β θ β θ π= = + 及（iv） 0r = ，四種可能的情形，分別如圖 3-3(a) ~ (d)所示。其

中（i）~（iii）類型的 0r ≠ ，屬於不完全平衡解，相對地，第（iv）類型 0r = 則為

完全平衡解。 

雖然滾珠定位的特性與第二章所論及的傳統雙滾珠自動平衡機構系統平衡解

相同，但由於制振單元的彈簧的效應，使得滾珠-彈簧自動平衡機構在此四類型平

衡解中提供不同的制振量。因為 0bμ ≠ ，故由式(3-23)-4 可知， 

( )2

2 2

cos
1 i

i

r

f

β θ
δ

Ω −
= +

−Ω
  (3-25) 
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第（i）、（ii）類型平衡解的 iδ 分別大於及小於 1，代表此兩類型平衡解的制振單元

的彈簧平衡長度相較於式(3-9)所描述的彈簧平衡長度分別有伸長與縮短的差異。

而第（iii）類型平衡解（ 1 2,β θ β θ π= = + ）的 1δ 與 2δ 則是一者大於 1，另一者小

於 1，其呈現的行為與無滾珠系統完全不同。唯有第（iv）類型平衡解的 1iδ = ，

與傳統雙滾珠自動平衡機構系統相較，同樣呈現完全平衡。 

將此系統的平衡位置代號統一以「NP」（其中 N 代表新設計（New），P 代表

平衡位置）標示，而（i）~（iv）類型的平衡解於後續的討論中分別以 1SNP 、 2SNP 、

3SNP 與 0NP 表示 

iβ θ=

x

y

θ

   

x

y

θ

iβ θ π= +

 

(a)                              (b) 

1β θ=

x

y

2β θ π= +

θ

   

O

1β

iδ

1β−

x

y

 
(c)                              (d) 

圖 3-3 (a) ~ (c) 不完全平衡解，(d)完全平衡解 
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3-2-2 平衡位置的解析解與存在區間 

上面的討論顯示雙滾珠-彈簧自動平衡機構可能的平衡位置可區分為四組，分

別推導其解析解與存在區間如下。 

（i） 1SNP ：（ 0r ≠ 且 1 2β β θ= = ） 

將 1 2β β θ= = 代入方程式(3-23)-1、(3-23)-2 與(3-23)-4，並經計算化簡可得 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2
2 2

1 2

2 2
1 2

2 2 2

1 cos 2 sin cos

1 sin 2 cos sin 0

1 0, 1,2

b
b

b

i

r r

r r

f r i

μθ ς θ μ δ δ θ
η

θ ς θ μ δ δ θ

δ

⎧ − Ω
Ω − + Ω + Ω + =⎪

⎪
⎨ Ω − − Ω + Ω + =
⎪
⎪ −Ω − −Ω = =⎩

 (3-26) 

藉由式(3-26)-1、2 可解得兩個可能的平衡位置，分別以 1SNP± 表示，其所對應的徑

向振幅 1Sr
+與 1Sr

−為 

( )1

1

2S
ND N ND

S

r
p

r
η

+

−

⎫
= − ±⎬

⎭
R D   (3-27) 

其中， 

( )
( )

2 2 2

2 2

b
ND

N N

f

p q

μ

η

Ω −Ω
=

+
R 、 2 2 2 24ND N N Np q qη= + −D  (3-28) 

而 Np 與 Nq 可表為Ω的函數如下， 

( ) ( )2 2 2 41 2N bp f μ= −Ω Ω − + Ω 、 ( )2 22Nq fς= Ω −Ω  (3-29) 

注意式(3-27)等號右側可重新寫成 ( )2 2
2 2 2 22 NDN

ND
pf

f f
η

⎛ ⎞
−Ω − ±⎜ ⎟⎜ ⎟−Ω −Ω⎝ ⎠

D
R ， 

當彈簧為剛性（ f →∞）時， 

( )2
2 2lim 1N

Tf

p p
f→∞

= Ω − =
−Ω

、 2 2lim 2N
Tf

q q
f

ς
→∞

= Ω =
−Ω

、 

( )2 2lim ND TDf
f

→∞
−Ω =R R ， 2 2lim ND

TDf f→∞
=

−Ω
D

D ， 
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其中 Tp 、 Tq 以及 TDR 、 TDD 分別由第二章的式(2-19)與式(2-18)所定義，上式顯示

當彈簧的變形量可忽略時，滾珠-彈簧自動平衡系統回復為傳統固定軌道的自動平

衡系統。此外， 1Sr
±對應的相角 1Sθ

± 為 

( )
1 1

1 2 2 2
1

tan
2

N S
S

N S b

q r
p r f

θ
μ

±
± −

±
=

+ Ω −Ω
  (3-30) 

最後由式(3-26)-3，得知此平衡解 1Sr
±對應的彈簧平衡長度為 

2
1

1 1 2 1 2 21 S
S S

r
f

δ δ
±

± ± Ω
= = +

−Ω
  (3-31) 

接著討論這組平衡解存在的條件。對於不完全平衡解而言，徑向振幅 1Sr
±和彈

簧的平衡長度 1 1 2 1S Sδ δ± ±= 必須為正實數。由式(3-31)可知，當 1 0Sr
± > 和式(3-12) fΩ <

的轉速限制下，對應的彈簧平衡長度 1 1Sδ ± 、 2 1Sδ ± 必為正值。因此只需討論 1Sr
±為正實

數的條件。由式(3-27)可知， 1Sr
±為實數，若且唯若 0ND ≥D ，亦即

2 2 2 24 0N N Np q qη+ − ≥ ，換言之 

2

1 2
1 1
2

N
Ncr

N

p
q

η η≤ = +   (3-32) 

顯而易見地 1
1
2Ncrη ≥ ，而且當 0Np = 時， 1Ncrη 達到最小值

1
2
。由式(3-29)可得 0Np =

時的轉速比Ω為 

( )
( )

22 2 21 1 8

2 1 2
b

b

f f f μ

μ

+ ± − +
Ω =

−
，  (3-33) 

討論這兩個解的範圍。因為 ( ) ( )2 22 2 21 8 1bf f fμ− + > −  ，所以 

( ) ( )2 22 2 2 2 2 21 1 8 1 1 2bf f f f f fμ+ + − + > + + − =  

由1 2 1bμ− < ，因此式(3-33)中取〝+〞的轉速比為 
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( )
( )

22 2 21 1 8

2 1 2
b

b

f f f
f

μ

μ

+ + − +
>

−
， 

這違反式(3-12)對轉速比的限制。而另一解（取〝−〞） 

( )
( )

22 2 21 1 8

2 1 2
b

Ncr
b

f f f μ

μ

+ − − +
Ω =

−
  (3-34) 

可改寫成 

( ) ( )
( )

22 2 21 1 4 1 2
0

2 1 2
b

Ncr
b

f f f μ

μ

+ − + − −
Ω = >

−
 (3-35) 

檢查 NcrΩ 是否滿足式(3-12)對轉速比的限制。上式中

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 22 2 2 2 4

22 2

1 4 1 2 1 2 1 2 8 1 2

1 2 1 2

b b b b

b

f f f f f

f f

μ μ μ μ

μ

⎡ ⎤+ − − = + − − + −⎣ ⎦

⎡ ⎤> + − −⎣ ⎦

 

所以 

( ) ( ) ( )
22 2 2 21 1 4 1 2 2 1 2b bf f f fμ μ+ − + − − < − ， 

因此0 Ncr f< Ω < 。換言之 NcrΩ 是唯一滿足 0Np = 且滿足 fΩ < 的解。另外由 

( )22 22 1 8 0
Ncr

N
Ncr b

dp f f
d

μ
Ω=Ω

⎛ ⎞= Ω − + >⎜ ⎟Ω ⎝ ⎠
， 

可知當0 Ncr< Ω < Ω 時 0Np < ，而當 Ncrf > Ω > Ω 時 0Np > 。 

為了更明確討論 NcrΩ 的範圍，將式(3-34)改寫成 

( ) ( )
( )

22 21 1 4 8 1 2

2 1 2
b b b

Ncr
b

f f μ μ μ

μ

+ − − + + −
Ω =

−
， 

上式中 

( ) ( ) ( )2 22 21 4 8 1 2 1 4b b b bf fμ μ μ μ− + + − > − + ， 

所以 

( ) ( ) ( )
22 21 1 4 8 1 2 2 1 2b b b bf f μ μ μ μ+ − − + + − < − ， 



 44

由此 

1NcrΩ <   (3-36) 

總結 1Sr
±為正實數的條件如下。 

（i.a） 1Sr
+為正實數（ ( )1 2S ND N NDr pη+ = − +R D ） 

 當0 Ncr< Ω < Ω 時 ( )0<Np ，若 1Ncrη η≤ ，則必然滿足 2 0N NDpη− + >D 使 1Sr
+

為正實數。 

 當 NcrΩ ≥ Ω 時 ( )0Np ≥ ，必須滿足 2ND Npη>D 方能使 1Sr
+為正實數，可推

得
2
1

<η 為其限制範圍。 

（i.b） 1Sr
−為正實數（ ( )1 2S ND N NDr pη− = − −R D ） 

 當0 Ncr< Ω < Ω 時 ( )0<Np ，必須滿足 2 N NDpη− > D 方能使 1Sr
−為正實數，

可推得 1
1
2 Ncrη η< ≤ 為其限制範圍。 

 當 1Ω ≥ 時 ( )0Np ≥ ， 1Sr
−不存在正實數解。 

將平衡解 1SNP 的限制條件整理如下 

1SNP+ ：
10 for 0

10 for
2

Ncr Ncr

Ncr f

η η

η

< ≤ < Ω < Ω⎧
⎪
⎨

< < Ω ≤ Ω <⎪⎩

 (3-37) 

1SNP− ： 1
1 for 0
2 Ncr Ncrη η< ≤ < Ω < Ω  (3-38) 

 

接著用類似方法討論其它組的平衡解： 

（ii） 2SNP ：（ 0r ≠ 且 1 2β β θ π= = + ） 

將 1 2β β θ π= = + 代入方程式(3-23)-1、(3-23)-2 與(3-23)-4 中，並經計算化簡

可得 
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2
2 2

1 2

2 2
1 2

2 2 2

1 cos 2 sin cos

1 sin 2 cos sin 0

1 0, 1, 2

b
b

b

i

r r

r r

f r i

μθ ς θ μ δ δ θ
η

θ ς θ μ δ δ θ

δ

⎧ − Ω
Ω − + Ω − Ω + =⎪

⎪
⎨ Ω − − Ω − Ω + =
⎪
⎪ −Ω − +Ω = =⎩

 (3-39) 

藉由式(3-39)-1 與式(3-39)-2 同樣可解得兩個平衡位置，以 2SNP± 表示，對應的徑向

振幅 2Sr
+ 與 2Sr

− 為 

( )2

2

2S
ND N ND

S

r
p

r
η

+

−

⎫
= ±⎬

⎭
R D   (3-40) 

其中 TDR 、 TDD 以及 Tp 、 Tq 由式(3-28)、式(3-29)定義。 2Sr
± 對應的相角 2Sθ

± 為 

( )
1 2

2 2 2 2
2

tan
2

N S
S

N S b

q r
p r f

θ
μ

±
± −

±
=

− Ω −Ω
  (3-41) 

而相對應的彈簧平衡長度可由式(3-39)-3 得知 

2
2

1 2 2 2 2 21 S
S S

r
f

δ δ
±

± ± Ω
= = −

−Ω
  (3-42) 

由 2Sr
± 與 2i Sδ ± 均為正實數，推論各平衡解存在的限制範圍。 

（ii.a） 2Sr
+ 為正實數（ ( )2 2S ND N NDr pη+ = +R D ） 

 當0 Ncr< Ω ≤ Ω 時，必須滿足 2ND Npη> −D 方能使 2Sr
+ 為正實數，可推得

2
1

<η 為其限制範圍。 

 當 NcrΩ > Ω 時，僅須滿足 1Ncrη η≤ ，則 2Sr
+ 必然為正實數。 

（ii.b） 2 0i Sδ + ≥   

將 ( )2 2S ND N NDr pη+ = +R D 代入式(3-42)可得知 2 0i Sδ + ≥ 須滿足 

( )2

2 2

2
1

ND N NDp

f

ηΩ +
≤

−Ω

R D
  (3-43) 
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其中 NDR 如式(3-28)所定義，代回式(3-43)並經整理為 

4
D b NDη μ≥ ΩNP D   (3-44) 

其中 

( )( )2 2 2 21D N Np f q= −Ω Ω − +NP   (3-45) 

當 0D <NP 時， 2i Sδ + 不存在能滿足式(3-44)的實數解；另一方面若 0D ≥NP ，將式(3-44)

兩邊平方後繼續推論可得， 2 0i Sδ + ≥ 的限制條件為 2Ncrη η≥ ，其中 

( )

4

2 24 22

b
Ncr

N b Np q

μη
μ

Ω
=

− Ω +
  (3-46) 

整理 2 0i Sδ + ≥ 的存在區域如下 

 當 0D <NP 時， 2i Sδ + 非負實數解。 

當 0D ≥NP 時， 2Ncrη η≥ 為其限制範圍 

 當0 Ncr< Ω ≤ Ω 時（ 0Np ≤ 、 2 1 0Ω − < ）， 0D ≥NP ，須滿足 2Ncrη η≥ 。 

當 11 <Ω<Ωcr 時（ 0Np > 、 2 1 0Ω − < ），若 0D <NP ， 2i Sδ + 不存在非負實數

解；若 0D ≥NP ，須滿足 2Ncrη η≥  

當 f<Ω≤1 時（ 0Np > 、 2 1 0Ω − ≥ ）， 0D ≥NP ，因而須滿足 2Ncrη η≥ 。 

（ii.c） 2Sr
− 為正實數（ ( )2 2S ND N NDr pη− = −R D ） 

 當0 Ncr< Ω ≤ Ω 時， 2Sr
− 不存在正實數解。 

 當 NcrΩ > Ω 時，必須滿足2 N NDpη > D 方能使 2Sr
− 為正實數，可推得

1
1
2 Ncrη η< ≤ 為其限制範圍。 

（ii.d） 2i Sδ − 為正實數 
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將 ( )2 2S ND N NDr pη− = −R D 代入式(3-42)可知 2 0i Sδ − ≥ 須滿足 

( )2

2 2

2
1

ND N NDp

f

ηΩ −
≤

−Ω

R D
  (3-47) 

NDR 如式(3-28)所定義，代回式(3-43)可得 

4
D b NDη μ− ≤ ΩNP D   (3-48) 

依相似方式討論 2 0i Sδ − ≥ 的存在區域，將結果整理如下 

 當 0D <NP 時， 1Ncrη η≤ 且 2Ncrη η≤ 為其限制範圍。 

當 0D ≥NP 時， 2i Sδ − 必然為非負實數解。 

 當0 Ncr< Ω ≤ Ω 時， 2Sr
− 不存在正實數解，故 2i Sδ − 亦然。 

當 11 <Ω<Ωcr 時，若 0D <NP ， 1Ncrη η≤ 且 2Ncrη η≤ 為其限制範圍；若

0D ≥NP ， 2i Sδ − 必然為非負實數解。 

當 f<Ω≤1 時，使得 0D ≥NP ， 2i Sδ − 必然非負實數解。 

為能明確在 ηΩ− 平面上整理出 2SNP 平衡解的存在區域，必須比較 1Ncrη η= 、

2Ncrη η= 與
1
2

η = 三條邊界的關係，由式(3-32)及式(3-46)相除可得 

( ) ( )
2 24

1
4

2

2
1

2
b N DNcr

Ncr b N

q

q

μη
η μ

Ω +
= ≥

Ω
NP

  (3-49) 

因此 1 2Ncr Ncrη η≥ 。其次當0 cr< Ω ≤ Ω 時 0Np ≤ ，由式(3-46)可知 2
1
2Ncrη < 。而當

1<Ω<Ωcr 時 0Np > ，若 0D <NP 則由式(3-45)與式(3-46)可知 

4

2 4 4 2

1
22 (2 )

b
Ncr

D b N bp
μη

μ μ

Ω
= >

− Ω + ΩNP
 (3-50) 

最後，將 2SNP 平衡解的限制條件整理如下 
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2SNP+ ：
2

2 1

2 1

1/ 2 for 0
for 1 and 0

for 1

Ncr Ncr

Ncr Ncr Ncr D

Ncr Ncr f

η η
η η η
η η η

≤ < < Ω ≤ Ω⎧
⎪ ≤ ≤ Ω < Ω < ≥⎨
⎪ ≤ ≤ ≤ Ω <⎩

NP  (3-51) 

2SNP− ：
1

2

1

1 2 for 1 and 0
1 2 for 1, and 0
1 2 for 1

Ncr Ncr D

Ncr Ncr D

Ncr f

η η
η η
η η

< ≤ Ω < Ω < ≥⎧
⎪ < < Ω < Ω < <⎨
⎪ < ≤ ≤ Ω <⎩

N

N

P
P  (3-52) 

 

（iii） 3SNP ：（ 0r ≠ 且 1β θ= 、 2β θ π= + ） 

將 1β θ= 與 2β θ π= + 代入方程式(3-23)-1、(3-23)-2 與(3-23)-4 中，並化簡為 

( ) ( )
( ) ( )
( )( )
( )( )

2
2 2

1 2

2 2
1 2

2 2 2
1

2 2 2
2

1 cos 2 sin cos

1 sin 2 cos sin 0

1 0

1 0

b
b

b

r r

r r

f r

f r

μθ ς θ μ δ δ θ
η

θ ς θ μ δ δ θ

δ

δ

⎧ − Ω
Ω − + Ω + Ω − =⎪

⎪
⎪⎪ Ω − − Ω + Ω − =
⎨
⎪ −Ω − −Ω =⎪
⎪ −Ω − +Ω =⎪⎩

 (3-53) 

解得平衡位置的徑向振幅 3Sr 為 

2 2
3S ND N Nr p q= +R   (3-54) 

其中 NDR 、 Np 及 Nq 與先前定義相同。 3Sr 對應的相角 3Sθ 為 

1
3 tan N

S
N

q
p

θ −=   (3-55) 

此平衡解對應的彈簧平衡長度可從式(3-53)-3、式(3-53)-4 得出 
2

3
1 3 2 21 S

S
r

f
δ Ω

= +
−Ω

  (3-56) 

2
3

2 3 2 21 S
S

r
f

δ Ω
= −

−Ω
  (3-57) 

由式(3-54)與式(3-56)可知 3Sr 必然為正實數且 1 3 1Sδ > 。因此僅需討論滿足 2 3 0Sδ ≥ 的

存在區域即可。 
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將式(3-54)代入式(3-57)中，並以先前類似方式整理出滿足 2 3 0Sδ ≥ 的限制條件

為 

3Ncrη η≥   (3-58) 

其中 

4

3 2 2
b

Ncr

N Np q
μη Ω

=
+

  (3-59) 

故而 3SNP 平衡解的限制條件甚為簡潔 

3SNP ： 3 for 0Ncr fη η≥ < Ω <  

 

（iv） 0NP ：（ 0r = ） 

此類型解所描述的系統達完全平衡；將 0=r~ 代入方程式(3-23)-1、(3-23)-2 與

(3-23)-4 中，並化簡為 

( )

( )
( ) ( )

2
2 2

1
2

2

1

2 2

cos 0

sin 0

1 0, 1,2

b i i b
i

b i i
i

b if i

μ δ β μ η

μ δ β

μ δ

=

=

⎧
− Ω − Ω =⎪
⎪
⎪
− Ω =⎨
⎪
⎪ −Ω − = =⎪
⎩

∑

∑   (3-60) 

可解得 

1 2 1δ δ= = 、 1
1

1cos
2

β
η

− ⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
及 2 1β β= −  (3-61) 

由式(3-61)可知，當此系統呈現完全平衡時，制振單元的彈簧平衡長度與式(3-9)所

描述的彈簧平衡長度一致，相當於在不同的工作轉速下，滾珠以相對應於彈簧平

衡長度的固定軌道運行。同時亦能得知，唯有當
1
2

η ≥ 時 1β 才會存在，意即
1
2

η ≥ 為

0NP 解存在的必要條件。 

上面的分析結果顯示，此二維制振系統同樣存在六種可能的平衡解，每個解

均能清楚地在 ηΩ− 平面上推論出其存在區域。圖 3-4 為在 0.05bμ = 、 0.1ς = 與
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5f = 的情形下平衡解在 ηΩ− 平面的存在區域。 ηΩ− 平面，以 1Ncrη 、 2Ncrη 、 3Ncrη

及
1
2

η = 為邊界，分成七個區域，首先取
1
2

η = 為基準劃分出上、下兩區塊，接著

由左至右、由上到下分別以區域 I ~ VII 表示，每個區域內可能存在的平衡解各不

相同，整理如式(3-62)所列。結果顯示，每個區域內存在最少一種、最多四種平衡

解。若與傳統固定軌道的自動平衡系統相比較，由 1Ncrη 及
1
2

η = 所劃分出的四個區

域內的平衡解，與第二章中圖 2-5 由 Tcrη 及
1
2

η = 所劃分存在區域的平衡解比較，

具有相同的滾珠定位型態。而最大的差異在於 2SNP+ 必須 2Ncrη≥ （式(3-51)），且 3SNP

必須 3Ncrη≥ （式(3-59)）。簡言之，隨著轉速增加而經過 2Ncrη 與 3Ncrη 的結果，分別

過濾掉了平衡解 2SNP+ 及 3SNP 。 

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

 Existence  Regions of the Equilibrium Positions

0.05 , 0.1 , 5  b fμ ς= = =

1Ncrη
2Ncrη

3Ncrη

Ω

η I II III

IV

VI
V

VII

0.5

 

圖 3-4 六種平衡解在 ηΩ− 平面上的存在區間 
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1 3 0

3 0

2 3 0

2 3 0

1 2 3

1 3

1

and

and

and

and

and

and

I :   ,      

II :     

III :   ,      

 IV :   ,      

V :   ,      

VI :     

VII :

S S

S

S S

S S

S S S

S S

S

NP NP NP

NP NP

NP NP NP

NP NP NP

NP NP NP

NP NP

NP

±

±

−

+ +

+

+

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

  (3-62) 

 

3-3 滾珠-彈簧二維制振系統的穩定性分析 

接著討論平衡解的穩定性。和前一章的方法類似，我們先用 Routh-Hurwitz 

Criterion 由解析的方式得到穩定性的通則，接著由數值方法分析各平衡解在參數平

面上的穩定區域。 

 

3-3-1 平衡解的穩定性解析 

非線性系統的行為與各平衡位置的穩定性相關，依據 Routh-Hurwitz Criterion

可知系統平衡位置的穩定性能直接由特徵多項式的係數判別，我們可將滾珠-彈簧

自動平衡系統的特徵多項式寫成如下列型式 

( ) nn
nnn asasasasasF +++++= −
−−

1
2

2
1

10  (3-63) 

其係數 ia  ( 120 ~=i )為系統參數與平衡位置的函數，將 0a 、 1a 、 11a 及 12a 的詳細

函數形式列於附錄一。由式(A1.1)與式(A1.2)可知， 0a 與 1a 對於任意系統參數與平

衡位置均為正值，因此根據 Routh-Hurwitz Criterion，若能判斷出係數 11a 式(A1.3)

或 12a 式(A1.4)其中任意一個為負值，則該平衡位置必然為不穩定。結果如下： 

(1). 平衡位置 1SNP− 為不穩定平衡 

將 1Sr r −= （式(3-27)）、 1 2β β θ= = （ 1 2β β θ= = ）及 1 2 1 1 2 1S Sδ δ δ δ− −= = = （式(3-31)）
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代入式(A1.4)並考慮其存在區域，可整理得 

( )
( )

26 5 2 2 2
1 1

12 2 2
0S b S NDr f r

a
f

μ

η

− −Ω −Ω + Ω
= <

− −Ω

D
 (3-64) 

因此平衡解 1SNP− 為不穩定。 

(2). 平衡位置 2SNP− 為不穩定平衡 

將 2Sr r −= （式(3-40)）、 1 2β β θ π= = + （ 1 2β β θ π= = + ）及 1 2 1 2 2 2S Sδ δ δ δ− −= = =

（式(3-42)）代入式(A1.4)並考慮其存在區域，得到 

( )
( )

26 5 2 2 2
2 2

12 2 2
0S b S NDr f r

a
f

μ

η

− −Ω Ω − + Ω
= <

− −Ω

D
 (3-65) 

故而平衡解 2SNP− 為不穩定。 

(3). 平衡位置 3SNP 為不穩定平衡 

將 3Sr r= （式(3-54)）、 1β θ= 及 2β θ π= + （ 1β θ= 、 2β θ π= + ）與 1 1 3Sδ δ= 及

2 2 3Sδ δ= （式(3-56)、式(3-57)）代入式(A1.4)，同時考慮其存在區域，可得知 

( )( ) ( )
( )

22 4 4 2 2 2 4 2 2
3 3

12 22 2

S b S N Nr f r p q
a

f

μΩ − −Ω + Ω +
=

−Ω
 (3-66) 

由於 2 3 0Sδ > ，因此由式(3-57)可推論出 2 2 2
3 0Sf r−Ω > Ω > ，故而 12 0a < ，亦

即平衡解 3SNP 為不穩定。 

(4). 當0 Ncr< Ω < Ω 時，平衡位置 0NP 為不穩定平衡 

將 0r r= = 、 1 2 1 2 1δ δ δ δ= = = = 、 1
1 1

1cos
2

β β
η

− ⎛ ⎞−
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
及 2 2 1β β β= = − 代入式

(A1.3)，可化簡成 

( )4 5 2 2
11 4 b b Na f pς μ= Ω −Ω   (3-67) 

當0 Ncr< Ω < Ω 時 0Np < ，因此 12 0a < ，所以在區間0 Ncr< Ω < Ω ，平衡位置 0NP



 53

為不穩定。此結果部份說明了新設計的自動平衡機構（ 1NcrΩ < ）相較於傳統

固定軌道的自動平衡機構（ 1TcrΩ = ），在 1Ω = 附近，可能具有較大的完全平

衡解範圍。 

(5). 平衡位置 2SNP+ 為不穩定平衡 

於此平衡解中，兩彈簧具相同平衡長度
2

2
1 2 2 2 2 21 S

S S
r

f
δ δ

+
+ + Ω
= = −

−Ω
，且兩滾珠皆與

碟片偏心位置以 1 2β β θ π= = + 的幅角緊靠在一起；此時可以兩倍質量的單一

滾珠（等效質量為 bm2 ）及一等效彈簧（等效彈簧常數為 2 bk ）的單滾珠-彈

簧自動平衡系統平衡於θ π+ 幅角處的平衡解來說明。如果兩滾珠被限制必須

一起運動，則其動態行為將與單滾珠-彈簧自動平衡系統完全一致。然而單滾

珠-彈簧系統對應的平衡解為不穩定[30]。故對雙滾珠-彈簧系統而言，平衡位

置 2SNP+ 亦為不穩定。 

為能更清楚的顯示上述平衡解的穩定性的解析結果，在圖 3-4 的 ηΩ− 參數平

面上將不穩定的平衡解移除，僅繪出可能穩定的平衡解的存在區域，結果如圖

3-5。 ηΩ− 平面可分為三個區域，其中以斜線表示的區域不存在任何穩定平衡解，

而另兩個區域分別僅有 1SNP+ 及 0NP 可能為穩定。換言之，當系統的η值固定時，在

任一操作轉速下，系統至多僅對應一個穩定平衡位置。 
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圖 3-5 可能穩定的平衡解類型及其存在邊界 

 

3-3-2 穩定平衡解的數值分析 

對於雙滾珠-彈簧自動平衡機構應用於二維偏心碟片的系統而言，同樣具有四

組平衡類型、六種平衡解，由各平衡解的解析穩定性討論可知，只有兩種平衡解

（ 0NP 與 1SNP+ ）可能是穩定的，其中 0NP 是唯一可能的穩定完全平衡解，而 1SNP+ 則

是唯一可能的穩定不完全平衡解，並且在 ηΩ− 平面上各有其所屬的穩定平衡區

域。 

前一節採用穩定性檢驗判準是平衡解穩定的必要條件，換言之，無法證明平

衡解為穩定。依據 Routh’s criteria 平衡解穩定的充要條件為 Routh 陣列的各個元素

需同號。因為 Routh 陣列過於複雜，無法由解析方式證明，本節採用數值方法檢

測 Routh 陣列各元素的值，由此判別各平衡解的穩定存在區域。在我們測試的參

數範圍內，除 0NP 與 1SNP+ 外，其餘四種平衡位置均找不到穩定解，這證實前一節的

解析結果。圖 3-6 為在 0.05bμ = 、 050.=ς 、 10.=bς 以及 5=f 的系統參數條件下，

雙滾珠-彈簧自動平衡系統在 ηΩ− 平面上的平衡解的穩定存在區域。圖中『Stable 
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Region I』代表不完全平衡解 1SNP+ 的穩定區域，而『Stable Region II』則為完全平

衡解 0NP 的穩定區域。為了驗證這個結果，於 Stable Region I 與 Stable Region II

內各選取一點，分別為〝A〞（ 2=η 、 50.=Ω ）與〝B〞（ 2η = 、 2.5Ω = ）。藉由

數值積分計算在 A、B 兩點系統參數值下碟片形心徑向振幅的時間響應，結果如圖

3-7。A 點所在參數位置的平衡解為不完全平衡解 1SNP+ ，隨著時間的增加，系統無

因次化徑向振幅逐漸收斂至 1 0.0412Sr
+ = ，而 B 點所在參數位置的平衡解為完全平

衡解 0NP ，其系統無因次化徑向振幅則隨時間收斂至 0r = 。 

0 1 2 3
0

1

2

3

 Stable Region ( 2 Ball-Springs ABS )

η

Ω

5 , 0.05 , 0.05 , 0.1b bf μ ς ς= = = =
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1SNP+ Stable Region II

0NP

NcrΩ

 
圖 3-6 平衡解在 ηΩ− 平面上的穩定區域 

 

A B
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圖 3-7 驗證穩定區域內的平衡解的型態 

 

3-3-3 系統參數對穩定區域的影響 

滾珠-彈簧自動平衡機構的平衡位置的穩定性與系統參數極為相關。前一節的

結果顯示此系統僅可能存在兩種可能的穩定平衡解：不完全平衡解 1SNP+ 及完全平

衡解 0NP 。這兩種平衡解於 ηΩ− 平面的存在區域不相重疊，而且在不同系統參數

下，有不同的穩定區域。本節沿續前一節的穩定性判別方法，更仔細探討系統參

數對穩定區域的影響。 

固定 0.05bμ = 及 5f = ，討論不同的ς、 bς 值下，不完全平衡解 1SNP+ 及完全平

衡解 0NP 在 ηΩ− 平面上的穩定區域。不同參數組合與對應的穩定區域圖號列於表

3-1。 
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表 3-1 系統參數的設定與對應的圖號 

Stable Regions of the system on ηΩ−  plane 

 0.05bς =  0.1bς =  0.2bς =  

0.05ς =  圖 3-8(a) 圖 3-8(b) 圖 3-8(c) 

0.1ς =  圖 3-9(a) 圖 3-9(b) 圖 3-9(c) 

0.05bμ =  

5f =  

0.2ς =  圖 3-10(a) 圖 3-10(b) 圖 3-10(c) 

 

綜合比較所列各圖，將結果整理如下： 

1. 適當地增加制振單元的阻尼 bς ，幾乎均能擴大完全平衡解的穩定區域。這

個效果在較大的系統支承阻尼時（ 0.1ς = 或 0.2），尤為明顯（參考圖 3-9

與 3-10）。 

2. 比較圖 3-8(a)、圖 3-9(a)及圖 3-10(a)可知，在較低的制振比η下（
1 1
2

η< < ），

當制振單元的阻尼較小（ 0.05bς = ），則增加系統支承阻尼ς 反將造成完全

平衡解的穩定區域大幅減少。 

3. 綜合各圖比較，在較高的制振比η條件下（ 2 ~ 3η = ），增加制振單元的阻

尼 bς 或系統支承阻尼ς ，均能增加完全平衡解的穩定區域。 

4. 由圖 3-9(a)~(c)可看出，在1 2< Ω < 區間，出現另一個不穩定區域，且此區

域將隨 bς 增加而減小。 

5. 當0 Ncr< Ω < Ω 時，不完全平衡解 1SNP+ 的穩定平衡邊界幾乎完全貼合於 1Ncrη

的曲線，亦即在此區域內，必然存在（且唯一）穩定的不完全平衡解。 

6. 當 NcrΩ > Ω 且
1
2

η < 時，不完全平衡解 1SNP+ 的不穩定區域將同樣隨著ς 或 bς

值的增加而逐漸減小。 
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圖 3-8(a)~(c) 0.05ς = ，依序改變 0.05bς = 、0.1 及 0.2，平衡解的穩定區域比較 
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圖 3-9(a)~(c) 0.1ς = ，依序改變 0.05bς = 、0.1 及 0.2，平衡解的穩定區域比較 
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圖 3-10(a)~(c) 0.2ς = ，依序改變 0.05bς = 、0.1 及 0.2，平衡解的穩定區域比較 
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由於不完全平衡解的穩定區域隨ς 與 bς 的變化較為單純，且一般設計自動平

衡機構應用的系統，均預期能在穩定的完全平衡條件下運作，因此針對完全平衡

解在 ςΩ− 及 bςΩ− 平面上的穩定區域再做進一步的探討。 

圖 3-11 與圖 3-12 分別為 1η = 及 2η = 時，在 ςΩ− 平面上不同 bς 值下完全平

衡解的穩定區域。由圖中不難發現，於此例中約莫以 0.025ς = 為界，當 0.025ς > ，

較大的系統支承阻尼ς 搭配較大的制振單元阻尼 bς 可獲致較大的穩定平衡轉速範

圍；另一方面，當 0.025ς < ，降低 bς 值會稍微擴大完全平衡解的穩定區域。此外，

當系統支承阻尼為 0 時，無論 bς 值為何，在所有轉速下均無穩定的完全平衡解。

最後，增加η值應可增加穩定區域，唯需考慮轉速在1 2< Ω < 區間，可能出現的不

穩定平衡區域。 
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圖 3-11 1η = ，考慮 0.05bς = 、0.1 及 0.2，平衡解於 ςΩ− 平面的穩定區域 
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圖 3-12 2η = ，考慮 0.05bς = 、0.1 及 0.2，平衡解於 ςΩ− 平面的穩定區域 

 

接著探討完全平衡解的穩定區域在 bςΩ− 平面上呈現的變化。圖 3-13 與圖

3-14 分別為 1η = 及 2η = 時，不同ς 值下，完全平衡解穩定區域的變化。由圖 3-13

可以清楚地看出，於此數值範例中當 0.025bς = 而 0.2ς = 時，系統並無穩定的完全

平衡解存在，亦即較小的滾珠阻尼 bς 必須搭配較小的系統支承阻尼ς，才可能使系

統呈現穩定平衡。但當滾珠阻尼 bς 為 0 時，無論ς 的大小，在所有轉速下均無穩定

的完全平衡解。另外，同時比較兩圖在相同ς 值的穩定區域變化可知，提升制振比

η對於高支承阻尼的系統的穩定區域大小，有較為顯著的改善。 
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圖 3-13 1η = ，考慮 0.05ς = 、0.1 及 0.2，平衡解於 bςΩ− 平面的穩定區域 
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圖 3-14 2η = ，考慮 0.05ς = 、0.1 及 0.2，平衡解於 bςΩ− 平面的穩定區域 
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3-4 滾珠-彈簧與固定軌道的滾珠自動平衡機構的穩定區域比較 

 

本節探討雙滾珠-彈簧系統相較於固定軌道的雙滾珠系統的性能差異，比較兩

者完全平衡位置的穩定區域。圖 3-15(a)、(b)為兩組參數值下， ηΩ− 平面上的穩定

區域，其中實線表示雙滾珠-彈簧（2 Ball-Springs）系統的穩定邊界，虛線則為固

定軌道的雙滾珠（2 Balls）系統的穩定邊界。邊界右側為穩定區域，左側為不穩定

區域。可以明顯看出雙滾珠-彈簧（2 Ball-Springs）系統的穩定區域大於固定軌道

的雙滾珠（2 Balls）系統的穩定區域，而更大的穩定區域代表工作轉速與系統參數

有更大的適用範圍。為能更明確驗證上述結果，於圖 3-15(a)中選取不同穩定特性

的三點，分別位於（A） 2η = 、 1.5Ω = ，兩類型的系統均不穩定、（B） 2η = 、 1.8Ω = ，

雙滾珠-彈簧系統穩定但雙滾珠系統不穩定，以及（C） 2η = 、 2Ω = ，兩類型的

系統均位於穩定的區域內。由數值積分求得在此三點參數條件下，兩類型系統碟

片形心徑向振幅的時間響應，結果如圖 3-16(a)~(c)所示。此結果說明了雙滾珠-彈

簧系統確實較雙滾珠系統在 ηΩ− 平面上有更大的穩定區域。 
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圖 3-15(a) 比較兩類型自動平衡系統的完全平衡解於 0.05ς = 時，

在 ηΩ− 平面的穩定區域 
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圖 3-15(b) 比較兩類型自動平衡系統的完全平衡解於 0.1ς = 時，在

ηΩ− 平面的穩定區域 
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圖 3-16(a)~(c) A、B 與 C 三點無因次化徑向振幅的時間響應 
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系統支承阻尼ς 與滾珠阻尼 bς 亦為影響系統穩定與否的重要參數，圖

3-17(a)、(b)與圖 3-18(a)、(b)分別為比較兩類型系統的完全平衡解於 1η = 及 2η =

時，在 ςΩ− 與 bςΩ− 平面的穩定區域。由這些結果可再次確認雙滾珠-彈簧系統無

論在 ςΩ− 與 bςΩ− 平面上都較雙滾珠系統具有更大的穩定區域。 
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圖 3-17(a) 比較兩類型自動平衡系統的完全平衡解於 1η = 時，在

ςΩ− 平面的穩定區域 
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圖 3-17 (b) 比較兩類型自動平衡系統的完全平衡解於 2η = 時，在

ςΩ− 平面的穩定區域 
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圖 3-18(a) 比較兩類型自動平衡系統的完全平衡解於 1η = 時，在

bςΩ− 平面的穩定區域 
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圖 3-18 (b) 比較兩類型自動平衡系統的完全平衡解於 2η = 時，在

bςΩ− 平面的穩定區域 

 

在固定的工作轉速下，若滾珠-彈簧系統制振單元的徑向彈簧的彈性係數 bk 改

變，將直接影響了彈簧的平衡長度，進而造成滾珠以不同的迴轉半徑運行。由式
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(3-10)對於無因次化參數的定義可知， f 為制振單元自然頻率與系統自然頻率的比

值，而 bk 項僅影響 f 參數值的大小。圖 3-19 為雙滾珠-彈簧系統在不同 f 值下，於

bς ς− 平面上所求得完全平衡位置的穩定區域。圖中顯示系統完全平衡解的穩定區

域隨著 f 值的增加而縮小。當 f 值很大時（如 100f = ），代表制振單元的徑向彈簧

具有極大的剛性，此時滾珠的行為類同在固定軌道上運行一般。由於 4f = 、 5f =

以及 8f = 條件下的穩定區域均相對大於 100f = 時的穩定區域，因此可總結地說

明，在適當系統參數下，滾珠沿碟片中心徑向的自由度有助於增加系統完全平衡

位置的穩定範圍。 
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圖 3-19 比較不同 f 值之下，完全平衡位置的穩定區域變化 
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第四章 滾珠自動平衡機構應用於三維偏心剛性轉子系統 

之制振 

 

對於加工機具而言，刀具的不均勻磨耗與主軸的裝配誤差，均可能致使偏心振

動的發生。由切削理論可知，工具機的主軸轉速必須考量加工料件的材料性質與

刀具的種類與型式，若能使主軸穩定的轉速範圍越大，則越能適應不同的切削條

件，因此有必要針對三維轉子的偏心制振進行研究。當轉子的偏心量隨工作條件

與時間而有所改變時，可自動調整並抑制偏心旋轉振動的自動平衡裝置，對轉子

系統而言是極有幫助的。滾珠型自動平衡機構已證實可有效的抑制二維平面上的

偏心振動，但是對於在剛性長轉子三維制振與動態平衡上的應用，則尚未有完整

清楚的研究。本章主要在逐步探討於端面上配置滾珠型平衡機構的長轉子系統的

動態特性。除解得完全平衡的條件外，也分析無法完全平衡時系統的行為特性。 

 

4-1 滾珠自動平衡機構-偏心轉子三維制振系統 

 

4-1-1 剛性長轉子的偏心描述 

繞長軸向以等角速度旋轉的剛性長轉子的偏心不平衡基本上有三種型式，分別

為靜態不平衡(Static unbalance)、力偶不平衡(Couple unbalance)以及動態不平衡

(Dynamic unbalance)[37]。圖 4-1描述的是轉子靜態不平衡的情形。轉子受偏心不

平衡量（質點 Sm 所造成）的影響，質心 G 偏離旋轉軸中心但主軸與旋轉軸平行，

其作用於轉子上的合力矩為 0，但合力不為 0。此時轉子長軸向的慣性主軸與旋轉

軸間存在一平移量，造成轉子繞著旋轉軸等距平行地迴轉，於空間中形成一圓柱

型軌跡。圖 4-2顯示的是轉子力偶不平衡。此情形相當於在離轉子質心等距的兩端

面上，存在一對大小相等且相角差 180°的不平衡量（質量為 / 2Cm 的一對質點所造
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成），其作用於轉子上的合力為 0，但合力矩不為 0。此時轉子的質心雖與形心重

合，然其長軸向的慣性主軸與旋轉軸間形成一交角，於空間中形成兩個同軸且頂

點相對的等大圓錐。圖 4-3為轉子動態不平衡的情形。由於一般偏心不平衡量的影

響，作用於轉子上的合力與合力矩均不為 0，可將之視為由靜態不平衡與力偶不平

衡所合成。 

Sm

 

1
2 Cm

1
2 Cm

 

圖 4-1 靜態不平衡(Static unbalance)      圖 4-2 力偶不平衡(Couple unbalance) 

 

 

圖 4-3 動態不平衡(Dynamic unbalance)  

 

對於不平衡偏心轉子的迴轉運動而言，在等向支承彈簧作用下，靜態不平衡產

生的是轉子隨質心的圓周平移運動，而力偶不平衡引發的是轉子繞質心的角運

動。就動力學的觀點而言，若兩個等質量的剛體繞同樣旋轉軸等速旋轉時所受的

合力（由靜態不平衡造成）與合力矩（由力偶不平衡造成）相同，則這兩個剛體
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間是等價的。首先考慮如圖 4-4，將靜態不平衡的偏心量，等價在離轉子質心同樣

等距的兩端面上(僅需將靜態不平衡量 Sm 沿長軸向均分至兩端面，此時轉子繞長軸

向等速旋轉的合力在等價前後是相等的，且合力矩依舊為 0)。接著如圖 4-5所示；

於兩端面上同時考量合力與合力矩的效應，分別以 Lm 及 Rm 等價質點取代左、右兩

端面上的不平衡量，此時的系統與一般動態不平衡具有相同的合力與合力矩。簡

言之，對於轉子一般動態不平衡的情形，可以兩端面上的等價偏心質點描述之。 

G

1
2 Sm

1
2 Cm

1
2 Cm

1
2 Sm

 

圖 4-4 靜態不平衡偏心量等價至等距的兩端面上 

 

Lm

Rm

 

圖 4-5 以兩端面上的等價偏心質點描述動態不平衡 

 

4-1-2 自動平衡機構-偏心轉子三維制振系統的理論模型 

轉子的一般偏心動態不平衡型態，可以一均質軸再加上兩橫截面上的等價偏心

質量描述之。為了解偏心轉子兩端面裝置自動平衡機構對轉子三維振動的影響，
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建構如圖 4-6所示系統的理論模型，主要包含均質剛性長轉子、滾珠型自動平衡機

構、偏心質量及系統的承載機構。其中，均質剛性長轉子半徑為R，長度 L且質量

為m。轉子的偏心不平衡量以左、右兩端面上的等價偏心質量 Lm 及 Rm 描述，其相

對於個別端面中心的偏心距離分別為 Lε 與 Rε ，兩者間的相位角差為φ 。我們藉由

兩端面上垂直於軸線的滾珠型自動平衡機構，來平衡上述偏心轉子的固有不平衡

量。自動平衡機構的滾珠軌道半徑為R (將自動平衡機構的滾珠視為沿軌道自由運

動的質點，其半徑相較於轉子軸徑而言甚小，故自動平衡機構的軌道半徑相當近

似於轉子軸徑[21, 22])，軌道中心與轉子兩端面形心重合；軌道阻尼為黏滯阻尼 bc

且軌道內各滾珠的質量均為 bm 。兩端面上各顆滾珠的位置，分別以相對於所在端

面上等價偏心質量的超前角 ( )i tα 與 ( )i tβ  ( ni ⋯1= )描述之，並假設滾珠的半徑相

較於系統各尺度而言得以忽略。長度為 L 的轉子以固定角速度ω 迴轉，C 代表均質

轉子的形心(與質心重合)。轉子兩端的等向性支承系統以線性彈簧 k 與黏滯阻尼 c

來描述。 

 

圖 4-6 兩端面裝置滾珠型自動平衡機構的剛性轉子系統示意圖 
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參考圖 4-7，為描述此系統的運動狀態，我們選用直角座標OXYZ 為固定參考

座標系，其座標原點O位於兩端支承彈簧均未變形時轉子形心C 的位置，而 Z 軸

則沿著轉子靜止時的長軸向並指向左端面中心。一般的剛體運動，可視為剛體質

心的平移運動和剛體繞質心的角運動的合成。為完整說明轉子於三維空間的動態

行為，首先定義相對於固定參考座標系OXYZ ，繞 Z 軸以同步於轉子長軸向的等

角速度ω 旋轉的旋轉座標系O ɶ ɶx yZ。接著定義剛體繞質心的角運動。令轉子於空間

運動中繞通過質心且平行於 xɶ軸向旋轉的小角度為 1( )tγ 。因此，我們可以將前述

的旋轉座標系O ɶ ɶx yZ ，同樣繞 xɶ軸向旋轉 1( )tγ ，得到另一組旋轉座標系O ɶ * *x y z 。

最後，再令轉子於空間運動中繞通過質心且平行於 *y 軸向旋轉的小角度為 2( )tγ ，

此時轉子的空間型態可藉由從座標系O ɶ * *x y z 再繞 *y 軸旋轉 2( )tγ 所得到的旋轉座

標系 ˆ ˆ ˆOx y z  (其中 ˆ *y = y )來表示。 

 

 

圖 4-7 描述轉子系統的座標系 
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值得注意的是，經上述三個步序的轉換，最後形成的旋轉座標系 ˆ ˆ ˆOx y z ，始終

繞著固定點 O 旋轉且各座標軸與轉子的主軸方向保持平行，如圖 4-8 所示，其能

有效用以描述轉子繞其質心的空間角運動。 

 

圖 4-8 旋轉座標系 ˆ ˆ ˆx y z 與空間運動的轉子主軸方向保持平行 

 

前述各座標系間的轉換關係如表 4-1所列： 

表 4-1 描述轉子系統的座標系間的轉換關係 

 From To Transfer 

 1. X Y Z  x y Zɶ ɶ  
ω

T  

 2. x y Zɶ ɶ  * *x y zɶ  1T  

 3. * *x y zɶ  ˆ ˆ ˆx y z  2T  

其中， 

x X

y Y

Z Z

   
   =   
      

ω

x y Z XYZ

T

ɶ ɶ

ɶ

ɶ ；

















−=
100

0

0

tt

tt

ωω
ωω

cossin

sincos

ω
T  (4-1) 
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*

*

x x

y y

z Z

   
   =   
      

1

* *x y z x y Z

T

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ； 1 1

1 1

1 0 0

0 cos ( ) sin ( )

0 sin ( ) cos ( )

t t

t t

γ γ
γ γ

 
 =  
 − 

1T  (4-2) 

*

*

ˆ ˆ ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

x x

y y

z z

   
   =   
      

2

* *x yz x y z

T

ɶ

ɶ

；

2 2

2 2

cos ( ) 0 sin ( )

0 1 0

sin ( ) 0 cos ( )

t t

t t

γ γ

γ γ

− 
 =  
  

2T  (4-3) 

 

4-1-3 自動平衡機構-偏心轉子三維制振系統的統御方程 

假設系統 Z 軸向的運動可忽略，轉子質心、兩端偏心質量以及所有滾珠的運動

軌跡均維持在 X Y 平面上，視之為平面運動[28, 29]。另外，尤拉角 1( )tγ 及 2( )tγ 為

小角位移，故與其相關的三角函數可簡化成 1 1sin ( ) ( )t tγ γ= 、 2 2sin ( ) ( )t tγ γ= 以及

1 2cos ( ) cos ( ) 1t tγ γ= = 。依此假設可將系統有效簡化。 

首先，將質心的位置向量經座標轉換至固定座標系下可表示為 

1 1 1
2

ˆ ˆ ˆ

( ) ( ) cos ( ) sin

( ) ( ) ( ) sin ( ) cos

0 0

C C C

C C C

x t x t t y t t

y t x t t y t tω

ω ω
ω ω− − −

−   
   = = +   
      

c 1XYZ

x yz XYZ

r T T T
�

 (4-4) 

ˆ ˆ ˆOx y z 為在固定原點 O 上隨著轉子同步旋轉(與轉子各主軸方向平行)的座標系。

參考圖 4-6，轉子左、右兩端面上的偏心質量相對於固定座標系的位置向量 ( )GL XYZr
�

及 ( )GR XYZr
�

，可分別描述成 

1 1 1
2

2 1

2 1

ˆ ˆ ˆ

( ) ( ) 0

2

( ) ( ) cos ( ) ( ) sin
2 2

( ) ( ) sin ( ) ( ) cos
2 2

2

  

L

GL

C L C

C L C

L

L L
x t t t y t t t

L L
x t t t y t t t

L

ω

ε

γ ε ω γ ω

γ ε ω γ ω

− − −

 
 = +  
  

    + + − −    
    
    = + + + −    
    
 
 
 

c 1XYZ XYZ

x yz

XYZ

r r T T T
� �

 (4-5) 
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( )
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 (4-6) 

同樣地，轉子左、右兩端面的自動平衡機構上的各滾珠位置向量相對於固定座標

系OXYZ 的座標分別為 

( )

( )

( )

1 1 1
2

2 1

2 1

ˆ ˆ ˆ
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 (4-8) 

為便於描述均質剛性轉子的旋轉角動量，我們利用平行且隨著轉子各主軸向

旋轉的座標系 ˆ ˆ ˆOx y z 為參考座標系。轉子的角速度在 ˆ ˆ ˆx y z 的座標基底下可描述成 
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1 1 2
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ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

0 ( ) 0 ( ) ( )

( ) 0 0 ( ) ( ) ( )

0 0 ( ) ( )

t t t

t t t

t t

γ γ γ ω
γ γ γ ω

ω ω γ γ

−       
       = + + = +       
       +       * *

x y z

x y Z x y z x yz x yz

Φ T T T

ɶ

ɺ ɺ
�

ɺ ɺ

ɺ

 (4-9) 

一般而言，探討迴轉運動動態平衡的系統，可忽略重力的影響。由上述討論結果，

可寫出系統的總動能(T )為 

( ) ( ) ( )

( )
2

1

1 1 1

2 2 2
1

2
      

G L R

b i i i i
i

T m m m

m
=

 = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + 

⋅ + ⋅∑

c c GL GL GR GR

BL BL BR BR

Φ H r r r r r r

r r r r

� � � � � � �
ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ

� � � �
ɺ ɺ ɺ ɺ

 (4-10) 

其中 GH 為均質轉子的角動量 

0 0

0 0

0 0

T

G T

P

J

J

J

 
 =  
  

H Φ
�
  (4-11) 

圓柱轉子的橫向慣性矩 2 21 1

4 12TJ mR mL= + 、極慣性矩 21

2PJ mR= 。系統的總動能T

詳列於附錄二。 

接著為瞭解轉子兩端線性支承對系統產生的總位能與 Rayleigh’s dissipation 

function，我們需先求出轉子左、右兩端面中心相對於固定參考座標系的座標。令

( )LC XYZr
�

及 ( )RC XYZr
�

分別代表左、右兩端面中心的位置向量，則 

( ) ( ) 1 1 1
1 2

2 1

2 1

ˆ ˆ ˆ

0

0

2

( ) ( ) cos ( ) ( ) sin
2 2

( ) ( ) sin ( ) ( ) cos
2 2

2

LC C

C C

C C

L

L L
x t t t y t t t

L L
x t t t y t t t

L

ω

γ ω γ ω

γ ω γ ω

− − −

 
 = +  
  

    + − −    
    
    = + + −    
    
 
 
 

XYZ XYZ

x yz

XYZ

r r T T T
� �

 (4-12) 
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( ) ( ) 1 1 1
1 2

2 1

2 1

ˆ ˆ ˆ

0

0

2

( ) ( ) cos ( ) ( ) sin
2 2

( ) ( ) sin ( ) ( ) cos
2 2

2

RC C

C C

C C

L

L L
x t t t y t t t

L L
x t t t y t t t

L

ω

γ ω γ ω

γ ω γ ω

− − −

 
 = +  
 − 

    − − +    
    
    = − + +    
    
 

− 
 

XYZ XYZ

x yz

XYZ

r r T T T
� �

 (4-13) 

為了簡化方程式的描述，令 XLδ 、 YLδ 以及 XRδ 、 YRδ 分別代表轉子左、右兩端面中

心相對於固定參考座標 X 與Y 軸向上的位移量，由式(4-12)及式(4-13)可得 

2 1( ) ( ) cos ( ) ( ) sin
2 2XL C C

L L
x t t t y t t tδ γ ω γ ω   = + − −   
   

 (4-14) 

2 1( ) ( ) sin ( ) ( ) cos
2 2YL C C

L L
x t t t y t t tδ γ ω γ ω   = + + −   
   

 (4-15) 

2 1( ) ( ) cos ( ) ( ) sin
2 2XR C C

L L
x t t t y t t tδ γ ω γ ω   = − − +   
   

 (4-16) 

2 1( ) ( ) sin ( ) ( ) cos
2 2YR C C

L L
x t t t y t t tδ γ ω γ ω   = − + +   
   

 (4-17) 

由此系統總位能(V )與 Rayleigh’s dissipation function (F )可分別表示為 

( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2

1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2XL YL XR YR C C

L
V k k x t y t t tδ δ δ δ γ γ

  = + + + = + + +  
   

 (4-18) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

22 2 2 2 2 2 2

1

2
2 2 2

1 2

2 2 2 2 2 2
2 1 1 2 1 2

1 1
( ) ( )

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

   

     

XL YL XR YR b i i
i

C C C C

b

F c c R t t

L
c x t y t y t x t t t

t t c R t t t t

δ δ δ δ α β

ω ω γ ω γ

γ ω γ α α β β

=

   = + + + + +   

   = − + + + − +    

+ + + + +

∑ɺ ɺ ɺ ɺ ɺɺ

ɺɺ ɺ

ɺ ɺɺ ɺ ɺ

 (4-19) 

藉由 Lagrange’s equations  

0
k k k k

d T T V F

dt q q q q

 ∂ ∂ ∂ ∂− + + = ∂ ∂ ∂ ∂ ɺ ɺ
  (4-20) 

可推得此系統的非線性運動方程式，其中廣義座標 kq 為 ( )Cx t 、 ( )Cy t 、 1( )tγ 、 2( )tγ 、
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( )i tα 及 ( )i tβ （ 1,2i = ）。為了便於討論，引入以下所列無因次化參數 

2 2
1 3

/ , / , / , /

/ , , 2 , 2 /

/ , / , / ,

/ , ( ) , ( )

C C L L R R

n b b b n n

b b eL L eR R n

n T P

x x R y y R R R

L R c M c m k M

m M m M m M t

J J M R J J M R

ε ε

ρ ςω ς ω ω
µ µ µ τ ω

ω ω

= = Λ = Λ =

= = = =
= = = =

Ω = = =

 (4-21) 

4eL eR bM m m m m= + + + 為此系統的總質量。 

並且令 

[ ]2 1 1 2 1 2, , , , , , ,
T

x yγ γ α α β β−=q  (4-22) 

忽略小角位移 1γ 與 2γ 的三階項，經整理後可得矩陣形式的無因次運動方程式為 

′′ + =′+ +DR DR DR DRq qM D g f 0   (4-23) 

其中 ( )′表示對無因次時間參數τ 的微分，而 

b

b

d

d

µ
µ

 
 
 =
 
 
  

LS RS

LC RC
DR T T

LS LC
T T

RS RC

r

r

M 0 B B

0 M B B
M

B B I 0

B B 0 I

  (4-24) 

2 ( ) 2 2

2 ( ) 2 2

2 ( ) 2 ( ) 2

2 ( ) 2 ( ) 2
b b

b b

d

d

ς µ
ς µ

− Ω − − Ω − Ω 
 

Ω − Ω Ω =
 Ω − Ω
 
 Ω − Ω  

LC RC

LS RS
DR T T

LC LS
T T

RC RS

r1 r2r

r2 r1r

D M D B B

M D D B B
D

B B I 0

B B 0 I

 (4-25) 

[ ]1 2 3 4 0, 0,, , ,, 0, 0
T

dr dr dr drg g g g=DRg  (4-26) 

[ ]1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,
T

dr dr dr dr dr dr dr drf f f f f f f f=DRf  (4-27) 

式(4-24)中， DRM 與 DRD 的組成矩陣分別為 

2

1

1 ( )
2

( ) (4 )
2 2

eL eR

eL eR b eL eR

d

J

ρ µ µ

ρ ρµ µ µ µ µ

 − 
 =
  − + + +  

  

rM  (4-28) 
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1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

sin sin sin( ) sin( )
,  

sin sin sin( ) sin( )
2 2 2 2

cos cos cos( ) cos( )
,  

cos cos cos( ) cos( )
2 2 2 2

b b

b b

α α φ β φ β
µ µρ ρ ρ ρα α φ β φ β

α α φ β φ β
µ µρ ρ ρ ρα α φ β φ β

− + − +   
   = − =
   + +
   

+ +   
   = =
   − + − +
   

LS RS

LC RC

B B

B B

 (4-29) 

以及 

3

2

1 0

2 ,  
00

22

0 0

Jζ ρ
 
 = =  

    

 
 
 
 

r1 r2D D   (4-30) 

另外，式(4-26)與式(4-27)中，向量 Rg 與 Rf 的各個元素分別為 

2
2 2

1
1

( ) cos ( ) co )s(dr b i i i i
i

g µ α α β φ β
=

 = − + +′
 

′∑  (4-31) 

2
2 2

2
1

( ) cos ( ) cos(
2

)dr b i i i i
i

g
ρ µ α α β φ β

=

′ ′ = − − +
 ∑  (4-32) 

2
2 2

3
1

( ) sin ( ) sin( )dr b i i i i
i

g µ α α β φ β
=

 = − + +′
 

′∑  (4-33) 

2
2 2

4
1

( ) sin ( ) sin( )
2dr b i i i i

i

g
ρ µ α α β φ β

=

′ ′ = − − +
 ∑  (4-34) 

[ ]
2

2 2
1 2

1

2

( 1) 2 cos cos( ) ( )
2

       ( cos )
2

dr b i i L eL
i

R eR

f x y
ρζ µ α φ β γ µ

ρ γ φ µ

=


= − Ω − − Ω − Ω + + + + Λ −



− Λ 



∑
 (4-35) 

[ ]
2 2

2 2
2 2 1

1

2

1 2

(4 ) cos cos( )
2 2

     ( ) ( cos ) (2 )
2

dr b eL eR b i i
i

L eL R eR

f J

x x

ρ ργ µ µ µ µ α φ β

ρµ φ µ ζ γ γ

=

   = −Ω + + + − Ω − + +   
    

  + Λ − + Λ + Ω +  
 

∑
 (4-36) 

[ ]
2

2 2
3 1

1

1

1

 

( ) 2 sin

      

sin( )
2

( sin )
2

dr b i i eL
i

R eR

f y x
ρζ µ α φ β γ µ

ρ γ φ µ

=


= − Ω + Ω − Ω + + − +



+

−

Λ 



∑
 (4-37) 

[ ]
2 2

2 2
4 1 1

1

2

2 1

(4 ) sin sin( )
2 2

     ( sin ) (2 )
2

dr b eL eR b i i
i

eL R eR

f J

y y

ρ ργ µ µ µ µ α φ β

ρµ φ µ ζ γ γ

=

   = Ω + + + − Ω − + +   
    

  − + Λ + Ω −  
 

∑
 (4-38) 
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2
5 1 1 2 1( ) cos ( )sin

2 2dr bf y x
ρ ρµ γ α γ α = −Ω − − +  

 (4-39) 

2
6 1 2 2 2( )cos ( )sin

2 2dr bf y x
ρ ρµ γ α γ α=  

 
Ω − − +


−  (4-40) 

2
7 1 1 2 1( ) cos( ( )sin) )(

2 2dr bf y x
ρ ρµ γ φ β γ φ β = −Ω + + − − +  

 (4-41) 

2
8 1 2 2 2( )cos( ( )sin) )(

2 2dr bf y x
ρ ρµ γ φ β γ φ β = −Ω + + − − +  

 (4-42) 

 

4-2 三維制振系統的平衡位置 

 

4-2-1 平衡解 

對自主系統而言，當描述此系統的廣義座標不隨時間變化時，代表此系統達到

平衡狀態。令 2 1 1 2 1 2

T
x yγ γ α α β β = − q 代入式(4-23)中，令所有微分

項為 0，得到平衡方程式 0qf =)( 詳列如下 

2
2 2

2
1

2

( 1) 2 cos cos( ) ( )
2

   0( cos )
2

b i i L eL
i

R eR

x y
ρζ µ α φ β γ µ

ρ γ φ µ

=


 − Ω − − Ω − Ω + + + + Λ −  



− Λ  =


∑
 (4-43) 

2 2
2 2

2 1
1

2

1 2

(4 ) cos cos( )
2 2

 ( ) ( cos ) (2 ) 0
2

b eL eR b i i
i

L eL R eR

J

x x

ρ ργ µ µ µ µ α φ β

ρµ φ µ ζ γ γ

=

   
 −Ω + + + − Ω − + +     

    

  + Λ − + Λ + Ω + =  
 

∑
 (4-44) 

2
2 2

1
1

1

( ) 2 sin sin( )
2

( sin

1

 
2

 0)

b i i eL
i

R eR

y x
ρζ µ α φ β γ µ

ρ γ φ µ

=


 − Ω + Ω − Ω + + − +−   



+ Λ  =


∑
 (4-45) 

2 2
2 2

1 1
1

2

2 1

(4 ) sin sin( )
2 2

 ( cos ) (2 ) 0
2

b eL eR b i i
i

eL R eR

J

y y

ρ ργ µ µ µ µ α φ β

ρµ φ µ ζ γ γ

=

   
 Ω + + + − Ω − + +     

    

  − + Λ + Ω − =  
 

∑
 (4-46) 
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2
1 1 2 1( )cos ( )sin 0

2 2b y x
ρ ρµ γ α γ α −Ω − − + =  

 (4-47) 

2
1 2 2 2( )cos ( )sin

2 2
0b y x

ρ ρµ γ α γ α  =−


− + 
Ω −  (4-48) 

2
1 1 2 1( )cos( ( )sin( 0

2 2
) )b y x

ρ ρµ γ φ β γ φ β −Ω + + − − + =  
 (4-49) 

2
1 2 2 2( )cos( ( )sin( 0

2 2
) )b y x

ρ ρµ γ φ β γ φ β −Ω + + − − + =  
 (4-50) 

由於忽略剛性長轉子以及轉子兩端面上的等價偏心不平衡量與自動平衡機構軌道

內各滾珠於 Z 軸向上的運動，因此轉子於三維空間中的狀態可以轉子兩端面中心

的位置來描述。令( Lr ， Lθ )以及( Rr ， Rθ )分別代表轉子左、右端面中心相對於O ɶ ɶx y Z

的極座標，如圖 4-9所示； 

 

圖 4-9 以兩組平面極座標來描述轉子於三維空間中的狀態 

 

其中， 

2cos
2L Lr x
ρθ γ= + 、 12

γρθ −= yr LL sin  (4-51) 

22
γρθ −= xr RR cos 、 12

γρθ += yr RR sin  (4-52) 

將式(4-51)與(4-52)代入平衡方程式(4-43)~(4-50)式中，因為 0>bµ 且 0>Ω ，經整
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理可得 

( ){ }
( ){ }

( )( )

2 2

2 2

2
2

1

1 cos 2 sin
2

1 cos 2 sin
2

cos cos cos 0

       

        

L
eL eR L L

R
eL eR R R

i i b L eL R eR
i

r

r

µ µ θ ζ θ

µ µ θ ζ θ

α φ β µ µ µ φ
=

 Ω − + Ω − + Ω + 

 Ω − − Ω − + Ω + 

 Ω + + + Λ + Λ = 
 
∑

 (4-53) 

( )( ){ }
( )( ){ }
( )( )

2 2 2 2
1

2 2 2 2
1

2 2

1

4 2 2 1 cos 2 sin
4

4 2 2 1 cos 2 sin
4

cos cos cos 0
2

       

       

L
b eL L L

R
b eR R R

i i b L eL R eR
i

r
J

r
J

ρ µ µ θ ζ ρ θ
ρ

ρ µ µ θ ζ ρ θ
ρ

ρ α φ β µ µ µ φ
=

 Ω + Ω + − + Ω − 

 Ω + Ω + − + Ω + 

Ω  − + + Λ − Λ = 
 
∑

 (4-54) 

( ){ }
( ){ }

( )( )

2 2

2 2

2
2

1

1 sin 2 cos
2

1 sin 2 sin
2

sin sin sin 0

       

        

L
eL eR L L

R
eL eR R R

i i b R eR
i

r

r

µ µ θ ζ θ

µ µ θ ζ θ

α φ β µ µ φ
=

 − Ω − + Ω − + Ω + 

 − Ω − − Ω − + Ω − 

 Ω + + + Λ = 
 
∑

 (4-55) 

( )( ){ }
( )( ){ }

( )( )

2 2 2 2
1

2 2 2 2
1

2 2

1

4 2 2 1 sin 2 cos
4

4 2 2 1 sin 2 cos
4

sin sin sin 0
2

       

       

L
b eL L L

R
b eR R R

i i b R eR
i

r
J

r
J

ρ µ µ θ ζ ρ θ
ρ

ρ µ µ θ ζ ρ θ
ρ

ρ α φ β µ µ φ
=

 − Ω + Ω + − + Ω − 

 − Ω + Ω + − + Ω − 

Ω  − + − Λ = 
 
∑

 (4-56) 

( )sin 0L i Lr α θ− = ，（ 1,2i = ）  (4-57) 

( )sin 0R i Rr φ β θ+ − = ，（ 1,2i = ）  (4-58) 

式(4-57)及(4-58)，描述滾珠相對於端面中心的平衡位置，此方程組的解可依 Lr 與 Rr

是否為 0，區分為表 4-2所列的十種可能解情形。其中 0Lr = 且 0Rr = 的解形式稱之

為完全平衡解，而其餘的解情形則統稱為不完全平衡解，或稱之為動態不平衡解。

由於此系統一般動態不平衡的公式解不易求得，因此我們只針對完全平衡解、靜

態不平衡解以及力偶不平衡解討論。 
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表 4-2 轉子三維制振系統可能的解情形 

 左端面 右端面 

1 0Lr =  

2 
1 2 Lα α θ= =  

3 
1 2 Lα α θ π= = +  

4 
1 Lα θ= 、 2 Lα θ π= +  

0Rr =  

5 
1 2 Lα α θ= =  

6 
1 2 Lα α θ π= = +  

7 
1 Lα θ= 、 2 Lα θ π= +  

( )1 2 Rβ β θ φ= = −  

8 
1 2 Lα α θ π= = +  

9 
1 Lα θ= 、 2 Lα θ π= +  

( )1 2 Rβ β θ φ π= = − +  

10 
1 Lα θ= 、 2 Lα θ π= +  ( )1 Rβ θ φ= − 、 ( )2 Rβ θ φ π= − +  

 

4-2-2 完全平衡解 

當 0Lr = 且 0Rr = （ 0x y= = 、 1 2 0γ γ= = ），此時轉子沒有任何偏心振動，稱之

為完全平衡解。令 0Lr = 及 0Rr = ，並引入參數 Lη 與 Rη ，分別描述轉子左、右端面

上單一顆滾珠最大制振平衡量與偏心不平衡量的比值，其定義如下 

( ) ( ) ( )/ /L b L L b eL Lm R mη ε µ µ= = Λ   (4-59) 

( ) ( ) ( )/ /R b R R b eR Rm R mη ε µ µ= = Λ   (4-60) 

則式(4-53)~(4-56)可化簡為 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 cos
cos cos cos cos 0

1 cos
cos cos cos cos 0

sin
sin sin sin sin 0

sin
sin sin sin sin 0

L R

L R

R

R

φα α φ β φ β
η η

φα α φ β φ β
η η
φα α φ β φ β

η
φα α φ β φ β

η

  
+ + + + + + + =  

 
   + − + − + + − = 
  
 + + + + + + =

 + − + − + − =


 (4-61) 

解得轉子三維制振系統的完全平衡解為 

1 2

1
1

2 1

1
1

2 1

0

1
cos

2

1
cos

2

L

R

x y γ γ

α
η

α α

β
η

β β

−

−

= = = =


 − =     = −


 − =    


= −

  (4-62) 

其特性討論如下： 

(i). 存在完全平衡的條件： 

由式(4-62)可知
1

2Lη ≥ 且
1

2Rη ≥ ，意即轉子系統欲達完全平衡，則兩端自動平

衡機構所能提供的最大制振平衡量，必須大於等於個別端面的偏心不平衡量。 

(ii).  滾珠平衡位置： 

� Lη 與 Rη （式(4-59)及式(4-60)）的值必然為正，由式(4-62)可知 cos 0iα < 且

cos 0iβ < ，即滾珠相對於偏心不平衡量的相角 iα 與 iβ ，均位於第二或第三

象限。換言之，滾珠平衡於個別端面上偏心不平衡量的異側，且同一端面

上的兩滾珠相對於偏心質量的位置，分別往兩側張開等大的幅角。 

� 當
1

2Lη = (或
1

2Rη = )時， 1α π= 、 2α π= − (或 1β π= 、 2β π= − )。此時兩滾

珠緊靠一起，且相對於轉子端面中心，平衡於偏心不平衡量的徑向對邊端

點處。 
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� 隨著η 值增加，兩滾珠間平衡夾角跟著增加，但始終平衡於偏心不平衡量

的異側。此意謂著，滾珠平衡裝置藉由兩滾珠張開幅角所提供的分量和，

在其最大制振範圍內，完美地平衡了轉子偏心所造成的不平衡量。 

 

接著以數值方法驗證先前的結果，令 1Lη = 、 2Rη = 經數值積分式(4-23)得到系

統運動歷程圖，如圖 4-10與圖 4-11，其中r 為轉子質心振動的振幅 

2 2
C Cr x y= +   (4-63) 

1γ 及 2γ 代表偏斜角。虛線與實線分別表示裝置自動平衡機構前（Without ABS）及

裝置自動平衡機構後（With ABS）轉子的響應情形。數值模擬結果顯示，加入自

動平衡機構後，轉子質心的振動量和轉子偏轉角都趨近於 0。換言之，自動平衡機

構能有效抑制轉子系統的振動。轉子系統左、右兩端面滾珠的歷時圖與穩態定位

情形如圖 4-12，顯示在穩態完全平衡時，兩端面上的滾珠張開適當的角度， 

1 1
1

1 1
cos cos 0.667

2 2L

α π
η

− − − − = = =   
  

； 2 1 0.667α α π= − = −  

1 1
1

1 1
cos cos 0.58

2 4R

β π
η

− − − − = = =   
  

； 2 1 0.58β β π= − = −  

恰好抵消系統的偏心量。 
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圖 4-10 自動平衡機構對轉子質心位置的制振 
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圖 4-11 自動平衡機構對轉子角度偏斜的制振 
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圖 4-12 滾珠的暫態行為與穩態定位情形 
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由 4-1-1 節對轉子的偏心描述可知，一般轉子的動態不平衡可由靜態不平衡與

力偶不平衡所合成。前述各節中的推論指出，轉子兩端面上的滾珠型自動平衡機

構在其最大制振範圍內，能有效抑制此三維轉子系統的一般動態不平衡，並求得

完全平衡解。本節將接續討論當自動平衡機構的最大制振量小於轉子不平衡量

時，前述系統的動態行為。因此，將分別針對三維制振系統在靜態不平衡與力偶

不平衡的條件下進行討論。 

 

4-2-3 三維制振系統的靜態不平衡(static unbalance)解 

 

首先考慮靜態不平衡的情形，此時轉子左、右端面上的等價不平衡量具有相

同的大小與相角，亦即 L Rm m= 、 L Rε ε= 及 0φ = 。接著考慮轉子系統呈靜態不平

衡( L Rr r r= = 、 L Rθ θ θ= = )，並以極座標形式描述之。則其平衡方程式成為 

( ) ( )
2

2 2

1

1 cos 2 sin cos cos 2 0i i b e
i

r θ ζ θ α β µ µ
=

  Ω − + Ω + Ω + + Λ =    
∑  (4-64) 

( )
2 2

1

cos cos 0
2 i i b

i

ρ α β µ
=

Ω − =∑   (4-65) 

( ) ( )
2

2 2

1

1 sin 2 cos sin sin 0i i b
i

r θ ζ θ α β µ
=

 Ω − − Ω + Ω + =  ∑  (4-66) 

( )
2 2

1

sin sin 0
2 i i b

i

ρ α β µ
=

Ω − =∑   (4-67) 

( )sin 0ir α θ− =   (4-68) 

( )sin 0ir β θ− =   (4-69) 

由式(4-68)與(4-69)可知，當 0r ≠ 時具有三種解型態； 1 1

2 2

      α β θ
α β θ π
 = =
 = = +

、

i iα β θ= = 以及 i iα β θ π= = + 。分別討論如下； 

1. 0r ≠ 、 1 1

2 2

      α β θ
α β θ π
 = =
 = = +
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將 1 1α β θ= = 及 2 2α β θ π= = + 代入式(4-64)與(4-66)中，可得 

2cos sin 2 0

sin cos 0                

T T e

T T

r p q

r p q

θ θ µ

θ θ

  + + Ω Λ =  


 − =  

  (4-70) 

其中 Tp 與 Tq 同於二維制振系統的定義式(2-19)，此時滾珠的作用僅增加了系統的

總質量，於平衡方程式中不存在滾珠激振或制振的項，亦即滾珠於各端面上彼此

平衡。(4-70)式與一般轉子靜態不平衡結果相同(詳於附錄三)，其平衡解為 

2 2 2

2 2

2 e T T
SU

T T

p q
r

p q

µΩ Λ +
=

+
、 1tan T

SU
T

q

p
θ −=  (4-71) 

下標 SU 代表靜態不平衡(Static Unbalance)時的解 

2. 0r ≠ 、 i iα β θ= =  

將 i iα β θ= = 代入(4-64)與(4-66)式中，可得 

( ) ( )
( )

2

2

cos sin 2 2 cos 0

sin cos 4 sin 0                

T T b e

T T b

r p q

r p q

θ θ µ θ µ

θ θ µ θ

 + + Ω + Λ =


− + Ω =

 (4-72) 

此時兩端面上的滾珠位於同相角，且各端面上的滾珠均緊靠在一起。若將緊靠的

兩滾珠視為兩倍質量的單一滾珠代換之，則(4-72)式經整理後與 2-2-2 節的二維制

振系統所推論的方程式(2-16)相同。其平衡解為 

( )
( )

2 2 2 2 2

1 2 2

2 2 4b T T T T

SU

T T

p p q q
r

p q

µ η η

η
±

 Ω − ± + −
 =

+
 (4-73) 

1 1
1 2

1

tan
4

T SU
SU

T SU b

q r

p r
θ

µ

±
± −

±=
+ Ω

  (4-74) 

 

3. 0r ≠ 、 i iα β θ π= = +  

將 i iα β θ π= = + 代入(4-53)與(4-66)式中，可得 
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( ) ( )
( )

2

2

cos sin 2 2 cos 0

sin cos 4 sin 0                

T T b e

T T b

r p q

r p q

θ θ µ θ µ

θ θ µ θ

 + − Ω − Λ =


− − Ω =

 (4-75) 

此時各端面上的滾珠亦緊靠在一起。同理可整理式(4-75)與二維制振系統所推論的

方程式(2-24)相同。其平衡解為 

( )
2 2 2 2 2

2 2 2

4 b T T T T

SU

T T

p p q q
r

p q

µ η η

η
±

 Ω + + −
 =

+
 (4-76) 

1 2
2 2

2

tan
4

T SU
SU

T SU b

q r

p r
θ

µ

±
± −

±=
− Ω

  (4-77) 

 

由前述的討論可知，三維制振系統於靜態不平衡時可簡化為二維系統，兩者

具有相同的平衡方程與平衡解。於 2-3 節中已解析了二維制振系統平衡解的穩定

性，證明了當自動平衡機構的最大制振量小於轉子不平衡量(
1

2
η < )時， 1Sr

− 與 2Sr
− 不

存在正實數解，並且 2Sr
+ 為非穩定解。換言之， 1Sr

+ 為唯一存在的穩定平衡解。因此，

對於三維制振系統而言，當
1

2
η < 時， 1SUr − 與 2SUr − 同樣不存在正實數解。圖 4-13 左

圖中顯示，將 1SUr + 與 2SUr + 的理論值分別以實線和虛線表示，而圈點則代表三維制振

系統的統御方程經數值積分後呈現的穩態平衡振幅大小，可看出其中 1SUr + 為唯一存

在的穩定平衡解。右圖為Ω與滾珠穩態平衡定位的相角關係；當系統轉速低於靜

態不平衡振動的臨界轉速時，滾珠定位於與轉子不平衡量同側，但當系統轉速高

於此臨界轉速時，滾珠則定位於轉子不平衡量的異側，其能有效降低轉子靜態不

平衡所引發的振動。三維制振系統靜態不平衡於次臨界轉速與過臨界轉速時的穩

態振幅與滾珠定位，分別示意如圖 4-14(a)、(b)。 
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圖 4-13 三維制振系統於靜態不平衡時的穩態振幅與滾珠穩態定位情形 

 

      

(a)                                (b) 

圖 4-14 三維制振系統於(a)次臨界轉速與(b)過臨界轉速時，靜態不平衡示意 



 93

4-2-4 三維制振系統的力偶不平衡(couple unbalance)解 

首先，將轉子力偶不平衡的偏心量，以離質心等距的兩端面上的不平衡量描

述。此時轉子左、右端面上的不平衡量具有相同的大小與 180°相角差，亦即

L Rm m= 、 L Rε ε= 及φ π= 。接著考慮轉子系統呈力偶不平衡( Lθ θ= 、 Rθ θ π= + 以

及 L Rr r r= = )。為簡化後續方程式的描述，令 

( )2 2 2
14 1 2 2 b ec Jp ρ µ µ = Ω − − Ω +    (4-78) 

22cq ζ ρ= Ω   (4-79) 

則平衡方程式成為 

( )
2

2

1

cos cos 0i i b
i

α β µ
=

Ω − =∑   (4-80) 

( ) ( )
2

2 2

1

cos sin cos cos 2 0c c i i b e
i

r p qθ θ ρ α β µ µ
=

 + + Ω + + Λ = 
 
∑  (4-81) 

( )
2

2

1

sin sin 0i i b
i

α β µ
=

Ω − =∑   (4-82) 

( ) ( )
2

2 2

1

sin cos sin sin 0c c i i b
i

r p qθ θ ρ α β µ
=

− + Ω + =∑  (4-83) 

( )sin 0ir α θ− =   (4-84) 

( )sin 0ir β θ− =   (4-85) 

由式(4-84)與(4-85)可知，力偶不平衡具有同樣三種解型態，討論如下 

1. 0r ≠ 、 1 1

2 2

      α β θ
α β θ π
 = =
 = = +

 

將 1 1α β θ= = 及 2 2α β θ π= = + 代入(4-81)與(4-83)式中，可得 

( )
( )

2 2cos sin 2 0

sin cos 0                    

c c e

c c

r p q

r p q

θ θ ρ µ

θ θ

 + + Ω Λ =


− =

  (4-86) 

式(4-86)與一般轉子力偶不平衡結果相同(詳於附錄三)，其平衡解為 



 94

2 2 2 2

2 2

2 e c c
CU

c c

p q
r

p q

ρ µΩ Λ +
=

+
、 1tan c

CU
c

q

p
θ −=  (4-87) 

下標 CU 代表力偶不平衡(Couple Unbalance)時的解 

 

2. 0r ≠ 、 i iα β θ= =  

將 i iα β θ= = 代入(4-81)與(4-83)式中，可得 

( ) ( )
( )

2 2

2 2

cos sin 2 2 cos 0

sin cos 4 sin 0                

c c b e

c c b

r p q

r p q

θ θ ρ µ θ µ

θ θ ρ µ θ

 + + Ω + Λ =


− + Ω =

 (4-88) 

此時兩端面上的滾珠位於同相角，且各端面上的滾珠均緊靠在一起。可解得其平

衡解為 

( )
( )

2 2 2 2 2 2

1 2 2

2 2 4b c c c c

CU

c c

p p q q
r

p q

ρ µ η η

η
±

Ω − ± + −
=

+
 (4-89) 

1 1
1 2 2

1

tan
4

c CU
CU

c CU b

q r

p r
θ

ρ µ

±
± −

±=
+ Ω

  (4-90) 

 

3. 0r ≠ 、 i iα β θ π= = +  

將 i iα β θ π= = + 代入(4-81)與(4-83)式中，可得 

( )2 2

2 2

cos sin 2 2 cos 0

sin cos 4 sin 0                

c c b e

c c b

r p q

r p q

θ θ ρ µ θ µ

θ θ ρ µ θ

  + − Ω − Λ =  


 − − Ω =  

 (4-91) 

各端面上的滾珠亦位於同相角且緊靠在一起。其平衡解為 

( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 4b c c c c

CU

c c

p p q q
r

p q

ρ µ η η

η
±

 Ω ± + −
 =

+
 (4-92) 

1 2
2 2 2

2

tan
4

 c CU
CU

c CU b

q r

p r
θ

ρ µ

±
± −

±=
− Ω

  (4-93) 
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當
1

2
η < 時，由(4-89)及(4-92)可知 1CUr − 與 2CUr − 不存在正實數解。將 1CUr + 與 2CUr + 的

理論值分別以實線和虛線表示於圖 4-15 左圖中，而圈點則代表數值積分的結果，

可看出 1CUr + 為唯一存在的穩定平衡解。右圖為Ω與滾珠穩態平衡定位的相角關係；

當系統轉速低於力偶不平衡振動的臨界轉速時，滾珠定位於與轉子不平衡量同

側，但當系統轉速高於此臨界轉速時，滾珠則定位至轉子不平衡量的異側，同樣

能有效抑制力偶不平衡轉子的穩態振幅。圖 4-16(a)、(b)分別為此三維制振系統於

次臨界轉速與過臨界轉速時，力偶不平衡的穩態振幅與滾珠定位示意。 
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圖 4-15 三維制振系統於力偶不平衡時的穩態振幅與滾珠穩態定位情形 
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(a)                                (b) 

圖 4-16 三維制振系統於(a)次臨界轉速與(b)過臨界轉速時，力偶不平衡示意 

 

4-3 三維制振系統完全平衡解的穩定性分析 

 

當滾珠型自動平衡機構的制振量大於轉子系統的固有不平衡量時，在適當的

系統參數條件下，各端面上的兩滾珠將定位至個別等價不平衡量的對邊，並張開

適量幅角以有效抑制轉子的三維偏心振動。然而，若系統參數選用不佳，則自動

平衡機構將無法使轉子系統獲致完全平衡的穩定定位。以系統參數 0.04bµ = 、

100ρ = 、
6

πφ = 、 1Lη = 以及 1.5Rη = 為例，在轉速 3.2Ω = 、 0.12ς = 時轉子振動幅

度 Avr （ 2 2
Av L Rr r r= + ）的歷時圖如圖 4-17 實線所示，在這個狀態下，轉子振動趨

近於 0，換言之，完全平衡位置為穩定。相反地，若降低ς 到 0.06ς = ，轉子振動

響應如虛線所示，此時完全平衡位置為不穩定。由此可知，系統參數的設計與選

用將直接影響完全平衡解的穩定性。 
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圖 4-17 ς 對完全平衡解穩定性的影響 

 

前例顯示，自動平衡機構要能發揮功效必須慎選系統參數，使得完全平衡位

置為穩定。依據 Routh-Hurwitz Criterion，藉由特徵方程式的係數項可判讀平衡位

置的穩定性。利用這個方法，我們針對三維制振系統的完全平衡解以數值方式進

行穩定區域探討。圖 4-18 為系統支承阻尼比ς 與轉速Ω所構成的參數平面上的穩

定區域，圖中實線、虛線與中心線分別代表滾珠軌道阻尼比 0.05bς = 、 0.1bς = 以

及 0.2bς = 時穩定區域的邊界。結果顯示，三維制振系統完全平衡解的穩定範圍，

隨滾珠軌道阻尼增加而增大。 
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Unstable
 Region

0.05bς =

0.1bς =

0.2bς =

 

圖 4-18 系統支承阻尼比ς 與轉速比Ω平面的穩定區間 
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圖 4-19 與圖 4-20 分別為滾珠軌道阻尼比 bς 與轉速Ω所構成的參數平面上，

在不同支承阻尼條件下的穩定邊界，圖 4-19 的 0.01 ~ 0.04ς = ，而圖 4-20 的

0.05 ~ 0.2ς = 。結果顯示，當支承阻尼比 0.05ς < 時，系統的穩定區域隨著ς 的降

低，明顯地縮減；但當 0.06ς > 後，穩定區域大小的改變則漸趨和緩。 
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圖 4-19 滾珠軌道阻尼比 bς 與轉速比Ω平面的穩定區間( 0.01 ~ 0.04ς = ) 
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圖 4-20 滾珠軌道阻尼比 bς 與轉速比Ω平面的穩定區間( 0.05 ~ 0.2ς = ) 

 

另外，由圖 4-19 可看出在所設定的參數條件下，當ς 與 bς 都不大時，隨著轉
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速比的增加，完全平衡解會出現不穩定-穩定-不穩定-穩定交錯出現的情形。為驗

證此結果，在各穩定與不穩定區段內藉由數值積分結果觀測其時間響應。當

0.04ς = 時 bςΩ − 平面上的穩定區域如圖 4-21 所示。當 0.066bς = 時， 1P ( 1.5Ω = )

及 3P ( 3.0Ω = )位於不穩定區域，而 2P ( 2.3Ω = )及 4P ( 4.5Ω = )則位於穩定區域。這

四個參數點在相同的初始條件下，系統的振動歷程如圖 4-22。結果證實 2P 與 4P 時

完全平衡位置為穩定，而 1P 與 3P 時則否。 
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圖 4-21 bς - Ω平面的穩定與不穩定區段 
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圖 4-22 1P 、 2P 、 3P 及 4P 的數值積分結果 
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一般而言，轉子系統的偏心量會隨著長時間運轉磨耗等因素而改變，因此自

動平衡機構的制振量與不平衡量的比值η 便會隨之調整，然而只要η 仍大於 0.5，

系統就可能呈現完全平衡狀態。由圖 4-23，η 與轉速比Ω所構成的參數平面的穩

定區域可以得知，當0.5 2.5η< < 時，穩定區域隨η 的改變有明顯的變化，而且必

須在較高的系統工作轉速下，完全平衡解才能位於穩定區域內。當 2.5η > 時，穩

定區域隨η 的改變變得相當有限。整體而言只要系統工作轉速夠高， 0.5η > 均能落

於穩定區域內。 
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圖 4-23 η 與轉速比Ω所構成的參數平面的穩定區域 
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第五章 三維偏心剛性轉子系統制振之實驗驗證 

 

5-1實驗機台設計 

 

5-1-1 實驗機台的理論模型 

由第四章的討論可知，兩端面裝置滾珠型自動平衡機構的偏心轉子系統，於適

當參數條件下可有效抑制轉子的三維振動。為實際了解配置滾珠型自動平衡機構

的偏心轉子系統的動態特性與制振行為，設計三維制振的轉子自動平衡實驗機

台。參考圖 5-1，機台主要由轉子、滾珠型自動平衡裝置、可調整偏心量的碟片、

軸承(座)、馬達以及支承彈簧等所組成。 

 

圖 5-1 三維制振轉子自動平衡實驗機台示意圖 
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實驗機台的定子支承座和馬達，會使得機台的行為和第四章所建立的均勻長轉

子模型有所不同。為了建立更貼近實驗機台的理論架構，需於第四章的系統模型

中加入兩端等效定子的效應。上端的等效定子包含軸承、軸承座以及支承彈簧的

固定機件，其整體質量以 1Sm 表示，並假設其質心與上端支承同平面，位於轉子的

上端面中心下方相距 L∆ 處。而下端的等效定子除包含前述上端等效定子的構件

外，另需考慮馬達的質量與尺寸。參考圖 5-1，假設下端支承與轉子下端面中心相

距 R∆ ，下端面等效定子的總質量為 2Sm ，其質心位於轉子軸線上且與轉子下端面

中心相距 M∆ 值。 

和 4-1-2節中藉由理論模型所建構的自動平衡機構-偏心轉子系統相比，機台兩

端等效定子的質量與運動會導致額外的動能，並且須修正系統的位能和 Rayliegh’s 

dissipation function。接著依據 4-1-3節推導自動平衡機構-偏心轉子系統統御方程相

同的程序，同時考慮兩端等效定子的效應，代入 Lagragne’s equations中求得修正

後的統御方程式。 

同樣令 XYZ 代表以靜止時轉子質心為原點的固定座標系（ Z 軸指向上端面），

ˆ ˆ ˆxyz 代表隨著轉子同步旋轉（與轉子各主軸方向平行）的旋轉座標系。轉子上、下

端支承中心與下端等效定子質心，相對於固定座標系的位置向量 ( )SL XYZr
�

、

( )SR XYZr
�

及 ( )M XYZr
�

，可分別描述為 

( ) ( )
( )

1 1 1
1 2

2 1

2 1

ˆ ˆ ˆ

0

0

2 2

2 2
( ) ( ) cos ( ) ( ) sin

2 2

2 2
   ( ) ( ) sin ( ) ( ) cos

2 2

2

2

SL C

L

L L
C C

L L
C C

L

L

L L
x t t t y t t t

L L
x t t t y t t t

L

ω

γ ω γ ω

γ ω γ ω

− − −

 
 = +  
 − ∆ 

 − ∆ − ∆   + − −    
    
 − ∆ − ∆   = + + −    
    
 − ∆
 
 

XYZ XYZ

x yz

XYZ

r r T T T
� �

 (5-1) 
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( ) ( )
( )

1 1 1
1 2

2 1

2 1

ˆ ˆ ˆ

0

0

2 2

2 2
( ) ( ) cos ( ) ( ) sin

2 2

2 2
   ( ) ( ) sin ( ) ( ) cos

2 2

2

2

SR C

R

R R
C C

R R
C C

R

L

L L
x t t t y t t t

L L
x t t t y t t t

L

ω

γ ω γ ω

γ ω γ ω

− − −

 
 = +  
 − + ∆ 

 + ∆ + ∆   − − +    
    
 + ∆ + ∆   = − + +    
    
 + ∆− 
 

XYZ XYZ

x yz

XYZ

r r T T T
� �

 (5-2) 

( ) ( )
( )

1 1 1
1 2

2 1

2 1

ˆ ˆ ˆ

0

0

2 2

2 2
( ) ( ) cos ( ) ( ) sin

2 2

2 2
   ( ) ( ) sin ( ) ( ) cos

2 2

2

2

M C

M

M M
C C

M M
C C

M

L

L L
x t t t y t t t

L L
x t t t y t t t

L

ω

γ ω γ ω

γ ω γ ω

− − −

 
 = +  
 − + ∆ 

 + ∆ + ∆   − − +    
    
 + ∆ + ∆   = − + +    
    
 + ∆− 
 

XYZ XYZ

x yz

XYZ

r r T T T
� �

 (5-3) 

其中 ( )C XYZr
�

為轉子質心在固定座標系下的位置向量，同式(4-4)的定義。兩端等效

定子所產生的額外動能為 ( ) ( )1 2

1

2 S Sm m ⋅ + ⋅ SL SL M Mr r r r
� � � �
ɺ ɺ ɺ ɺ ，而系統支承彈簧的彈性

位能函數則需改寫成 

2 2

2 1

2 2

2 1

2 21
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
              

L L
C C

R R
C C

L L
V k x t t y t t

L L
x t t y t t

γ γ

γ γ

 − ∆ − ∆   = + + − +   
   

+ ∆ + ∆   − + +    
    

 (5-4) 

此外，支承阻尼的 Rayleigh's dissipation function也需改寫為 ( )1

2
c ⋅ + ⋅SL SL SR SRr r r r
� � � �
ɺ ɺ ɺ ɺ 。 

將這些修正項代入 Lagrange’s equations後可得機台的統御方程式。 

接著導入新增參數的無因次量 

1
1

S
S

m

M
µ = 、 2

2
S

S

m

M
µ = 、 L

L R
δ ∆= 、 R

R R
δ ∆= 、 M

M R
δ ∆=  (5-5) 
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其中修正總質量 1 24 b eL eR S SM m m m m m m= + + + + + 。可以得到實驗機台矩陣形式的

無因次運動方程式 

′′ ′+ + + =Ex Ex Ex ExM X D X g f 0   (5-6) 

其中， 

b

b

e

e

µ
µ

 
 
 =
 
 
 

LS RS

LC RC
T T

LS LC
T T

RS RC

Ex

M 0 B B

0 M B B
M

B B I 0

B B 0 I

  (5-7) 

2 ( ) 2 2

2 ( ) 2 2

2 ( ) 2 ( ) 2

2 ( ) 2 ( ) 2
b b

b b

e e

e e

ς µ
ς µ

− Ω − − Ω − Ω 
 Ω − Ω Ω =
 Ω − Ω
 Ω − Ω 

LC RC

LS RS
T T

LC LS
T T

RC RS

Ex

r2

r2

D M D B B

M D D B B
D

B B I 0

B B 0 I

 (5-8) 

[ ]1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,
T

e e e e dr dr dr drf f f f f f f f=Exf  (5-9) 

為便於簡化表示式，定義兩個分別與質量一次矩與質量二次矩相關的函數 

1 1 2( )
2 2 2eL eR L S M S

ρ ρ ρµ µ δ µ δ µ   Π = − + − − +   
   

 (5-10) 

2 2 2

2 1 1 2(4 )
2 2 2b eL eR L S M SJ
ρ ρ ρµ µ µ δ µ δ µ     Π = + + + + − + +     

     
 (5-11) 

則 ExM 與 ExD 組成矩陣中的 eM 與 eD 可表示為 

1

1 2

1
e

Π 
=  Π Π 

M   (5-12) 

( )

( )
2 2

2

2 2

L R

L R L R

e

δ δ
ζ ρ ρδ δ δ δ

 − +
 =     − + − + +        

D  (5-13) 

另外，向量 Exf 的各個元素可分別表示為 
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[ ]
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2
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=
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∑
 (5-17) 

其餘參數均與 4-1-3節的定義相同。 

裝置於偏心轉子兩端面的自動平衡機構並非完全獨立運作，為能更清楚分析與

說明自動平衡機構對偏心轉子系統三維制振的行為，故考慮僅於偏心轉子單一端

面裝置自動平衡機構的系統。因此另外推導僅於上端面裝置自動平衡機構的機台

的統御方程式，將結果列於附錄四中，以便於和實驗量測數據結果比對。 

 

5-1-2 支承彈簧的等效彈性模數 

由於此動態實驗的等向支承需同時能承載轉子自重，因此採用 L 型平板簧片。

為了便於簧片材料的選取與尺寸的設計，必需瞭解 L 型平板簧片等效彈性模數和

簧片材料以及尺寸間的關係式。 
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圖 5-2 定子及 L 型支承簧片變形的示意圖 

 

圖 5-2所示為軸承座在 x 軸方向平移運動時連接簧片變形的示意圖，此時垂直

和平行兩組簧片的變形分別如圖 5-3 (a) 及圖 5-3 (b)。在支承彈簧微小變形量的條

件下，藉由考慮兩種 L 型簧片的受力型式，計算彈性樑受力P 與變形u 的關係式，

可以求得實驗系統支承的等效彈性模數。假設選用簧片材質的彈性模數為E、L 型

的各邊長為 l且斷面慣性矩為 I 。圖 5-3 (a)所示垂直向支承簧片受力與變形的關係

式可寫為 

2 3

3

Pl Pl
u l

EI EI

 
= + 
 

  (5-18) 

對應的等效彈性模數 1Sk 為， 

3

1 316S

Ebh
k

l
=   (5-19) 

另一方面，圖 5-3 (b) 所示平行向支承簧片受力與變形的關係式可表示成 

3

12

Pl
u

EI
=   (5-20) 

對應的等效彈性模數 2Sk 為 

3

2 3S

Ebh
k

l
=   (5-21) 
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圖 5-3 (a) 連接簧片與位移方向垂直  圖 5-3 (b) 連接簧片與位移方向平行 

 

由此可得同一端面上所有 L 型支承簧片作用下的等效彈性模數為 

( )
3

1 2 3

17
2

8x y S S

Ebh
k k k k k

l
= = = + =   (5-22) 

此關係式可作為彈簧材料選用與 L 型支承簧片尺寸設計的計算依據。 

 

5-1-3 實驗機台的參數與臨界轉速設計 

關於動態實驗機台的設計，首先需考量實驗操作轉速的範圍與系統共振的效

應。由前一章的理論分析可知，滾珠型自動平衡機構必須在高於臨界轉速（轉子

系統的第一個共振頻率）下才可能達到完全平衡。此外，由完全平衡位置的穩定

區域和系統參數的關係，設定實驗機台的最高操作轉速為系統臨界轉速的五倍，

使這個轉速範圍能包含各個重要的動態特性區間，以利於實驗觀察與討論。本實

驗選用的直流伺服馬達（Maxon 250247 263349）於無負載時的建議操作轉速上限

為 9660 rpm (馬達的額定最大輸出功率 20 W )。在本實驗中，為了簡化機台的機

構，避免驅動裝置所產生的複雜動態效應，將馬達連接於轉子端面下方，直接驅

動轉子。此外為了避免偏心轉子系統的動態不平衡負載對馬達輸出扭矩的影響，

設定 2400rpm 為實驗系統的最高操作轉速。因此實驗機台的臨界轉速應小於

480rpm。 
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依據 5-1-1節提出的理論模型，設計實驗機台的各部分構件，設計圖詳於附錄

五。圖 5-4為此三維制振的轉子自動平衡實驗機台，而表 5-1則列出此實驗機台的

主要參數。 

 

圖 5-4 三維制振的轉子自動平衡實驗機台 

 

由量測結果得知系統總質量(含轉子、碟片、軌道及上、下端定子)為 735 g。

為使系統的第一個自然頻率接近但小於 480 rpm，經計算後選用不銹鋼為簧片材

料，其彈性模數 3 218.5 10 kgf / mm 181GPaE = × ≈ 。由(5-22)式並參考一般材料規

格，設計簧片寬度 b=10 mm、厚度 h=0.3 mm以及 L 型的各邊長 l =50 mm。藉此

計算出彈性支承的等效彈性模數 k=830.8 N/m，因而可推估得此實驗系統的第一個

自然頻率應為 454 rpm，第二個自然頻率為 642 rpm。 
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表 5-1 實驗機台的主要參數 

 名稱 參數值 說明 

1 轉子質量( m ) 272 g 含軌道及碟片質量 

2 轉子長度( L ) 216 mm  

3 轉子半徑( R ) 8 mm 軌道內徑與轉子半徑相同 

4 滾珠質量( bm ) 
4.09 g  

( 直徑 10 mm ) 

忽略滾珠半徑計算所得的

滾珠等效質量 7.16 g 

5 偏心質量( Lm 、 Rm ) 
1m =1.37 g  

2m =3.57 g 

以螺釘、螺帽及墊圈鎖固於

碟片螺紋孔位置 

6 偏心距離( Lε 、 Rε ) 36 mm、48 mm 螺紋孔中心位置的半徑值 

7 上端定子質量( 1Sm ) 247 g 
包含軸承、軸承座(鋼質配

重)以及固定機件 

8 
上端支承與上端面

的偏距( L∆ ) 
26 mm 

上端定子質心與上端支承

同高度 

9 下端定子質量( 2Sm ) 216 g 
包含軸承、軸承座、馬達以

及固定機件 

10 
下端支承與下端面

的偏距( R∆ ) 
29 mm  

11 
下端定子質心與端

面的偏距( M∆ ) 
45 mm  
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5-2實驗設備與裝置 

於防振平台上架設三維制振的轉子自動平衡實驗機台與量測設備如圖 5-5，實

驗裝置的規格如表 5-2。 

 

 

圖 5-5 轉子平衡實驗機台與量測設備 

 

轉子以兩軸承安置於裝有彈性支承的上、下承架間，並於轉子上、下兩端面分

別架設滾珠型自動平衡機構與可調整偏心質量的碟片。電源供應器配合直流伺服

馬達為此實驗系統的迴轉動力源，透過譯碼器（Encoder）取得馬達轉速資料後傳

輸至馬達控制器，並利用驅動軟體控制轉速。最後藉由加速規配合訊號擷取設備

來量測並紀錄轉子上、下兩端面振動的情形，同時透過同步閃頻儀以觀察滾珠的

平衡定位。 

1 

2 
3 

4 5 

6 

7 



 111 

表 5-2 轉子平衡實驗設備說明 

編 號 設  備  名  稱 型   號 （ 規  格 ） 

1 同步閃頻儀 POKAI PK-DS-170 

2 轉子實驗機台 ------------------------- 

3 加速規 

PCB M352C15 

SN  98319： 9.80 mV/g 

SN  99775： 9.97 mV/g 

SN 105940：10.32 mV/g 

SN 105941： 9.95 mV/g 

4 電源供應器 GW GPC-3030D  

5 馬達轉速控制軟體 EPOS UserInterface 

6 馬達控制器 EPOS 24/5 275512 

7 伺服馬達 Maxon 250247 263349 

 

5-3 實驗結果與討論 

 

5-3-1 轉子的平衡校正與自然頻率 

此實驗系統中造成轉子振動的激振力包含轉子的不平衡量、不穩定動力源及製

造與安裝誤差等。而滾珠型自動平衡機構主要針對轉子的不平衡量，利用軌道半

徑與滾珠質量及其定位特性所產生的平衡量來加以制振。由於滾珠與軌道間的滾

動磨擦是影響滾珠定位誤差的主要因素，故於實驗機台架設完成後，先行箝制定

子的運動以增加支承剛性、提高系統臨界轉速；接著讓鋼製滾珠以高轉速繞軌道

運行一段時間，迫使軌道內壁產生局部應變硬化，最後再使用潤滑劑擦拭滾珠與

軌道，以減少兩者間的摩擦。 

為了準確控制外加偏心質量(實驗控制的變數)，必須在實驗進行之前，校正轉
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子系統的固有偏心。先前的分析顯示，當轉子的偏心不平衡量很小時，在完全平

衡的狀態下，各端面上的兩滾珠間的夾角近乎 180°。利用這個現像可以由兩端面

滾珠夾角來判別轉子的偏心不平衡量是否已校準至可接受的程度。實際操作時，

於兩端面碟片上逐量調整加掛的平衡校正質量，直至各端面上的兩滾珠均張開

180°為止。圖5-6(a)為轉子系統經上述平衡校正後，於 2400 rpm等速迴轉下拍攝

的滾珠定位情形，箭頭所指為加掛的校正質量。結果顯示兩端面上的滾珠的夾角

皆為 180°，代表轉子的固有偏心已經由加掛的校正質量加以平衡。換言之，此時

實驗系統所量測得的殘餘振動已不包含轉子的偏心激振。圖 5-6(b)為此平衡校正後

的轉子系統，在 2400 rpm的轉速下，（將量測結果換算為振幅大小後，計算出各端

面兩垂直方向上的平方和並取其方根值，再求得兩端面的平均），兩端面振動量測

結果的平均殘餘振幅。量測結果顯示，經平衡校正後的平均殘餘振幅約為 0.05 

mm，這個殘餘振動量主要由馬達的扭矩變動、轉子系統製造裝配誤差與環境雜訊

等所造成。在後續的實驗結果討論中，利用系統的振動量是否低於這個殘餘振動

量來判別自動平衡機構是否已到達完全平衡狀態。 

 
圖 5-6(a) 平衡校正後兩端面上的滾珠定位情形 
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圖 5-6(b) 平衡校正後兩端面的平均殘餘振幅 

 

接著量測實驗機台的自然頻率。將平衡校正後實驗機台軌道內的滾珠移除，固

定馬達轉速量測系統的穩態振幅，記錄不同轉速下的穩態振幅得到頻譜圖如圖

5-7。在轉速 400至 900 rpm區間內每間隔 10 rpm量測一次；900至 2400 rpm的區

間內間隔 50 rpm量測一次。結果顯示第一個自然頻率約為 460 rpm，和設計實驗

機台時所推算的第一個自然頻率 454 rpm甚為接近，而第二、三個自然頻率則分別

位於 590 rpm與 810 rpm。 
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圖 5-7 轉子自動平衡實驗機台的頻率響應 

 

圖 5-8顯示此實驗機台在第一、二、三個自然頻率轉速下，加速規測得的振動
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波形，其中，實、虛線分別代表上、下端面於 X 方向的測量值。第一個自然頻率

（轉速 460 rpm）時，實、虛線呈現同相位振盪，代表轉子以近似軸線平移的型態

共振。第二個自然頻率（轉速 590 rpm）時，實、虛線以 180°相位差振盪，代表轉

子兩端面中心往相反方向偏移，其軸線的運動於空間中的軌跡形成兩頂點相對的

錐形。第三個自然頻率（轉速 810 rpm）對應的振形無法由加速規測得的波形判讀，

但由後續增加偏心質量的實驗觀察中，當轉速為 810 rpm時，轉子的上下跳動以及

所引發的簧片破壞形式可判斷，第三個模態為 L 型支承簧片的扭轉共振型態。由

於建構理論模型的彈性支承時，除彈性模數與等向性假設外，一般而言，並不特

別針對彈簧的型式予以限定，且由於實驗所紀錄的過臨界轉速範圍在 1600 rpm ~ 

2400 rpm區間（1600 rpm以下的轉速無法於實驗中獲致穩定的完全平衡），遠高於

前三個自然頻率，因此由 L 型簧片寬度所造成的簧片扭轉行為，於本文的討論中

可不納入考量。 

 

圖 5-8 第一、二、三個自然頻率轉速下，加速規測得的波形 

Time (sec) 
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5-3-2 實驗設計與說明 

由 2-3-1節對於雙滾珠自動平衡機構的制振系統的穩定性解析可知，操作轉速

必須大於系統的第一個自然頻率，始可能存在穩定的完全平衡解。為能了解滾珠

型自動平衡機構對三維偏心系統的制振行為，以系統的第一個自然頻率為臨界轉

速，分別考慮下列幾種不同的測試狀況及其組合：（1）在次臨界轉速與過臨界轉

速條件下，（2）單一端面與兩端面裝置雙滾珠自動平衡機構的系統，（3）當滾珠

最大制振平衡量與偏心不平衡量的比值大於及小於 0.5。並與5-1-1節所建立理論

模型的數值分析結果相互比較。 

實驗所採用的滾珠半徑為 5 mm、質量 4.09 g，以滾珠質心繞行的軌道半徑為

14 mm，計算得單一顆滾珠在任一端面上的最大平衡制振量為 4.09×14=57.26 

g-mm。在兩端面的碟片上半徑 48 mm處，以固定螺栓搭配不同數量的墊片來改變

系統的不平衡量。本實驗採用兩種不同的偏心質量分別為 1m =1.37 g和 2m =3.57 g。

當端面上的偏心質量為 1.37 g時，此端面上的偏心不平衡量為 1.37×48=65.76 

g-mm，對應的制振比η =0.87（>0.5），代表該端面得以完全制振。另一方面，如果

偏心質量為 3.57 g，其偏心不平衡量為 171.36 g-mm，對應的制振比η =0.33（<0.5），

此時該端面上的自動平衡機構將無法完全抑制偏心振動。 

為便於討論，採用表 5-3所列的符號來標示不同的實驗參數條件。 
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表 5-3 實驗參數與標示說明 

 參 數 （型 式） 標示 

次臨界轉速（Sub-Critical） Sub 轉 

速 過臨界轉速（Super-Critical） Sup 

未裝置自動平衡機構 NB 

單一端面裝置雙滾珠自動平衡機構 SP2B 

平 

衡 

機 

構 兩端面裝置雙滾珠自動平衡機構 DP2B 

偏心質量 制振比 

上端面 下端面 上端面 下端面 
- 

1m  0 0.87 -- U1L0 

2m  0 0.33 -- U2L0 

0 1m  -- 0.87 U0L1 

0 2m  -- 0.33 U0L2 

U2L1∠0° 

U2L1∠60° 

偏 

心 

不 

平 

衡 

量 

2m  1m  0.33 0.87 

U2L2∠180° 

實驗量測結果（Experimental） Ex- 比 

對 理論數值分析（Theoretical） Th- 

 

另外，由於量測位置的限制（加速規無法安裝於碟片所在平面），致使加速規

所測得的值是兩端定子位置的加速度變化。以單一端面完全平衡時為例，定子中

心位置的振幅與轉子兩端面振幅的關聯如圖 5-9(a)、(b)所示。於圖 5-9(a)中，此時

轉子上端面（碟片與自動平衡機構所在平面）雖已完全平衡，但上端所測得定子

（碟片下方 26 mm處）的振幅卻不為 0，轉子兩端定子中心位置相角差為 0°，且

下端定子位置所量測而得的振幅，亦較下端面碟片位置的振幅為大。而於圖 5-9(b)
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中，轉子下端面已完全平衡，但下端定子（碟片下方 29 mm處）所測得的振幅仍

然存在，且轉子兩端定子中心位置相角差為 180°。此時，上端定子位置的振幅，

小於上端面碟片中心的振幅。但若是當轉子系統兩端面都達到完全平衡時，兩端

定子的振幅當然同時為 0。為使理論值能與量測結果進行比較，需考慮滾珠與偏心

質量所在平面與定子（支承簧片）中心的高度差，可先計算出穩態時轉子質心的

位置 Cx 、 Cy 與軸線偏斜角度 1γ 、 2γ ，再藉由式(5-1)及(5-2)解得 X、Y 方向的分量，

或經合成求得轉子上、下端定子（支承）中心的理論振幅。 

   

(a)                          (b) 

圖 5-9 單一端面完全平衡時，轉子兩端定子中心位置相角差為 

(a) 0°、(b)180°，的關聯示意 

 

簡言之，由於「量測平面」無法位於「制振平面」上，因此只要透過兩平面高

度差所構成的幾何關係，便能確知自動平衡機構所在的「制振平面」是否已完全

制振。以下分別討論不同條件下的實驗結果，並和數值分析的預測相比對。 
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5-3-3 次臨界轉速的實驗與比較 

當轉子系統的工作轉速低於臨界轉速時，自動平衡機構的滾珠將定位於偏心不

平衡量的同一側，因而導致振動加劇。為觀察上述現象並探討只於單一端面裝置

自動平衡機構以及兩端面都裝置自動平衡機構時抑制偏心振動的效果，分別針對

兩端面無滾珠(NB)、上端面裝置雙滾珠(SP2B)以及兩端面裝置雙滾珠(DP2B)的狀

況，於低於臨界轉速（400 rpm）及不同制振比條件下，記錄轉子上、下兩端面加

速規的量測值，進行比較與分析。實驗結果逐項討論如下； 

1. Sub-U1L0 

首先考慮僅於單一端面上存在偏心質量的情形。在實驗機台上端碟片，半徑 48 

mm 處鎖上 1m 偏心質量，並且設定馬達以 400 rpm等速旋轉。由 5-1-1節以及附錄

四中推論的結果，配合表 5-1所列的參數，利用數值積分可得穩態時上端面裝置自

動平衡裝置（SP2B）的兩滾珠定位於 1 2 0.025 α α π= = −  (-4.5°)。另一方面，若兩

端都裝置自動平衡裝置（DP2B），則穩態時上下兩端面的滾珠分別定位於

1 2 0.028 α α π= = −  (-5°)，以及 1 2 0.037 β β π= = −  (-6.7°)。圖 5-10(a)為實驗機台在

上述參數設置下，轉速為 400 rpm時，經瞬時拍攝而得 SP2B及 DP2B滾珠的定位

情形。結果顯示兩滾珠確實緊靠在一起，且相對於上端面偏心質量(箭頭指示的螺

栓)，往順時方向略為偏移。為能在定性上比較實驗與理論結果的特性，圖 5-10(b)

與 5-10(c)分別為 NB、SP2B及 DP2B，上、下兩端面的加速規的量測結果以及穩

態時理論振動的歷時情形。由兩圖中測量值或理論值大小的變化可知，SP2B與

DP2B的振幅明顯大於 NB，亦即在次臨界轉速下，滾珠的定位確實致使振幅加大。

再者，當偏心量位於轉子單一端面上時（如此例中的 NB 及 SP2B），偏心量產生的

力矩使轉子軸線偏斜，導致上下兩端面間存在 180°的相位差。然而當兩端面同時

有滾珠作用時，上下兩端面呈現同相位的振動。另外，相較於 SP2B而言，由於

DP2B下端面滾珠的效應，拉近了上、下端振幅差距，使轉子質心振幅增加，軸線

偏斜降低。 
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圖 5-10(a) SP2B及 DP2B於 U1L0 (400 rpm)的滾珠定位 

 

 

圖 5-10(b) NB、SP2B及 DP2B於 U1L0 (400 rpm)時，加速規的量測結果 
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圖 5-10(c) NB、SP2B及 DP2B於 U1L0 (400 rpm)時的理論振動歷時 

 

2. Sub-U0L2 

接著討論操作轉速低於臨界轉速且自動平衡機構裝置在偏心質量另一端面時

系統的行為（在上端面裝置自動平衡機構，下端面加上偏心質量）。代號 U0L2代

表下端面的偏心質量為 2m =3.57g的情形。由於 400 rpm轉速條件下，僅上端面裝

置自動平衡機構的系統(SP2B)，其軌道內的滾珠無法出現穩定行為，故難以進行

討論。但對於兩端面裝置自動平衡機構的系統(DP2B)，由實驗的觀察可看出其上

端面的兩滾珠緊靠在一起，且不斷週期性地繞著軌道運行，始終無法於 400 rpm轉

速下穩定定位。因此，我們僅針對 DP2B的系統的週期性行為與理論分析的現象

進行比較。圖 5-11(a)與(b)分別為 DP2B系統的實驗-理論比較以及兩端面滾珠的數

值歷時結果。由圖 5-11(b)的數值分析同樣顯示，上端面滾珠的相位隨著時間而遞

增，此意謂著滾珠沿著軌道不斷繞行。另一方面，下端面的滾珠則以約 35 次/min

的頻率，一直左右地小幅度來回擺盪。 
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(a)                                  (b) 

圖 5-11 DP2B U0L2 (400 rpm) (a)實驗-理論比較、(b)滾珠於軌道內的週期運動 

 

對於滾珠型自動平衡機構週期解的探討，足以再獨立撰文說明，本文僅提出實

驗觀察現象，故不再深究。 

 

接著探討兩端面上均存在偏心不平衡量的情形。一般而言，轉子兩端面的等效

偏心量各異，且兩者間的相角可為任意值。然而先前實驗結果顯示，次臨界轉速

下，滾珠的定位致使轉子兩端面振幅加劇的現象類似，因此以下僅列舉三種不同

相角：U2L1(∠0°)、U2L1(∠60°)以及 U2L1(∠180°)的實驗結果說明。 

 

3. Sub-U2L1 (∠0°) 

於實驗機台上、下碟片相同相角，半徑 48mm處，分別鎖上不同的偏心質量 2m

以及 1m 。圖 5-12(a)分別為 SP2B及 DP2B於偏心質量 U2L1∠0° 在 400 rpm轉速

下，滾珠穩態定位的情形。圖 5-12(b)為 NB、SP2B及 DP2B三個情形下，轉子兩

端面的加速規的量測結果。上端面因具有較大的偏心量因而相較於下端面有較大
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的振幅。穩態時所有滾珠與偏心質量的相角極為接近，因此轉子上、下端面始終

保持幾乎相同的相角振盪。換言之，轉子的運動近似於平移迴轉。 

    

圖 5-12(a) SP2B及 DP2B於 U2L1∠0° (400 rpm)的滾珠定位 

 

 

圖 5-12(b) NB、SP2B及 DP2B於 U2L1∠0° (400 rpm)時，加速規的量測結果 
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在同樣參數條件下進行數值分析，可得 SP2B與 DP2B時的滾珠定位和轉速的

關係如圖 5-13。結果顯示，只要略低於臨界轉速，所有滾珠的定位便非常靠近於

偏心質量的相角位置(0°)，且轉速越低滾珠越接近偏心質量。當轉速為 400 rpm時，

SP2B的滾珠定位理論值 1 2 0.016 α α π= = −  (-2.9°)，而 DP2B滾珠定位的理論值為

1 2 0.0165 α α π= = −  (-3°)、 1 2 0.016 β β π= = −  (-2.9°)，這與實驗呈現的狀況（參

考圖 5-12(a)）頗為接近。 
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圖 5-13 數值分析 SP2B與 DP2B於 Sub U2L1∠0° 的理論滾珠定位 

 

為了能更進一步看出接近臨界轉速時滾珠的定位是否與理論現象吻合，圖 5-14為

SP2B於 U2L1 0°∠ 在轉速為 450 rpm下，加速規的量測結果與滾珠定位情形。這個

操作轉速十分接近第一個共振頻率，此時實驗機台的支承簧片產生極大的變形，

轉子兩端呈現同相位劇烈振盪，且滾珠幾乎定位於-90°相角處。 
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圖 5-14 SP2B於 U2L1∠0° (450 rpm) 加速規的量測結果與滾珠定位情形 

 

4. Sub-U2L1 (∠60°) 

在同樣的偏心半徑下，改變上下兩端面偏心質量的位置，使下端面的 1m 質量相

較於上端面的 2m 質量相差 60°相角，同樣維持以400 rpm等速旋轉。圖 5-15(a)為

SP2B及 DP2B於 U2L1∠60°在轉速400 rpm時滾珠的穩態定位結果。值得注意的

是，DP2B下端面滾珠並非定位在偏心質量附近，而是往順時方向有明顯的偏離。

圖 5-15(b)為 NB、SP2B及 DP2B三個情形下，上、下兩端面量測的振幅，結果顯

示上端面仍舊較下端面有較大的振幅。 

    

圖 5-15(a) SP2B及 DP2B於 U2L1∠60° (400 rpm)的滾珠定位 
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圖 5-15(b) NB、SP2B及 DP2B於 U2L1∠60° (400 rpm)時，量測的結果比較 

 

接著用數值分析探討兩偏心質量間有 60°的相角差時滾珠的定位。圖5-16(a)為

SP2B於同樣參數條件下滾珠定位和轉速的關係圖。滾珠的定位同樣的在接近臨界

轉速時才發生急劇的相位角改變。於轉速 400 rpm時對應的理論值為

1 2 0.006 α α π= = −  (-1°)。圖 5-16(b)為 DP2B於 Sub U2L1∠60°的滾珠理論定位情

形，由圖中可看出當偏心質量間的相位差不為零時，兩端面滾珠定位的特性；其

一是即使在較低轉速區間，轉子下端面的滾珠始終與偏心質量間維持至少一定角

度的差距。其二是隨著操作轉速逐步提高以接近臨界轉速的過程中，上、下端面

的滾珠由原本張開的幅角，逐漸接近對齊（參考圖 5-15(a)與圖 5-16(b)，在 400 rpm

轉速下，兩端面滾珠定位理論值分別為 1 2 0α α= = ° 以及 1 2 0.24 β β π= = −  

(-43.2°)。下上兩端面偏心質量原有 60°相位差，而下端面滾珠以該偏心質量位置起

算定位至-43.2°，使上下端面的滾珠間僅剩 16.8°相位差，與實驗觀察的滾珠定位非

常相近）。 
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圖 5-16(a) 數值分析 SP2B於 Sub U2L1∠60° 的理論滾珠定位 
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圖 5-16(b) 數值分析 DP2B於 Sub U2L1∠60° 的理論滾珠定位 

 

圖 5-17為 SP2B於 U2L1 60°∠ 在轉速為 450 rpm下，加速規的量測結果與滾珠

定位情形，同樣可以驗證滾珠接近臨界轉速時的定位情形（滾珠幾乎定位於-90°

相角處），此時轉子兩端亦呈現同相位劇烈振盪。 
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圖 5-17 SP2B於 U2L1∠60° (450 rpm)的量測結果與滾珠定位 

 

5. Sub-U2L1 (∠180°) 

最後考慮上、下兩端面的偏心質量相差 180°的情況。下端面的偏心質量為 1m 而

上端面的偏心質量為 2m ，兩者間的相角為 180°，同樣使轉子維持在400 rpm等速

旋轉。圖 5-18(a)顯示穩態時 SP2B及 DP2B兩者的滾珠定位情形。注意 DP2B下端

面的滾珠，定位至靠近偏心質量的對邊位置。圖 5-18(b)為 NB、SP2B及 DP2B三

個情形下，轉子上、下兩端面的振動情形。由於下端面滾珠的定位抵銷了該端面

上原有偏心質量所造成的偏心不平衡量(
1

2
η > )，因此下端面的激振力僅剩下部分

滾珠殘餘的偏心量。由圖 5-18(b)的量測結果亦定性地呈現出上、下端面振幅極大

差異的現象。 
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圖 5-18(a) SP2B及 DP2B於 U2L1∠180° (400 rpm)的滾珠定位 

 

 

圖 5-18(b) NB、SP2B及 DP2B於 U2L1∠180° (400 rpm)時的量測結果 

 

以數值分析 SP2B與 DP2B於 Sub U2L1∠180°滾珠定位的結果分別如圖

5-19(a)、(b)所示，當轉速 400 rpm時 SP2B滾珠定位的理論值為 1 2 0.016 α α π= = −  

(-2.9°)，以及 DP2B的滾珠定位理論值 1 2 0.02 α α π= = −  (-3.6°)、 1 2 0.95 β β π= =  
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(171°)，其中 DP2B下端面的滾珠與偏心質量的相角差接近 180°，與實驗觀察的滾

珠定位十分近似。但當 DP2B轉速為 300 rpm時， 1 2 0.003 α α π= = − 、

1 2 0.004 β β π= = − ，可得知在較低轉速時上下端面的滾珠幾乎都定位於與偏心質

量同一相角位置。由於此實驗系統受限於馬達低轉速時不穩定的扭矩變化，無法

驗證滾珠定位於與偏心質量同一相位的特性，故另設計以皮帶間接傳動的實驗系

統（設計圖詳如附錄五，實驗驗證簡述於附錄六），其結果可補充說明之。 
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圖 5-19(a) 數值分析 SP2B於 Sub U2L1∠180° 的理論滾珠定位 
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圖 5-19(b) 數值分析 DP2B U2L1∠180° 滾珠定位的結果 
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5-3-4 過臨界轉速的實驗與比較 

當轉子系統的工作轉速高於臨界轉速且落於完全平衡位置的穩定區間時，自動

平衡機構的滾珠將定位至偏心不平衡量的異側因而抑制偏心振動。接續 5-3-3 節所

討論的各個偏心條件，將轉速提升至高於臨界轉速的穩定區間，再分別針對 NB、

SP2B 以及 DP2B 的狀況，探討制振比大於及小於 0.5 的條件下，滾珠的定位與制

振的效應，並與理論分析結果相比較。由於此實驗系統所設定的參數條件絕大部

份在轉速 1600 rpm 以上，自動平衡機構的滾珠幾乎都能呈現穩定定位現象，因此

僅就 1600~2400 rpm 區間，每間隔 100 rpm 記錄一次量測的結果。另外為降低高頻

雜訊的判讀干擾，針對所列實驗紀錄的波形均已濾掉 20 倍基頻以上的高頻影響。

接著依偏心條件分類逐項討論如下； 

 

1. Sup-U1L0 

首先討論當偏心質量僅位於轉子上端面，且滾珠的制振量大於偏心不平衡量時

的情形。於上端面碟片半徑 48 mm 處，鎖固偏心質量 1m =1.37 g，由於單一端面上

的雙滾珠所能提供的最大平衡制振量為 114.52 g.mm，可求得此端面的制振比為

η =0.87，代表轉子上端面的自動平衡機構已足以完全抑制該端面上的偏心激振。

圖 5-20 為 SP2B 及 DP2B 於 U1L0 且轉速為 2400 rpm 時拍攝的滾珠定位。SP2B 時

上端面兩滾珠位於偏心質量的異側且張開適當的角度；DP2B 時上端面的滾珠定位

情形和 SP2B 類似，而下端面的兩滾珠則張開近 180°。另外由數值方法分析 SP2B

及 DP2B 時，上、下兩端面的振動和滾珠定位隨時間變化的情形，結果如圖 5-21

所示。由於在實驗機台理論模型中，下端面滾珠的位置是由相對於該端面偏心質

量的相角所定義，因此對於本章數值分析所討論下端面無偏心質量的情形，其滾

珠位置的描述則與上端面滾珠位置的定義相同（以 x̂軸為基準）。由圖 5-21 的結果

可以看出，不論是 DP2B 或是 SP2B 上端面的兩滾珠均分別定位在 1 0.695 α π= 以

及 2 0.695 α π= − ，意即當自動平衡機構的制振比為η =0.87 時，兩滾珠將定位在偏
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心量的異側且張開 110°的幅角以完全抑制上端面的偏心激振。另一方面，DP2B 轉

子下端面的兩滾珠( 1 0.533 β π= − 、 2 1.533β π= − )張開幅角 180°，和實驗結果相合。 

    

圖 5-20 SP2B 及 DP2B 於 U1L0 (2400 rpm)的滾珠定位 
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圖 5-21 SP2B 及 DP2B 於 U1L0 (2400 rpm)的暫態響應與穩態平衡 
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為能定性驗證自動平衡機構的制振效應，並且與理論分析進行比較，在相同偏

心量下分別針對 NB、SP2B、DP2B 進行實驗，同時利用上、下端支承簧片（定子）

位置處各兩個加速規來量得轉子的動態行為，並且藉由加速規的特性值（參考表

5-2）將量測結果轉換為振幅大小，再與數值模擬的振動波形相互比對。圖 5-22 為

NB、SP2B 及 DP2B 於 U1L0 (2400 rpm)的理論波形與實驗量測的比較。由圖中實

驗量測結果可看出，未裝置自動平衡機構的轉子系統，由於上端面偏心質量的激

振作用，該端面上出現明顯較大的振幅，且下端面同時存在另一較小但反相的振

動，此振動現象由轉子系統質量的分佈及兩端面的運動關聯所造成，並非下端面

偏心不平衡量所引發。而在配置自動平衡裝置後，因為摩擦力或軌道偏心等影響，

造成滾珠定位的些許誤差（[14]、[16]、[17]及[18]），無法使得加速規完全靜止，

然而其制振效果仍舊相當明確。 

數值分析的結果顯示，當上端面裝置自動平衡機構(SP2B)時，由於其制振比大

於 0.5，因此上端面的偏心不平衡量得以藉由滾珠的適當定位而完全抵銷，因而下

端面原有的振動隨之消失，轉子呈現完全平衡。另外，當兩端面均裝設自動平衡

機構(DP2B)時，由於上端面已能完全制振，且下端面並不存在任何偏心不平衡量，

所以下端面的平衡機構已無需提供任何制振平衡量，因而兩滾珠分開至徑向對

邊，彼此平衡。圖 5-22 理論數值所描繪上、下端振幅為 0 的水平線，實則為 SP2B

與 DP2B 均完全制振的重合結果。 
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圖 5-22 NB、SP2B 及 DP2B 於 U1L0 (2400 rpm)的理論波形與實驗量測比較 

 

上述關於自動平衡機構制振效應的討論，適用於在過臨界轉速且在穩定區間的

系統。圖 5-23(a)、(b)分別為 SP2B 與 DP2B 於 U1L0 的偏心量下在 1600~2400 rpm

轉速區間內的振動頻譜，並和理論結果相比對。雖然量測值的大小與理論值間有

所誤差，且在理論達完全平衡時，實驗機台仍有殘存的振動量，但就振幅變化的

趨向以及自動平衡機構制振效果而言，其定性行為是相符的。 
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圖 5-23(a) NB 與 SP2B 於 U1L0 (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 
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圖 5-23(b) NB 與 DP2B 於 U1L0 (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 
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2. Sup-U2L0 

前述 U1L0（此時制振比大於 0.5）的實驗結果顯示，上端面的自動平衡機構足

以抑制上端面的偏心不平衡量，使得下端面的自動平衡機構無需提供額外的制振

效果。然而當上端面的制振比小於 0.5 時，因自動平衡機構無法完全抑制而殘餘的

偏心量，將引發下端面的振動。此時下端面滾珠的因應行為與自動平衡機構的制

振效果，可透過 U2L0 的實驗與理論分析來了解。於上端面 48mm 偏心距處，鎖固

偏心質量 2m =3.57 g，對應的偏心不平衡量為 173.36 g-mm，制振比η =0.33。圖 5-24

為 SP2B 及 DP2B 於 U2L0 (2400 rpm)的滾珠定位情形，上端面的兩滾珠緊靠在一

起且定位於偏心質量對邊，而 DP2B 下端面的滾珠則相對於偏心質量與上端面滾

珠連線方向往左右張開至接近 180°的幅角。 

    

圖 5-24 SP2B 及 DP2B 於 U2L0 (2400 rpm)的滾珠定位 

 

圖 5-25 為數值分析 SP2B 及 DP2B 於 U2L0 (2400 rpm)下的暫態響應與穩態行

為。由於在理論模型中考慮了滾珠與偏心質量所在平面與定子中心的高度差（亦

即制振平面與量測平面的差距），因此實驗與數值結果所呈現的均是上、下端定子

中心位置的振幅。圖中可看出 SP2B 與 DP2B 下端定子位置處的理論振幅分別為

0.0214 與 0.0237 mm，經計算（參考 5-3-2 節實驗設計與說明）可得到 SP2B 的下

端面（滾珠與偏心質量所在平面）殘餘振幅為 0.0023mm，而 DP2B 的下端面則呈
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完全平衡。為了更清楚描述 DP2B 的下端面制振時滾珠的行為，圖 5-26 為 SP2B

（即下端面裝置自動平衡機構之前），上、下兩端面的穩態振動歷時，圖中顯示了

上、下端面的振幅雖有極大差異，但兩者間以接近相同的相角振動。換言之，在

下端面未裝置自動平衡機構之前，上端面的殘餘振動引發了下端面同相位振動。

若於下端面加上平衡機構後要能完全抑制上述的同相位振動，則下端面的兩滾珠

勢必往振動的反相位略為靠攏，這個現象可以由圖 5-25 中 DP2B 下端面滾珠的定

位（ 1 0.503 β π= − 、 2 1.498β π= − ）得到驗證。此理論分析結果顯示當上端面的

自動平衡機構無法完全抑制上端面的偏心不平衡量時，殘餘的偏心量會導致轉子

整體的振動，此時若下端面裝置有另一自動平衡機構，則下端面的振動將誘發下

端面滾珠的適當定位，抑制該端面上的振動。 
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圖 5-25 SP2B 及 DP2B 於 U2L0 (2400 rpm)的暫態響應與穩態行為 
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圖 5-26 轉速為 2400 rpm 時，SP2B-U2L0 上、下兩端面的穩態振動歷時 

 

圖 5-27 為 NB、SP2B 及 DP2B 於 U2L0 在轉速 2400 rpm 等速運轉下，實驗系

統上下兩端定子位置的理論波形與實驗量測的比較。由圖中可看出，在較大偏心

質量作用下，其它干擾因素的影響相對較小，因此實驗量測所得的振幅大小及波

形變化，與數值模擬的結果十分相似。 
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圖 5-27 NB、SP2B 及 DP2B 於 U2L0 (2400 rpm)的理論波形與實驗量測比較 

 

此實驗機台上、下端定子對於通過轉子質心且垂直於軸心的軸（ x̂或 ŷ 軸）的

質量慣性矩相較於偏心激振力於此軸所產生的力矩而言甚大，再加上馬達質量與

其質心至下端面中心高度差的影響，使得下端面誘發的振幅極小，故而前段所述

下端面滾珠的定位相角變化差距不易觀察（僅靠攏約 1°）。為強化此一現象的論

述，另設計一組大幅降低定子質量且藉由固定於機架上的馬達與通過質心的皮帶

間接傳動的自動平衡實驗機台加以驗證，實驗的觀察與量測結果詳於附錄六。 

圖 5-28(a)、(b)分別為 SP2B 與 DP2B 於 U2L0 在 1600~2400 rpm 轉速區間量測

整理所得的結果。圖中顯示自動平衡機構在過臨界轉速下的減振效果，其理論與

實驗的結果一致。 
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圖 5-28(a) NB 與 SP2B 於 U2L0 (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 
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圖 5-28(b) NB 與 DP2B 於 U2L0 (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 
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3. Sup-U0L1 

對於偏心質量與單一自動平衡機構位於不同端面上時的制振行為，可由

SP2B-U0L1 的實驗與理論分析來了解，同時和 NB 與 DP2B 在同樣參數條件下的

結果相互比較。首先架構 U0L1 的偏心量，將 1m 偏心質量裝置於下端面碟片，使

得制振比為η =0.58。在過臨界轉速區間分別針對 NB、SP2B 與 DP2B 進行實驗。

圖 5-29 為 SP2B 及 DP2B 於 U0L1 時，在 2400 rpm 轉速下的滾珠定位。由圖左可

知，SP2B 兩滾珠間幾乎是呈 180°的定位，而圖右顯示 DP2B 實驗所得的現象，轉

子下端面滾珠定位在偏心量的異側且張開約 110°的幅角，而上端面兩滾珠則分開

至徑向對邊。 

    

圖 5-29 SP2B 及 DP2B 於 U0L1 (2400 rpm)的滾珠定位 

 

由數值積分得到 SP2B 及 DP2B 於 U0L1 (2400 rpm)的暫態響應與穩態行為如圖

5-30 所示。圖 5-31 則為 NB、SP2B 及 DP2B 於 U0L1 (2400 rpm)的理論波形與實驗

量測比較。由圖 5-31 可得知，在此參數條件下，NB 與 SP2B 的波形甚為接近（NB

上、下端定子中心的振幅分別為 0.021 及 0.179 mm，SP2B 上、下端定子中心的振

幅分別為 0.019 及 0.179 mm）。換言之，於上端面裝置自動平衡機構對上、下端定

子中心的振動似乎沒有影響。這個奇特的現象是因為在轉子、兩端定子與馬達質
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量的影響下，在未裝配自動平衡機構(NB)時，下端面偏心量所誘發的轉子振動型

態，近似於以上端面中心為頂點的圓錐型軌跡，此時上端面的振幅十分微小，故

而上端面的自動平衡機構(SP2B)，僅需提供微幅的制振，便使上端面呈現完美平

衡。此時兩滾珠維持約 179.3°的相角（圖 5-30），兩滾珠的效應絕大部分相互抵消，

造成 SP2B 和 NB 的結果相近。而 DP2B 則再次說明了前述 DP2B-U1L0 的結論，

即當兩端面均裝設自動平衡機構時，若存在偏心質量的端面已能完全制振，則另

一端面的滾珠無需提供任何制振平衡量，此時穩態平衡後兩端面上的自動平衡機

構可以視為彼此獨立作用。 
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圖 5-30 SP2B 及 DP2B 於 U0L1 (2400 rpm)的暫態響應與穩態行為 
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圖 5-31 NB、SP2B 及 DP2B 於 U0L1 (2400 rpm)的理論波形與實驗量測比較 

 

於 1600~2400 rpm 轉速區間內 U0L1 偏心條件下，NB、SP2B 及 DP2B 旋轉振

動振幅的理論與實驗結果比較如圖 5-32(a)、(b)所示，理論和實驗結果大致吻合。

SP2B 和 NB 的振幅相似，而 DP2B 在過臨界轉速時確實能在兩端面上有效制振。 
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圖 5-32(a) NB 與 SP2B 於 U0L1 (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 
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圖 5-32(b) NB 與 DP2B 於 U0L1 (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 
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藉由前述在過臨界轉速運轉且僅在單一端面存在偏心質量的轉子系統的理論

分析與實驗結果可以獲致下列結論； 

一、當單一自動平衡機構與偏心質量位於同一端面，自動平衡機構的制振效果和

制振比有關。若滾珠的制振量足以抑制對應偏心量（制振比大於 0.5），則兩

端面均得以完全平衡（SP2B-U1L0），但若滾珠的制振量小於偏心量（制振比

小於 0.5），則殘餘不平衡量仍然導致兩端面的振動（SP2B-U2L0）。 

二、若自動平衡機構與偏心質量分別位於兩端面，（SP2B-U0L1），自動平衡機構

將因應系統的振動，改變滾珠的定位，進而有效抑制所在端面的振動（由另

一端的偏心質量所引發）。 

三、當兩端面均裝置自動平衡機構時，若偏心質量所在端面得以完全制振，則

另一端面的兩滾珠張開至徑向對邊，相互平衡（DP2B-U1L0、DP2B-U0L1）。相反

的若偏心量無法被完全抑制，則另一端面的兩滾珠張開適當幅角，抑制所在端面

的振動（DP2B-U2L0）。
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4. Sup-U2L1 (∠0°) 

接著討論在過臨界轉速下，轉子兩端面均存在偏心不平衡量時自動平衡機構的

制振行為。將 2m 與 1m 分別鎖固於上、下碟片的 48 mm 偏心距處，此時上端面的制

振比為 0.33，無法完全制振；下端面的制振比為 0.58，可以完全制振。依序改變

兩偏心質量間的相角差為∠0°、∠60°及∠180°，於 1600~2400 rpm 轉速區間量測

NB、SP2B 與 DP2B 三種情形下系統的運動情形。首先討論 U2L1 ∠0°的偏心條件

下的實驗觀察與量測結果。圖 5-33 為 SP2B 及 DP2B 在 2400 rpm 等速運轉下拍攝

的滾珠定位，兩者上端面的滾珠皆定位在偏心質量的徑向對邊，而 DP2B 下端面

的滾珠則在 1m 偏心質量的異側張開一適量幅角。 

     

圖 5-33 SP2B 及 DP2B 於 U2L1 ∠0° (2400 rpm)的滾珠定位 

 

由理論分析得到 SP2B 及 DP2B 於 U2L1 ∠0° 在 2400 rpm 時的暫態響應與穩態

行為，結果如圖 5-34。圖中顯示穩態時上、下端面滾珠的定位與實驗觀察的現象

非常一致。圖 5-35 為理論波形與實驗量測比較，兩者振幅的大小略有不同，但所

顯示自動平衡機構的制振效果則十分接近。另外下列各點值得注意： 

1. 比較 DP2B 在偏心配置 U2L1∠0°（圖 5-34）與 U2L0（圖 5-25）的情形下，

穩態時兩端定子的振幅，兩者理論分析結果完全一致。這是因為下端面的滾

珠因應不同偏心量而改變其定位，完全抑制了下端面的振動。 
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2. 在偏心配置 U2L1∠0°的情形下，比較 SP2B 及 DP2B 上、下端面穩態振幅的

大小可知（圖 5-34）：增設下端面的自動平衡機構不僅抑制了下端面的振幅，

同時也抑制了上端面一部份振動。 

3. DP2B 在偏心配置 U2L1∠0°下，偏心質量 1m 所在下端面的滾珠張開幅角為

109°，略小於理論推導完全平衡偏心質量 1m 滾珠所需張開的幅角 110°。這是

因為 U2L1∠0°時，上端面無法完全制振，因此下端面的自動平衡機構必須額

外提供一些制振平衡量以抑制由上端面所引發的下端面振動。由於此振動量

不大，因此滾珠相互靠攏的角度改變量亦不明顯。 
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圖 5-34 SP2B 及 DP2B 於 U2L1 ∠0° (2400 rpm)的暫態響應與穩態行為 

 



 147

-0.6

-0.3

0.0

0.3

0.6

A
m

pl
itu

de
 (m

m
)

DP2B SP2B NB

Upper Plane

0.05 0.10

Theoretical and Experimental Results of U2L1 0° (2400 rpm)∠

Experimental

0.10 0.05

Time (sec)

-0.6

-0.3

0.0

0.3

0.6

Lower Plane
Theoretical

0 0.05 0.1
Time (sec)

Experimental

0 0.05 0.1

Theoretical

 
圖 5-35 NB、SP2B 及 DP2B 於 U2L1 ∠0° (2400 rpm)的理論與實驗比較 

 

為暸解在 U2L1 ∠0°條件下，自動平衡機構於過臨界轉速區間的制振效果，將

NB、SP2B 及 DP2B 於 1600~2400 rpm 區間實驗所得轉子各端面的穩態振幅大小與

理論值相比較，分別整理如圖 5-36(a)、(b)所示，兩者的定性行為十分接近，同時

顯示自動平衡機構有顯著的制振效果。 
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圖 5-36(a) NB 與 SP2B 於 U2L1 ∠0° (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 
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圖 5-36(b) NB 與 DP2B 於 U2L1 ∠0° (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 
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5. Sup-U2L1 (∠60°) 

保持和前一節相同的偏心配置但調整上、下端面兩偏心質量的相角差為 60°，

當轉速為 2400 rpm 時 SP2B 及 DP2B 的滾珠定位如圖 5-37 所示，由於上端面的偏

心不平衡量大於滾珠的最大制振量，所以上端面的滾珠依舊靠緊定位於偏心質量

的徑向對邊位置。縱使兩端面偏心質量間相差 60°相角，DP2B 下端面的滾珠仍然

定位於 1m 偏心質量的異側且張開一幅角。 

    

圖 5-37 SP2B 及 DP2B 於 U2L1 ∠60° (2400 rpm)的滾珠定位 

 

圖 5-38 為 SP2B 及 DP2B 於 U2L1 ∠60° 在 2400 rpm 轉速下理論分析所得的暫

態響應與穩態行為。理論與實驗觀察所得穩態時滾珠的定位情形十分接近。DP2B

下端面的滾珠張開 109°幅角且略向上端面偏心質量的異側方向偏移，主要是受到

上端面殘餘振動與兩偏心質量間相角差的影響。圖 5-39 為 NB、SP2B 及 DP2B 於

此參數條件下穩態時的理論波形與實驗量測結果，兩者相當一致。從 NB 及 SP2B

上、下端面的波形差異可以得知，由於兩端面間偏心激振力的相角差，下端面的

振動約略領先 60°的相角。 
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圖 5-38 SP2B 及 DP2B 於 U2L1 ∠60° (2400 rpm)的暫態響應與穩態平衡 

 

-0.6

-0.3

0.0

0.3

0.6

A
m

pl
itu

de
 (m

m
)

DP2B SP2B NB

Upper Plane

0.05 0.10

Theoretical and Experimental Results of U2L1 60° (2400 rpm)∠

Experimental

0.10 0.05

Time (sec)

-0.6

-0.3

0.0

0.3

0.6

Lower Plane
Theoretical

0 0.05 0.1
Time (sec)

Experimental

0 0.05 0.1

Theoretical

 
圖 5-39 NB、SP2B 及 DP2B 於 U2L1 ∠60° (2400 rpm)的理論與實驗比較 
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在 1600~2400 rpm 轉速區間，上、下端面穩態振幅的理論值與實驗值的比較如

圖 5-40(a)、(b)，其振幅大小雖有差異，但若就 SP2B 與 DP2B 制振的現象而論，

理論與實驗兩者間的結論是一致的。 
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圖 5-40(a) NB 與 SP2B 於 U2L1 ∠60° (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 
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圖 5-40(b) NB 與 DP2B 於 U2L1 ∠60° (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 
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6. Sup-U2L1 (∠180°) 

最後討論 U2L1 ∠180°的偏心型態，此時上、下端面的偏心質量的相角為180 。

圖 5-41 為實驗量測 SP2B 及 DP2B 在 2400 rpm 轉速下的滾珠定位，結果顯示，SP2B

和 DP2B 上端面滾珠定位在偏心質量的徑向對邊；而 DP2B 下端面的滾珠張開一幅

角以抑制下端面的振動。 

    

圖 5-41 SP2B 及 DP2B 於 U2L1 ∠180° (2400 rpm)的滾珠定位 

 

利用數值分析 2400 rpm 等速運轉下，SP2B 及 DP2B 於 U2L1 ∠180°的暫態響

應與穩態行為如圖 5-42。穩態時滾珠定位的理論值與圖 5-41 實驗觀察所得相近。

至於穩態時兩端面振幅的大小及自動平衡機構的制振效果，可藉由觀察圖 5-43 所

示理論波形與實驗結果來比較。如同前述對於 U2L1 ∠60°的討論，由於兩端面激

振力相角差的影響，NB 與 SP2B 的上、下端面均保持著 180°的相角差，而 DP2B

的作用則使下端面呈現完美平衡。 
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圖 5-42 SP2B 及 DP2B 於 U2L1 ∠180° (2400 rpm)的暫態響應與穩態行為 
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圖 5-43 NB、SP2B 及 DP2B 於 U2L1 ∠180° (2400 rpm)的理論與實驗比較 
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間隔 100 rpm，記錄轉速區間 1600~2400 rpm 內各端面穩態時的振幅與理論分

析的數值相互比較，針對 SP2B 及 DP2B 分別整理如圖 5-44(a)、(b)。理論與實驗

的結果相當一致，都顯示自動平衡機構有良好的制振功效。 
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圖 5-44(a) NB 與 SP2B 於 U2L1 ∠180° (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 
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圖 5-44(b) NB 與 DP2B 於 U2L1 ∠180° (1600~2400 rpm)的理論與實驗比較 
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第六章 結論 

 

本論文主要討論滾珠型自動平衡機構在二維和三維系統旋轉制振的應用。在

二維系統方面，利用解析方法證明配備滾珠型自動平衡機構系統平衡解穩定性的

一般特性，提出增加自動平衡機構強靭性的新設計並討論之。在三維系統方面則

以理論與實驗探討滾珠型自動平衡機構在剛性長轉子偏心制振的行為與效能。首

先分別建構滾珠型自動平衡機構配置於二維及三維系統的理論模型，接著藉由

Lagrange’s equations推導各系統的統御方程，解出平衡解並探討存在區域與限制條

件，再進一步地以 Routh-Hurwitz criterion判斷平衡解的穩定性，最後以實驗定性

地驗證三維系統的制振行為並與理論分析結果進行比較。綜整全文獲致的結論分

述如下。 

 

首先，基於第二章對於雙滾珠自動平衡機構應用於二維偏心碟片制振時，各

平衡位置穩定性的解析性研究，與主要系統參數對穩定區域影響的探討，得到下

列特性： 

一、 雙滾珠的二維制振系統，具有六種平衡解，其中只有兩種平衡解（一為完

全平衡解，一為不完全平衡解）可能是穩定的，並且在無因次化轉速與制

振比的參數平面上，此兩種平衡解的穩定平衡區域不重疊。 

二、 分析這兩個可能穩定的平衡解的穩定區域發現，在系統參數固定時，任一

工作轉速下至多僅對應存在一個穩定的平衡位置。 

三、 當滾珠制振平衡量小於偏心不平衡量時，不存在完全平衡解。當工作轉速

低於臨界轉速時，不存在穩定的完全平衡解。 

四、 當滾珠制振量大於偏心不平衡量，且工作轉速高於臨界轉速時，完全平衡

是系統唯一可能的穩定平衡解。 

五、 當工作轉速低於臨界轉速，或是滾珠制振量小於偏心不平衡量時，唯一可
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能的穩定平衡解是不完全平衡解。 

六、 當滾珠制振量小於偏心不平衡量時，系統支承阻尼越低則不完全平衡解的

不穩定區域越大。當滾珠制振量大於偏心不平衡量時，系統支承阻尼越低

則不完全平衡解的不穩定區域越小。 

 

第三章中我們將研究擴展至雙滾珠-彈簧系統，藉由對系統平衡解存在區間的

討論與各平衡解穩定性的解析，以及與傳統固定軌道的雙滾珠系統的比較，得到

下列結果： 

一、 雙滾珠-彈簧自動平衡機構可以有效抑制因固有偏心不平衡量所引發系統

的迴轉振動。 

二、 雙滾珠-彈簧的二維制振系統，有六種平衡解，其中四種經解析證明為不穩

定平衡，並且可解析出不存在任何穩定平衡解的區域邊界。 

三、 此系統存在唯一可能的完全平衡解以及唯一可能的不完全平衡解，並且在

固定系統參數時，任一工作轉速下至多只對應存在一個穩定的平衡位置。 

四、 當工作轉速高於雙滾珠-彈簧制振系統的臨界轉速（其值小於固定軌道雙滾

珠系統的臨界轉速）時，始可能存在穩定的完全平衡解。當系統工作轉速

低於此臨界轉速時，則不存在穩定的完全平衡解。 

五、 系統完全平衡時，制振單元的彈簧以該轉速下的平衡長度箝制滾珠，此時

兩滾珠定位於碟片偏心質量的徑向異側，並張開適量的幅角。 

六、 在適當的系統參數條件下，雙滾珠-彈簧自動平衡系統相較於傳統固定軌道

的雙滾珠系統，具有較大的完全平衡穩定區域。 

 

在第四章中建構了兩端面配置滾珠型自動平衡機構的剛性偏心長轉子的理論

模型，求得其完全平衡解、靜態不平衡解與力偶不平衡解的解析形式，同時也以

數值分析方式探討系統參數對完全平衡解穩定區域的影響。整理結論如下： 
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一、 兩端面裝置滾珠型自動平衡機構的系統，在適當參數條件下，能完全抑制

偏心剛性長轉子的三維振動。 

二、 當轉速高於臨界轉速時，系統才可能出現穩定的完全平衡。 

三、 在靜態不平衡量下，三維系統等價於二維系統。此時三維系統的制振特性

和二維系統相同。 

四、 當系統完全平衡時，轉子兩端面的自動平衡機構彼此獨立運作。 

五、 在適當範圍內增加系統阻尼與滾珠軌道阻尼，能使轉子系統完全平衡解的

穩定區間加大。 

 

於第五章中，我們首度提出自動平衡機構對於三維制振的實驗驗證。為了較

精確的比較實驗和先前理論分析的結果，針對實驗系統定子的質量、轉矩效應，

修改、建構更符合實驗系統的理論模型。藉由數值分析與實驗量測的結果，比較

得知兩者在定性上的行為十分一致。另外，為考量系統動力傳輸方式與定子質量

分佈的差異，除設計以馬達直接傳動的系統外，另架構以皮帶為動力傳輸元件的

系統，使自動平衡機構對偏心長轉子三維制振的現象觀察更臻完備。綜合整理實

驗的結果與改善建議如下 

一、 當系統轉速低於臨界轉速時，滾珠確實定位於偏心質量附近，加劇轉子的

偏心振動 

二、 若兩端面滾珠的制振量大於個別端面的偏心不平衡量，且當系統轉速高於

臨界轉速時，兩端面滾珠各自定位至對應偏心質量的徑向異側，且張開適

量的幅角，使轉子完全平衡。 

三、 當其中一端面的滾珠平衡制振量小於轉子的偏心不平衡量時，另一端面的

滾珠將改變平衡定位以抑制部份轉子的振動。 

四、 由馬達直接傳動的實驗架構，當系統完全平衡時獲致的實驗結果與理論十

分吻合，但是當系統無法完全平衡時，因為馬達質量的影響使得轉子上、
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下端面的質量分佈條件無法一致，造成兩端穩態徑向振幅定量上和理論預

期有些誤差。然兩者定性行為的描述，仍相當一致。 

五、 由皮帶經轉子質心間接傳動的實驗架構，可以更明確的驗證轉子在力偶不

平衡下的特性，但由於皮帶的箝制，不易得到靜態不平衡量下的振動特性。 

六、 當轉子振幅增大時，引發 L 型簧片產生極大變形，此時的彈性支承的等向

性條件亦受影響，振動軌跡無法維持正圓。 

 

本論文探討了滾珠型自動平衡機構在二維偏心碟片與三維偏心長轉子的制振

特性與行為，對平衡解及其穩定性提出了解析的結果，並輔以實驗驗證。關於自

動平衡機構應用於三維系統的制振研究在近幾年才逐步開展，尚欠缺對於雙滾珠

三維制振系統不完全平衡解的解析形式以及包含週期解的全域動態（Global 

Dynamic）特性研究。未來應可在此領域繼續探究，以期能更精確掌握三維制振的

特性，提供系統設計者與相關產業有更完備的資料依循。 
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附錄一 

 

滾珠-彈簧自動平衡系統的特徵多項式係數 ia  ( 120 ~=i )可表示成 
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附錄二 

 

為簡化轉子系統總動能的表示式；令 
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附錄三 

 

為便於比較裝置自動平衡機構前後的影響與差距，依 4-1-3節同樣方式，整理

一般偏心轉子系統的矩陣形式的無因次運動方程式如下； 
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另外，向量 SRf 的各個元素分別為 
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其中，由 =Rf 0可列出系統的平衡方程。 

 

I. Static Unbalance 

當 eL eRµ µ µ= = 、 L RΛ = Λ = Λ 且兩端面偏心相角差 0φ = 時，系統的偏心量為

靜態不平衡（static unbalance）。利用參數代換 2 1p = Ω − 及 2q ς= Ω ，可使平衡方

程簡化為 

( )

( )

2

2 2
2

1 2 1 1

2 2
2

2 1 2 1

2 0

0

0
4 2

0
4 2

px qy

qx py

q J

q J

µ

ρ ρ µγ γ γ

ρ ρ µγ γ γ

 + + Ω Λ =
 − =
   − − Ω + =  

 
  
 + − Ω + = 
  

  (A3.11) 

解得一般轉子靜態不平衡解為 

( )
2

2 2

2
x p

p q

µ− Ω Λ=
+

、 ( )
2

2 2

2
y q

p q

µ− Ω Λ=
+

及 1 2 0γ γ= =  (A3.12) 

以平面極座標型式表示為 

( )2
2 2

2 2

2
r p q

p q

µΩ Λ= +
+

、 1tan
q

p
θ −=   (A3.13) 

 

II. Couple Unbalance 

當 eL eRµ µ µ= = 、 L RΛ = Λ = Λ 且兩端面偏心相角差φ π= 時，系統的偏心量為

力偶不平衡（couple unbalance）。利用參數代換 ( )2 2 2
14 1 2cp J ρ µ= Ω − − Ω 及

22cq ς ρ= Ω ，可使平衡方程簡化為 
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( )
( )

2

2

1 2
2

1 2

1 2 0

2 1 0

0

4 0
c c

c c

x y

x y

p q

q p

ς
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γ γ
γ γ ρ µ

 Ω − + Ω =

 Ω − Ω − =

 + =
 − − Ω Λ =

  (A3.14) 

解得一般轉子力偶不平衡解為 

0x y= = 、 ( )
2

1 2 2

4
c

c c

q
p q

ρ µγ Ω Λ=
+

及 ( )
2

2 2 2

4
c

c c

p
p q

ρ µγ − Ω Λ=
+

 (A3.15) 

定義轉子左端面中心的極座標為 ( ),r θ ，則右端面中心的極座標為 ( ),r θ π+ 。將一

般轉子力偶不平衡解以平面極座標型式表示為 

( )
2 2 2 2

2 2
2 1 2 2

2

2 2 c c
c c

r p q
p q

ρ ρ ρ µγ γ− Ω Λ   = + = +    +   
 (A3.16) 

1tan c

c

q

p
θ −=   (A3.17) 
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附錄四 

 

本附錄推導僅於上端面裝置自動平衡機構的實驗機台的理論模型，依據 4-1-3

節推導統御方程相同的程序，考慮總質量 1 22 b eL eR S SM m m m m m m= + + + + + ，求得

修正後的統御方程式。其矩陣形式的無因次統御方程式可表示為 

′′ ′+ + + =ExN ExN ExN ExNM X D X g f 0   (A4.1) 

其中， 

b

en

en

µ

 
 =  
  

LS

LC
T T

L

ExN

S LC

M 0 B

M 0 M B

B B I

  (A4.2) 

2 ( ) 2

2 ( ) 2

2 ( ) 2 ( ) 2 b b

en en

en en

ς µ

− Ω − − Ω 
 = Ω − Ω 
 Ω − Ω 

LC

LS
T

E
T

LC

xN

LS

r2

r2

D M D B

D M D D B

B B I

 (A4.3) 

[ ]1 2 3 4 5 6, , , , ,
T

en en en en dr drf f f f f f=ExNf  (A4.4) 

為便於簡化表示式，定義兩個分別與質量一次矩與質量二次矩相關的函數 

1 1 2(
2 2 2

2 )n eL eR L S M Sb

ρ ρ ρµ µ δ µ δ µµ+    Π = − + − − +   
   

 (A4.5) 

2 2 2

2 1 1 2)
2 2

2(
2n b eL eR L S M SJ

ρ ρ ρµ µ δ µµ δ µ     Π = + + + + − + +     
     

 (A4.6) 

則 ExNM 與 ExND 的組成元素矩陣中 enM 與 enD 可表示為 

1

1 2

1 n

n n
en

Π 
=  Π Π 

M   (A4.7) 

( )

( )
2 2

2

2 2

L R

L R L R

en

δ δ
ζ ρ ρδ δ δ δ

 − +
 =     − + − + +        

D  (A4.8) 

另外，向量 ExNf 的各個元素可分別表示為 
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附錄五 

 

Ⅰ.利用馬達直接傳動的轉子實驗機台設計圖： 
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Ⅱ.利用皮帶傳動的轉子實驗機台設計圖： 
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附錄六 

 

本附錄探討以皮帶間接傳動的轉子實驗機台對於單一端面偏心量的制振行

為，此實驗系統如圖 A6-1所示。 

 

圖 A6-1 以皮帶間接傳動的轉子實驗機台 

 

其中，轉子以兩軸承安置於裝有彈性支承的上、下承座間，以伺服馬達配合動

力傳送皮帶與平衡皮帶為動力源，將迴轉動力傳送至轉子質心所在平面。接著，

同樣依 5-3-1節的平衡校正程序，使得以明確控制系統的偏心不平衡量。經估算此

系統的臨界轉速約為 800 rpm，兩滾珠所能提供的最大制振偏心量為 65.6 g-mm，

選用的偏心質量分別為 1em =0.8 g、 2em =1.31 g以及 3em =2.34 g，固定偏心半徑為 48 

mm。 

首先補充說明 5-3-3節中，對低於臨界轉速穩定運轉下，兩端面滾珠的定位情

形。圖 A6-2顯示當實驗系統以固定轉速 600 rpm運轉，若僅在上端面鎖固偏心質

量(箭頭標示) 1em 、 2em 與 3em 時，滾珠定位的情形。可知在此三種偏心條件之下，

兩端面滾珠幾乎都定位在相同相位處，亦即此時的轉子兩端以同相位振動。而圖

A6-3為兩端面同時存在偏心不平衡量且兩偏心質量呈 180°相位差的情形，由圖上
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滾珠穩態定位的狀態及兩端面上加速規的量測結果，我們可明顯地看出，轉子兩

端以 180°相位差振動。 

   

圖 A6-2 轉速 600 rpm，偏心質量 1em 、 2em 及 3em 時，兩端滾珠定位的情形 
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圖 A6-3 偏心質量呈 180°相位差時，兩端滾珠定位的情形與量測結果 

 

另外，當轉速大於臨界轉速時，我們移除下端面的偏心質量，逐漸增加上端面

的偏心質量並分別記錄轉子上、下兩端面的振動量，最後進行比較與分析。實驗

結果整理如下： 

當轉子上端面的外加偏心量小於上端面自動平衡機構所能提供的最大制振平

衡量時，上端面的兩滾珠會張開適當幅角以抑制上端面的偏心激振，此時轉子下

端面的兩滾珠依舊維持相差 180°的平衡狀態。 
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圖 A6-4(a)為上端面偏心質量等於 1em =0.8 g固定於 48 mm偏心半徑且轉速為

1600 rpm時，經瞬時拍攝而得兩端面滾珠的定位情形；由於單一滾珠所能提供的

最大制振偏心量(32.8 g-mm)約為外加質量偏心量(38.3 g-mm)的 0.86倍，可以完全

制振。因此上端面的兩滾珠位於偏心質量的異側且張開約 109°的幅角，而下端面

的兩滾珠依舊維持相差 180°的平衡狀態。圖A6-4(b)所示為偏心質量等於 2em =1.31 

g時，兩端面滾珠的定位情形。由外加質量偏心量(62.9 g-mm)可求得 0.52Lη = ，因

此上端面的兩滾珠位於偏心質量的異側且張開約 33°。此時上端面的偏心亦呈完全

平衡，而下端面的兩滾珠同樣維持 180°的平衡定位。 

     

圖 A6-4 制振比(a) 0.86Lη = 、(b) 0.52Lη = 時，兩端滾珠的定位情形 

 

圖 A6-5為上端面外加偏心質量等於 0.8 g、轉速為 1600 rpm時於上、下端面的

振動量測值，圖中虛線與實線分別表示未配置與配置自動平衡機構的測量值。圖

A6-6為在相同參數條件下的理論（此系統不存在馬達與定子配重的質量效應，故

回歸第四章的模型。另外，下端面滾珠位置的描述同樣以 x̂ 軸為基準）歷時結果。

圖 A6-7 與圖 A6-8 分別為上端面外加偏心質量增加至 1.31g時，轉子上、下兩端面

的量測結果以及各動態參數的歷時圖。由這些實驗紀錄與數值結果可知：未配置

自動平衡機構的轉子系統在相同轉速與偏心半徑條件下，偏心激振的大小隨偏心

質量增加而增大；縱使下端面無任何偏心量，亦將受上端面偏心的作用而引發振
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動。若於轉子兩端面均配置自動平衡機構，當上端面的自動平衡機構所能提供的

最大制振偏心量大於外加質量偏心量時，上端面的兩滾珠可以有效抑制上端面的

偏心振動，則滾珠將因應不同的偏心量適當地定位以抑制轉子偏心振動，而下端

面的兩滾珠則始終張開 180°，維持無偏心量時的平衡狀態。 
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圖 A6-5 0.86Lη = 時，轉子系統上、下端面的振動量測值 
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圖 A6-6 0.86Lη = 時，系統各動態參數的理論歷時圖 
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圖 A6-7 0.52Lη = 時，轉子系統上、下端面的振動量測值 
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圖 A6-8 0.52Lη = 時，系統各動態參數的理論歷時圖 

 

當轉子上端面的外加質量偏心量大於上端面自動平衡機構所能提供的最大制

振偏心量時，上端面的兩滾珠會緊靠在一起並定位於偏心質量的另一側，此時轉

子下端面的兩滾珠將張開適量的幅角以抑制由上端面剩餘偏心量所引發的下端面

振動。 

圖 A6-9(a)為上端面偏心質量等於 3em =2.34 g，固定於 48 mm偏心半徑（偏心不

平衡量為 112.32 g-mm），且轉速為 1600 rpm時，上、下兩端面滾珠的定位情形；
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由滾珠所能提供的最大制振平衡量可得知 0.29Lη = ，因此上端面的兩滾珠緊靠在

一起且定位於偏心質量的異側。此時上端面的偏心激振無法完全抑制，故而於下

端面上，相對於上端面偏心質量的另一端位置處，誘發出一假想的激振偏心質量。

因此；下端面的兩滾珠將因應由上端面在最大制振情況下，剩餘偏心量所引發的

下端面振動，張開適量的幅角以抑制之。 

圖 A6-9(b)的上端面偏心量由兩個偏心質量組成，其整體的偏心量為 234.36 

g-mm。當轉速為 1600 rpm時，上、下兩端面滾珠的定位情形如圖所示。單一滾珠

所提供的制振量與上端面偏心量的比值 0.14Lη = ，此時不僅上端面的偏心激振無

法完全抑制，由上端面剩餘偏心量所引發的下端面振動亦大於下端面滾珠所能提

供的最大制振量，因此上端面的兩滾珠緊靠在一起且定位於偏心質量的異側，而

下端面的兩滾珠則同樣緊靠在一起，但定位於偏心質量的正下方。 

     

圖 A6-9 制振比(a) 0.29Lη = 、(b) 0.14Lη = 時，兩端滾珠的定位情形 

 

圖 A6-10為上端面外加偏心質量等於 2.34 g、偏心半徑 48 mm、轉速為 1600 rpm

時於上、下端面的量測結果。其理論分析的歷時情形如圖 A6-11所示。由圖 A6-10

可看出，未裝配自動平衡機構時，下端面明顯存在由上端面不平衡振動所引發的

徑向振幅。然而此下端面的振動量在裝置自動平衡機構後完全被抑制。比較圖 A6-9

與圖 A6-11，理論分析結果顯示了上端面滾珠應緊靠在一起且定位在偏心質量的徑
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向另一端（ 1 2 1.01α α π= = ），而下端面的兩滾珠則應在偏心質量正下方往兩側各

張開約 36°（ 1 0.21β π= 、 2 0.2β π= − ）。此結果與實驗觀察（圖 A6-9）十分吻合。 
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圖 A6-10 0.29Lη = 時，轉子系統上、下端面的振動量測值 
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圖 A6-11 0.29Lη = 時，系統各動態參數的理論歷時圖 

 

圖 A6-12與圖 A6-13分別為上端面整體的偏心量增加至 234.36 g-mm 時，轉子

上、下兩端面的量測結果與八個動態參數的理論歷時圖。由實驗紀錄與理論分析

可知：當上端面仍具有不平衡質量時，轉子下端面亦將受上端面偏心的作用而引
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發振動。若於轉子兩端面均配置自動平衡機構，當上端面無法完全抑制偏心振動

時，其所引發的下端面振動相當於在下端面的偏心質量，此時若下端面的滾珠自

動平衡機構足以抑制這個偏心質量，則下端面呈完全平衡狀態；若不足以完全抑

制，則下端面的滾珠將緊靠一起，提供最大制振量以降低轉子的偏心激振，有效

提升轉子整體的制振效果。 
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圖 A6-12 0.14Lη = 時，轉子系統上、下端面的振動量測值 
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圖 A6-13 0.14Lη = 時，系統各動態參數的理論歷時圖 
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