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摘要 

本文旨在研究烏采結構氮化銦鎵/氮化鎵量子點結構的光學性質。文中以線性

壓電力學理論與四能帶 k p 漢彌爾頓，配合有限元素法軟體—COMSOL 

Multiphysics 分析自組式氮化銦鎵量子點的大小、形狀、銦濃度及濕潤層厚度等對

機電場之影響，進而探討氮化銦鎵量子點結構的光學性質。 

本文內容包含全耦合壓電力學模型與半耦合壓電力學模型之比較、正負剪力

壓電常數的比較、濕潤層對量子點光學性質的影響及改變氮化鎵基板的晶體角

度，探討量子點成長於不同晶體角度之基板時其光學性質的變化，同時針對量子

點的底部寬度、頂部寬度、高度、濕潤層厚度及銦濃度等因素加以分析，以了解

這些參數在任意晶體角度下的影響程度。 

數值結果清楚顯示，分析三族氮化物半導體量子點結構的機電場與光學性質

時，使用全耦合壓電模型較為適合，而剪力壓電常數的正負號在計算量子點結構

的光學性質時，扮演一個重要的角色。同時，若要準確分析量子點結構的壓電位

能與光學性質，濕潤層的厚度與銦濃度必須加以考慮。最後，不論量子點的尺寸、

形狀、銦濃度及濕潤層厚度，當量子點成長於晶體角度為 70 度至 75 度之間的氮

化鎵基板時，將會有最大的波函數重疊量，且躍遷能量得以大幅提升。故，本文

所分析的結果，可作為量子點光學元件設計時的參考依據，以提升元件的效能。 

 

關鍵字：氮化銦鎵、量子點、壓電力學、四能帶k p 漢彌爾頓、有限元素法 
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Abstract 

The aim of this article is to investigate the optical properties of wurtzite InGaN 

quantum dots (QDs) grown on GaN substrates with arbitrary crystal orientation. The 

fully-coupled piezoelectric model and four-band k p  Hamiltonian are developed to 

analyze the effects of size, shape, composition, and wetting layer (WL) on the 

electromechanical fields and optical properties. Moreover, the electromechanical 

equations and k p  Hamiltonian for arbitrary crystal orientation can be derived from 

the coordinate transformation. 

Numerical results revealed that the fully coupled piezoelectric model for 

calculating the electromechanical fields and optical properties of InGaN QDs may be 

more appropriate. And then the sign of shear piezoelectric constant seems to play an 

important role in the piezoelectric potential and optical properties. In addition, it is 

important that the thickness and indium composition of the WL should be considered in 

the numerical analysis. On the other hand, we found that the transition energy and 

electron-hole overlap will be effectively raised when the QDs grown on semipolar or 

nonpolar substrates and the greatest increase in wave function overlap occurs at 

θ=70º–75º, regardless of the size, shape, composition of QDs, and the thickness of WL. 

We concluded that QDs grown on semipolar substrate should effectively improve the 

performance of optical devices, especially for crystal angle is between the 70º and 75º. 

 
Keywords：InGaN, quantum dots, piezoelectricity, four-band k p  Hamiltonian,  

finite element method 
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第一章 緒論 

1.1 前言 

近十幾年來，半導體工業一直是台灣最重要的產業之一，也與民生必需品以

及國防科技息息相關。隨著產業的發展及科技的進步，尋求更快、更低耗能及更

微小的元件，一直是追求的共同目標。在新世代的元件中，以自組式量子點

(self-assembled quantum dot, SAQD)為基本架構的元件，正蓬勃開發中。以往三五

族半導體如砷化銦(InAs)量子點(quantum dots, QDs)結構主要以發展紅光及紅外線

之光學元件為主，由於窄能隙(narrow band gap)的限制使其光電應用只能局限在 1.3

微米。為因應發展藍光或綠光甚至白光元件的新趨勢，勢必得考慮其它直接能隙

材料，且能隙對應之波長需包含 450 至 550 奈米，此種材料才有機會成為發展藍

綠光元件之材料。此時，寬能隙(wide band gap)且屬於直接能隙的半導體材料便脫

穎而出，而其中的三族氮化物半導體(III-nitride semiconductor)，成為近年來在學術

界與工業界熱烈討論的材料。 

三族氮化物半導體具有極廣的能隙分佈，由氮化銦(InN)的0.65 eV、氮化鎵

(GaN)的3.4 eV至氮化鋁(AlN)的6.2 eV，如圖1.1所示[1]。 

 
圖 1.1 晶格常數與能隙關係圖。 
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另外，低維度半導體材料因具有高面積體積比，故產生了與塊材不同的獨特

性質，如量子效應、表面效應、小尺寸效應等，其特殊的光學、電學、磁學、機

械性質等等都是令人感興趣的原因。由於氮化鎵之能隙為3.4 eV，若加入鋁而形成

氮化鋁鎵化合物，該量子點結構常被運用於紫外光波段的光電元件。若氮化鎵加

入銦混成氮化銦鎵化合物，其發光波長可由380奈米變化至2000奈米，如此大範圍

之波段函蓋了所有可見光及近紅外光，如圖1.2所示[2]，因而氮化銦鎵量子點結構

可做為藍光、綠光元件的材料。因此，量子井(quantum wells, QWs)與量子點等低

維度奈米結構的成長已成為構成藍光、綠光及紫外光發光二極體(light emitting 

diodes, LEDs)[3-7]、雷射二極體(laser diodes, LDs) [8-12]等發光元件之重要的議題。 

 
圖 1.2 電磁波光譜圖。 

 

1.2 研究動機 

半導體電子產業結合了近代工程科學，逐漸應用於人們日常生活。近年來，

由於半導體電子元件與光電元件研發的日新月異，使得半導體光電科技快速蓬勃

發展。而量子井、量子線(quantum wire)、量子點等低維度光電半導體結構，因其

優異的光電特性及價格上之優勢，已引起產業界及學術界極大地興趣。由於可見

光波長約為 380 至 780 奈米，故選用氮化鎵及氮化銦鎵所製成之量子點元件為主

要研究之材料。 

 

由於量子點具有極高的狀態密度如圖 1.3 所示，因此電子及電洞在量子點內之
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結合率高於其它奈米結構，故量子點極適合做為發光之光源，因而在光電元件的

應用上具有很大的潛力。由於自組式量子點內之應變將影響半導體導的能帶結

構，進而影響量子點內部與其鄰近之電子的特性以及元件的光電性質。同時，由

於半導體本身的壓電效應，應變的存在也將影響量子點鄰近的局部電場。從連體

力學的角度分析奈米結構之應變場是個快速方便且不失準確性的分析方法。 

 

圖 1.3 各維度結構之狀態密度圖。 

目前常見的自組式量子點結構，因材料不同可分為三五族之砷化銦鎵/砷化

鎵、磷化銦鎵/砷化鎵(InGaP/GaAs)；三族氮化物之氮化鋁鎵/氮化鎵、氮化銦鎵/

氮化鎵；四族之鍺化矽/矽(SiGe/Si)以及二六族之硒化鎘/硒化鋅(CdSe/ZnSe)等。因

藍綠光之波長約為 450 至 550 奈米，砷化銦鎵常用於紅外線波段，氮化鋁鎵則常

用於紫外光波段，鍺化矽之能隙約 0.8 eV 適合製作光通訊元件。然而，氮化銦鎵

之能隙換算成波長正好包含此波段，適合藍綠光發光元件之製作。因此，本文選

擇氮化銦鎵製成之量子點結構為研究對象。 

由於三族氮化物半導體之晶格為烏采結構(wurtzite structure)具有很強的壓電

效應及自發性極化(spontaneous polarization)，量子點成長過程中，材料間之晶格不

匹配(lattice mismatch)產生的應變及應變引致的壓電極化(piezoelectric polarization)

使得量子點結構具有極強的壓電位能(piezoelectric potential)或稱為電位能(electric 

potential)。此壓電位能對量子點結構的躍遷能量(transition energy)有著極大的影

響，壓電位能越強，其效應雖減低電子電洞間之庫侖作用(coulomb interaction)，但
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使得電子與電洞波函數重疊量(electron-hole wavefunction overlap)大大地降低。 

因電子及電洞波函數重疊量直接關係到光學元件之特性，為有效降低壓電位

能，利用改變晶體成長方向(crystal growth direction)來達到降低壓電位能的效果。

因此，不同晶體角度(crystal angle)下之晶格不匹配的數學模型、應變場及壓電位能

的模擬及量子點的光學性質等等需加以探討。 

 

1.3 文獻回顧 

III-V 族半導體具有優異的發光效率，因此在光電產業受到國內外許多學者的

喜愛與關著，然而隨著成長技術的演進及應用層面的擴展，發光元件已從早期的

紅光及幾年前的藍光到最近的白光元件，其最主要的原因為控制半導體材料的能

隙決定其光電元件之發光波長，而三族氮化物半導體在其中扮演了重要的角色。

因此氮化鎵/氮化鋁及氮化銦/氮化鎵量子點的研究不論製程或模擬在國內外均有

不少學者從事相關研究。 

2000 年 Andreev 及 O’Reilly 使用格林函數(green’s function)計算截頭式六角金

字塔形(truncated hexagonal pyramid)之氮化鎵/氮化鋁量子點的應變場分佈，同時使

用四能帶 k p 漢彌爾頓(four-band k p Hamiltonian)矩陣求解量子點結構之電子(電

洞)特徵能量及其對應之波函數與躍遷能量[13]。由 Andreev 與 O’Reilly 的結果得

知，由於應變場引致一極強之內建電場(built-in electric field)使得電洞將侷限於濕潤

層(wetting layer, WL)，電子亦因強大內建電場而被侷限在量子點頂部。同時

Andreev 與 O’Reilly 亦使用單能帶等效質量漢彌爾頓(single-band effective-mass 

Hamiltonian)計算電子的特徵能量，其結果顯示，電子特徵能量將高估約 100 meV，

而同樣使用單能帶等效質量漢彌爾頓計算電洞特徵量將與四能帶漢彌爾頓所得之

基態能量(ground-state energy)相似。2003 年 Fonoberov 與 Balandin 將應變能經由最

小能量法獲得烏采結構與閃鋅結構(zinc-blende)之氮化鋁鎵量子點的應變分佈，而

電子與電洞之特徵能量則透過單能帶漢彌爾頓計算電子特徵能量與六能帶 k p 漢
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彌爾頓(six-band k p Hamiltonian)計算電洞特徵能量[14]。Fonoberov 與 Balandin 發

現，應變場將對量子點結構的導電帶(conduction band)與價電帶(valence band)之能

帶邊緣(band edge)有極大的影響，同時應變引致的電場將主宰量子點結構的激子性

質(excitonic properties)。2005 年 Jurczak 等人使用有限元素法(Finite element method)

配合彈性力學及八能帶 k p 漢彌爾頓(eight-band k p Hamiltonian)分析五層六角金

字塔形氮化鎵/氮化鋁量子點結構的彈性應變、壓電位能及光學性質，並改變各層

量子點的距離探討其層距對應變、壓電位能及躍遷能量的影響[15]。數值結果顯

示，應變引致之電位降(potential drop)明顯隨層距增大而增加，但增加量小於量子

井超晶格(superlattice)結構，而層距對電子躍遷能量的影響似乎不明顯。同年

Williams 等人發展一套簡單的解析解—表面積分法(surface integral)計算球形

(spherical)、圓柱形(cylindrical)、立方形(cuboidal)、截頭式圓錐(truncated cone)及橢

球形(ellipsoidal)量子點的應變及自發性極化所引致的電位及電場[16]。其結果發

現，六角形量子點與具有圓對稱(circular symmetry)等效形狀的量子點，有相似的

電位分佈。而壓電位能除了驅使電子往量子點頂部移動，電洞往量子點底部移動，

而侷限在量子點的頂部與底部外，亦提供額外的橫向侷限(lateral confinement)，促

使電子與電洞侷限在量子點內部並靠近中心軸的位置。 

2006 年 Nakaoka 等人在不同的外加電場下量測光譜以探討烏采結構之氮化鎵/

氮化鋁量子點的史塔克效應(stark effect)，同時利用單能帶等效質量漢彌爾頓分析

電子躍遷能量以驗證實驗結果[17]。Nakaoka 等人發現，在施加與內建電場反向之

電場下，光譜會有藍移(blue shift)的現象，當外加電壓為 14V 時所產生的 700 KV/cm

電場下，將使量子點結構的躍遷能量增加 102 meV。若施加與內建電場同向之電

場則會有紅移(red shift)的現像。同時，理論分析亦發現激子束縛能(exciton binding 

energy)在 700 KV/cm 電場作用下，僅增加約 1 meV。2007 年 Zhao 等人基於單能

帶等效質量漢彌爾頓計算圓柱形氮化鎵/氮化鋁鎵量子點的激子束縛能、躍遷能量

對應之發光波長與激子(exciton)基態之震盪強度(oscillator strength) [18]。Zhao 等人
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分別就有無內建電場的效應加以討論，由計算結果得知，內建電場對氮化鎵/氮化

鋁鎵量子點的光學性質扮演重要角色。激子束縛能隨量子點高度增加而遞減，半

徑為 5 奈米及高度為 5 奈米時，在有無內建電場的影響下，差值約為 20 meV，若

高度為 1 奈米時，其差值更加明顯，約為 30 meV。同時在固定高度為 2 奈米，改

變半徑亦發現，當半徑小於 4 奈米時，激子束縛能的差值呈現增加的趨勢，當半

徑大於 4 奈米時，則呈現遞減的趨勢。另一方面，在考慮內建電場的效應下，其

躍遷能量隨量子點高度的變化近似線性關係，而改變量子點半徑似乎對躍遷能量

的影響不大。2008 年 Feng 使用單能帶等效質量漢彌爾頓分析立方體之氮化銦量子

點及氮化銦鎵量子點集群 (quantum dot clusters)的發光性質及能帶間躍遷

(intersubband transition)[19]。Feng 發現銦濃度(indium composition)、量子點尺寸、

等效質量及應變場會影響量子點結構的能階及發光性質。在量子點尺寸固定，銦

濃度較低與銦濃度固定，量子點尺寸較小這兩種條件下，基態能量將提升且量化

的能階數將減少。2009 年 Wu 等人使用價電力場(valence force field, VFF)與六能帶

k p 漢彌爾頓分析不同尺寸及銦濃度之截頭式六角形金字塔氮化銦鎵量子點的光

電性質[20]。其數值結果顯示，氮化銦鎵量子點比氮化銦鎵量子井有較大的電子電

洞波函數重疊量且有效降低載子輻射生命期(carrier radiative lifetime)。同時，Wu

發現藉由改變尺寸與銦濃度可以使得發射光譜(emission spectrum)包含整個可見光

範圍。 

另外，在 2008 年 Lassen 等人利用全耦合(fully coupled)與半耦合(semi-coupled)

之壓電模型分析圓柱形氮化鎵/氮化鋁量子點的機電場(electromechanical field)，即

應變場及應變引致的壓電位能，同時利用單能帶等效質量漢彌爾頓計算電子的特

徵能量[21, 22]。Lassen 等人發現，當量子點的半徑小於量子點高度時半耦合壓電

模型可適用於計算量子點的機電場。當量子點半徑與量子點高度的比值大於等於 1

時，須考慮全耦合壓電模型。此外，在計算電子的特徵能量時，使用半耦合壓電

模型與全耦合壓電模型所得之電子特徵能量將有 30 meV 的誤差。另一方面，由於
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文獻中可查到之剪力壓電常數(shear piezoelectric constant)， 15e ，其數值有正有負[23, 

24]，將對壓電位能的分析造成極大之不確定性。然而，2009 年 Schulz 等人使用表

面積分法計算氮化鎵量子點成長於極化(polar)與非極化(non-polar)氮化鋁基板時，

其量子點內部之壓電位能分佈。同時考慮正與負值之剪力壓電常數對壓電位能的

影響[25]。同年 Schulz 與 O’Reilly 亦使用表面積分法計算氮化銦鎵量子點成長於極

化與非極化氮化鎵基板的壓電位能分佈[26]。Schulz 等人發現，使用負 15e 計算出量

子點成長於非極化基板時的壓電位能明顯比使用正 15e 獲得的壓電位能小，而量子

點若成長於極化基板上時，則不論 15e 是正是負，均存在一極強的壓電位能。此外，

其數值結果顯示，相較於量子點成長於極化基板，當量子點成長於非極化基板之

壓電位能將使電子與電洞波函數在空間中分佈的相對距離更加遠離，乃因電子與

電洞將分佈在量子點兩側並非先前文獻中提及之頂部與底部。而量子點的橫向尺

寸大約是量子點高度的 5 至 10 倍[27, 28]，因此使得電子與電洞波函數的重疊量大

為減低。同年 Marquardt 等人利用彈性力學及八能帶k p 漢彌爾頓分析氮化鎵量子

點成長於極化與非極化基板時之壓電位能及電子與電洞波函數的重疊量，且考慮

剪力壓電常數正負號的影響[29]。由數值結果得知，剪力壓電常數之正負號對量子

點成長於極化基板的壓電位能僅只有小小的變化，而量子點成長於非極化基板的

壓電位能對剪力壓電常數正負號的變化較顯著。另一方面，Marquardt 等人改變量

子點的尺寸分析電子電洞波函數的重疊量，其結果顯示，當量子點的尺寸小於原

尺寸的 60%時，量子點成長於非極化基板時的波函數重疊量將大於量子點成長於

極化基板時的波函數重疊量。 

2007 年 Yamaguchi 使用單能帶等效質量漢彌爾頓與六能帶 k p 漢彌爾頓分析

氮化鎵量子井成長於半極化 (semipolar)與非極化基板時，基板方向 (substrate 

orientation)對光矩陣元素(optical matrix element)的影響[30]。其結果說明，光矩陣

元素在 z 方向極化條件下，其值均為零並不隨基板的方向而改變，然而，在 x 極化

與 y 極化的條件下，光矩陣元素則明顯隨基板方向而有不同的變化，亦即在 x-y 平
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面會有光學異向性(optical anisotropy)的現象產生。當基板的晶體角度為 0 與 55

時，其光矩陣元素為零。Yamaguchi 並發現，平面極化程度(in-plane polarization 

degree)主要由量子侷限(quantum confinement)與壓應變所主宰，而且兩者對光學異

向性的影響呈現相反的效應。x 極化之光矩陣元素：當基板的晶體角度小於 70 時

由壓應變控制，大於 70 時則由量子侷限效應主宰。y 極化之光矩陣元素：基板的

晶體角度小於 70 時由量子侷限效應控制，大於 70 時則由壓應變主宰。同時，改

變量子井厚度發現，若量子井成長於非極化基板上，增加量子井的厚度有助於提

升雷射二極體的效能。若量子井成長於半極化基板上，則縮小量子井厚度較有助

於提升雷射二極體的效能。2008 年 Kojima 等人使用單能帶等效質量漢彌爾頓與六

能帶k p 漢彌爾頓分析氮化銦鎵量子井成長於半極化與非極化基板時，基板方向對

自發輻射(spontaneous emission)及平面極化程度的影響[31]。數值結果顯示，y 極化

之自發輻射大於 x 極化之自發輻射，其 y 極化之自發輻射的最大值約為 x 極化之自

發輻射的 3 倍。由當晶體角度大於等於 50 時，其 x 極化與 y 極化之平面極化程度

趨近於 1與-1。同年Khatsevich與Rich 使用單能帶等效質量漢彌爾頓與六能帶k p

漢彌爾頓分析晶體角度與應變對氮化銦鎵量子井的壓電極化、能隙、等效重電洞

質量(effective heavy-hole mass)、激子束縛能、躍遷能量、電子電洞波函數重疊量

等物理量的影響[32]。其結果顯示，平均重電洞等效質量隨晶體角度增加而減小。

能隙起初隨晶體角度增加而減小，在 35 時有最小值，爾後便隨晶體角度增加而變

大。另外，激子束縛能在 0 至 5.49 時快速增大，當晶體角度大於 5.49 後，激子束

縛能的變化量約 5.49 時的 10%。最後，Kojima 等人認為 5.49 至 90 適合用於光電

元件。2009 年 Hao 等人使用單能帶等效質量漢彌爾頓與六能帶k p 漢彌爾頓分析

氮化鎵成長於 R 平面(r-plane, [10-12])時，應變對光學性質的影響[33]。由數值結果

得知，當雙軸應變(biaxial strain)由-0.5%變化至 0.5%時，其躍遷能量逐漸遞減，而

且雙軸應變對 R 平面之光學異向性的影響相當明顯。當 x 軸應變為拉應變及 y 軸

應變為壓應變時，適合用於 TM 極化光；若 x 軸應變為壓應變及 y 軸應變為拉應變
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時，適合用於 TE 極化光。以上各文獻之結果有助於了解能帶邊緣的光學性質及光

電元件之設計。因此本文將從文獻中所得到之心得推廣至氮化銦鎵量子點結構，

試圖進行有效且準確地數值分析以獲得適合設計光電元件的最佳晶體角度。 

 

1.4 研究內容 

由文獻[21, 22]的結果得知，全耦合與半耦合壓電模型所獲得之壓電位能與電

子特徵能量將有所差異。另外，由文獻[25, 26, 29]得知，量子點成長於非極化基板

上時，其電子與電洞波函數重疊量將因量子點橫向尺寸而大大降低。然而，影響

波函數重疊量的因素除了壓電位能與量子點尺寸外，濕潤層厚度及銦濃度等亦是

原因之一。因此，利用改變晶體成長方向來達到降低壓電位能的效果時，同時考

慮量子點尺寸、濕潤層厚度及銦濃度等因素找出最佳的晶體角度，使量子點元件

獲得最佳之效能。因此，本文將先從全耦合與半耦合壓電模型對量子點應變場、

壓電位能、電子(電洞)特徵能量及躍遷能量加以詳細分析以確認氮化銦鎵量子點的

壓電模型。同時亦討論剪力壓電常數之正負號的影響，以得出一較為合理且適合

於分析壓電位能的參數。由於文獻[14, 20, 30-33]等大多數文章均分別以單能帶等

效質量漢彌爾頓與六能帶k p 漢彌爾頓求解電子與電洞之特徵能量與波函數，然而

為準確獲得電子與電洞特徵能量及其對應之波函數，本文將考慮導電帶與價電帶

耦合之k p 漢彌爾頓。最後則在不同晶體角度下，大量分析量子點結構的光學性質

以獲得最佳成長方向。 

本文將以線性壓電力學理論(piezoelectricity theory)，配合有限元素法模擬分析

自組式氮化銦鎵量子點的大小、形狀及銦濃度等對應變場、壓電位能之影響，並

利用導電帶與價電帶耦合之四能帶 k p 漢彌爾頓探討氮化銦鎵量子點結構的光學

性質。研究內容可區分為兩大主軸：(1)自組式量子點結構之彈性應變與壓電位能

模擬，(2)自組式量子點結構之光學性質分析。本文內容安排如下： 

第二章為量子點之機電場理論分析，說明晶格不匹配的形成、初始應變(initial 



 10

strain)的模擬、量子點結構的壓電力學理論及任意晶體角度下之壓電力學模型。 

第三章為量子點之光學性質理論分析，介紹多能帶k p 理論、任意晶體角度下

之k p 漢彌爾頓及量子點結構之光學性質。 

第四章為比較壓電力學模型與正負剪力壓電常數的差異，同時探討濕潤層對

量子點光學性質的影響。 

第五章為改變氮化鎵基板的晶體角度，探討量子點成長於不同晶體角度之基

板時其光學性質的變化，同時針對量子點的底部寬度、頂部寬度、高度、濕潤層

厚度及銦濃度等因素加以分析，以了解這些參數在任意晶體角度下的影響程度。 

第六章總結全文，將第四章及第五章的結果加以整理，並歸納出底部寬度、

頂部寬度、高度、濕潤層厚度及銦濃度等參數在任意晶體角度下的影響程度，並

得到最佳的晶體角度。 
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第二章 量子點之機電場理論分析 

半導體磊晶常用兩、三種元素來製作量子點光電元件，然而，在磊晶過程中

因異質結構之晶格常數不匹配，將導致量子點內部及鄰近區域存在應變。因材料

本身壓電效效之故，晶格不匹配引致之應變場將進一步產生壓電位能，造成量子

點結構之束縛能的改變，進而影響量子點元件的光電性質[34]。因此，在探討量子

點的光電性質時，分析量子點結構內之應變場及壓電位能將是一項非常重要的工

作。目前常用來評估量子點及鄰近母體間彈性應變的方法有下列兩種：(1)原子力

學模型(atomistic model)[35-40]，(2)連體力學模型(continuum model)[41-44]。原子

力學模型是從微觀的角度出發，Fantini 等人[37]及 Marchetti 等人[38]使用分子動力

學(molecular dynamics)，而 Pryor 等人[39]及 Stier 等人[40]使用價電力場，求得量

子點結構的應變分佈。理論上使用原子力學模擬奈米尺寸之量子點結構的應變場

應較為合理，然而，此類方法因單一量子點所含之原子數目約數萬以上，其計算

量過於龐大。若從巨觀之連續體的角度下，配合有限元素法則可以處理複雜形狀

且因個人電腦計算速度大為提升，其分析效率遠高於原子力學模型，故本文將以

連續體的觀點結合有限元素套裝軟體—COMSOL Multiphysics 分析量子點結構的

應變及其所引致的壓電位能。 

 

2.1 初始應變之定義 

奈米尺度量子點的製作，本身在技術上是一項挑戰，尤其是三族氮化物量子

點。因量子點材料與基板(substrate)的晶格常數相對於砷化銦/砷化鎵系統的 6.7%，

氮化銦/氮化鎵系統晶格常數的差異約可達 10%之大。因此，欲成長品質完美較無

缺陷之量子點結構的難度遠高於其它半導體量子點。目前成長量子點的技術主要

有分子束磊晶法(molecular beam epitaxy，MBE)[45, 46]及有機金屬化學氣相沉積法

(metal-organic chemical vapor deposition，MOCVD)[47, 48]。此兩種磊晶方法各有其

優缺點，MBE 製程採物理方式，技術較為成熟，良率較高，成本偏高。MOCVD
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製程則是採化學方式，成長技術難度較高，良率較低，但成本較低。 

一般磊晶成長模式可分成以下三種[49, 50]：(1)Frank-van der Merwe(FM)模

式、(2)Stranski-Krastinov (SK)模式及(3)Volmer-Weber(VW)模式。自組式量子點通

常是以 SK 成長模式進行異質磊晶，其成長流程如圖 2.1 所示。 

成長初期，將晶格常數大於基板之量子點材料成長於基板上而形成二維平面

結構，磊晶厚度持續增加且不斷累積應變能，待其厚度達到某一厚度時，為了維

持系統的平衝，藉由二維結構之表面凸起以釋放應變能，因而在二維結構上形成

許多三維島狀結構，這種在無外力作用自動形成的島狀結構稱之為自組式量子

點，而存在基板上之二維結構稱為之濕潤層。製作量子點結光電元件通常會在量

子點形成後再成長一層與基板相同材料之覆蓋層(capping layer)。 

substrate substrate substrate

cap layerwetting layer

substratesubstratesubstrate substrate substrate

cap layer
quantum dot

substratesubstrate substratesubstrate substratesubstrate

cap layerwetting layer

substratesubstratesubstratesubstratesubstratesubstratesubstratesubstrate substratesubstrate substratesubstrate

cap layer
quantum dot

 

圖 2.1 量子點結構成長流程示意圖。 

然而，自組式量子點結構存在一些不確定因素，圖 2.2[51, 52]為量子點的原子

力顯微鏡(atomic force microscopy)影像圖，圖中可看出，量子點的大小不一，分佈

密度不均勻，因此，尺寸、形狀及濃度等對量子點結構的應變場及壓電位能的影

響將是首要分析的重點。 

 
圖 2.2 原子力顯微鏡影像圖。 
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本文將初始應變理論模擬氮化銦鎵氮化鎵量子點結構在磊晶製程中引致的結

構變形，並將此模擬分析兩個過程，如圖 2.3 所示。 

 

圖 2.3 模擬異質磊晶成長示意圖。 

首先定義異質磊晶接合面的晶格不匹配參數為 

 0 0 GaN InGaN

GaN
xx yy

a a

a
  

   (2.1) 

其中 GaNa 及 InGaNa 分別為氮化鎵基板與氮化銦鎵量子點材料的晶格常數。即將量子

點材料之晶格常數壓縮至與基板之晶格常數一致，如圖 2.3(a)，並與基板接合，如

圖 2.3(b)，此時量子點材料內部所衍生的應變量視為磊晶模擬的第一過程，而(2.1)

式之 0
xx 及 0

yy 即為 x 與 y 方向之正向應變(in-plane strain)。由於本文假設磊晶層的

應變將在雙軸向應力(biaxial stress)的作用下產生。因此，根據帕松效應(Poisson 

effect)，則 x、y 方向之應變將導致材料在長晶方向(growth direction)產生一正向應

變(out-off-plane strain) 

 0 013

33

2
zz x

C

C
    (2.2) 

其中 13C 與 33C 為材料的彈性模數(elastic moduli)。 

在磊晶模擬的第二過程，氮化銦鎵磊晶層與氮化鎵基板互相接合後，初始應

變 0
xx 、 0

yy 及 0
zz 將使量子點結構的應變及電荷重新排列，以確保基板與磊晶層的

應力分佈與電荷分佈之平衝，如圖 2.3(c)所示。因此，量子點異質結構的總應變為
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這兩個磊晶過程應變的疊加。至於第二過程之應變回復量與應變引致之壓電位能

將於 2.2 節加以描述。 

 

2.2 壓電力學理論 

半導體材料若受到外力作用，材料內部正負電荷重新有規則地排列，而形成

一指向特定方向之極化場，此效應稱之為正壓電效應(direct piezoelectric effect)，反

之，若對半導體材料施加電場(electric field)，在電場的作用下材料則會產生形變，

此效應稱為逆壓電效應(reverse piezoelectric effect)。此正逆效應為壓電材料獨特之

性質，倘若半導體材料具有這種效應則可視為壓電材料，而三族氮化物半導體則

是屬於此類型之半導體化合物，且三族氮化物具有自發性極化。因此，根據線性

壓電材料力學理論[53]，含自發性極化之組成律(constitutive law)可表示為 

 
sp

, , , ,
ij ijkl kl kij k

i ij j ikl kl i

C e F
i j k x y z

D F e P

 

 

  
  

 (2.3) 

其中 ij 、 iD 、 ijklC 、 ikle 、 ij 、 kl 及 kF 分別為應力場、電位移(electric displacement)、

彈性模數、壓電常數 (piezoelectric constant)、介電常數(dielectric constant)、應變場

及電場。 sp
iP 為自發性極化，且平行於烏采結構之 c 軸，如圖 2.4 所示[54]。 

 

圖 2.4 三族氮化物之烏采結構示意圖。 
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圖 2.5 為自發性極化與壓電極化示意圖。由圖中可知，鎵原子與四個氮原子鍵

結，在無外力作用下，鎵原子下方的三個氮原子以鎵原子為中心各夾角 120 度，

此時三個氮原子與中心的鎵原子形成之水平極化為零，只剩垂直極化指向

[000-1]，其大小 2/3 (假設氮原子與氮原子間的極化量為 1)，同樣地，鎵原子上方

之氮原子同樣與另三個鎵原子鍵結，此三個鎵原子以氮原子為中心各夾角 120 度

與中心的氮原子形成之水平極化為零，只剩垂直極化指向[000-1]，其大小為 2/3 。

此外，這三個鎵原子的正上方又各自與氮原子鍵結，如圖 2.4 所示，因此，產生垂

直極化指向[0001]，其大小為 3，於是上下三個垂直極化相抵消，僅剩中心位置的

鎵原子與氮原子所產生之極化，也因為如此，三族氮化物半導體在自然狀態下內

部即存在極化場，即所謂的自發性極化。同理，若受外力作用如應變時，中心位

置之鎵原子下方的三個氮原子與中心位置之氮原子上方的三個鎵原子，原子間之

夾角不再維持 120 度，因而產生一額外極化，此極化量即為應變所引致之壓電極

化—壓電常數乘以應變，其數學型式如(2.3)式中的 ikl kle  。 

with strainwithout strain

[0001]

sp

pz

0

0





P

P

N

Ga

N
N

N

[0001]

sp

pz

0

0





P

P

N

N
NN

Ga

120
120

 
圖 2.5 自發性極化與壓電極化示意圖。 

若將(2.3)式用簡約下標： 1,xx  2,yy  3,zz  4,yz  5,xz  6xy  表示，則(2.3)

式可改寫為 

 
sp

, 1, 2, ,6

, 1, 2,3

i ij j Ki K

K KL L Kj j K

C e F i j

D F e P K L

 

 

  


   


 (2.4) 



 16

上式應力、電位移與應變的關係式以矩陣表示為 

 

1 11 12 13 14 15 16 11 21 31

2 12 22 23 24 25 26 12 22 32

3 13 23 33 34 35 36 13 23 33

4 14 24 34 44 45 46 14 24 34

5 15 25 35 45 55 56 15 25 35

6

1

2

3

C C C C C C e e e

C C C C C C e e e

C C C C C C e e e

C C C C C C e e e

C C C C C C e e e

C

D

D

D








   
     
    
           
 
 
 
 
 
  

1

2

3

4

5

16 26 36 46 56 66 16 26 36 6

11 12 13 14 15 16 11 12 13 1

21 22 23 24 25 26 12 22 23 2

31 32 33 34 35 36 13 23 33 3

C C C C C e e e

e e e e e e F

e e e e e e F

e e e e e e F








  
  
  

  
  
  
  
  
                     

 (2.5) 

以本文氮化銦鎵與氮化鎵為例，此兩種材料為烏采結構之六角晶體(hexagonal 

crystal)。因材料常數張量具有橫向等向(transversely isotropic)對稱之特性。因此彈

性模數，僅剩 11C 、 12C 、 13C 、 33C 及 44C 這 5 個獨立常數，其中  66 11 12 2C C C  ；

壓電應力常數僅剩 15e 31e 及 33e 等三個獨立常數；而介電常數則只有兩個獨立常數

11 及 33 。因此，彈性模數、壓電應力常數及介電常數之矩陣形式為 

 

11 12 13

12 11 13

13 13 33

44

44

66

0 0 0

0 0 0

0 0 0
[ ]

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

ij

C C C

C C C

C C C
C

C

C

C

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 (2.6) 

 
15

15

31 31 33

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0
Kj

e

e e

e e e

 
      
 
 

 (2.7) 

  
11

11

33

0 0

0 0

0 0
KL


 



 
   
 
 

 (2.8) 

在磊晶模擬的第二過程，因初始應變將使量子點結構內之應變與電荷重新分

佈，因此將初始應變視為第二過程的驅動力(driving force)，驅使量子點磊晶層的應
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變與電荷試圖回復到原始未受到任何外力作用下之狀態，則(2.4)式則改寫成 

 
 

 

0

0 sp

, 1, 2, ,6

, 1, 2,3

i ij j j Ki K

K KL L Kj j j K

C e F i j

D F e P K L

  

  

    


     


 (2.9) 

其中 0
j j  為量子點內的總應變， j 為第二過程之應變即應變回復量，而 0

j 為初

始應變，即 2.1 節所述之晶格不匹配參數。另一方面，氮化銦鎵磊晶層與氮化鎵基

板材料接合後，量子點磊晶層的應變與電荷分佈試圖回復到原始狀態時，亦會帶

動基板與覆蓋層材料一起變形，因此氮化鎵材料組成律則為 

 
sp

, 1, 2, ,6

, 1, 2,3

i ij j Ki K

K KL L Kj j K

C e F i j

D F e P K L

 

 

  


   


 (2.10) 

欲求得第二過程之應變回復量與應變引致之電位，必須透過求解量子點結構系統

的平衝方程式並配合適當之邊界條件。在壓電力學理論中，量子點結構在穩定狀

態與忽略徹體力(body force)與結構內無任何外加電荷的情況下，量子點結構的應

力場與電位移場必須滿足 

 3,2,1,
0

0

,

,











ji

D ii

jij
 (2.11) 

若將材料組成律、應變與位移關係式，  , , 2ij i j j iu u   及電場與電位關係式，

,Vi iF   [55]代入(2.11)式，則(2.11)式可改寫成位移向量 iu 與電位V 的聯立微分方

程式。由於初始應變為常數，則量子點磊晶層與基板(覆蓋層)之平衡方程式表示成 

   

   

   

11 1,11 12 2,21 13 3,31 66 1,22 2,12 44 1,33 3,13 31 ,31 15 ,13

66 1,21 2,11 12 1,12 11 2,22 13 3,32 44 2,33 3,23 31 ,32 15 ,23

44 1,31 3,11 2,32 3,22 13 1,13 2,23 33 3,33

0

0

C u C u C u C u u C u u e V e V

C u u C u C u C u C u u e V e V

C u u u u C u u C u e

        

        

        

     
15 ,11 ,22 33 ,33

15 1,31 3,11 2,32 3,22 31 1,13 2,23 11 ,11 ,22 33 ,33

0

0

V V e V

e u u u u e u u V V V 






   

         

 

  (2.12) 

上式中所使用之材料常數因氮化銦鎵與氮化鎵不同而有所差異，而初始應變之作

用將出現於異質材料界面之連續條件。量子點結構之邊界條件及連續條件之設定
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如下： 

為避免結構產生剛體運動(rigid body motion)，將氮化鎵基板底部位移固定，即 

 3,2,10GaN  iui  (2.13) 

氮化銦鎵量子點及濕潤層與氮化鎵基板與及覆蓋層之交界面連續條件為 

 

InGaN GaN

InGaN GaN

InGaN GaN

InGaN GaN

i i

ij j ij j

j j j j

j j j j

u u

n n

D n D n

F t F t

 

 

 





 

 (2.14) 

上式中之 InGaN
ij 及 GaN

ij 為交界面處之應力分量，其表示式如(2.9)及(2.10)式，而 jn 及

jt 為交界面之法線及切線向量。其餘量子點結構外表面之邊界條件假設曳引力

(traction free)為零，即 

 outer 0i ij jT n   (2.15) 

以上為機械邊界條件，仍須假設電邊界條件方可求解(2.12)式，於是在量子點結構

所有之外表面及基板底部之電位令為零，即 

 outer bottom 0V V   (2.16) 

上式的假設主要是因應變引致之壓電極化將導致電荷重新分佈，而將這些電荷視

為在空間中之電荷群，因此將基板底部及所有外表面定為電位的參考點。也因如

此，量子點結構之基板與覆蓋層之幾何尺寸在模擬時，須足夠大至不足以影響電

位的分佈，方能獲得較準確之電位。 

經由上述說明，量子點結構之材料組成律(2.9)及(2.10)式、平衡方程式(2.12)

式、邊界條件與連續條件(2.13)至(2.16)式構成了一個由晶格不匹配導致的線性壓電

力學邊界值問題。而此節所述之電位乘以一基本電荷 e 即為本文所謂之壓電位

能，因一個基本電荷乘以電位之單位—伏特(voltage)即為 eV，此物理量為能量單

位，故應變引致之電位稱為壓電位能。 
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2.3 任意晶體角度下之壓電力學模型 

於 2.1 及 2.2 節中已將初始應變的定義及壓電力學理論做一簡單描述，當氮化

銦鎵量子點成長於任意晶體角度之氮化鎵基板上時，必須將 2.1 及 2.2 節所述之內

容推廣至任意座標下，以便於分析在此種情況下之量子點結構的應變場及壓電位

能。因此，三族氮化物半導體材料組成律之通式可改寫成 

 
 

 

0

0 sp

ij ijkl kl kl kij k

i ik k ikl kl kl i

C e F

D F e P

  

  

   


    

 (2.17) 

其中 ijklC 、 ikle 、 ik 及 sp
iP 為任意座標下的彈性模數、壓電應力常數、介電常數及

自發性極化。欲求得任意座標下之材料常數，可透過張量之座標轉換[56]求得 

 , ,ijkl ip jq kr ls pqrs ikl ip kq lr pqr ik ip kr prC C e e              (2.18) 

新舊座標系統之關係，如圖 2.6 所示。 

θ
z

y

xx 

y

z

G

B

H

A

O

DE

C

F

 

圖 2.6 座標旋轉示意圖。 

其旋轉矩陣如下 

  
1 0 0

0 cos sin

0 sin cos
ip  

 

 
       
 
 

L   (2.19) 

其中 θ稱為晶體角度。 
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根據文獻[57, 58]之內容所述，新座標下的彈性模數、壓電應力常數、介電常

數矩陣，可用一維度為 6×6 之矩陣 K 獲得，即 

    T   C K C K  (2.20) 

       1e L e K  (2.21) 

    T   β L β L  (2.22) 

其中 C 、 e 、 β 為舊座標下之材料常數矩陣其表示式如(2.6)至(2.8)式，而矩陣

 K 之表示式如下 

 

2 2 2
11 12 13 12 13 11 13 11 12
2 2 2
21 22 23 22 23 21 23 21 22
2 2 2
31 32 33 32 33 31 33 31 32

21 31 22 32 23 33 22 33 23 32 21 33 23 31 22 31 21 32

11 31 12 32 13 33 12 33 13 32 11 33 13

2 2 2

2 2 2

2 2 2


  
 

K

        
        
        
                 
             31 12 31 11 32

11 21 12 22 13 23 12 23 13 22 13 21 11 23 11 22 12 21

 
 
 
 
 
 
 
 

    

   
                 

 (2.23) 

上式中之 ij 即(2.19)式中的元素。經由(2.6)至(2.8)式及(2.19)至(2.23)式，則新座標

下的彈性模數、壓電應力常數、介電常數矩陣可表示成 

 

11 12 13 14

12 22 23 24

13 23 33 34

14 24 34 44

55 56

56 66

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

C C C C

C C C C

C C C C

C C C C

C C

C C

 
 
 
 

     
 
 
  
 

C  (2.24) 

  
15 15

31 22 23 24

31 32 33 34

0 0 0 0 cos sin

sin 0 0

cos 0 0

e e

e e e e

e e e e

 



 
   
 
 

e  (2.25) 

    
 

11
2 2

11 33 11 33
2 2

11 33 33 11

0 0

0 cos sin cos sin

0 cos sin cos sin


       
       

 
    
   

β  (2.26) 
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其中彈性模數矩陣與壓電應力常數矩陣中之各元素為 

 2 2
12 12 13cos sinC C C    (2.27) 

 2 2
13 13 12cos sinC C C    (2.28) 

  14 12 13 cos sinC C C     (2.29) 

  4 2 4
22 11 33 44 33

1
cos 2 sin 2 sin

2
C C C C C       (2.30) 

    2 4 4
23 11 33 44 13

1
4 sin 2 cos sin

4
C C C C C        (2.31) 

  2 2
24 11 33 13 44

1
cos sin 2 cos 2 sin 2

2
C C C C C          (2.32) 

  2 2
34 11 33 13 44

1
sin cos 2 cos 2 sin 2

2
C C C C C          (2.33) 

   2 2
44 11 33 13 44

1
2 sin 2 cos 2

4
C C C C C      (2.34) 

   2 2
55 11 12 44

1
sin cos

2
C C C C     (2.35) 

  56 11 12 44

1
2 sin 2

4
C C C C     (2.36) 

   2 2
66 11 12 44

1
cos sin

2
C C C C     (2.37) 

   2 2
22 15 31 33cos sin sine e e e         (2.38) 

   2 2
23 15 33 31cos sin sine e e e        (2.39) 

   2
24 33 31 152 sin cos 2 cose e e e        (2.40) 

  2 2
32 31 15 33cos sin cose e e e        (2.41) 

  2 2
33 33 15 31cos sin cose e e e        (2.42) 

   2
34 31 33 152 cos cos 2 sine e e e        (2.43) 

同 2.2 節，新座標下之應力與電位移亦須滿足平衡方程式 



 22

 
,

,

0

0

ij j

i iD

 



 (2.44) 

同時，在新座標下之氮化銦鎵與氮化鎵的交界面連續條件結構與外表面之邊界條

件分別為 

 

InGaN GaN

InGaN GaN

InGaN GaN

InGaN GaN

i i

ij j ij j

j j j j

j j j j

u u

n n

D n D n

F t F t

 

 

 





 

 (2.45) 

與 

 outer 0i ij jT n   (2.46) 

另外，因量子點成長於不同晶體角度之基板上，即成長方向如圖 2.6 中之 z 軸

時，2.1 節中之晶格不匹配參數，則須加以修正。 

2006年 Romanov等人[59]利用彈性力學及帕松方程式(Poisson's equation)來探

討量子井結構之應變場及其引致的極化，Romanov 等人從任意晶體角度之晶格不

匹配著手，透過座標轉換以求得在任意晶體角度所對應的材料常數矩陣，並將此

新座標下壓電應力常數矩陣乘上新座標之應變場，便推得量子井結構之壓電極

化，並將其代入帕松方程式以求得量子井結構之壓電電位。因此，在任意晶體角

度下晶格不匹配參數的推導將引用文獻[59]的結果。 

如圖 2.6 所示，( x , y , z )及(x, y, z)為新座標與舊座標系統， z 即為晶體成長方

向。首先將舊座標之 x 軸旋轉 θ角(θ即為晶體角度)，此時原正六角形晶格與水平

面( x y 平面)相割行成一 CDEFGH 六邊形。此六邊形則為晶體成長在任意方向時

的平面晶格。假設基板為氮化鎵，量子點材料為氮化銦鎵，則 GaN GaNCD a 、

InGaN InGaNCD a ，且氮化鎵之 OAB 三角形之特徵長度可表示成 

 GaN
GaNGaN GaNGaN GaN

3
OA 3 , AB 3 tan , OB

cos

a
a a 


    (2.47) 
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 並假設在無外力作用下， InGaN GaN InGaN GaNAB AB c c 以維持晶格等效距離

(crystallographically equivalent distance)，於是氮化銦鎵之 OAB 三角形之特徵長度

可表示為 

 InGaN
InGaNInGaN InGaN GaN

GaN

OA 3 , AB 3 tan
c

a a
c

   (2.48) 

 

   

   

2 2

InGaNInGaN InGaN

2 22 2
InGaN GaN GaN InGaN

GaN

OB OA AB

3
cos sin

cos
a c a c

c
 



 

 

 (2.49) 

(2.47)至(2.49)式中之 GaNa ( GaNc )及 InGaNa ( InGaNc )分別為氮化鎵及氮化銦鎵之晶格常

數，由晶格不匹配參數之定義即應變之定義—線段之長度變化量除以線段之原長

度。因此，將 InGaNCD 及 InGaNOB 兩線段壓縮或拉長至與線段 GaNOB 及線段 GaNCD 對

齊時所計算出之應變量即為 x y 平面上的 x 方向與 y 方向的晶格不匹配。於是由

方程式(2.47)至(2.49)式及依據應變之定義便可得到 

 
GaN InGaN0 GaN InGaN

InGaN InGaN

CD CD

CD
xx

a a

a
 

   (2.50) 

 
   

   

GaN InGaN0

InGaN

2 22 2
GaN GaN InGaN GaN GaN InGaN

2 22 2
InGaN GaN GaN InGaN

OB OB

OB

cos sin

cos sin

yy

a c a c a c

a c a c



 

 




 




 (2.51) 

因晶格對齊時，僅受到 x 與 y 兩個方向的應力作用，故 0 0 0 0 0zz xz yz xy       ，並

由 0 0
ij ijkl klC  與 0 0 0 0 0zz xz yz xy       ，即可推得其餘之初始應變。 

 
   0 0

13 44 14 34 23 44 24 340
2
34 33 44

xx yy

zz

C C C C C C C C

C C C

 


  



 (2.52) 

 
   0 0

14 33 13 34 24 33 23 340
2
34 33 44

1

2
xx yy

yz

C C C C C C C C

C C C

 


  



 (2.53) 

 0 0 0xy xz    (2.54) 
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當基板的法線方向與 c軸(即舊座標下之 z軸)夾 θ角時，可藉由(2.17)及(2.24)至(2.44)

式，並配合邊界條件與連續條件即可求得特定晶體角度下之應變場及壓電位能。 

傳統上，覆蓋型量子點異質結構同時由覆蓋層、量子點、濕潤層及基板等組成，

共同承擔因磊晶層材料晶格不匹配引致的結構變形。此法在同一階段完成量子點

異質結構的模擬，因此分析較為方便且快速，經常與有限元素法搭配估算量子點

結構的應變場及應變引致之壓電位能。此應變與壓電位能對半導體的能帶結構有

極大的影響，尤其是三族氮化物半導體，因存在自發性極化且三族氮化物半導體

之壓電效應比 InAs 及 InP 等三五族半導體強，因而壓電位能的影響較為顯著。 

下一章將介紹本文用來計算三族氮化物量子點結構之能帶理論—k p 理論。本

章節所計算出之應變將透過變形位能理論(deformation potential theory)換算成應變

位能，將應變位能及壓電位能的效應並加入k p 理論之多能帶漢彌爾頓中，以獲得

較正確之電子及電洞的特徵能量與對應之波函數，並進一步獲得量子點結構的躍

遷能量及電子電洞波函數的重疊量。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 25

第三章 量子點之光學性質理論分析 

根據固態物理的論述，半導體材料的光電性質為電子群及電洞群在材料內部

的行為表現，可由量子力學中的薛丁格方程式(Schrödinger equation)所描述。然而，

對於半導體塊體材料甚至是奈米尺寸之量子點結構，其幾何特徵長度約幾奈米至

數十奈米[60-62]，因晶格長度單位為埃(Å，10-10 m)，其量子點結構內之電子數目

可能達數萬以上之多，若對如此龐大電子系統進行分析將是極為困難且無法克服

的物理及數學問題。依據固態物理中之 Hartree-Fock approximation [63, 64]，可將

存在 N 個電子的系統簡化由單一個電子來描述，以簡化問題的複雜度。因此，本

文亦將建構在單電子系統的假設下探討自組式量子點結構的光學性質。 

目前常用來探討低維度半導體如量子井及量子點之電子結構的數值分析方法

有三種，分別為單能帶等效質量漢彌爾頓[65-67]、k p 理論之多能帶k p 漢彌爾頓

[68-70]及緊密束縛法(tight binding method, TB)[71-73]。 

緊密束縛法主要是以原子軌道的線性組合，作為一組基底函數來求解量子點

結構的薛丁格方程式。此理論可估算材料整體的能帶結構，且可精確地模擬激子

效應與其它性質，例如：電子的波函數[74]，不過緊密束縛法為了計算量子點結構

原子等級的資料，故其計算量頗大[75]。另外，由於原子軌道處在不同的格點上，

由它們組成的基底函數一般不具有正交特性，因此必然遇到多中心積分的計算問

題，更將耗費大量的計算時間。 

當電子受到週期性位能作用時，常使用等效質量來描述其電子在固體中運動

時受到週期性位能影響下等效的質量，其質量有別於電子在真空中運動的質量。

因此，等效質量薛丁格方程式為最簡單且快速分析量子點電子結構的數值模擬方

法，電子及電洞波函數彼此獨立，將實驗所得或由理論所推導出之電子及電洞的

等效質量代入薛丁格方程式，取代原有之真空中的電子質量。此法雖然簡單，計

算量較小，分析時間較短，但因忽略電子與電洞之耦合效應，因此其電子與電洞

特徵能量誤差較大，對於欲準確模擬量子點結構的光學性質的要求，並無法滿足。
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但就定性分析量子點結構的光學性質而言，此法不失為一個可靠有效的方法。 

k p 理論是討論半導體能帶邊緣鄰近結構的理論，常被用來估算k 空間高對稱

點 0k 鄰近的能帶結構。k p 理論之多能帶k p 漢彌爾頓，有別於緊密束縛法從原子

軌道為基礎進而求得電子特徵能量及函數的做法，其理論依然視量子點為巨觀下

之連續體，因原子位能具有週期性，透過一具有週期性之布洛赫函數(bloch 

function)，進而推導出多能帶 pk  漢彌爾頓，此部份將詳述於 3.1 節。另一方面， pk 

理論亦是一種計算等效質量的實用方法。 

 

3.1 pk  理論 

本文為分析自組式量子點結構的光學性質，將使用有限元素法求解在穩定狀

態下之多能帶 k p 漢彌爾頓，以計算電子與電洞在拘束位能中的特徵能量與波函

數，進而獲得導電帶與價電帶之間的躍遷能量以及相對應的發光波長。首先介紹

在穩定狀態的單電子薛丁格方程式可寫為 

        
2

2

02 n n nV E
m

 
 
    
 

k kr r k r


 (3.1) 

其中為普朗克常數(Plank's constant) h 除以 2， 0m 為電子靜止質量， 2 為拉普拉

斯運算子，即 2 2 2 2 2 2 2x y z          ，  V r 為位能函數，  nE k 為特徵能量，

 n k r 為特徵能量  nE k 所對應之波函數，n代表第n 個能帶，而k 則是波數向量

(wavenumber vector)。 

當電子於材料晶格中運動，電子將會受到晶格位能的約束，例如。原子核的

吸引力及電子雲的庫侖作用力等，使得電子的運動受到影響。假若量子點結構的

晶格位能為週期性位能函數，且考慮波數向量k 在能帶邊緣 0k 鄰近的能帶區域，

則薛丁格方程式(3.1)可改寫為等效質量的形式[76] 
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2

2
*2 ext n n nV E

m
 

 
    
 

k kr r k r


 (3.2) 

其中 *m 為電子等效質量，  extV r 則為材料外部效應引效的位能，例如：材料變形

引致的位能。 

方程式(3.2)式中，電子等效質量 *m 已考量材料內部的週期性晶格位能效應，

因此，一個質量 0m 的電子在無外部位能，即   0extV r 的週期性晶格中運動，其行

為表現相當於質量 *m 的電子在自由空間(free space)中運動。等效質量薛丁格方程

式常以漢彌爾頓， 0H 表示[77] 

      0 n n nH E k kr k r  (3.3) 

其中 0H 為 

 )(
2

)(
2

2
*

2

0

2

0 rr extV
m

V
m

p
H 


 (3.4) 

上式中 2p  p p ，而 i  p  ，稱為動量運算子(momentum operator)。(3.3)式中，

等式的左邊為漢彌爾頓 0H 與波函數  n k r 的乘積，等式右邊則是電子特徵能量與

波函數的乘積，形式了單電子在量子點結構的特徵值問題。半導體材料中的電子

最容易在能邊緣鄰近，即分別靠近導電帶的最低點及價電帶的最高點的能帶間產

生躍遷發光。本文將使用 k p 理論分析氮化銦鎵/氮化鎵量子點異質結構的光學躍

遷。 

k p 理論是討論半導體材料能帶邊緣鄰近能帶結構的一種有效且實用的理

論。當電子在週期性的位能  V r 環境中運動，穩態薛丁格方程式(3.1)式中的位能

函數滿足    V V r r R 的週期關係，其中 1 1 2 2 3 3n n n  R a a a ， 1a 、 2a 及 3a 為晶

格向量(lattice vectors)，而 1n 、 2n 及 3n 為整數。由布洛赫定理[78]可知：對於含有

週期性位能的薛丁格方程式，其波函數  n k r 可表示為平面波 ie k r 與函數  nu k r  

的乘積。其中  nu k r 且有與  V r 相同週期之函數，亦即    n nu u k kr r R 。因此，
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(3.1)式的解可寫為 

    i
n ne u  k r
k kr r  (3.5) 

將(3.5)式代入薛丁格方程(3.3)式，可得 

      0
i i

n n nH e u E e u       
k r k r

k kr k r  (3.6) 

即 

          
2

2

02
i i i

n n n ne u V u e E u e
m

       
k r k r k r

k k kr r r k r


 (3.7) 

上式等式左邊第一項可推得 
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 (3.8) 

因此(3.7)式可改寫為 

 
     

       

2 2 2 2
2
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n n n

i i
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k
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m m m
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 (3.9) 

上式同除 ie k r ，並將 i  p  代入(3.9)式，則可整理成 

        
2 2 2

0 0 02 2n n n

p k
V u E u

m m m

   
       

   
k kk p r r k r

 
 (3.10) 

或將(3.4)式代入上式則可寫成 

      
2 2

0
0 02n n n

k
H u E u

m m

   
      

   
k kk p r k r

 
 (3.11) 

若能帶邊緣 0k 處之薛丁格方程式的解為已知，且特徵能量與波函數分別為  0nE k

及    
0 0

i
n ne u  k r
k kr r ，則(3.10)式可表示成 

      
0

2 22
0

0 0
0 0 0

0
2 2 n n

p
V E u

m m m

          
   

k

k
k p r k r


 (3.12) 

為求解能帶邊緣鄰近 0k k 處的解，將(3.10)式中之k 以 0  k k 表示，則改寫為 
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 (3.13) 

比較(3.12)式與(3.13)式，可發現兩式左側的第一個中括號內之數學式相同，視為零

階漢彌爾頓。(3.13)式左邊第二項  0m  k p 可視為微擾項(perturbed term)，第三

項則相當於能量的平移。因此，在已知能帶邊緣處 0k k 之薛丁格方程式解的情況

下，將可使用微擾理論求得能帶邊緣附近( 0  k k k )的特徵能量與波函數。為簡

化(3.13)式，可令 0 k 0 ，則(3.13)式可回到(3.10)式。另外，值得注意的是，使用

微擾理論求解(3.13)式，因  0m  k p 為微擾項，故k 必須為微小量方適用此理

論； 換言之， k p理論僅適用於能帶邊緣鄰近範圍。 k p理論最普遍的用途除了

計算電子結構外，亦能計算k 空間對稱性點附近的電子等效質量。 

接下來將利用k p 理論[78]及 Luttinger-Kohn 理論[79]求解等效質量。以微擾法求解

(3.13)式，其結果為[80]： 

  (0)
n n nH H E    (3.14) 

 
2

(0)
(0) (0)

nn
n n nn

m n n m

H
E E H

E E


  

  (3.15) 

其中下標m 及 n 分別代表第m 個及第 n 個能帶， (0)H 為(3.13)式中等式左邊第一個

中括號，H 為微擾項即  0m  k p ； n 為特徵能量 nE 所對應的電子波函數； 假

設 (0)
nE 及 (0)

n 為 (0)H 之特徵能量與波函數，亦即滿足 (0) (0) (0) (0)
n n nH E  ； 而 nnH  為 

 (0)* (0) 3 (0) (0)
nn m n m nH H d H       r  (3.16) 

因此，能帶邊緣鄰近( k 0 )處  nE k 的解為 

 



 30

 

       

 
   
   

22 2 2

2
0 0 0

2
2

0 0

2
0 0

2
nn

n n nn
m n n m

m n

n nn
m n n m

k
E E

m m m E E

u u
E

m m E E






    




   







k p
k 0 k p

0 0

r k p r
0 k p

0 0

  

 
 (3.17) 

其中  nE 0 為第 n個能帶在 k 0處的特徵能量。由於能帶邊緣鄰近的  0nu r 具有很

強的對稱性(s-like 或 p-like 對稱性)，故    0 0 0nn n nu u p r p r 。因此，(3.17)式

可改寫為 
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 (3.18) 

其中 
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 (3.19) 

所以導能帶的能帶邊緣鄰近結構為 
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 (3.20) 

等效質量 *m 則為 

 
   

0
*

0

1 nm mn nm mn

m n n m

m p p p p

m m E E

    




      


0 0
 (3.21) 

上式中之 nmp 與  nE 0 等可由實驗測得。因此可得到電子等效質量 *m 。以上為k p

理論的基本介紹，下一節將介紹本文所採用之多能帶k p 漢彌爾頓。 
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3.2 多能帶 pk  漢彌爾頓 

本文先採取 Kane's 模型[81]區分各能帶的平衡能量，因此考慮自旋-軌道交互

作用(spin-orbit interaction)的漢彌爾頓於點(導電帶最低點)附近可以寫成 

  0 2 2
04

H H V
m c

   r p


 (3.22) 

其中 0H 如(3.4)式所示，等式右邊第二項為自旋-軌道交互作用的結果，此時 為

Pauli 自旋矩陣，非第二章所提及之應力，其矩陣表示式為 

 
0 1 0 1 0

, ,
1 0 0 0 1x y z

i

i
  

     
            

 (3.23) 

因此，包含電子自旋效應的薛丁格方程式可寫為 

          
2

2 2
0 02 4 n n n

p
V V E

m m c
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 (3.24) 

將通解(3.5)式代入上式，整理可得 

 

   

     

2

2 2 2 2
0 0 0

2 2
0

2 4 4

4 n n

p
V V

m m c m c

V u E u
m c

 


              



   


k k

r p r k

k p r r r

 


 (3.25) 

其中   2 2
02nE E k m  k  ，由於晶格動量 k 遠小於原子的動量p，因此可將上式

簡化為 
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 (3.26) 

為簡化問題，只考慮六個價電帶—重電洞帶(heavy-hole band)、輕電洞帶(light-hole 

band)及晶場分離帶(crystal-field split-off band)與兩個退化(degenerate)的導體帶，並

假設波函數基底為 

      
8

0n n n
n

u a u 


 k r k r  (3.27) 

為滿足時間反轉對稱(time reversal symmetry)[81]，因此將導電帶與價電帶波函數基
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底選擇如下： 

 , , , , , , ,S S X X Y Y Z Z         (3.28) 

其中及電子自旋向上及向下，而 S 為導電帶波函數， X 、 Y 及 Z 則為價

電帶波函數。 

同時利用 Löwdin 法，可得以下特徵方程式 

    
8

1
nn n n

n

H a Ea  


 k k  (3.29) 

若將(3.29)式展開，則可得到一維度為 8×8 的矩陣，則此矩陣 kH 可表示成 
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 (3.30) 

上式稱為 Luttinger-Kohn 漢彌爾頓，又可稱為八能帶k p 漢彌爾頓即包含電子自旋

效應之二個導電帶與六個價電帶共八個能帶，其矩陣內各元素詳細之定義則參考

[82] 

  2 2 2
2 1 CRx y z cF O k k O k E       (3.31) 

 2 2 2
1 1 2 CRx y z vG L k M k M k E       (3.32) 

 2 2 2
1 1 2 CRx y z vH M k L k M k E       (3.33) 

  2 2 2
3 2x y z vI M k k L k E     (3.34) 
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 1 1,xy x y yx y xR N k k R N k k   (3.35) 

 2 3 2 3,xz x z x zx z x xS N k k N k S N k k N k     (3.36) 

 2 3 2 3,yz y z y zy z y yT N k k N k T N k k N k     (3.37) 
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 (3.39) 

其中 cE 及 vE 分別為導電帶及價電帶能帶邊緣， CR 及 so 為晶場(crystal-field 

splitting energy)與自旋軌道分離能(spin-orbit splitting energy)。而 em及 em 為電子質

量分別平行與垂直於 c 軸。以上 xx ik  、 yxyxkk  2 、 2 2 2
xk x   ，其

餘以此類推。 cE 與 vE 的關係式與 1O 、 2O 、 1L 、 2L 、 1M 、 2M 、 3M 、 1N 、 2N 及 3N

等的定義如下所示 
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 3 72N i A  (3.50) 

若將(3.30)式中之自旋軌道分離能令為零，即 so 0  ，則(3.30)式可簡化成兩個維度

為 4×4 的矩陣，即 
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 (3.51) 

上式則稱為四能帶k p 漢彌爾頓，不包含電子自旋效應在內共四個能帶(一個導電

帶及三個價電帶)，圖 3.1 所示。 

E

k

導電帶
Conduction band

重電洞帶
Heavy-hole band

輕電洞帶
Light-hole band

晶場分離帶
Crystal-field split-off band

so

CR

gE

 
圖 3.1 能帶結構示意圖。 

當半導體受到應變或其它外部效應時，其能帶結構需加以調整修正，假設基

板及應變磊晶層方向皆為 [0001]，且假定應變的磊晶層規則變形 (uniform 
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deformation)的結晶成長，在這種情況下仍可假定其結構為週期性，故布洛赫定理

仍可適用。Pikus and Bir 於 1960 年便開始著手這方面的研究，發展出半導體能帶

結構的變形位能理論[83, 84]。在連續體理論的觀點，量子點結構的應變場與光電

性質可由變形位能理論來連結，此理論假設材料變形位能是由線性變化的應變場

所引致。 

假設於均勻變形的晶體中，其位能函數仍能有週期性，但在受到應變的影響

下，可想像其位能函數  V r 必定與未受應變時的  V r 有所差異，其中

   r r ε r。接下來便以受規格變形後的座標系統來描述薛丁格方程式 
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p
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m
  

 
     

 
k kr r k r  (3.52) 

利用連鎖律(chain rule)， 

 
  

  
  

ε
r r r

 (3.53) 

因此動量運算子改寫為 

  2 2 2p p    p ε p  (3.54) 

週期性位能函數用張量(tensor)表示為 

      0i i ij j i ij ijV r V r r V r V       (3.55) 

其中 
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V
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0

 (3.56) 

因此，在變形座標下之薛丁格方程式以未變形前的座標系統改寫為 

        0 n n nH H E              k kI ε r k I ε r  (3.57) 

其中 
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  (3.58) 



 36

利用布洛赫函數改寫在變形座標下的波函數 
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將上式代入(3.57)式，則 
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 (3.60) 

其中 
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2kH k p
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    (3.61) 

由於對稱性，使用微擾法時將  以一階微擾做近似，其餘含有 k p項者皆以二階

微擾展開。以推導 Luttinger-Kohn 漢彌爾頓之方式便可推導出含應變效應之

Pikus-Bir 漢彌爾頓，因形式與 Luttinger-Kohn 漢彌爾頓的形式完全相同，若忽略

應變效應則簡化成(3.51)式，故與應變相關之元素以 4×4 的矩陣表示即[82]， 
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  (3.62) 

其中 1a 及 2a 為導電帶之變形位能， 1l 、 2l 、 1m 、 2m 、 3m 、 1n 及 2n 為價電帶之變形

位能，其定義如下 

 1 2 4 5l D D D    (3.63) 

 2 1l D  (3.64) 

 1 2 4 5m D D D    (3.65) 

 2 1 3m D D   (3.66) 

 3 2m D  (3.67) 

 1 52n D  (3.68) 
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 2 62n D  (3.69) 

由文獻[82]之算例得知，在不考慮電子自旋效應時(即 so 0  )之躍遷能量與考

慮自旋效應而求解八能帶k p 漢彌爾頓所獲得之躍遷能量僅差 2 meV，因此，本文

將採用四能帶k p 漢彌爾頓做為分析量子點之電子結構，故含應變效應及其它外部

效應時，其四能帶k p 漢彌爾頓可表示成 

 ( , ) k extH k H H V     (3.70) 

其中 kH 及H 分別定義於(3.51)式及(3.62)式， extV 為外部效應所產生的位能，在本

文的算例中，指的是應變所引致的壓電位能，其定義為 extV eV  ，V 為第二章經

由壓電力學所求出之電位。 

 

3.3 任意晶體角度下之 pk  漢彌爾頓 

圖 3.2 為一般常見之晶格平面，依極化特性歸類為極化、半極化及非極化。若

成長的晶格平面之法線向量平行 c 軸，而自發性極化亦平行 c 軸，因此稱該平面為

c 平面(c-plane)或是極化面。若是晶格平面之法線向量垂直 c 軸，則稱為非極化面，

非極化面又可分為 m 平面(m-plane)及 a 平面(a-plane)。m 平面即指的是{10-10}平

面群，而 a 平面指的是{11-20}平面群。 

 
圖 3.2 各種常見晶格平面示意圖。 
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同理，若晶格平面之法線向量不平行且不垂直於 c 軸，即稱為半極化面。為

分析氮化銦鎵量子點成長於各種晶格平面之氮化鎵基板上，於是 3.2 節中含應變效

應之四能帶k p 漢彌爾頓， ( , )H k  和壓電力學模型一樣需加以修正。 

同 2.3 節若欲將舊座標系統(x, y, z)下之四能帶k p 漢彌爾頓， ( , )H k  ，以新座

標系統( x , y , z )來描述，可透過張量之座標轉換達成，即 rs kr ls kl    和 p ip ik k  。

因此，新舊座標下之應變分量及波數向量的關係如下： 

 xx xx   (3.71) 

 cos sinxy xy xz       (3.72) 

 cos sinxz xz xy       (3.73) 

 2 2cos sin sin 2yy yy zz yz          (3.74) 

  cos 2 sin cosyz yz zz yy          (3.75) 

 2 2cos sin sin 2zz zz yy yz          (3.76) 

 x xk k  (3.77) 

 cos siny y zk k k    (3.78) 

 cos sinz z yk k k    (3.79) 

將(3.71)式至(3.79)式代入 ( , )H k  之表示式，可得 

 

2 2 1

2

2

1

( , )

x y z

x xy xz

y yx yz

z zx zy

F iP k iP k iPk

iP k G R S
H k

iP k R H T

iPk S T I



 
 
   
   

 (3.80) 

其中各元素之定義如下所示  
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2 2 2 2 2 2 2
2 2 1 1 2

2 2
2 1 2 2 1

2 2
1 2 2 1 CR

cos sin cos sin

sin 2 cos sin

cos sin sin 2

x y z

y z xx yy

zz yz c

F O k O O k O O k

O O k k a a a

a a a a E

   

    

    

    

    

      

 (3.81) 

 

   
   

   

2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1

2 2
1 2 1 1 2

2 2
2 1 1 2 CR

cos sin cos sin

sin 2 cos sin

cos sin sin 2

x y z

y z xx yy

zz yz v

G L k M M k M M k

M M k k l m m

m m m m E

   

    

    

    

    

      

 (3.82) 

 

   
   

   

2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1

2 2
1 2 1 1 2

2 2
2 1 1 2 CR

cos sin cos sin

sin 2 cos sin

cos sin sin 2

x y z

y z xx yy

zz yz v

H M k L M k M L k

L M k k m l m

m l l m E

   

    

    

    

    

      

 (3.83) 

 

   
   

   

2 2 2 2 2 2 2
3 3 2 2 3

2 2
3 2 3 3 2

2 2
2 3 3 2

cos sin cos sin

sin 2 cos sin

cos sin sin 2

x y z

y z xx yy

zz yz v

I M k M L k L M k

M L k k m m l

l m m l E

   

    

    

    

    

    

 (3.84) 

 1 1 1 1cos sin cos sinxy x y x z xy xzR N k k N k k n n          (3.85) 

 1 1 1 1cos sin cos sinyx y x z x xy xzR N k k N k k n n          (3.86) 

 2 2 3 2 2cos sin cos sinxz x z x y x xz xyS N k k N k k N k n n           (3.87) 

 2 2 3 2 2cos sin cos sinzx z x y x x xz xyS N k k N k k N k n n           (3.88) 

 
 

 

2 2
2 2 3 3

2 2

cos 2 cos sin cos sin

cos 2 sin cos

yz y z z y y z

yz zz yy

T N k k N k k N k N k

n n

    

     

    

  
 (3.89) 

 
 

 

2 2
2 2 3 3

2 2

cos 2 cos sin cos sin

cos 2 sin cos

zy y z z y y z

yz zz yy

T N k k N k k N k N k

n n

    

     

    

  
 (3.90) 

經由一連串的介紹，包含適用於固定 x 軸且對 x 軸旋轉角下所推得之壓電力

學模型與 k p 理論之多能帶k p 漢彌爾頓(四能帶漢彌爾頓及八能帶漢彌爾頓)。藉

由任意座標下之壓電力學模型與四能帶k p 漢彌爾頓， ( , )H k  ，即可分析氮化銦
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鎵量子點成長於晶體角度之氮化鎵基板時的電子(電洞)特徵能量與對應之波函數。 

 

3.4 量子點之光學性質 

半導體量子點結構的光學性質在實驗上可由光激發螢光(photoluminescence, 

PL)光譜量測得知。光激發螢光光譜對於檢測發光半導體材料的光學特性是一種非

破壞性的量測技術，而且藉由分析光激發螢光資料可得知摻雜雜質種類、能隙大

小、雜質活化能等等。因此，對於半導體異質結構如量子點結構之電子在能階間

躍遷的光學能量、載子生命期等主要影響量子點光電與電子元件特性而言，光激

發螢光光譜是一種常見且重要的量測方法[85]。 

h
E

價電帶

導電帶

入射雷射光

導電帶電子與價電帶電洞
結合發光

電子往能量
低處移動

電洞往能量
低處移動

 
圖3.3 光激發螢光之電子躍遷示意圖。 

光激發螢光原理如圖3.3所示，在低溫時，未掺雜質之半導體中所有電子幾乎

都是位在價電帶上，若將一個能量等於或是超過待測半導體能隙的雷射光束入射

至半導體表面，使其位於價電帶的電子吸收能量而躍遷，跨過能隙跳至較高能階

的導電帶並留下一個電洞在價電帶，這些高能量的電子會經由與晶格碰撞釋出能

量而掉至導電帶底部。同樣地，處在高能階的電洞亦會經由與晶格碰撞釋出能量

而掉至價電帶頂部，爾後電子由導電帶的最低點掉至價電帶與電洞形成電子-電洞
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對(electron-hole pair)，其電子-電洞對如以輻射複合(radiative recombination)的方式

複合將產生一個光子，即發出近似能隙之能量的光，  

由於輻射再複合發射出光子，是藉由光子的激發，故稱之為光激發螢光[85]。

由光激發螢光原理其電子躍遷能量為 

 e hE E E   (3.91) 

其中 eE 與 hE 分別為電子及電洞的特徵能量。 

然而，一般常見的電子電洞的複合機制如上述的帶間複合 (band-to-band 

recombination)，即導電帶的電子與價電帶的電洞和複合而放出光子外，尚有自由

激子複合(free exciton recombination)，在半導體中，因庫倫作用力而複合之電子與

電洞對稱為激子。導電帶之電子與價電帶中之電洞複合所成之激子稱為自由激

子，而束縛在雜質能階之激子稱為束縛激子(bound exciton)。激子亦具有基態和激

發態，其能量狀態與半導體材料之介電常數和電子電洞的波函數有關。藉由自由

激子複合所放出來的光子能量比材料本身的能隙略小一些[87-89]，如圖3.4所示。 

h E

eE

hE

h
E

eE

hE

bE

without Coulomb effect

with Coulomb effect

(a)

(b)

 
圖3.4 電子躍遷示意圖，(a)未含庫侖作用力與(b)含庫侖作用力。 

因此在考慮自由激子複合的情況下，其躍遷能量應改寫成 

 e h bE E E E    (3.92) 

其中 bE 為激子束縛能( ehJ )，而 ehJ 為 
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2 22 ( ) ( )

4
e h

eh e h
r e h

e
J d d

 
 

 


r r
r r

r r
 (3.93) 

上式中之
2

( )e r 與
2

( )h r 為電子及電洞的機率密度函數 (probability density 

function)，而 r 為平均介電常數，其定義為介電常數矩陣之對角線元素的總和除以

3，即  tr 3ij 。 

本文除藉由(3.92)式及(3.93)式計算電子之躍遷能量外，亦計算電子及電洞之波

函數在量子點結構內的重疊量，即 ( ) ( )e h r r 。因電子及電洞之波函數的重疊量

與半導體量子點元件之光學增益(optical gain)[90, 91]及自發輻射率(spontaneous 

emission rate)有關[92, 93]，故本文將以重疊量當做評估在不同尺寸、形狀及濃度的

條件下，量子點光電元件其性能之優劣。 
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第四章 壓電力學模型與剪力壓電常數 

自組式量子點內部與鄰近的應變場及壓電位能將影響量子點元件的光學性

質。本文以氮化銦及氮化鎵材料為例，該材料的壓電效應遠高於三五族半導體，

如砷化銦與砷化鎵等，因而導電帶與價電帶受到應變場與壓電位能之雙重效應的

影響。然而，過去一些文獻如[20, 82, 94]等，均沿用三五族材料常見之壓電模型—

首先由彈性力學求解出量子點結構的應變場，再將應變場代入靜電學中之高斯方

程，便可獲得一條關於電位分佈的帕松方程式，並藉由求解帕松方程式而求出應

變引致之壓電位能。由於氮化物半導體且有自發性極化，加上 Lassen 等人利用全

耦合與半耦合壓電模型分析氮化鎵量子點的機電場及電子的特徵能量發現，使用

半耦合壓電模型所求得之應變場與壓電位能與全耦合壓電模型所得結果將有 30 

meV 的誤差[21, 22]。另外，由於剪力壓電常數 15e 其數值有正有負[23, 24]，對於壓

電位能的分析將造成極大之不確定性，為了解自組式氮化銦鎵量子點光學性質，

準確地分析量子點結構的應變效應及應變引致的壓電位能將是必要的工作。 

因此，本章將分別對全耦合與半耦合壓電模型配合有限元素軟體詳細探討此

兩種壓電模型的差異，同時針對剪力壓電常數的正負號深入討論以得出剪力壓電

常數的正負號對量子點之壓電位能及光學性質的影響。 

 

4.1 完全耦合與半耦合壓電模型之比較 

本節將分別使用全耦合與半耦合壓電模型分析氮化銦鎵量子點結構內應變

場、應變引致之壓電位能及其電子躍遷能量。首先，所謂全耦合壓電模型即材料

之組成律同時考慮正逆壓電效應之分析模型，如(2.17)式所示。而半耦合壓電模型

僅為考慮正壓電效壓之分析模型，若假設氮化銦鎵量子點成長於晶格平面為(0001)

之氮化鎵基板上，即 0  。將(2.17)式中之逆壓電效應捨去，則材料組成律即可

表示成 
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ij ijkl kl kl

i ik k ikl kl kl i

C

D F e P

  

  

  


    

 (4.1) 

同第二章第二節所述，量子點結構在穩定狀態、忽略徹體力與結構內無任何電荷

的情況下，量子點結構的應力場與電位移場必須滿足力平衡與電荷平衡。於是(4.1)

式便可整理成彈性力學中之運動方程式及靜電學中之高斯方程式或稱為電位之帕

松方程式。本節所討論之量子點的尺寸、形狀及銦的濃度分別為：量子點底部寬

度與高度為b h ，量子點頂部寬度設定為 2b 奈米，其中 15 30b   奈米， 2 4h  

奈米及銦的濃度為 20%至 40%。量子點的形狀考慮透鏡形(Lens)、截頭式圓錐形(TC)

與截頭式金字塔形(truncated pyramid, TP)，如圖 4.1 所示，並假設氮化銦鎵濕潤層

的厚度為 0.8 奈米，其銦的濃度與量子點相同。 

 
圖 4.1 量子點之幾何形狀圖。 

本節所使用之氮化銦及氮化鎵的材料常數，如彈性模數、壓電應力常數、介

電常數及與能帶結構相關參數等皆列於表 4.1 至表 4.3。其中，氮化銦鎵(IncGa1-cN)

的材料常數除了自發性極化與能隙使用二次曲線內插求得外，其餘常數則利用線

性內插求得。本文稱全耦合與半耦合壓電模型為 FC 壓電模型與 SC 壓電模型。由

於氮化鎵之介電係數平行於 c 軸與垂直於 c 軸的數值不同，因此，若使用簡化的介

電常數 r 之半耦合壓電模型稱為 SC2 壓電模型； SC 壓電模型與 SC2 壓電模型僅
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差在介電常數張量 ij 之對角線上的三個數值是否相等。 

表 4.1 機電性質材料常數表 

參數 GaN InN IncGa1-cN 文獻 

a (Å) 3.189 3.545 3.545c 3.189(1 c)   [82] 

c (Å) 5.185 5.703 5.703c 5.185(1 c)   [82] 

11C (GPa) 390 223 223c 390(1 c)   [82] 

12C (GPa) 145 115 115c 145(1 c)   [82] 

13C (GPa) 106 92 92c 106(1 c)   [82] 

33C (GPa) 398 224 224c 398(1 c)   [82] 

44C (GPa) 105 48 48c 105(1 c)   [82] 

15e (C/m2) 0.326 0.264 0.264c 0.326(1 c)   [82] 

15e (C/m2) –0.38 –0.44 0.44c 0.38(1 c)    [23] 

31e (C/m2) –0.527 –0.484 0.484c 0.527(1 c)    [82] 

33e (C/m2) 0.895 1.06 1.06c 0.895(1 c)   [82] 

spP (C/m2) –0.034 –0.042 0.042c 0.034(1 c) 0.037c(1 c)      [82] 

11  9.5 15.3 9.5(1 c) 15.3c   [95] 

33  10.4 15.3 15.3c 10.4(1 c)   [95] 

 

表 4.2 電子與電洞等效質量表 

參數 GaN InN IncGa1-cN 文獻 

em ( 0m ) 0.20 0.07 0.07c 0.2(1 c)   [82] 

em ( 0m ) 0.20 0.07 0.07c 0.2(1 c)   [82] 

1A  –7.21 –8.21 8.21c 7.21(1 c)    [82] 

2A  –0.44 –0.68 0.68c 0.44(1 c)    [23] 

3A  6.68 7.57 7.57c 6.68(1 c)   [82] 

4A  –3.46 –5.23 5.23c 3.46(1 c)    [82] 

5A  –3.40 –5.11 5.11c 3.4(1 c)    [82] 

6A  –4.90 –5.96 5.96c 4.9(1 c)    [82] 

7A (eV·Å) 0 0 0 [82] 
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表 4.3 能帶結構參數表 

參數 GaN InN IncGa1-cN 文獻 

gE (eV) 3.51 0.78 0.78c 3.51(1 c) 1.4c(1 c)     [82] 

gE (eV) 3.5 0.69 0.69c 3.5(1 c) 2.3c(1 c)     [95] 

vE (eV) 0 0.5 0.5c  [82] 

CR (eV) 0.01 0.04 0.04c 0.01(1 c)   [82] 

1a (eV) –3.1 –3.5 3.5c 3.1(1 c)    [96] 

2a (eV) –11.2 –11.7 11.7c 11.2(1 c)    [96] 

1D  –3.7 –3.7 –3.7 [82] 

2D  4.5 4.5 4.5 [82] 

3D  8.2 8.2 8.2 [82] 

4D  –4.1 –4.1 –4.1 [82] 

5D  –4.0 –4.0 –4.0 [82] 

6D  –5.5 –5.5 –5.5 [82] 

圖 4.2 及圖 4.3 分別為尺寸 20 3 與30 4 之透鏡形 In0.3Ga0.7N 量子點的 x 軸應

變分量 xx 與 z 軸應變分量 zz 沿 z 軸變化圖，如 4.1 圖中 A 點位於量子點頂部而 B

點位於量子點底部，A 與 B 兩點連線即 z 軸。 
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圖 4.2 透鏡形量子點之(a) xx 與(b) zz 沿 z 軸變化圖，底部寬度與高度為 20 3 。 
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圖 4.3 透鏡形量子點之(a) xx 與(b) zz 沿 z 軸變化圖，底部寬度與高度為30 4 。 

圖中紅線(含空心方塊)由 FC 壓電模型求得，而藍線(含圓圈)由 SC 壓電模型求得。

圖中可觀察到在 GaN 與 In0.3Ga0.7N 的交界面，應變分量 xx 與 zz 呈現不連續現象；

而且 In0.3Ga0.7N 量子點內的 xx 為壓應變， xx 於 GaN 基板與覆蓋層則為拉應變。

同樣地，In0.3Ga0.7N 量子點內的 zz 為拉應變， zz 於 GaN 基板與覆蓋層則為壓應變。

這個結果反映了 In0.3Ga0.7N 晶格長度大於 GaN 晶格長度的事實。由此二圖可清楚

看出，不論量子點的尺寸，由 FC 壓電模型求得之 x 軸應變 xx 與 z 軸應變 zz 均小

於 SC 壓電模型，而且由 FC 與 SC 壓電模型所求得 zz 在量子點內的差異明顯比 xx

大上許多。在相同尺寸與銦濃度的條件下，其它形狀之氮化銦鎵量子點，如截頭

式圓錐形與截頭式金字塔形亦有同樣的情況。接下來將實際計算 FC 壓電模型與

SC 壓電模型兩者之間造成量子點內部應變場分析上的誤差。 

圖 4.4 及圖 4.5 分別為不同形狀之 In0.3Ga0.7N 量子點內部 xx 與 zz 的誤差量百

分比沿 z軸變化圖，其中量子點底部寬度與高度為 20 3 與30 4 。圖4.4(a)與圖4.5(a)

為 xx 誤差量百分比，而圖 4.4(b)與圖 4.5(b)為 zz 誤差量百分比。其誤差量百分比

之定義為 FC 壓電模型求得之應變減去 SC 壓電模型求得之應變除以 FC 壓電模型

求得之應變。 



 48

-10

-6

-2

2

6

 x
x 

[(
S

C
-

F
C

) /
FC

] 
( %

) Lens TC TP

19 20 21 22 23 24 25

z (nm)

4

8

12

16

20

 z
z [

(S
C

-
F

C
) /

F
C

] 
( %

)

(a)

(b)

 
圖 4.4 不同形狀之 FC 與 SC 壓電模型的(a) xx 與(b) zz 誤差量百分比沿 z 軸變化圖，

底部寬度與高度為 20 3 。 
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圖 4.5 不同形狀之 FC 與 SC 壓電模型的(a) xx 與(b) zz 誤差量百分比沿 z 軸變化圖，

底部寬度與高度為30 4 。 
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由圖 4.4(a)與圖 4.5(a)得知，不論量子點的尺寸與形狀，SC 壓電模型求得之 xx

所產生的誤差量百分比約為 1–3%。然而，從圖 4.8(b)與圖 4.9(b)可發現，SC 壓電

模型求得之 zz 分別將產生 12–21%及 11–15%的誤差。各形狀之間的差異，尤其是

靠近量子點頂部，透鏡形量子點的 xx 與 zz 誤差量最大，量子點中心位置則是截頭

式圓錐形量子點的 xx 與 zz 誤差量最大，而 SC 壓電模型造成截頭式金字塔形量子

點內部之 xx 與 zz 誤差量始終是最小的。另外，考慮不同銦濃度的條件下，探討

FC 與 SC 壓電模型對量子點應變場的影響。 

圖 4.6 至圖 4.8 分別為不同銦濃度之透鏡形、截頭式圓錐形及截頭式金字塔形

IncGa1-cN 量子點的 xx 與 zz 誤差量沿 z 軸變化圖，其量子點底部寬度與高度為

20 2.5 。其誤差量的定義為 FC 壓電模型之應變減去 SC 壓電模型之應變。從圖

4.6 中得知，不論是 xx 或 zz ，FC 壓電模型與 SC 壓電模型的差異將隨銦的濃度增

加而更趨明顯。且銦濃度每增加 5%，量子點內部的應變誤差增加量幾乎維持定

值，即圖中各曲線之間距是等距的，顯然銦濃度對 FC 壓電模型與 SC 壓電模型分

析量子點應變場所造成的差異性是線性的，改變量子點的形狀並不會改變這個結

果，如圖 4.7 及圖 4.8 所示。 
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圖 4.6 不同銦濃度之透鏡形量子點的(a) xx 與(b) zz 誤差量沿 z 軸變化圖。 
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圖 4.7 不同銦濃度之截頭式圓錐形的(a) xx 與(b) zz 誤差量沿 z 軸變化圖。 
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圖 4.8 不同銦濃度之截頭式金字塔的(a) xx 與(b) zz 誤差量沿 z 軸變化圖。 

根據圖 4.2 至圖 4.8 的結果顯示，在量子點的應變分析上，使用 FC 壓電模型

與 SC 壓電模型會有相當大的差異，尤其是銦的濃度越高時差異更顯著。而主要原

因是 SC 壓電模型是經由彈性力學求解出量子點結構的應變場，再將應變場代入靜
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電學中之高斯方程以獲得電位的帕松方程式，並藉由求解帕松方程式而求出應變

引致之壓電位能。因此，壓電材料至始存在的逆壓電效應之強弱程度均對應變場

的大小無任何影響。反觀 FC 壓電模型，因考慮其材料既有之逆壓電效應，其逆壓

電效應所泛生出之應力為 kij ke F ，若將其展開，則 x 軸應力與 z 軸應力分別為 31 3e F

與 33 3e F 。由表 4.1 得知， 31e 與 33e 分別為負值與正值，且 33 31e e ，因此在相同

的電場作用下，z 軸的總應力將減小，而 x 軸的總應力增大，且 z 軸總應力減少量

將大於 x 軸總應力增加量，因而應變產生電場，電場又使應變重新分佈，在正逆

效應彼此交互作用下，而使 FC 壓電模型求得之應變小於 SC 壓電模型求得之應

變，且 xx 的誤差量小於 zz 。從另一個角度解釋，即壓電材料中一個極為重要的參

數—機電耦合係數(electromechanical coupling coefficient)，K ，此參數的大小決定

壓電材料中應變能與電能之間的互轉能力，意指機電耦合係數越大，其壓電材料

之力與電轉換的能力越強。依據機電耦合係數之定義[97]，由 z 軸電場所引致 x 軸

應力與 z 軸應力之機電耦合係數分別是 31K 與 33K ，以本節所使用之材料 In0.3Ga0.7N

為例，機電耦合係數最大理論值為 31 0.1K   及 33 0.21K  。從此二值也可粗略看出

為何 zz 的誤差比 xx 的誤差來得大。此外，一般常用於智能結構的壓電材料如鈦酸

鋇(BaTiO3)、鋯鈦酸鉛(PZT) 聚偏二氟乙烯(PVDF)等，其機電耦合係數分別為 0.4、

0.5–0.7 及 0.1–0.3[98]，In0.3Ga0.7N 與其相比，In0.3Ga0.7N 的壓電效應並不亞於這些

壓電材料。另一方面，以相同銦濃度的三五族半導體為例，如 In0.3Ga0.7As，其機

電耦合係數之理論最大值僅只有 0.05(引用文獻[36]之材料常數)，此數值說明

In0.3Ga0.7As 的壓電效應相較於 In0.3Ga0.7N 是相當弱地，這也是為何分析

InGaAs/GaAs 量子點結構時，SC 壓電模型足以分析量子點的應變場，但遇到壓電

效應較強的三族氮化物半導體如 InN、 GaN 及 AlN 等材料所成長出之量子點結構

時，使用 FC 壓電模型分析量子點的應變場較為恰當。 

本節使用 FC 壓電模型與 SC 壓電模型所獲得之應變場竟有如此大之差異，此

差異勢必對應變引致之壓電位能有極大的影響。在談及壓電位能之前，首先定義
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一壓電位能降， d A BV V V  ，即圖 4.1 中 A 與 B 兩點的位能差。 

圖 4.9 至圖 4.11 分別為透鏡形、截頭式圓錐形及截頭式金字塔形 In0.3Ga0.7N 量

子點之壓電位能降隨量子點底部寬度與高度變化圖。圖中紅色(含空心方塊)為 FC

壓電模型、藍線(含圓圈)為 SC 壓電模型及綠線(含空心三角形)為 SC2 壓電模型所

求得之壓電位能降。由圖 4.9 至圖 4.11 的結果得知，截頭式金字塔形的壓電位能

降大於透鏡形，透鏡形大於截頭式圓錐形，且不論是改變量子點底部寬度或高度， 

FC 壓電模型的壓電能位降始終小於 SC 與 SC2 壓電模型。此三種壓電模型所計算

出壓電位能降均隨量子點的幾何尺寸增加而變大，且這三種壓電模型所計算出壓

電位能降之間的差異， dV ，亦隨量子點的幾何尺寸增大而逐漸擴大。透鏡形、截

頭式圓錐形及截頭式金字塔形 In0.3Ga0.7N 量子點之壓電位能降在不同量子點底部

寬度與高度下，三種壓電模型的差值列於表 4.4 及表 4.5。 
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圖 4.9 透鏡形量子點之壓電位能降隨底部寬度與高度變化圖。 
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圖 4.10 截頭式圓錐形量子點之壓電位能降隨底部寬度與高度變化圖。 
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圖 4.11 截頭式金字塔形量子點之壓電位能降隨底部寬度與高度變化圖。 
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表 4.4 FC 與 SC(SC2)壓電模型之壓電位能降的差值隨量子點底部寬度變化表 

dV (mV) ( 2h  ) 

透鏡形(Lens) 截頭式圓錐形(TC) 截頭式金字塔形(TP)底部寬度

b  SC-FC SC2-FC SC-FC SC2-FC SC-FC SC2-FC 

15 30 72 30 71 31 72 

20 33 78 33 78 33 79 

25 34 82 35 83 34 83 

30 35 86 35 85 35 86 

dV (mV) ( 4h  ) 

透鏡形(Lens) 截頭式圓錐形(TC) 截頭式金字塔形(TP)底部寬度

b  SC-FC SC2-FC SC-FC SC2-FC SC-FC SC2-FC 

15 35 85 33 81 34 86 

20 44 104 41 100 43 105 

25 50 118 48 114 50 119 

30 52 125 52 124 54 128 

 

 

表 4.5 FC 與 SC(SC2)壓電模型之壓電位能降的差值隨量子點高度變化表 

dV (mV) ( 15b  ) 

透鏡形(Lens) 截頭式圓錐形(TC) 截頭式金字塔形(TP)高度 

h  SC-FC SC2-FC SC-FC SC2-FC SC-FC SC2-FC 

2.0  30 72 30 71 31 72 

2.5  32 77 31 75 33 79 

3.0  34 81 32 77 33 82 

3.5  35 85 33 80 34 85 

4.0  35 85 33 81 34 86 

dV (mV) ( 25b  ) 

透鏡形(Lens) 截頭式圓錐形(TC) 截頭式金字塔形(TP)高度 

h  SC-FC SC2-FC SC-FC SC2-FC SC-FC SC2-FC 

2.0  34 82 35 83 34 83 

2.5  39 93 40 93 39 94 

3.0  43 102 42 101 43 104 

3.5  47 110 46 108 47 112 

4.0  50 118 48 114 50 119 
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由表 4.4 及表 4.5 可看出，就本節算例中最大尺寸30 4 之量子點而言，SC 壓

電模型與 FC 壓電模型之間的差異針對透鏡形、截頭式圓錐形及截頭式金字塔形量

子點分別為 52 mV、52 mV 及 54 mV。另外，SC2 壓電模型和 FC 壓電模型之間的

差異分別為 125 mV、124 mV 及 128 mV。以最小尺寸15 2 之量子點為例，SC 壓

電模型和 FC 壓電模型之間的差異分別為 30 mV、30 mV 及 31 mV。SC2 壓電模型

和 FC 壓電模型之間的差異分別為 72 mV、71 mV 及 72 mV。 

圖 4.12 為透鏡形、截頭式圓錐形及截頭式金字塔形氮化銦鎵量子點的壓電位

能降之差值隨銦濃度變化圖，其尺寸為20 2.5 。結果顯示，銦濃度對壓電位能的

影響依然是近似線性的關係。以銦濃度 20%為例，SC 壓電模型和 FC 壓電模型之

間的差異分別為 24 mV、24 mV 及 41 mV。而 SC2 壓電模型和 FC 壓電模型之間

的差異分別為 65 mV、64 mV 及 66 mV。從以上數據可發現，SC 壓電模型造成壓

電位能的誤差對透鏡形與截頭式圓錐形量子點而言並無差異，若以 SC2 壓電模型

分析量子點的壓電位能，其誤差則與量子點的形狀無關。 
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圖 4.12 壓電位能降的差值隨(a)透鏡形、(b)截頭式圓錐形及(c)截頭式金字塔形量子

點之銦濃度變化圖。 
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以上結果透露出一項重要訊息，這意謂著即便使用 SC 壓電模型分析量子點的

壓電位能至少會產生將近 24 mV 的誤差，甚至誤差可能大於 128 mV 以上。因使

用不同壓電模型所造成之誤差將對量子點的能帶結構產生極大影響。接下來將利

用第三章提及之四能帶k p 漢彌爾頓計算量子點的電子與電洞特徵能量，同時計算

激子束縛能以得出不同尺寸及形狀之量子點的躍遷能量。以下結果將幫助我們了

解使用不同壓電模型分析三族氮化物量子點之應變場與壓電位能而產生的誤差將

對量子點的電子與電洞特徵能量造成多大的影響。 以下算例僅考慮不同尺寸與形

狀之量子點結構，並不考慮銦濃度的變化。 

圖 4.13 及圖 4.14 分別為透鏡形量子點之電子與電洞特徵能量隨高度與底部寬

度變化圖，其中銦濃度為 30%。結果清楚說明，使用 SC 及 SC2 壓電模型之電子

與電洞特徵能量與 FC 壓電模型的結果有相當大的差異，尤其是使用 SC2 壓電模

型。而 SC 及 SC2 壓電模型與 FC 壓電模型之能量差隨量子點底部寬度與高度的變

化列於表 4.6 至表 4.9。 
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圖 4.13 透鏡形量子點之電子與電洞特徵能量隨高度變化圖。 
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圖 4.14 透鏡形量子點之電子與電洞特徵能量隨底部寬度變化圖。 

由表 4.6 至表 4.9 得知，SC(SC2)模型對透鏡形、截頭式圓錐形及截頭式金字

塔形量子點的電子特徵能量至少產生 8.4–23.5(23.7–58.1)、7.7–23.2(22.4–56.3)及

8.9–25.5(24.2–60.5) meV 的誤差；同時針對電洞特徵能量的影響至少為 13.9–20.4 

(28.1–48)、13.5–21.6(27.4–47.7)及 14.2–22.1(29.1–49.5) meV。如此大之差異，並不

令人意外。接下來將進一步得出不同壓電模型對量子點結構之躍遷能量的影響。 

圖 4.15 為 In0.3Ga0.7N 量子點之激子束縛能隨量子點底部寬度與高度變化圖。

本文計算激子束縛能時所使用之介電常數為平均介電常數，因此 FC 與 SC(SC2)壓

電模型所計算出之激子束縛能極為近似，各模型之最大差異僅只有 0.5 meV。從圖

中可得知量子點的幾何尺寸對激子束縛能的影響外，激子束縛能亦會受到量子點

的形狀改變而有所不同，主要原因為不同形狀對波函數在空間上的侷限效應不同

所致。 
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圖 4.15 激子束縛能隨量子點底部寬度與高度變化圖。 

 

表 4.6 FC 與 SC(SC2)壓電模型之電子特能量差隨量子點底部寬度變化表 

eE (meV) ( 2h  ) 

透鏡形(Lens) 截頭式圓錐形(TC) 截頭式金字塔形(TP)底部寬度

b  SC-FC SC2-FC SC-FC SC2-FC SC-FC SC2-FC 

15 8.4  23.7  7.7  22.4 8.9  24.2  

20 12.1  29.5  10.8  27.7 12.7  30.5  

25 14.0  33.8  13.9  32.9 14.3  34.4  

30 16.0  37.6  14.9  36.2 15.5  37.9  

eE (meV) ( 4h  ) 

透鏡形(Lens) 截頭式圓錐形(TC) 截頭式金字塔形(TP)底部寬度

b  SC-FC SC2-FC SC-FC SC2-FC SC-FC SC2-FC 

15 13.6  33.8  11.5  29.6  14.0  33.7  

20 18.2  43.8  16.7  40.5  18.7  44.4  

25 21.1  51.9  20.3  49.0  23.2  54.0  

30 23.5  58.1  23.2  56.3  25.5  60.5  
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表 4.7 FC 與 SC(SC2)壓電模型之電子特能量差隨量子點高度變化表 

eE (meV) ( 15b  ) 

透鏡形(Lens) 截頭式圓錐形(TC) 截頭式金字塔形(TP)高度 

h  SC-FC SC2-FC SC-FC SC2-FC SC-FC SC2-FC 

2.0  8.4 23.7 7.7 22.4 8.9 24.2 

2.5  9.6 26.7 9.8 25.9 10.4 27.9 

3.0  11.0 29.4 10.1 27.1 11.6 30.0 

3.5  12.3 31.8 11.8 29.5 13.2 32.3 

4.0  8.4 23.7 7.7 22.4 8.9 24.2 

eE (meV) ( 25b  ) 

透鏡形(Lens) 截頭式圓錐形(TC) 截頭式金字塔形(TP)高度 

h  SC-FC SC2-FC SC-FC SC2-FC SC-FC SC2-FC 

2.0  14.0  33.8  13.9  32.9  14.3  34.4  

2.5  16.5  39.3  16.1  38.2  15.9  39.3  

3.0  17.6  43.5  16.7  41.4  19.4  45.7  

3.5  19.8  48.3  18.9  45.8  20.5  49.2  

4.0  14.0  33.8  13.9  32.9  14.3  34.4  

 

 

表 4.8 FC 與 SC(SC2)壓電模型之電洞特能量差隨量子點底部寬度變化表 

hE (meV) ( 2h  ) 

透鏡形(Lens) 截頭式圓錐形(TC) 截頭式金字塔形(TP)底部寬度

b  FC-SC FC-SC2 FC-SC FC-SC2 FC-SC FC-SC2 

15 13.9  28.1  13.5  27.4  14.2  29.1  

20 14.0  30.4  14.8  31.2  14.6  31.6  

25 14.9  32.3  15.0  32.8  16.3  34.1  

30 14.8  32.9  16.2  34.4  16.7  35.1  

hE (meV) ( 4h  ) 

透鏡形(Lens) 截頭式圓錐形(TC) 截頭式金字塔形(TP)底部寬度

b  FC-SC FC-SC2 FC-SC FC-SC2 FC-SC FC-SC2 

15 13.5  32.6  12.3  30.3  13.1  32.6  

20 16.7  39.6  15.7  37.4  16.8  40.4  

25 19.9  44.8  19.3  43.7  19.6  45.2  

30 20.4  48.0  21.6  47.7  22.1  49.5  
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表 4.9 FC 與 SC(SC2)壓電模型之電洞特能量差隨量子點高度變化表 

hE (meV) ( 15b  ) 

透鏡形(Lens) 截頭式圓錐形(TC) 截頭式金字塔形(TP)高度 

h  FC-SC FC-SC2 FC-SC FC-SC2 FC-SC FC-SC2 

2.0  13.9  28.1  13.5  27.4  14.2  29.1  

2.5  14.3  30.1  12.5  27.8  14.4  30.2  

3.0  14.4  31.4  13.2  29.5  14.3  31.8  

3.5  14.0  32.1  12.0  29.2  13.4  32.0  

4.0  13.5  32.6  12.3  30.3  13.1  32.6  

hE (meV) ( 25b  ) 

透鏡形(Lens) 截頭式圓錐形(TC) 截頭式金字塔形(TP)高度 

h  FC-SC FC-SC2 FC-SC FC-SC2 FC-SC FC-SC2 

2.0  14.9  32.3  15.0  32.8  16.3  34.1  

2.5  16.0  35.6  16.0  35.8  18.4  38.2  

3.0  18.2  39.4  18.4  39.8  18.2  40.0  

3.5  18.5  41.8  18.6  41.6  19.8  43.8  

4.0  19.9  44.8  19.3  43.7  19.6  45.2  

 

圖 4.16 與圖 4.17 則分別為 FC 與 SC 及 FC 與 SC2 壓電模型之躍遷能量差隨

量子點底部寬度與高度變化圖。此二圖清楚顯示不同模型間之躍遷能量差，SC 壓

電模型之躍遷能量與 FC 壓電模型之躍遷能量至少有 20–30 meV 的計算誤差，若是

SC2 壓電模型其誤差則可高達 50 meV 以上。若考慮銦濃度的變化，本人相信 SC

與 SC2 壓電模型的誤差將隨銦濃度提高而增大。 

此節使用全耦合與全耦合壓電模型進行一系列全盤地探討，分析量子點結構

內的應變場及應變引致的壓電位能，並將此兩種壓電材料與生俱有的機電性質，

代入四能帶k p 漢彌爾頓求解出不同尺寸與形狀下，量子點的躍遷能量。從以上所

述之結果得出一結論為分析具有較強壓電效應之量子點結構的光學性質時，使用

全耦合壓電模型較為適合，尤其是三族氮化物半導體量子點，此類材料因具有自

發性極化，而更加需要使用全耦合壓電模型分析量子點結構內的應變場與壓電位

能。 



 61

20

25

30

35

E
 ( F

C
-

S
C

)  
(m

eV
)

Lens
TC
TP

15 20 25 30
b (nm)

20

30

40

50

E
 ( F

C
-

SC
)  

(m
eV

)

(a) h=2

(b) h=4

2 2.5 3 3.5 4
h (nm)

(c) b=15

(d) b=25

 
圖 4.16 FC 與 SC 壓電模型之躍遷能量差隨底部寬度與高度變化圖。 
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圖 4.17 FC 與 SC2 壓電模型之躍遷能量差隨底部寬度與高度變化圖。 
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4.2 剪力壓電常數之比較 

本節將針對剪力壓電常數的正負號做深入討論以得出剪力壓電常數的正負號

對氮化銦鎵量子點成長於極化、半極化及非極化氮化鎵基板之壓電位能及光學性

質的影響。若晶體角度 0  或 90  即，晶格平面為極化面與非極化面如圖 3.2(a)

與 3.2 (b)；其它角度則為半極化面，其中特殊角度 43  與 62  ，分別如圖 3.2(d)

與 3.2(e)所示。本節所討論之量子點的形狀為透鏡形，其底部寬度尺寸16 18 奈米，

高度為 2 4h   奈米，如圖 4.18 所示。銦的濃度為 15%至 25%並假設氮化銦鎵濕

潤層的厚度為 0.8 奈米，其銦濃度與量子點相同。由 4-1 節已知半耦合壓電模型之

分析壓電位能的誤差過大，因此使用全耦合壓電模型分析量子點的壓電位能。而

所使用之正負剪力壓電常數分別為氮化銦：0.264 與–0.44 及氮化鎵：0.326 與–0.38。

此四值已列於表 4.1。 

xx 

yz

y

z

y

x



 
圖 4.18 透鏡形量子點幾何形狀圖，(a)為上視圖及(b)為側視圖。 

圖 4.19 為高度 2 奈米之 In0.25Ga0.75N 量子點成長於極化與非極化 GaN 基板之

壓電位能沿 c 軸變化圖，圖 4.19(a)之 z 軸與圖 4.19(b)之 y 軸為 c 軸，圖中 
15e 及 

15e

分別為正與負剪力壓電常數。我們發現，量子點成長於極化基板的壓電位能明顯

大於量子點成長於非極化基板。對具有壓電效應的半導體而言，這是一個常見的
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現象。有趣的是當量子點成長於極化基板上， 15e 的正負號對壓電位能僅在數值上

造成定量的變化，但相對於量子點成長於非極化基板上時， 15e 的正負號不僅僅只

是對壓電位能在數值上的改變，而且還造成壓電位能在空間上呈現正負號相反的

結果。這個現象已在文獻[25, 26]中呈現，此結果亦證明本文的分析是正確的，且

無違背文獻已陳述的事實。 
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圖 4.19 高度 2 奈米之 In0.25Ga0.75N 量子點成長於(a)極化及(b)非極化 GaN 基板之壓

電位能沿 c 軸變化圖。 

圖 4.20 為不同高度之 In0.25Ga0.75N 量子點成長於極化與非極化 GaN 基板之正

與負 15e 的壓電位能差沿 c 軸變化圖，其中量子點高度為 2、2.5 及 3 奈米。為清楚

了解 15e 的正負號對壓電位能的影響。本節定義一壓電位能差，即 V V V    ，

其中V與V分別為正 15e 與負 15e 所計算出之壓電位能。結果顯示，不論量子點成

長於極化或非極化基板， 15e 的符號對壓電位能的影響隨著量子點高度增加而明顯

增大。此現象可說明剪應變對壓電位能具有一定程度的影響，在分析壓電位能時

不能忽略。同時，適當選擇剪力壓電常數的正負號亦是一重要課題。 
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圖 4.20 不同高度之 In0.25Ga0.75N 量子點成長於(a)極化及(b)非極化 GaN 基板之壓電

位能差沿 c 軸變化圖。 

 

 

圖 4.21 高度 2 奈米之 In0.25Ga0.75N 量子點成長於極化、半極化與非極化基板之壓

電位能平面圖，(a)為負 15e 與(b)為正 15e 。 
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圖 4.21 為高度 2 奈米之 In0.25Ga0.75N 量子點成長於極化、半極化與非極化 GaN

基板之壓電位能平面圖。當 0 與 43 時，正 15e 與負 15e 求得之壓電位能在空

間上有相似的分佈，但62及 90 則兩者有顯著的差異。另外，使用正 15e 所求得之

壓電位能，其最小值將出現在 90  ，但使用負 15e 並非90，這意謂量子點的壓能

位能仍舊與剪力壓電常數 15e 的正負號有關，尤其是晶體角度在62與90之間會產

生不一樣的結果。緊接著將呈現 15e 的正負號對量子點的光學性質所造成的影響。 

 

圖 4.22 高度 2 奈米之 In0.25Ga0.75N 量子點成長於極化、半極化與非極化基板之電

子與電洞機率密度函數分佈圖，(a)為負 15e 與(b)為正 15e 。 

圖 4.22 為高度 2 奈米之 In0.25Ga0.75N 量子點成長於極化、半極化與非極化 GaN

基板之電子與電洞機率密度函數分佈圖。圖中淺綠色代表相對於機率密度函數分

佈最大值的 8%，小於 8%部分並未畫出。此機率密度函數分佈圖說明了，原本電

子波函數侷限於量子點的頂部及電洞波函數侷限於濕潤層的底部，隨著晶體角度

增大，受到壓電位能的作用，電子與電洞波函數而逐漸移轉至量子點的兩側。雖
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然 90  時的壓電位能小於 0  時的壓電位能，但量子點的底部寬度大於高度至

少 8–10 倍，而使 90  時的電子與電洞波函數重疊量可能小於 0  時的波函數

重疊量。同時根據圖 4.21，本節所使用之正負剪力壓電常數對壓電位能造成數十

毫伏特的誤差，而使得電子與電洞波函數在空間上的份佈而呈現不一樣的結果。 

圖 4.23 為高度 2 奈米之 In0.25Ga0.75N 量子點成長於極化、半極化與非極化 GaN

基板之電子電洞波函數重疊量。此圖說明不論晶體角度為 0、43、62 或 90 度，使

用正剪力壓電常數求得之基態電子電洞波函數重疊量均小於等於 6%，這是令人感

到相當意外的結果。反觀負剪力壓電常數，當量子點成長於晶體角度為 62 度的基

板上時，其波函數重疊量為 26.3%。這意謂量子點成長於此晶格平面的基板上時有

助於降低壓電位能並提升波函數的重疊量，進而有效改善量子點元件的效能。 
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圖 4.23 高度 2 奈米之 In0.25Ga0.75N 量子點成長於極化、半極化與非極化基板之電

子電洞波函數重疊量，實線與虛線分別為負 15e 與正 15e 。 

圖 4.24 與圖 4.25 分別為 In0.25Ga0.75N 量子點成長於極化、半極化與非極化 GaN

基板之電子與電洞特徵能量隨量子點高度變化圖。由圖 4.24 可發現，不論 15e 是正

是負，電子特徵能量對量子點高度的擾動似乎特別敏感。此外，量子點成長在半

極化與極化基板且 4h 時，使用正 15e 所計算出之電子具有相似的特徵能量。同

時，電洞(電子)特徵能量隨著量子點高度增加而逐漸增加(減少)，且呈現線性變化
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的關係。相較於負 15e ，使用正 15e 的電子特徵能量明顯比較小，電洞特徵能量明顯

比較大，主要原因為，正 15e 求得之壓電位能較大進而降低量子點的特徵能量。 
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圖 4.24 量子點成長於極化、半極化與非極化基板之電子特徵能量隨高度變化圖，

(a)為負 15e 與(b)為正 15e 。 
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圖 4.25 量子點成長於極化、半極化與非極化基板之電洞特徵能量隨高度變化圖，

(a)為負 15e 與(b)為正 15e 。 
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圖 4.26 為 In0.25Ga0.75N 量子點成長於極化、半極化與非極化 GaN 基板之激子

束縛能隨量子點高度變化圖。數值結果顯示，量子點成長於極化基板時，激子束

縛能隨量子點高度增加而快速遞減；而量子點成長於半極化與極化基板時，量子

點高度的變化似乎對激子束縛能的影響不大。其原因如圖 4.22 所示，隨晶體角度

增大，電子與電洞波函數而漸逐移轉至量子點的兩側所致。 
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圖 4.26 量子點成長於極化、半極化與非極化基板之激子束縛能隨高度變化圖，(a)

為負 15e 與(b)為正 15e 。 

圖 4.27 為 In0.25Ga0.75N 量子點成長於極化、半極化與非極化 GaN 基板之電子

躍遷能量隨量子點高度變化圖。由此圖可知，量子點成長於半極化與非極化基板

時，相較於量子點成長極化基板的電子躍遷能量明顯地提升許多。當 為 0 、 43 、

62 及 90 時，使用正與負剪力壓電常數所計算出量子點光學躍遷能量隨著量子點

高度由 2h 增加至 4h 時，其兩者的能量差分別由 51、50、64 及 12 meV 增加至

129、114、161 及 52 meV。如此大之差異，意謂著剪力壓電常數的正負號在計算

量子點結構的光學性質時，扮演著一個重要的角色。 
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圖 4.27 量子點成長於極化、半極化與非極化基板之躍遷能量隨高度變化，(a)為負

15e 與(b)為正 15e 。 

為了提升電子電洞波函數的重疊量，因而改變量子點內的銦濃度並加以分析

在不同銦濃度下，正負剪力壓電常數對電子電洞波函數的重疊量的影響。 

圖 4.28 為高度 2 奈米之 IncGa1-cN 量子點成長於極化、半極化與非極化 GaN

基板之電子電洞波函數重疊量隨銦濃度份變化圖。如預期地，使用負剪力壓電常

數所計算出之電子電洞波函數重疊量隨量子點的銦濃度降低而快速地增加。另一

方面，使用正 15e 所計算出之電子電洞波函數重疊量依然是令人失望地。即使量子

點成長於半極化或非極化基板且銦濃度只有 15%時，其電子電洞波函數重疊量仍

低 8%。反觀 15e ，量子點成長於非極化基板時，其電子電洞波函數重疊量由 8.7%

增加至 24.8%；晶體角度為 62 度時，其電子電洞波函數重疊量由 26.5%增加至

33.5%。此圖說明了，當量子點成長於半極化或非極化基板時，量子點內的銦濃度

只要低於量子點成長於極化基板時的銦濃度，則電子電洞波函數重疊量將會大大

地增加。同時，量子點成長於半極化與非極化基板時的光學躍遷能量亦明顯地被

提升。此現象符合在 2005 年 Founta 等人成長氮化鎵量子點於[11-20]非極化基板

時，其躍遷能量增加數百 meV 的結果[99]。 
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圖 4.28 量子點成長於極化、半極化與非極化基板之電子電洞波函數重疊量隨銦濃

度變化圖，(a)為負 15e 與(b)為正 15e 。 

此節為了解 15e 的正負號對量子點之壓電位能及光學性質的影響，進行一系列

地探討分析量子點結構內的壓電位能，並求解出不同高度下，量子點的躍遷能量

及不同銦濃度對電子電洞波函數重疊量的變化。從以上分析之結果得出一結論為

選用不同符號之 15e 將對量子點的壓電位能及光學性質造成極大的影響，尤其是較

大顆的量子點影響越明顯。同時由改變量子點內的銦濃度發現，正 15e 所求得之電

子電洞波函數重疊量始終令人失望。在銦濃度為 15%的情況下，負 15e 所求得之電

子電洞波函數重疊量，在晶體角度為 62 與 90 度時，有較令人滿意的結果。這似

乎說明了使用負 15e 分析量子點的壓電位能及光學性質較為恰當。 

 

4.3 濕潤層對量子點光學性質的影響 

根據文獻[100, 101]得知，濕潤層厚度對砷化銦量子點的光學性質有極大的影

響。文獻[101]的結果顯示有無 0.6 奈米厚的濕潤層將對電子特徵能量減去電洞特徵

能量之間的能量差產生將近 10%的誤差。因此，此節將深入探討濕潤層厚度與銦



 71

濃度對氮化銦鎵量子點之光學性的影響。而由 4.1 及 4.2 節得知，使用全耦合壓電

模型與負 15e 分析量子點結構內的壓電位能及其光學性質較為合理。於是此節將引

用前兩節的結論，來探討濕潤層對量子點光學性質的影響。本節所討論之量子點

的形狀分別為透鏡形、截頭式圓錐形與截頭式六角金字塔形，其底部寬度為 15 奈

米，量子點高度為 2 奈米，如圖 4.29 所示。量子點內的銦濃度假設為 25%。此節

考慮之氮化銦鎵濕潤層厚度為 0–2 奈米，銦濃度為 15%–25%。 

 

圖 4.29 各種形狀量子點含濕潤層之幾何形狀圖。 

圖 4.30(a)為透鏡形 In0.25Ga0.75N 量子點含不同厚度之濕潤層的壓電位能沿 z 軸

通過量子點中心的變化圖，其中 t 分別為 0、0.4 及 0.8 奈米。其數值結果明顯說明，

壓電位能對濕潤層厚的變化非常強烈。量子點結構未含濕潤層之壓電位能降的最

大值為 0.615 V，若濕潤層厚度為 0.8 奈米時，其壓電位能降的最大值為 0.865 V；

同時，其它形狀之量子點結構未含濕潤層與包含 0.8 奈米厚之濕潤層的最大壓電位

能降分別為截頭式圓錐形：0.594 V 與 0.836 V 及截頭式六角金字塔形：0.569 V 與

0.809 V。由以上結果得知，濕潤層的厚度由 0t  增厚至 0.8t  時，其最大壓電位

能降足足增加約 240 至 250 mV 之多，因而濕潤層的厚度平均增加 0.1 奈米，將使
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量子點結構的壓電位能降之最大值增加 30 mV。而圖 4.30(b)為透鏡形 In0.25Ga0.75N

量子點含不同銦濃度之濕潤層的壓電位能沿 z 軸變化圖，其中，濕潤層厚度為 0.8

奈米。由此圖可看出，壓電位能隨著濕潤層內的銦濃度增加而增加，其最大壓電

位能降分別為銦濃度 15%(c = 0.15)的 0.744 V 變化至銦濃度 25%(c = 0.25)的 0.865 

V。這意謂濕潤層的存在將對量子點結構的壓電位能造成極大的影響。 
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圖 4.30 透鏡形量子點含不同(a)厚度與(b)銦濃度之濕潤層的壓電位能沿 z 軸變化

圖。 

圖4.31為透鏡形In0.25Ga0.75N量子點含0.8奈米厚之In0.25Ga0.75N濕潤層的能帶結

構沿z軸變化圖。其中上圖為導電帶，下圖為A band、B band及C band相當於烏采

結構中的三個價電帶—重電洞帶、輕電洞帶及晶場分離帶。圖中A band與B band

重合，乃因本文忽略電子自旋效應即令電子自旋軌道分裂能(spin-orbit splitting 

energy)為零所致。 
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圖 4.31 透鏡形 In0.25Ga0.75N 量子點之能帶結構沿 z 軸變化圖，(a)為導電帶與(b)為

價電帶。其中，A band、B band 及 C band 為烏采結構中的三個價電帶。 
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圖 4.32 量子點含不同濕潤層厚度之能帶結構沿 z 軸變化圖。 

圖4.32 不同濕潤層厚度之透鏡形In0.25Ga0.75N量子點的能帶結構沿z軸變化

圖。其中價電帶僅以圖4.31中的A band表示。從圖中可看出，量子點結構的能帶邊
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緣受到濕潤層厚度改變的影響相當明顯，其原因為壓電位能隨濕潤層厚度增得而

產生極鉅之變化所致，如圖4.30(a)所示。當考慮In0.25Ga0.75N量子點結構包含0.4奈

米厚的In0.25Ga0.75N濕潤層時，導電帶邊緣的最低點將下降76.6 meV，而價電帶最

高點將上升48.4 meV。進而導致量子點結構的能隙減少125 meV。此數值約為

In0.25Ga0.75N量子點結構未含濕潤層時之能隙值的5.6%。如此大之差異，可預測量

子點結構之電子特徵能量將因濕潤層變厚而大大地降低，而電洞特徵能量則會明

顯提升。 

圖 4.33為三種不同形狀之 In0.25Ga0.75N量子點結構的電子與電洞特徵能量隨濕

潤層之厚度與銦濃度變化圖。此圖說明了電子與電洞特徵能量與濕潤層之厚度與

濃度呈現近似線性關係。當濕潤層的厚度由 0t  變化至 2t  時，電子特徵能量將

大為減少 386 meV，同時，電洞特徵能量則提升 286 meV。相似地，改變濕潤層的

銦濃度發現，當銦濃度由 15%增加至 25%，電子特徵能量將減少 60 meV，而電洞

特徵能量則提升 71 meV。 
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圖 4.33 各種形狀之量子點的電子與電洞特徵能量隨濕潤層之(a)、(b)厚度與(c)、(d)

銦濃度變化圖。 
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此外，圖 4.34 為 In0.25Ga0.75N 量子點之激子束縛能與躍遷能量隨濕潤層之厚度

與銦濃度變化圖。如預期地，躍遷能量與濕潤層之厚度及銦濃度呈現線性關係。

但濕潤層的銦濃度對激子束縛能的影響幾乎不大，大約只有 1 meV 左右的變化，

反觀，濕潤層厚度的變化對束縛能的影響較明顯，其原因為增加濕潤層厚度改變

了量子點頂部與濕潤層底部相對距離所造成。從圖中亦可發現，在任意之銦濃度

與厚度條件下，截頭式六角金字塔形量子點的躍遷能量始終高於透鏡形與截頭式

圓錐形。同時，增得濕潤層厚度將使量子點的躍遷能量大為降低。以量子點結構

包含與未含 0.4 奈米厚的濕潤層為例，針對透鏡形、截頭式圓錐形與截頭式六角金

字塔形量子點而言，有無 0.4 奈米厚的濕潤層將分別產生 128、124 及 123 meV 的

差異。相對於 0t  ，濕潤層的厚度每增加 0.4 奈米將使躍遷能量產生 4.6%的誤差。

另外，濕潤層的銦濃度每減少 2.5%，將使躍遷能量增加 32.5 meV。 

綜合此節的結果，再再說明了若要準確分析氮化銦鎵量子點結構的壓電位能

與光學性質，其濕潤層的厚度與銦濃度勢必加以考慮。 
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圖 4.34 各種形狀之量子點的激子束縛能與躍遷能量隨濕潤層之(a)、(b)厚度與(c)、

(d)銦濃度變化圖。 
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第五章 晶體角度效應 

影響量子點的光學性質的主要因素有尺寸、形狀與銦濃度等，此三種因素對

量子點結構內的應變分佈與壓電位能具有一定程度的影響，而影響量子點元件之

效能最主要的因素為壓電位能，因極大之壓電位能降在量子點內部產生一極大之

電場，使得量子點內部的能帶結構呈現線性變化，如圖 4.31 所示，進而產生史塔

克效應，使得電子與電洞分離而降低波函數的重疊量，以致量子點元件受到內部

電場的影響而效能不佳。 

由文獻[30-32]得知，量子井材料若成長於半極化或非極化基板時有較佳的光

學性質。然而，目前現有的文獻並無對量子點材料成長於半極化基板時的光學特

性加以詳細分析與探討。因此，本文將有系統地，探討不同量子點尺寸(高度、底

部寬度及頂部寬度)、濃度及濕潤層厚度等因素對氮化銦鎵量子點成長於不同晶體

角度時的光學性質，歸納出最佳晶體角度以助於提升量子點光學元件的效能。 

本章各節中分析氮化銦鎵量子點的光學性質時所考慮之形狀為透鏡形，如圖

5.1 所示。固定量子點底部 x 方向之寬度為 16 奈米， y 方向之寬度為 b 奈米、高度

為 h 奈米、濕潤層厚度為 t 奈米與量子點的銦濃度為 c，並假設濕潤層的銦濃度與

量子點相同，圖中即晶體角度。 

xx 

yz

y

z

y

x



 
圖 5.1 透鏡形量子點幾何形狀圖，(a)為上視圖及(b)為側視圖。 
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在談論晶體角度對量子點光學性質的影響之前，如第四章所述，量子點內部

之應變分佈與壓電位能對量子點的能帶結構、電子及電洞特徵能量等光學性質有

極大之影響。因此，先從壓電位能與晶體角度之關係談起，以助於了解晶體角度

對量子點光學性質的影響。圖 5.2 為透鏡形氮化銦鎵量子點成長於各種晶體角度時

含自發性極化之壓電位能分佈圖。量子點底部寬度為 1816 奈米，高度為 2 奈米濕

潤層厚度為 0.8 奈米及銦濃度為 0.25。此圖為 y z 平面剖面圖，水平向左為 y 軸，

垂直向上為 z 軸。圖中深紅色區域為最大正電位所在位置，深藍色區域為最大負電

位所在位置。圖中各小圖之左上角與右下角之黑色粗體字為最大正負電位的數

據，而右上角為晶體角度由 0 變化 90 。另外，白色箭頭所指方向為最大正電位指

向最大負電位，即內建電場方向。 

 
圖 5.2 含自發性極化之壓電位能隨晶體角度變化圖，圖中白色箭頭為最大正電位

指向最大負電位。 

由圖 5.2 可看出， 0 時，其白色箭頭平行於 z 軸，亦即平行於烏采結構之

自發性極化方向。此時最大壓電位能降為 873 mV，最大壓電位能降即最大正電位

減去最大負電位。隨著逐漸增大，白色箭頭以順時針方向旋轉，當量子點成長於
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非極化基板，即 90 時，白色箭頭平行於 y 軸。而且隨著 增大，最大壓電位

能降逐漸變小，其最小值發生在 70  ，此角度之最大壓電位能降為 161.7 mV。

當 70 時，其最大壓電位能降則些微增大至 90  時的 184 mV。最小值發生在

70 (半極化)而非 90 (非極化)的原因，主要是因為壓電極化所引致的電場與自發性

極化所產生之電場彼此交互作用下的結果。圖 5.3 為透鏡形氮化銦鎵量子點成長於

各種晶體角度時未含自發性極化之壓電位能分佈圖，圖中白色箭頭仍然隨著晶體

角度增大而以順時針方向旋轉。 

 
圖 5.3 未含自發性極化之壓電位能隨晶體角度變化圖，圖中白色箭頭為最大負電

位指向最大正電位。 

比較圖 5.2 與圖 5.3 可發現，由 0 變化至 30 時，含自發性極化時壓電位能

的最大正電位與負電位均大於未含自發性極化時的最大正電位與負電位，當 由

40 變化至 60 時，含自發性極化時壓電位能的最大負電位小於未含自發性極化時

的最大負電位，到了 70 至 90 則含自發性極化時壓電位能的最大正電位與負電位

均小於未含自發性極化時的最大正電位與負電位。這意謂壓電極化與自發性極化

所產生之電場在 40  時，兩者近似平行且同向； 40  ，這兩種極化所產生之
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電場不在近似平行，而是有一個明顯的夾角產生。特別的是 60 時，未含自發

性極化之壓電位能的白色箭頭由量子點底部靠近濕潤層的兩個角落指向量子點左

側表面，而含自發性極化之壓電位能的白色箭頭卻由量子點底部右側的角落指向

左側表面，這明顯是壓電極化與自發性極化所產生之電場合成的結果。當 70  ，

自發性極化引致之電場明顯抑制壓電極化引致之電場；當 90  時，則兩者之電

場呈現平行且反向，致使自發性極化抵消部分壓電極化所產生的壓電位能，此與

0 時，自發性極化有增強壓電位能的效果相反。因此，當改變，最大正電位

與負電位之間的距離，將受到量子點的底部寬度、高度，濕潤層厚度等所影響。 

由以上結果得知，量子點內的最大正電位與負電位均分佈在量子點的表面與

濕潤層底部，且壓電位能因晶體角度的改變而有效地降低。另外，由第四章的分

析得以釐清三件事情，即，使用全耦合壓電模型配合負剪力壓電常數分析量子點

結構內的壓電位能及其光學性質較為合理，且濕潤層厚度對壓電位能的影響非常

明顯。因此，以下各節將針對量子點的底部寬度、高度、銦濃度、濕潤層厚度以

及量子點頂部寬度等對氮化銦鎵量子點成長於不同晶體角度之氮化鎵基板時的光

學性質如電子與電洞特徵能量、激子束縛能、躍遷能量及波函數重疊量加以探討。 

 

5.1 量子點底部寬度對光學性質的影響 

此節主要是討論量子點的底部寬度對量子點結構光學性質的影響，所考慮的

形狀為透鏡形，其底部寬度為 b16 奈米、高度為 2 奈米、濕潤層厚度為 0.8 奈米

與銦濃度為 0.25，其中 b 為 16、18 及 20。 18b  時之壓電位能隨晶體角度之變化

已呈現於圖 5.3。但 16b  與 20b  及其以下各節，不論是量子點高度、銦濃度及

濕潤層厚度等因素對壓電位能的影響將不再加以描述。即便改變晶體角度，其透

鏡形量子點之底部寬度、高度、銦濃度與濕潤層厚度等因素對壓電位能的影響均

可由第四章之結果了解其中之差異性。因透鏡形量子點結構的壓電位能隨晶體角

度變化之趨勢將類似於圖 5.2 之結果。量子點之底部寬度、高度、銦濃度與濕潤層
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厚度等因素僅只會改變最大壓電位能降的數值，並不會改變最大壓電位能降之最

小值依然發生在 70 左右的這個結果。因此，本節將詳細討論氮化銦鎵量子點成長

於不同晶體角度之氮化鎵基板時其量子點的能帶結構、電子與電洞特徵能量、激

子束縛能、躍遷能量及波函數重疊量等光學特性。 

圖 5.4 為不同底部寬度之量子點的能帶結構隨晶體角度變化圖，圖 5.4(a)為導

電帶最低點隨晶體角度變化圖，5.4(b)-(d)分別為 A band、B band 及 C band 的最高

點隨晶體角度變化圖。 

0 15 30 45 60 75 90
q (deg)

2.4

2.5

2.6

2.7

C
B

 e
dg

e 
(e

V
)

b=16

b=18

b=20

(a)

0 15 30 45 60 75 90
q (deg)

0.25

0.35

0.45

0.55

A
 b

an
d 

ed
ge

 (
eV

)

(b)

0 15 30 45 60 75 90
q (deg)

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

B
 b

an
d 

ed
ge

 (
eV

)

(c)

0 15 30 45 60 75 90
q (deg)

0.15

0.25

0.35

0.45

C
 b

an
d 

ed
ge

 (
eV

)

(d)

 
圖 5.4 不同底部寬度之量子點的能帶結構隨晶體角度變化圖，(a)為導電帶最低點

(b)-(d)分別為三個價電帶最高點。 

由圖 5.4(a)可看出，導電帶隨著晶體角度增大而大幅提升，當 60  時則又迅

速降低。整體而言，改變底部寬度將可使導電帶提升至少 219 meV，若 20b  時，
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相較於 0 之最大增幅可增加 231 meV，而底部寬度由 16 奈米增至 20 奈米時，

在相同晶體角度下，不同底部寬度之間的最大差異僅只有 12 meV，這意謂底部寬

度似乎對導電帶的影響不顯著。圖 5.4(b)的結果為 A band 隨著晶體角度增大而大

幅降低，當 介於 30 至 70 之間，其 A band 較無明顯變化，當 70  則又快速降

低。當底部寬度由 16 奈米增至 20 奈米時，在相同晶體角度下，其最大差異亦只

有 10 meV；而改變底部寬度，不論是 16b 、 18b 甚至 20b ，相較於 0 ，A 

band 的最大降幅均為 271 meV。圖 5.4(c)的結果依然在 30 時，B band 隨晶體

角度增大而大幅降低，當 30  則緩慢降低至 90 時的最小值，相較於 0 ，

其最大降幅為 437 meV。在相同晶體角度下，改變底部寬度，其最大差異為 0

時的 16 meV。然而對 C band 而言，如圖 5.4(d)所示，C band 在介於 0 至 30 之

間的降幅最大有 269 meV 之多，當 30  時，則由 172 meV 提升至 70 時的 216 

meV；爾後又提升至 90 時的 298 meV。在相同晶體角度下，改變底部寬度，

其最大差異為 0 時的 34 meV。由以上結果可歸納出，在改變晶體角度的過程

中，量子點的底部寬度對量子點能帶結構的影響遠遠不及晶體角度對量子點能帶

結構的影響。意指底部寬度的效應對能帶結構的變化可忽略不計；然而，不同的

底部寬度仍有可能影響量子點的電子、電洞特徵能量，因不同的幾何尺寸會有不

同的量子侷限效應；所以須由改變量子點底部寬度所求得之電子、電洞特徵能量、

激子束縛能、躍遷能量及波函數重疊量等判斷此幾何參數對量子點光學性質的影

響程度。 

圖 5.5(a)為不同底部寬度之量子點的電子特徵能量隨晶體角度變化圖。結果顯

示， 30  時有最大的電子特徵能量，相對於 0 ，電子特徵能量平均增加 41 

meV，當 30  則隨晶體角度增大而變小， 90  時為最小值。相對於 0 ，電

子特徵能量最大降幅約 71 meV。另外，當 40  ，改變量子點底部寬度對電子特

徵能量的影響僅在 5 meV 之內；當 40  ，不同底部寬度的影響則由 40 時的

5 meV 逐漸增大至 90 時的 11 meV。可見，不論氮化銦鎵量子點成長於何種晶
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體角度之氮化鎵基板上，底部寬度這個幾何參數對電子特徵能量的影響微乎其微。 

圖 5.5(b)為不同底部寬度之量子點的電洞特徵能量隨晶體角度變化圖。從圖中

可看出，電洞特徵能量最小值將發生在 90  ，雖然 20b  時之最小值發生在

75  ，但與 90  的值僅差 1 meV。相對於 0 之最大降幅分別為 16b  時的

148 meV、 18b  時的 154 meV 及 20b  時的 159 meV，這些數據說明了在固定高

度下，量子點底部寬度每增加 2 奈米，底部寬度對電洞特徵能量的最大降幅的影

響約只有 5-6 meV，此現象如同底部寬度對電子特徵能量的影響一樣，即便 10

時，不同底部寬度之間的差異為 11–17 meV，當 10 時，不同底部寬度之間的差

異均小於等於 7 meV。 
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圖 5.5 不同底部寬度之量子點的(a)電子與(b)電洞特徵能量隨晶體角度變化圖。 

圖 5.6(a)為不同底部寬度之量子點的激子束縛能隨晶體角度變化圖。結果顯

示，當 增大，激子束縛能迅速減小，其最小值發生在 35 ；當 35 ，激子

束縛能又快速增大；就 16b 及 18b 而言，激子束縛能最大值發生在 5.72 ，

而 20b 時，激子束縛能最大值發生在 70 。同時，當 70 或 5.72 時，激子

束縛能又隨即減小。當 80 ，底部寬度的變化造成激子束縛能有較明顯的變化，

其最大差異發生在 80 時的 9 meV。其餘各角度於不同底部寬度所造成的差異

均在 3–4 meV 之間。當 65 及 70 時，激子束縛能似乎對其底部寬度的變化

並無顯著改變，不同底部寬度之間最大差異只有 0.4 及 0.1 meV。由此可說明，在
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固定高度下，增大量子點底部寬度除了使激子束縛能減小外，亦會使束縛能最大

值的角度產生些微偏移。此外，激子束縛能隨變化時，急速減小爾後急速增大至

峰值，過了峰值又迅速變小，如此般的劇烈變化主要是壓電位能之正電位與負電

位在量子點結構內的分佈有關。 

圖 5.6(b)為不同底部寬度之量子點的躍遷能量隨晶體角度變化圖。此圖為綜合

圖 5.5 至圖 5.6(a)的結果，此圖即可看出量子點成長於不同晶體角度之基板上時，

其躍遷能量的變化。在固定晶體角度的條件下時，底部寬度增大將使躍遷能量降

低。當 10 時，不同底部寬度之間的躍遷能量差值最大可差 9.8 meV 至 18.7 

meV，當 85 時，遷能量差值最大可差 9.5 meV 至 11.8 meV，其餘各角度之躍

遷能量的差異均小於 5 meV。由此可推論除 10 及 85 外，可忽視底部寬度

對躍遷能量的影響。同時，當 35  時，躍遷能量有最大值，相對 0 時，最大

增幅為 178 meV，而 90 時亦可增加 110 meV。 
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圖 5.6 不同底部寬度之量子點的(a)激子束縛能與(b)躍遷能量隨晶體角度變化圖。 

圖 5.7 為不同底部寬度之量子點的電子電洞波函數重疊量隨晶體角度變化

圖。結果顯示，底部寬度增大將使波函數重疊量降低，改變底部寬度對波函數重

疊量產生最大的影響發生在 90 ，由 16b 時的 0.17 降至 20b 時的 0.05，其

原因是因為電子與電洞波函數侷限在量子點的兩側，如圖 4.22 所示。因此改變底

部寬度的同時即改變了電子與電洞波函數的相對距離，於是 90 時之波函數重
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疊量對底部寬度的變化最為顯著。對於波函數重疊量最大值而言，由 16b 時的

0.88 降至 20b 時的 0.84，似乎量子點底部寬度每增加 2 奈米，對波函數重疊量最

大值造成的影響只有 0.02。另外，如圖 5.6(a)的結果一樣，底部寬度增大會使波函

數重疊量最大值的角度往小角度方向偏移，由 16b 及 18b 時的 5.72 ，變成

20b 時的 70 。 
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圖 5.7 不同底部寬度之量子點的電子電洞波函數重疊量隨晶體角度變化圖。 

綜合圖 5.6(b)與圖 5.7 的結果，若氮化銦鎵量子點成長於 30 的氮化鎵基板

時，當 20b 時之躍遷能量最大可提升 175 meV，但波函數重疊量只有 0.013。以

20b 為例，若氮化銦鎵量子點成長於 70 的氮化鎵基板時，其躍遷能量亦可

增加 142 meV，同時波函數重疊量將可高達 0.84。這說明適當選擇基板的晶體角

度，不但能使躍遷能量增大而降低發光波長，且可使波函數重疊大大地提高，有

助於提升量子點光學元件的性能。 

 

5.2 量子點高度對光學性質的影響 

此節主要是討論量子點的高度對量子點結構光學性質的影響，所考慮的形狀

為透鏡形，其底部寬度為 1816 奈米、高度為 h 奈米、濕潤層厚度為 0.8 奈米與銦

濃度為 0.25，其中 h 為 2.0、2.5 及 3.0。 
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圖 5.8 為不同高度之量子點的能帶結構隨晶體角度變化圖，圖 5.8(a)為導電帶

最低點隨晶體角度變化圖，5.8(b)-(d)為分別為 A band、B band 及 C band 的最高點

隨晶體角度變化圖。 
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圖 5.8 不同高度之量子點的能帶結構隨晶體角度變化圖，(a)為導電帶最低點及

(b)-(d)分別為三個價電帶最高點。 

在不同高度下，能帶結構隨晶體角度之變化與圖 5.4 相似，整體而言並無因改

變量子點高度而使能帶結構隨晶體角度變化之曲線產生極大變化，唯一不同之處

為固定晶體角度條件下，量子點高度對能帶的影響遠大於底部寬度。以導電帶為

例， 0 時，若量子點高度由 2h 增加至 3h 時，導電帶將降低 127 meV，而

且隨著 增大，高度變化的影響會逐漸變小。當 70 時，高度對導電帶的影響

為每增加 0.5 奈米，導電能帶約降低 10 meV。此外，改變量子點的高度將使導電
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帶最大值的角度由 2h 時的 60 度些微移動至 5.2h 及 3h 的 65 度。同時量子點

的高度由 2h 增加至 3h 時，導電帶最大提升量將由 219 meV 變成 324 meV。由

此可見，較高的量子點於 0 與 0 之間的電子特徵能量差較大。另一方面，

如圖 5.8(b)所示， 0 時，若量子點高度由 2h 增加至 3h 時，A band 將提升

58 meV；當 65 ，A band 幾乎不因量子點高度改變而有所變化。此外，改變量

子點高度將使 A band 的最大降幅將由 2h 時的 271 meV 增大至 3h 時的 320 

meV。接著，圖 5.8(c)-(d)的結果與圖 5.4(c)-(d)的結果相似，而高度對能帶的影響

依然是較高的量子點其能帶邊緣的能量較高，且高度越高，最大降幅越大，B band

與 C band 的最大降幅將分別由 2h 的 436 meV 及 233 meV 增加至 3h 的 472 

meV 及 274 meV。另外，C band 與 A band 一樣，當 70 幾乎不因量子點高度改

變而有所變化。 

由以上結果可歸納出，在改變晶體角度的過程中，量子點的高度對量子點能

帶結構的影響與晶體角度對能帶結構比較，高度的影響似乎不能像底部寬度一樣

忽略不計。因此，不同的高度必然會對量子點的電子、電洞特徵能量等產生重大

的影響。但判斷此幾何參數對量子點光學性質的影響程度，乃須由不同量子點高

度下之躍遷能量及波函數重疊量等所決定。 

圖 5.9(a)為不同高度之量子點的電子特徵能量隨晶體角度變化圖。結果顯示，

當 2h 及 5.2h 時的最大與最小電子特徵能量分別出現在 30 與 90 ，其

最大增幅分別為 41 meV 及 65 meV；而 3h 時的最大與最小電子特徵能量分別出

現在 60 與 0 ，其最大增幅為 102 meV。從另一方面來看，當 2h 及 65

時，其電子特徵能量將小於 0 時的電子特徵能量，於 90 時將小於 67 meV。

當 5.2h 及 85 時，其電子特徵能量將小於 0 時的電子特徵能量，於 90

時將小於 19 meV。而 3h 時，不論量子點成長於何種晶體角度之基板，其電子特

徵能量始終大於 0 時的電子特徵能量，於 90 時仍提升 26 meV。另外，當

35 時，量子點高度由 2h 增高至 3h 時，電子特徵能量的差異至少有 101 
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meV 之多，當 70 時仍有 50 meV。可見，不論氮化銦鎵量子點成長於何種晶體

角度之氮化鎵基板上，高度這個幾何參數對電子特徵能量的影響極為顯著。 

圖 5.9(b)為不同高度之量子點的電洞特徵能量隨晶體角度變化圖。從圖中可看

出，電洞特徵能量最小值仍然發生在 90 ，雖然 3h  時之最小值發生在 75  ，

但與 90  的值僅差 2 meV。相對於 0 ，其最大降幅分別為 2h 時的 154 

meV、 5.2h 時的 175 meV 及 3h 時的 198 meV，這些數據說明了，量子點的高

度每增加 0.5 奈米，電洞特徵能量的最大降幅將至少增加 20 meV。當量子點高度

由 2h 增高至 3h 時，電洞特徵能量的差異由 0 時的 58 meV 隨晶體角度增

大減少至 75 時的 12 meV，爾後又些微增至 90 時的 16 meV。雖然量子點

的高度對電洞特徵能量的影響不及對電子特徵能量的影響來得大，但高度這個參

數對於特徵能量的分析依舊不可忽視，即便是 75 。 
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圖 5.9 不同高度之量子點的(a)電子與(b)電洞特徵能量隨晶體角度變化圖。 

圖 5.10(a)為不同高度之量子點的激子束縛能隨晶體角度變化圖。結果顯示，

在固定晶體角度的條件下，增加量子點的高度只會使激子束縛能變小但不會使激

子束縛能最小值及最大值的發生角度產生偏移。當量子點的高度由 2h 增高至

3h 時，除了 0 、 5 及 65 這三個角度外，其餘各角度之激子束縛能的

差異均小於 4 meV。不同高度之間的最小差異發生在 15 時的 0.4 meV，而最大

差異發生在 5 的 5.4 meV。 
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圖 5.10(b)為不同高度之量子點的躍遷能量隨晶體角度變化圖。此圖可看出躍

遷能量最大值的角度由 2h 時的 35 移動至 5.2h 時的 60 及 3h 時的

65 。在固定晶體角度的條件下時，改變高度將使躍遷能量大幅降低。當量子

點高度由 2h 增高至 3h 時，躍遷能量差之最小值為 59 meV 發生在 70 ，而

最大差異為 208 meV 發生在 0 。另外，相對於 0 ，其最大增幅分別為 2h

時的 168 meV、 5.2h 時的 226 meV 及 3h 時的 294 meV。這些數據說明了，量

子點高度每增加 0.5 奈米，躍遷能量的最大增幅約增加 60 meV 之多。 
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圖 5.10 不同高度之量子點的(a)激子束縛能與(b)躍遷能量隨晶體角度變化圖。 

圖 5.11 為不同高度之量子點的電子電洞波函數重疊量隨晶體角度變化圖。結

果顯示，高度增加將使波函數重疊量降低但不會使波函數重疊量最大值的發生角

度產生偏移，其最大值的角度為 5.72 。當 介於 40 至 90 之間，改變高度對波

函數重疊量產生最大影響的角度為 65 ，由 2h 時的 0.44 降至 3h 時的 0.29。

對於波函數重疊量最大值而言，由 2h 時的 0.86 降至 5.2h 時的 0.82 及 3h 時

的 0.79，似乎量子點高度每增加 0.5 奈米，對波函數重疊量最大值造成的影響約

0.03–0.04。 

綜合圖 5.10(b)與圖 5.11 的結果，若氮化銦鎵量子點成長於 30 的氮化鎵基

板時，當 3h 時其躍遷能量最大可提升 294 meV，但波函數重疊量只有 0.29。以

3h 為例，若氮化銦鎵量子點成長於 5.72 的氮化鎵基板時，其躍遷能量仍可



 89

增加 279 meV，同時波函數重疊量高達 0.79。這說明選擇適當基板的晶體角度，

不但能使躍遷能量增大改變發光波長，且可使波函數重疊大大地提高，有助於提

升量子點光學元件的性能。 
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圖 5.11 不同高度之量子點的電子電洞波函數重疊量隨晶體角度變化圖。 

 

5.3 濕潤層厚度對光學性質的影響 

此節主要是討論濕潤層厚度對量子點結構光學性質的影響，所考慮的形狀為

透鏡形，其底部寬度為 1816 奈米、高度為 2 奈米、濕潤層厚度為 t 奈米與銦濃度

為 0.25，其中 t 為 0.4、0.8 及 1.2。 

圖 5.12 不同濕潤層厚度之量子點的能帶結構隨晶體角度變化圖，圖 5.12(a)為

導電帶最低點隨晶體角度變化圖，5.12(b)-(d)為分別為 A band、B band 及 C band

的最高點隨晶體角度變化圖。不同濕潤層厚度之導電帶最低點隨晶體角度增大而

得到提升，當 60  時其導電帶有最大值。有趣的是，當 50  ， 1.2t  時的導電

帶最低點始終小於 0.4t  及 0.8t  ，但 60  時，反而是 1.2t  時的導電帶為最

高。當 0 時，濕潤層厚度由 0.4t  增厚至 1.2t  ，導電帶將降低 159 meV，當

60  時，導電帶將提升 18 meV，而 60  時其導電帶的差異約在 10–17 meV 之

間。此外，濕潤層厚度由 0.4t  增厚至 1.2t  時，改變晶體角度所得之導電帶最大
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增幅將由 135 meV 變成 312 meV。另一方面，如圖 5.12(b)所示，谷 0 時，若

濕潤層厚度由 0.4t  增厚至 2.1t ，A band 將提升 108 meV。當 20  ，A band

於不同濕潤層厚度之間的差異約在 2–29 meV。而且，改變濕潤層厚度將使 A band

的最大降幅將由 0.4t  時的 218 meV 增大至 1.2t  時的 318 meV。接著，圖

5.12(c)-(d)的結果顯示，濕潤層厚度對能帶的影響依然 0 時的影響最為明顯。

若濕潤層厚度由 4.0t 增厚至 2.1t ，B band 與 C band 將分別提升 107 meV 及 95 

meV。當 20  ，B band 與 C band 於不同濕潤層厚度之間的差異約在 1–27 meV

及 1–30 meV。而 B band 與 C band 的最大降幅將分別由 0.4t  時的 383 meV 及 179 

meV 增加至 1.2t  時的 491 meV 及 285 meV。 
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圖 5.12 不同濕潤層厚度之量子點的能帶結構隨晶體角度變化圖，(a)為導電帶最低

點及(b)-(d)分別為三個價電帶最高點。 
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由以上結果可歸納出，在改變晶體角度的過程中，濕潤層厚度對量子點能帶

結構的影響呈如 4.3 節中所述，濕潤層厚度對量子點的能帶結構影響甚大。而此節

的結果亦指出，雖然濕潤層厚度於 50  時對導電帶的影響及 20  對價電帶的

影響不如 0 時的顯著，但能帶因濕潤層厚度不同而有所改變。因此，不同的濕

潤層厚度勢必對量子點的電子、電洞特徵能量等產生重大的影響。 

圖 5.13(a)為不同濕潤層厚度之量子點的電子特徵能量隨晶體角度變化圖。結

果顯示，增加濕潤層厚度將使電子特徵能量大幅降低，當 0.4t  、 8.0t 及 2.1t 時

的最大電子特徵能量分別出現在 15  、 30 與 35  ，其最大增幅分別為 4 

meV、41 meV 及 92 meV。當 90  時，其電子特徵能量最小。另外，當 20  且

濕潤層厚度由 4.0t 增厚至 2.1t 時，濕潤層厚度的影響將高達 101–165 meV，其

餘各角度仍有 50–83 meV 的差異。可見，不論氮化銦鎵量子點成長於何種晶體角

度之氮化鎵基板時，濕潤層厚度這個幾何參數對電子特徵能量的影響不能無視它

的存在。 
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圖 5.13 不同濕潤層厚度之量子點的(a)電子與(b)電洞特徵能量隨晶體角度變化圖。 

圖 5.13(b)為不同濕潤層厚度之量子點的電洞特徵能量隨晶體角度變化圖。從

圖中可看出， 8.0t 及 2.1t 時的電洞特徵能量最小值仍然發生在 90 ，但

4.0t 時，其電洞特徵能量最小值發生在 75 。這意謂濕潤層厚度越厚電洞特

徵能量的最小值會往 90 度偏移。而相對於 0 ，其最大降幅分別為 4.0t 時的
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115 meV、 8.0t 時的 154 meV 及 2.1t 時的 206 meV，這些數據說明了濕潤層的

厚度每增加 0.4 奈米，電洞特徵能量的最大降幅約增加 40–50 meV。當濕潤層的厚

度由 4.0t 增厚至 2.1t 時，電洞特徵能量的差異由 0 時的 107 meV 隨晶體角

度增大減少至 30 時的 0.1 meV， 30 至 40 之間的差異最大約 2.9 meV；爾後又

逐漸增至 70 時的 30 meV，到了 90 時則有 9 meV 的差異。上述數據可發

現，改變濕潤層厚度對電洞特徵能量的影響大於量子點底部寬度的影響且與高度

的影響程度類似。 

圖 5.14(a)為不同濕潤層厚度之量子點的激子束縛能隨晶體角度變化圖。結果

顯示，增加濕潤層的厚度與增加量子點的高度一樣，只會使激子束縛能變小，並

不會使激子束縛能最大值的發生角度產生偏移。當濕潤層的厚度由 4.0t 增厚至

2.1t 時，除了 5 及  7565  外，其餘各角度之激子束縛能的差異均小於

3.3 meV。最小差異發生在 30 時的 0.2 meV，而最大差異發生在 0 的 7.8 

meV。 
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圖 5.14 不同濕潤層厚度之量子點的(a)激子束縛能與(b)躍遷能量隨晶體角度變化

圖。 

圖 5.14(b)為不同濕潤層厚度之量子點的躍遷能量隨晶體角度變化圖。此圖可

看出，在固定晶體角度的條件下時，改變濕潤層厚度將使躍遷能量大幅降低。同

時，躍遷能量最大值的角度由 4.0t 時的 25 移動至 8.0t 及 2.1t 時的
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35 。當濕潤層厚度由 4.0t 增厚至 2.1t 時，躍遷能量差最小值為 56 meV 發

生在 40 ，而最大差異為 265 meV 發生在 0 。另外，相對於 0 ，其最大

增幅分別為 4.0t 時的 74 meV、 8.0t 時的 168 meV 及 2.1t 時的 277 meV。這

些數據說明了濕潤層的厚度由 4.0t 增厚至 8.0t 時，躍遷能量的最大增幅增加

93 meV，而濕潤層的厚度由 8.0t 增厚至 2.1t 時，躍遷能量的最大增幅增加 109 

meV。此結果說明濕潤層的厚度越厚躍遷能量的最大增幅增加越多。 
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圖 5.15 不同濕潤層厚度之量子點的電子電洞波函數重疊量隨晶體角度變化圖。 

圖 5.15 為不同濕潤層厚度之量子點的電子電洞波函數重疊量隨晶體角度變化

圖。結果顯示，增加濕潤層的厚度將使波函數重疊量降低但不會使波函數重疊量

最大值的發生角度產生偏移，其最大值的角度為 5.72 。當 介於 40 至 90 之

間，改變濕潤層的厚度對波函數重疊量產生最大影響的角度為 70 ，由 4.0t 時

的 0.85 降至 2.1t 時的 0.77。對於波函數重疊量最大值而言，由 4.0t 時的 0.90

降至 8.0t 時的 0.86 及 2.1t 時的 0.86，以上的結果似乎說明了，當濕潤層的厚

度大於 0.8 奈米之後對波函數重疊量最大值幾乎沒有影響。 

綜合圖 5.14(b)與圖 5.15 的結果，若氮化銦鎵量子點成長於 25 的氮化鎵基

板時，當 4.0t 時，其躍遷能量最大可提升 74 meV，但波函數重疊量只有 0.006。

以 4.0t 為例，若氮化銦鎵量子點成長於 5.72 的氮化鎵基板時，其躍遷能量亦
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可些微增加 40 meV，但波函數重疊量將可高達 0.9。這說明適當選擇基板的晶體

角度，可使波函數重疊大大地提高。 

 

5.4 銦濃度對光學性質的影響 

此節主要是討論銦的濃度對量子點結構光學性質的影響，所考慮的形狀為透

鏡形，其底部寬度為 1816 奈米、高度為 2 奈米、濕潤層厚度為 0.8 奈米與銦濃度

為 c，其中 c 為 0.15、0.2 及 0.25，即表示銦濃度分別為 15%、20%及 25%。從第

四章的算例中發現，改變量子點的銦濃度僅對量子點的應變場、壓電位能、電子

與電洞特徵能量等造成數值上的平移，因此，此節將不再談論銦濃度對量子點之

能帶結構的影響程度。 

圖 5.16(a)為不同銦濃度之量子點的電子特徵能量隨晶體角度變化圖，如預期

般地，不同銦濃度之電子特徵能量隨晶體角度變化的曲線關系近似平行。當

15.0c  、 c 0.2 及 c 0.25 時的最大電子特徵能量均出現在 30 ，其最大增幅

分別為 24 meV、32 meV 及 41 meV。當 90  時的電子特徵能量最小，相對於

0  ，其最大降幅分別為 37 meV、52 meV 及 67 meV。另一方面，當銦濃度由

c 0.25 減至 15.0c  時，銦濃度的影響將高達 243–290 meV。可見，氮化銦鎵量

子點成長於任意晶體角度之氮化鎵基板時，銦濃度這個材料參數對電子特徵能量

的影響極為深遠。同理，銦濃度勢必對電洞特徵能量與躍遷能量等產生巨大之變

化。 

圖 5.16(b)為不同銦濃度之量子點的電洞特徵能量隨晶體角度變化圖。從圖中

可看出，不同銦濃度之電洞特徵能量最小值仍然發生在 90 ，相對於 0  ，電

洞特徵能量之最大降幅分別為 15.0c  時的 103 meV、 2.0c  時的 130 meV 及

25.0c  時的 154 meV，以上數據跟銦濃度對電子特徵能量的影響一樣，在改變晶

體角度的過程中，銦濃度越低，特徵能量增幅或降幅則越小，其理由為，在固定

量子點形狀與尺寸的條件下，銦濃度越低其量子點內之導電帶的最低點與基板及
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覆蓋層之導電帶最低點的差較小，同理，量子點內之價電帶的最高點與基板及覆

蓋層之價電帶最高點的差亦較小，因而造成電子與電洞特徵能量的量化程度較

小。當銦濃度 25.0c  減至 15.0c  時，電洞特徵能量的差異由 0  時的 141 meV

隨晶體角度增大減少至 72.5  時的 87 meV；爾後又些微增大至 90 時的 90 

meV。上述數據可發現，銦濃度確實對特徵能量的影響極為明顯。 
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圖 5.16 不同銦濃度之量子點的(a)電子與(b)電洞特徵能量隨晶體角度變化圖。 

圖 5.17(a)為不同銦濃度之量子點的激子束縛能隨晶體角度變化圖。結果顯

示，改變銦濃度對激子束縛能的影響並無如電子與電洞特徵能量一樣地顯著。此

外，改變銦濃度並不會使激子束縛能最大值的發生角度產生偏移，且不同銦濃度

對激子束縛能最大值的影響為，銦濃度每減少 0.05，束縛能最大值約增加 0.5 

meV。當銦濃度 25.0c  減至 15.0c  時，除了75 90  外，其餘各角度之激子

束縛能的差異均小於 2.6 meV。最小差異發生在 5  與 72.5  時的 0.1 meV，而

最大差異則發生在 80 時的 7.4 meV。 

圖 5.17(b)為不同銦濃度之量子點的躍遷能量隨晶體角度變化圖。此圖可看出

躍遷能量最大值的角度均發生在 35 。在固定晶體角度的條件下時，降低銦濃

度將使躍遷能量大幅提升。當銦濃度 25.0c  減至 15.0c  時，躍遷能量差之最小

值為 346 meV 發生在 35 ，而最大差異為 402 meV 發生在 0 。另外，相對

於 0 ，其最大增幅分別為 15.0c  時的 112 meV、 2.0c  時的 141 meV 及
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25.0c  時的 168 meV。這些數據說明了銦濃度由 25.0c  減至 15.0c  時，躍遷能

量的最大增幅減少 56 meV，同時銦濃度越低躍遷能量的最大增幅就越小。若改變

晶體角度的過程中，銦濃度的變化介於 15.0c  至 25.0c  之間，則躍遷能量的最

大增幅可達 570 meV。 
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圖 5.17 不同銦濃度之量子點的(a)激子束縛能與(b)躍遷能量隨晶體角度變化圖。 
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圖 5.18 不同銦濃度之量子點的電子電洞波函數重疊量隨晶體角度變化圖。 

圖 5.18 為不同銦濃度之量子點的電子電洞波函數重疊量隨晶體角度變化圖。

結果顯示，銦濃度增加將使波函數重疊量些微降低但不會使波函數重疊量最大值

的角度產生偏移，其最大值的角度為 72.5  。當介於40至90之間，改變銦濃

度對波函數重疊量產生最大影響的角度為 80   ，由 15.0c  時的 0.59 降至
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25.0c  時的 0.33。對於波函數重疊量最大值而言，由 15.0c  時的 0.89 降至 2.0c 

時的 0.88 及 25.0c  時的 0.86，以上的結果似乎說明了，當量子點成長於任意晶體

角度之基板時，若銦濃度介於 15.0c  至 25.0c  之間，其電子電洞波函數重疊量

最大值僅只有 0.03 的差異，即銦濃度的變化對電子電洞波函數重疊量最大值沒有

影響。 

 

5.5 量子點頂部寬度對光學性質的影響 

此節主要是討論量子點的頂部寬度對量子點結構光學性質的影響，所考慮的

形狀為截頭式六角金字塔形，如圖 5.19 所示，其底部寬度為 18 奈米，高度為 2 奈

米，濕潤層度為 0.8 奈米，銦濃度為 0.25。 

x
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圖 5.19 截頭式六角金字塔形量子點幾何形狀圖，(a)為上視圖及(b)為側視圖。 

由 5.1 節至 5.4 節的結果得知，改變量子點底部寬度其躍遷能量最大值的角度

維持在 35  不變，而電子電洞波函數重疊量最大值的角度會隨著底部寬度變大

而逐漸由 72.5  移動至 70  。改變量子點高度會使躍遷能量最大值的角度由

35   移動到 65   ，而電子電洞波函數重疊量最大值的角度則維持在

72.5  。另外，改變濕潤層厚度則會使躍遷能量最大值的角度由 25  移動到

35  ，而電子電洞波函數重疊量最大值的角度仍維持在 72.5  。最後，改變銦
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濃度則躍遷能量最大值與電子電洞波函數重疊量最大值的角度皆維持在 35  及

72.5  。因此，此節不再談論底部寬度、高度、濕潤層厚度及銦濃度等因素對截

頭式六角金字塔形量子點結構之光學性質的影響。而是針對截頭式六角金字塔形

量子點的頂部寬度這個參數對光學性質的影響而加以探討。此節內容為，在固定

底部寬度與高度的條件下，改變截頭式六角金字塔形量子點的頂部寬度，即圖 5.19

中之 ，探討不同 值對截頭式六角金字塔形之量子點的壓電位能降、躍遷能量

及電子與電洞波函數重疊量有何變化。同時晶體角度限定在 50 度至 80 度。 
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圖 5.20 不同頂部寬度之量子點的(a)壓電位能降與(b)躍遷能量隨晶體角度變化圖。 

圖 5.20(a)為不同頂部寬度之量子點的壓電位能降隨晶體角度變化圖。結果顯

示，頂部寬度越寬，壓電位能降越大，其中壓電位能降乃指壓電位能之最大正電

位減去最大負電位。同時，改變頂部寬度會使壓電位能降最小值發生的角度由

0.3  及 0.5  時的 70  移動到 0.7  時的 72.5  ，相對於 50  ，其最大

降幅分別為 0.3  時的 80 mV 增大至 0.5  時的 105 mV 及 0.7  時的 128 

mV。另一方面，當頂部寬度由 0.3  增大至 0.7  時，頂部寬度對壓電位能降的

影響至少 28–78 mV。 

圖 5.20(b)為不同頂部寬度之量子點的躍遷能量隨晶體角度變化圖。此圖可看

出增加截頭式量子點的頂部寬度將使躍遷能量降低，其中 0.3  與 0.5  時的躍

遷能量隨晶體角度變大而逐漸變小，而 0.7  時，躍遷能量由 50  逐漸增大至
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70  ，爾後又隨晶體角度變大而逐漸變小。另一方面，當頂部寬度由 0.3  增

大至 0.7  時，頂部寬度對躍遷能量的影響為 13–78 meV。可見，改變量子點的

頂部寬度對躍遷能量的影響遠大於量子點底部寬度的影響。 
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圖 5.21 不同頂部寬度之量子點的電子電洞波函數重疊量隨晶體角度變化圖。 

圖 5.21 為不同頂部寬度之量子點的電子電洞波函數重疊量隨晶體角度變化

圖。結果顯示，頂部寬度增大將使波函數重疊量降低但不會使波函數重疊量最大

值的發生角度產生偏移，其最大值的角度為 72.5  ，即便壓電位能降最小值的角

度因 值而角度產生偏移。同時，當介於50至80之間，改變頂部寬度對波函數

重疊量產生最大影響的角度為 70  ，由 0.3  時的 0.78 降至 0.7  時的 0.36。

對於波函數重疊量最大值而言，由 0.3  時的 0.89 增加至 0.5  時的 0.91 再降低

至 0.7  時的 0.82。當0.3 0.5  ，頂部寬度對波函數重疊量最大值幾乎沒有影

響，當0.5 0.7  則較為顯著。 

綜合圖 5.20(b)至圖 5.21 的結果，當截頭式六角金字塔形量子點成長於任意晶

體角度之基板時，量子點的頂部寬度對光學性質的影響可大可小，意指在固定底

部寬度與高度下，六角錐體的側面與水平面的夾角，將是決定躍遷能量與波函數

重疊量大小的因素之一。 
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第六章 結論 

本文以線性壓電力學理論模擬不同形狀、大小、銦濃度及濕潤層厚度之氮化

銦鎵/氮化鎵量子點異質結構因材料的晶格不匹配引致的應變場及壓電位能，然後

以四能帶k p 漢彌爾頓計算量子點的電子與電洞特徵能量及對應之波函數。四能帶

k p 漢彌爾頓中之侷限位能包含應變引致之位能及壓電位能，而應變引致之位能則

透過變形位能理論求得，同時計算激子束縛能以得出量子點的躍遷能量。量子點

結構之應變場、壓電位能及四能帶k p 漢彌爾頓的解及激子束縛能皆以有限元素法

來估得數值結果。綜合本文第四章及第五章的數值結果，整理出以下幾點結論： 

一、完全耦合與半耦合壓電模型之比較： 

(a) 不論量子點的尺寸與形狀，SC 壓電模型求得之 xx 的誤差量百分比約為 1–3%，

若量子點底部寬度與高度為 20 3 時，SC 壓電模型求得之 zz 將產生 12–21%的

誤差。各形狀之間的差異如靠近量子點頂部，透鏡形量子點的 xx 與 zz 誤差量

最大，量子點中心則是截頭式圓錐形量子點誤差量最大，而 SC 壓電模型造成

截頭式金字塔形量子點內部之應變誤差量始終最小。 

(b) 不論是 xx 或 zz ，FC 壓電模型與 SC 壓電模型的差異將隨銦濃度增加而更加顯

著。但隨著銦濃度的增加，量子點內部的應變誤差增加量幾乎維持定值，即銦

濃度對 FC 壓電模型與 SC 壓電模型分析量子點應變場所造成的差異性是線性

的，且改變量子點的形狀並不會改變這個結果。 

(c) 截頭式金字塔形的壓電位能降大於透鏡形，透鏡形大於截頭式圓錐形，且不論

是改變量子點底部寬度或高度， FC 壓電模型的壓電能位降始終小於 SC 與 SC2

壓電模型。此三種壓電模型所計算出壓電位能降均隨量子點的幾何尺寸增加而

變大，且 dV 亦隨量子點的幾何尺寸增大而逐漸擴大。 

(d) 銦濃度對壓電位能的影響依然是近似線性的關係。另外，SC 壓電模型造成壓電

位能的誤差對透鏡形與截頭式圓錐形量子點而言並無差異，若以 SC2 壓電模型

分析量子點的壓電位能所產生的誤差則與量子點的形狀無關。 
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(e) 本文計算激子束縛能時所使用之介電常數為平均介電常數，因此 FC 與 SC(SC2)

壓電模型所計算出之激子束縛能極為近似，各模型之最大差異僅只有 0.5 meV。 

(f) SC 壓電模型之躍遷能量與 FC 壓電模型至少有 20–30 meV 的誤差，而 SC2 壓

電模型之誤差則可高達 50 meV 以上。若考慮銦濃度的變化，SC 與 SC2 壓電模

型的誤差將隨銦濃度提高而大為增加。從以上所述之結果得出一結論，分析三

族氮化物半導體量子點結構的光學性質時，使用全耦合壓電模型較為適合。 

 

二、剪力壓電常數之比較： 

(a) 當量子點成長於極化基板上， 15e 的正負號對壓電位能僅在數值上造成定量的變

化，但量子點成長於非極化基板上時， 15e 的正負號不僅僅對壓電位能在數值上

的改變，還造成壓電位能在空間上呈現正負號相反的結果。這個現象已在文獻

中呈現，此結果亦證明本文的分析是正確的。 

(b) 不論量子點成長於極化或非極化基板， 15e 的符號對壓電位能的影響將隨著量子

點高度增加而明顯增大。此現象說明剪應變對壓電位能具有一定程度的影響，

在分析壓電位能時不能忽略。 

(c) 不論 15e 是正是負，電子特徵能量對量子點高度的擾動似乎特別的敏感。此外，

量子點成長在半極化與極化基板，且量子點高度 4h 時，使用正值之 15e 所計

算出之電子具有相似的特徵能量。同時，電子(電洞)特徵能量隨著量子點的高

度增加而逐漸減少(增加)。 

(d) 當晶體角度為 0 、 43 、 62 及 90 時，使用正 15e 與負 15e 所計算出之光學躍遷能

量隨著量子點高度增加，兩者的能量差越明顯，意謂 15e 的正負號在計算量子點

結構的光學性質時，扮演一個重要的角色。 

 

三、濕潤層對量子點光學性質的影響： 

(a) 以量子點底部寬度及高度分別為 15 奈米及 2 奈米，銦濃度 c 0.25 為例，濕潤
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層的厚度每增加 0.1 奈米，將使量子點結構的最大壓電位能降增加 30 mV。若

0.8t  時，壓電位能隨著濕潤層內的銦濃度增加而增加。 

(b) 當考慮 In0.25Ga0.75N 量子點結構包含 0.4 奈米厚的 In0.25Ga0.75N 濕潤層時，量子

點結構的能隙將減少 125 meV。此數值約為 0t  時之能隙值的 5.6%。 

(c) 濕潤層的銦濃度對激子束縛能的影響幾乎不大，而濕潤層厚度的變化對束縛能

的影響較明顯。相對於 0t  ，濕潤層的厚度每增加 0.4 奈米將使躍遷能量產生

4.6%的誤差。另外，濕潤層的銦濃度每減少 2.5%，將使躍遷能量增加 32.5 meV。

綜合以上結果，若要準確分析量子點結構的壓電位能與光學性質，濕潤層的厚

度與銦濃度必須加以考慮。 

 

四、晶體角度效應 

1. 壓電位能隨晶體角度變化： 

以透鏡形之 In0.25Ga0.75N 量子點為例，其量子點底部寬度為 1816 奈米，高度

為 2 奈米及濕潤層厚度為 0.8 奈米。 0 時的壓電位能降最大，隨著增大，最

大壓電位能降逐漸變小，最小值發生在 70  。當 70 時，最大壓電位能降則

些微增大至 90  。最小值發生在 70 而非 90 的原因為壓電極化所引致的電場與

自發性極化所產生之電場彼此交互作用下的結果。 

 

2. 量子點底部寬度對光學性質的影響： 

(a) 30 時有最大的躍遷能量，相對於 0 ，最大增幅為 178 meV。另外，改

變底部寬度對躍遷能量的最大影響為 0  時的 18.7 meV，當 90  時，則有

11.8 meV。除了 10 及 85 外，底部寬度對躍遷能量的影響可忽略。 

(b) 底部寬度增大將使波函數重疊量降低，並使波函數重疊量最大值的角度產生偏

移，由 16b 及 18b 時的 5.72 ，變成 20b 時的 70 。 
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3. 量子點高度對光學性質的影響： 

(a) 改變高度將使躍遷能量大幅降低，且躍遷能量最大值的角度由 2h 時的

35 移動至 5.2h 時的 60 及 3h 時的 65 。當 2h 時，相對於

0 ，最大增幅為 168 meV，量子點高度每增加 0.5 奈米，躍遷能量的最大增

幅約增加 60 meV。另外，改變高度對躍遷能量的最大影響為 0  時的 208 

meV，最小影響為 70 時的 59 meV。 

(b) 高度增加將使波函數重疊量降低但不會使波函數重疊量最大值的發生角度產生

偏移，其最大值的角度為 5.72 。對於波函數重疊量最大值而言，似乎量子

點高度每增加 0.5 奈米，對波函數重疊量最大值造成的影響約 0.03–0.04，高度

的變化對電子電洞波函數重疊量影響並不顯著。 

 

4. 濕潤層厚度對光學性質的影響： 

(a) 改變濕潤層厚度將使躍遷能量大幅降低，且躍遷能量最大值的角度由 4.0t 時

的 25 移動至 8.0t 及 2.1t 時的 35 。當 4.0t 時，相對於 0 ，最

大增幅為 74 meV，另外，改變濕潤層厚度對躍遷能量的最大影響為 0 時的

265 meV，最小影響為 40 時的 56 meV。 

(b) 增加濕潤層厚度將使波函數重疊量降低但不會使波函數重疊量最大值的發生角

度產生偏移，其最大值的角度為 5.72 。對於波函數重疊量最大值而言，當

濕潤層的厚度大於 0.8 奈米之後對波函數重疊量幾乎沒有影響。 

 

5. 銦濃度對光學性質的影響： 

(a) 35 時有最大的躍遷能量，當 25.0c  時，相對於 0 ，最大增幅為 168 

meV。另外，改變銦濃度對躍遷能量的最大影響為 0 時的 402 meV，最小

影響為 35 時的 346 meV。若改變晶體角度的過程中，銦濃度的變化介於

15.0c  至 25.0c  之間，則躍遷能量的最大增幅可達 570 meV。 
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(b) 銦濃度增加將使波函數重疊量些微降低但不會使波函數重疊量最大值的角度產

生偏移，其最大值的角度為 72.5  。對於波函數重疊量最大值而言，銦濃度

的變化對電子電洞波函數重疊量沒有影響。 

 

6. 量子點頂部寬度對光學性質的影響： 

(a) 頂部寬度越寬將使壓電位能降變大，亦會使壓電位能降最小值發生的角度由

0.3  及 0.5  時的 70   移動到 0.7  時的 72.5   。當頂部寬度由

0.3  增大至 0.7  時，頂部寬度對壓電位能降的影響至少 28–78 mV。 

(b) 頂部寬度增大將使躍遷能量降低，其中 0.3  與 0.5  時的躍遷能量隨晶體角

度變大而逐漸變小。當頂部寬度由 0.3  增大至 0.7  時，頂部寬度對躍遷能

量的影響為 13–78 meV。可見，改變量子點的頂部寬度對躍遷能量的影響遠大

於量子點底部寬度的影響。 

(c) 頂部寬度增大將使波函數重疊量降低但不會使波函數重疊量最大值的發生角度

產生偏移，其最大值的角度為 72.5  。對於波函數重疊量最大值而言，當

0.3 0.5  ，頂部寬度對波函數重疊量最大值幾乎沒有影響，當0.5 0.7  則

較為顯著。 

 

歸納以上幾點結論：(i). 分析三族氮化物半導體量子點結構的光學性質時，使

用全耦合壓電模型較為適合。(ii). 15e 的正負號在計算量子點結構的光學性質時，

扮演一個重要的角色。(iii). 若要準確分析量子點結構的壓電位能與光學性質，濕

潤層的厚度與銦濃度必須加以考慮。(iv). 不論量子點的尺寸(底部寬度、高度及頂

部寬)、形狀、銦濃度及濕潤層厚度等，當量子點成長於晶體角度為 70 度至 75 度

之間的氮化鎵基板時，將會有最大的波函數重疊量，同時，躍遷能量得以大幅提

升。故，本文所分析的結果，可作為量子點光學元件設計時的參考依據。 
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